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SUR UN THI ORI ME DE GI OMt TRIE. 

Par M. H. P o i n o a r 4  (Paris). 

Adunanza  del IO m a r z o  i912 ,  

INTRODUCTION. 

Je n'ai jamais pr6sent6 au public un travail aussi inachev6; je crois donc n6cessaire 
d'expliquer en quelques roots les raisons qui m'ont d&ermin6 ~ le publier, et d'abord 
celles qui m'avaient engag~ :l l'entreprendre. J'ai d~montr~, il y a longtemps d~j~., 
l'existence des solutions p6riodiques du probl6me des trois corps; le r~sultat laissait 
cependant encore ~. d&irer; car, si l'existence de chaque sorte de solution &ait &ablie 
pour les petites valeurs des masses, on ne voyait pasce qui devait arriver pour des 
valeurs plus grandes, quelles 6talent celles de ces solutions qui subsistaient et dans quel 
ordre elles disparaissaient. En r~fl&hissant ,4. cette question, je me suis assur6 que la 
r6ponse devait d6pendre de l'exactitude ou de. la fausset6 d'un certain th6or6me de g6o- 
m6trie dont l'4nonc6 est tr6s simple, du moins dans le cas du probl6me restreint et des 
probl6mes de Dynamique off il n'y a que deux degr6s de libert6. 

J'ai donc C't6 amen6 ~i rechercher sice th6or6me est vrai ou faux, mais j'ai rencontr4 
des difficult6s auxquelles je ne m'attendais pas. J'ai 6t6 oblig6 d'envisager s4par6,nent un 
trhs grand nombre de cas particuiiers; mais les cas possibles sont trop nombreux pour 
que j'aie pules  6tudier tous. J'ai reconnu l'exactitude du th~orhine dans tous ceux que 
j'ai trait&. Pendant deux aus, je me suis efforch sans succ6s, soit de trouver une d4mon- 
stration g6n&ale, soit de d6couvrir un exemple off le th6orhme soit en d6faut. 

Ma conviction qu'il est toujours vrai s'affermissait de jour en jour, mais je restais 
incapable de l'asseoir sur des fondements solides. 

II semble que dans ces conditions, je devrais m'abstenir de toute publication tant 
que je n'aurai pas r6solu la question; mais apr6s les inutiles efforts que j'ai faits pendant 
de longs mois, il m'a paru que le plus sage &ait de laisser le probl6me mflrir, en m'en 
reposant durant quelques ann~es; cela serait tr&s bien si j'&ais stir de pouvoir le repren- 
dre un jour; mais ~. mon .~ge je ne puis en rSpondre. D'un autre c6t6, l'importance du 
sujet est trop grande (et je chercherai plus loin ~'l la faire comprendre) et l'ensemble 
des r6sultats obtenus trop consid&able d6ja, pour que je me r&igne ~. les laisser d~fi- 
nitivement infrnctueux. Je puis esp6rer que les g6om6tres qui s'int6resseront ~t ce pro- 
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bl+me et qui seront sans doute plus heureux que moi, pourront en tirer quelque parti 

et s'en servir pour trouver la vole dans laquelle ils doivent se diriger. 

Je pense que ces consid&ations sui-fisent "a me justifier. 

2. 

l~noncd du thdor~me. 

Je d~signe par x et y les coordonn,~es polaires d'un point et je consi&re une cou- 

ronne circulaire comprise entre deux circonf~rences extr~lnes, l'une ext~rieure x = a, 

l'autre int&ieure x = b. Je consi&re une transformation ponctuelIe biunivoque T de 

cette couronne en dle-m~me. Je d&igne par x et y les coordonn~es du point M, par 

X et Y celies de son transform6; et je fais les deux hypothbses suivantes: 

P R E M I X : R E  C O N D I T I O N .  - -  Conlme T transforme la couronne en elle-m&ne, die trans- 

formera en elles-m~mes les deux circonf&ences extremes x = a et x = b, de sorte que 

l'on aura X = x  si l'on a x---~a ou x - - b ;  mais on aura Y ~ y  sur x---a  et Y ~ ) ,  

sur x = b ou inversement; c'est-s que la transformation fait tourner sur elle-m6me 

chacune des circonf&ences extr&neg tous Ies points de cbacune des circonf&ences 
�9 t O .  avancant darts le m&,e sens, quoique en g&~ral de quantit& lneoaies ~ mais de facon 

que les rotations des deux circonf~'rences se fassent en sens contraire. On pourrait croire 

que cet &nonc6 n'a aucun sens, puisque y e t  Y ne sont dSfinis qu'A un multiple de 

2= pr&s; mais si nous nous donnons, par une convention arbitraire, la valeur exacte 

de Y - - 3 '  en un poiut quelconque de la couronne, la vale~lr de Y - - y  sera enti~re- 
ment d&ermin& par continuitd~ en tous les points de la couronne. 

Deuxt~Me CONDITION�9 ga transformation conserve les aires ou, plus generalement, 

elle admet un invariant integral positif~ c'est-'3.-dire qu'il existe uue fonction p.gsitive 

f ( x ,  y), telle que l'on ait 

ffi  fjTc x, y )dxdy  - -  X, Y ) d X d  Y, 
t 

les deux int&grales &ant &endues .~ une aire quelconque et :t sa transform~e. 

Si ces deux conditions sont remplies, je dis qu'il existera to,jours d l'int&'ieur de la 

couronne deux points qui ne seront pas altgre's par la tramformation. 
Je supposerai en g~n&al, pour simplifie b que la transformation est analytique; mais 

cela n'a rien d'essentiel. 
On pourrait &re tent~ d'essayer une d~monstration dans la vole suivante. II suflira 

de l'expliquer dans le cas simple o'a f ( x ,  3 ' ) =  I. Alors X et Y~ consid&& comme 

fonctions de x et ),, doivent satisfaire :i l'~quation aux d&iv&s partielles 

8 X S Y  8 X S Y  
Ox c~y ~ Oy Ox : z, 
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c'est-s que 
d Z  = (X - -  ~,)dy - -  d X ( r - -  y)  

est une diff&entielle exacte. 

On  voit sans peine que Z e s t  une fonction uniforme de x et ),, p~riodique par 

rapport  ~i y ;  elle dolt avoir un maximum et un minimum qui ne peuvent &re atteints 

sur les circonf&ences extr&nes. Si done x et 3' &aient fonctions uniformes de X et de 

y, le maximum ne pourrait  &re atteint que pour  

X = x, Y = y 

et on pourrait  conclure qu'il existe '3. l ' int&ieur de la couronne  deux points tels que 

X - - x ,  Y = y ;  c'est-~vdire deux points invariants. Mais il n 'en est pas toujours ainsi 

et le maximum pourrai t  encore avoir lieu pour  des points tels que 

(x x) (Y y)aX 
" ~ "  ~ ~ ~ -'~ O~ 

et c'est ce qui fait que la d~monstration n'est applicable qu'aux transformations infini- 

t&simales. 

Le th~or~me peut ~tre pr~sent~ sous une autre forme,  tout ~. fait ~quivalente, 

mais en quelque sorte inverse de Ia pr&~dente, hnaginons  que la t ransformation T 

remplisse toujours la I ~ condition ~nonc& plus haut, mais non pas la 2 d~, en revan- 

che elle satisfera :i une  

TROISI~MI,: CONDITION.--// n'existe pas dans route la couronne de point invaria~:t. 

Je dis que s'il en est ainsi, la transformation T ne saurail SATISFAIRE .~, LA SECONDE 

CONDITION:, c'est-k-dire possdder un invariant intd~ral positif. 

I1 est clair que les deux ~nonc& sont ~['quivalents; si route transformation qui satis- 

fait aux conditions I e t  3~ ne saurait satisfaire ~t la condition 2, toute t ransformation 

qui satisfera aux conditions I e t  2 ne pourra  satisfaire ',i la conditions 3 ; elle aura done 

au moins un point invariant, et par consSquent die eta aura au moins deux puisque 

l 'Analysis situs (et en particulier le th~:orSme de KRONECKE~) nous montre  innn~dia- 

tement  qu'elle dolt en avoir un nombre  pair. 

Pour  faire voir maintenant  que la 2 d~ condition ne peut &re remplie quand la I e~" 

et la 3 ~ le sont, je cher cherai ~i mont re r  que l 'on peut construire un contour  ferm~ C 

jouissant des propri~,t& suivantes : I ~ II entoure la circonf&ence extrStne int&ieure x = b, 

de sorte que, quand on en fait le tour, y varie de 0 h 2r, .  2 ~ I I n e  coupe pas son 

transform6 C', de telle fagon qu'il lui est, ou tout entier int~rieur, ou tout entier ext~- 

rieur. S'il en est ainsi, l'aire annulaire comprise entre C et x = b a pour transform+e 

l 'aire comprise entre C' et x = b. 

Or  l 'une de ces aires est une partie de l'autre. Si, par exemple, C' est tout entier 

ext&ieur ,~ C, l'aire comprise entre C' et x = b se compose de l'aire comprise entre C' 

et C, plus l'aire comprise entre C et x = b. I[ n'est done pas possible que la transfor- 

mation conserve les aires; elle ne peut pas non plus admettre d ' invariant integral positif. 

Dans les tentatives de d&nonstration qui vont  suivre, je prendrai ordinairement le 

R#nd. Circ. Matem. Palermo, t. XXXll[ O o sere. 1912 ). - -S tampato  il 7 maggio 19x2. 48 
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th~or~me sous sa seconde forme; j'envisagerai donc les transformations qui satisfont 
aux conditions r et 3; j'en feral une classification, et, pour chaque classe, je chercherai 
~i former le contour C d6fini plus haut. Au contraire, dans les applications il sera plus 
commode d'utiliser le th~or~me sous sa I e~ forme. 

Ss. 

Applicat ions  du thdorbme. 

Si le th~or~me pouvait &re &abli, il comporterait plusieurs g~n&alisations imm& 

diates. 

Imaginons en effet d'abord que la circonf&ence extr&ne int&ieure x = b vienne 

~t se r~duire gt un point, notre couronne circulaire se r~duira ~t un cercle. Si alors sur 

la circonf~rence ext~rieure x - - a ,  on a toujours Y ~ y, et dans le voisinage du centre 

Y ~ ) ,  ou inversement; si, de plus, la transformation admet un invariant integral, il y 
aura ~. l'int&ieur du cercle au moins deux points inalt&& par la transformation. D'au- 

tre part, nous pouvons appliquer les m6mes principes ~. une puissance quelconque T" 
de la transfornaation T. 

Voyons maintenant comment cela peut &re appliqu~ aux probl&nes de Dynamique 

oCl il y a deux degr~s de libert& Pour simplifier l'exposition, j'envisagerai particuli~re- 
ment le plus simple de ces probl~mes, celui des lignes g6od~siques d'une surface con- 

vexe. J'ai &rit sur ce sujet un M&noire. t). I1 nous faut d'abord trouver une repr&enta- 
tion g~om&rique convenable pour notre objet; d~finissons ce que nous appellerons un 

d&nent; et cherchons ~ faire correspondre ~ un chacun de ces ~l&nents un point de 

l'espace. Un ~l~ment, ce sera l'ensemble d'une g~od&ique et d'un point de cette g~od& 
sique; une m&ne courbe g~od~sique devra &re regard& comme deux g~od&iques dis- 

tinctes suivant qu'eile sera parcourue dans un sens ou dans l'autrc. A chaque tSl&nent 
correspond un tri&dre dfifini comme il suit: nous aurons d'abord la normale ~. la sur- 
face au point consid&~, normale men& du c6t6 ext&icur; en second lieu la tangente 

ft. la g~odfisique, dans le sens off cette gbodfisique dolt &re parcourue; enfin une per- 
pendiculaire ,'tces deux droites men& aussi dans un sens d&ermin~; nous transporte- 
rons ensuite par translation ce tri~dre rrirectangle de fagon que son sommet vienne ~t 

l'origine. A tout tri~dre trirectangle ayant son sommet ~t l'origine correspond ainsi un 
dgment et un seul; et d'abord la surface &ant convexe, il n'y a que deux points off le 
plan tangent soil perpendiculaire ~ la i ~ ar&e du tri~dre; il n'y a qu'un de ces points 

o~ la normale extgrieure soil parall&le i cette ar&e et de m&ne sens. 

En second lieu, par ce point passe une g~od~sique et une seule dont la tangente 

t) Sur les lignes gdodisiques des surfaces convexes [Transactions of the American Mathematical 
Society, vol. VI 0905), pp. 237-274]. 
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soit parall61e ~t la seconde ar~te du tri~dre; le sens dans lequel cette g~od~sique est par- 

courue est ~galement d6fini. 
Cela pos~, chaque tri~dre sera d~fini par le quaternion: ),, gz, v, p (v+bt~-I-v=-l-p '= I), 

qui d~finit la rotation n~cessaire pour amener le tri&dre" d'une position initiale, d~ter- 

mince une fois pour toutes, ~t la position actuelle. Alors le demi angle de cette rota- 

tion a pour cosinus ;~ et pour sinus 1/F." n t- v~-~ p=; et l'axe de rotation a ses cosinus 

directeurs proportionnels ~t ~,., v, p. 
Nous remarquerons toutefois que les deux quaternions: ;% F., v, p e t  - - ) , ,  - -F . ,  

v, - - p  reprdsentent la m~3me rotation, et par consequent le m~me tri~dre et le 

mSme dldment. 
Nous poserons ensuite: 

) , =  ~,, ~ .=  v - -  - -  P 

et nous reprdsenterons notre 616ment par le point de l'espace dont les coordonn6es 

rectangulaires sont ~, -e,, ~. A tout point de l'espace correspond un 616ment et un seul; 
�9 2l tout 6i6ment correspondent deux points de l'espace, que l'on peut d6duire l'un de 
l'autre par une inversion ayant pour p61e l'origine et pour puissance - -  I. 

Une g6od6sique form6e par une infinit4 de pareils 616ments, sera repr6sent6e dans 

cet espace par une courbe. Par chaque point de cet espace passe une de ces courbes 
et une seule, et le sens dans lequel cette courbe dolt 4tre parcourue est 6galement 
d4termin6. Je les appellerai les courbes C. 

Dans le cas de la sph6re, les g6od6siques sont les grands cercles, et les courbes C 

forment une famille de cercles, dont les plans passent par l'origine et qui ont pour puis- 
sance - -  I par rapport ~ cette origine. Deux de ces cercles C ne peuvent se rencontrer, 
et ils s'entrelacent toujours. Dans le cas g~n&ai, ~ toute solution p~riodique du probl~me, 

c'est-s ~l toute g~od&ique ferrule, correspondra une courbe C ferm~e. 
Je prendrai comme second exemple le cas particulier du probl~me des trois corps 

connu sous le nora de probl~me restreint. Nous rapporterons le syst~me des trois 
corps ~ des axes tournants, ainsi qu'on le fait d'ordinaire, et nous ~crirons l'int~grale 

de JAcom (ou int~grale des forces rives dans le mouvement relatif) sous la forme: 

J =  c, 

c 6tant une constante et J u n e  fonction de nos 4 variables, qui sont: x et y coor. 

donn~es du corps trouble; x' et y '  composantes de sa vitesse. Si c est consid6r6e 

comme une constante donn~e, 3 seulement de ces variables sont ind~pendantes. 

Nous pourrons 6crire 
X t2 

J - -  +Y'---------~+H, 
9. 

H ne d6pendant que de x et de y. Dans ces conditions on aura 

H<c.  
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Cette in~galit~ d~finit une rCgion du plan ct dans certains cas, auxquels nous nous 
restreindrons, cette rgegion } est limitC'e par une courbe ferrule z; en chaque point de 

la r6gion 7, la vitesse est d&ermin& en grandeur par l'~quation de JAcoB,; mais sa 
direction reste arbitraire; en chaque point de Ia courbe =, cette vkesse est nulle, de sorte 

que sa direction importe peu. Donc, ~ chaque point de {~ correspondront une infinit+ 
d'glgments, ~. chaque point de = un seul ~l~ment; c'est ce qui nous conduit ~t la repr& 

sentation g~om&rique suivante: 
Nous pouvons faire correspondre point par point ~i l'aire !~ l'int,~rieur d'un cercle 

}', et ~ la courbe ~. sa circonf&ence ~.'. Cela posC,, imaginons un cercle 7 dour le plan 
soit perpendiculaire fi celui du cercle }' et dont la puissance par rapport au centre de 

}' soit le carrd du rayon de ~,'; il coupera le plan de ~' en deux points, l'un int&ieur, 

l'autre ext&ieur ~ la circonf&ence ~; soit M le premier de ces points, et x, 3' le point 
correspondant de l'aire }. Nous repr&enterons alors Ies divers dI&nents par un point de 

l'espace de la fa~;on suivante : Quand le point reprd.sentatif ddcrira le cerclc 7, x et y con- 
e y, 

serveront des valeurs constantes, ceiles qui correspondent au point M;  et I anoie arctg 

qui d~finit la direction de la vitesse variera de o ~t 2 ,x. A chaque point de } correspondent 
done ainsi une infinit~ d'~l~ments repr/esent& par les divers points d'un cercle 7. Quand 
le point M est sur ~', et par consequent le point correspondant sur ~., le cercle 7 se 
r~duit ,-t un point et c'est en effet ce qui convient, puisqu'~, tout point de x correspond 
un seul bl&nent. 

A tout ~Igement correspond done un point de l'espace ct un seul, et inversement. 
Une trajectoire sera reprbsentbe par une courbe gauche C, et par chaque point de 

l'espace passe une de ces courbes et une seule. Le sens dans lequel cette courbe dolt 

~tre parcourue est ~galement d&ermin8. Les courbes C ferm6es repr~sentent les solu- 
tions p&iodiques. 

Imaginons maintenant, dans l'un des deux exemples pr&~dents, une courbe C O 
ferm& repr~sentant une solution p&iodique, et une aire A limitbe par cette courbe. 

Nous supposerons que cette aire A est simplement connexe et ne se recoupe pas 

die m~me, et de plus qu'elle est sans contact, c'est-s qu'en aucun point de cette 
aire, une courbe C ne vient toucher la surface courbe dont cette aire fait partie. 

Soit alors P un point quelconque de A;  par ce point passe une courbe C et une 

seule; suivons cette courbe jusqu','t ce qu'elle rencontre de nouveau `4 en P ' ;  le point 
P '  pourra s'appeler le consdquent de P; la transformation T qui fait passer d'un point 

5. son consequent est une transformation ponctuelle de l'aire .4 en elle-m~me. I1 importe 

de remarquer que le point P' varie d'une mani&re continue quand P varie d'une mani~re 

continue. En efl'e b on pourrait concevoir que la variation est discontinue dans l'une 
des circonstances suivantes: i ~ Si, envisageant les points successifs P, P' ,  P" ,  P ' " ,  . . .  

d'intersection de C avec .4, on voyait fi un certain moment P'  et P"  se confondre 
puis devenir imaginaires, de fa~;on qu'dt partir de ce moment le premier point d'inter- 

section de C avec A ffit P ' "  et non plus P'. 2 ~ Si, au contraire, ",i un certain moment 

deux points nouveaux d'intersection P, et P= apparussent de telle sorte que la premiere 
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intersection de C avec ,4 ffit d~sormais P e t  non plus P'. 3 ~ Si 4̀ un moment donn6 
P' venait 4̀ sortir de l'aire A et que la premi&re intersection ftlt desormais P"  et non 
plus P ' ;  ou inversement si un nouveau point d'iutersection P venait 4̀ entrer dans 

l'aire A e t  ,4 s'intercaler entre P e t  P'. 
Ici aucune de ces circonstances ne pourra se pr6senter, les deux premieres parce 

que Ia courbe C ne peut devenir tangente 4̀ A qui est sans contact; la troisi~me parce 

que par un point de Co, c'est-`4-dire de la courbe qui limite A, ne peut jamais passer 

une courbe C autre que C o . 
Si le point P se confond avec son premier consequent P', ou avec un quelconque 

de ses cons6quents successifs, la courbe C est ferrule et la solution p~riodique. Obser- 
vons de plus que la transformation T admet un invariant integral posifif d'apr~s des 

principes que j'ai exposes aillenrs ~). 
Nous devons maintenant faire intervenir la notion des exposants caract6ristiques 

et de la stabilit6 des solutions p6riodiqttes. On salt que route solution p6riodique admet 
deux exposants caract6ristiques ~gaux et de signe contraire [loc. cit. ~), tome I, chap. IV; 

loc. cit. '), page 255]. Si la solution p6riodique est stable, ces deux exposants sont 
imaginaires conjugu6s. 

Dans ce cas~ nous pourrons introduire la notion de l'argument r,Sduit [loc. cit. '), 

page 256 ; loc. tit. ~), tome II[, n ~ 347] et celie des foyers cin~tiques, qui nous fera 
connaitre de quelle mani~re varie le point P'  quand le point P e s t  tr~s voisin de la courbe 
limite C o. Qu'est-ce, en effet, qu'un foyer cin6tique ? Consid6rons une courbe C ,  tr&s 
peu diff~rente de C o, repr~sentant une trajectoire ou une g~od&sique tr~s peu difi~rente 
de celle que repr~sente C o. Soient G o et G les deux gC'od~siques et les deux trajectoires 

repr~sent~es respectivement par C o et C,. 
Pour 6crire l'~quation de la courbe C, ,  nous prendrons un syst~me particulier de 

coordonn6es u, v, w, de teUe fagon: i ~ que les coordonn6es d'un point de la trajectoire 
o t t �9 t ou de la ~,eodeslque envisag6es dependent seulement de u et de v, tandis que la direc- 

tion de la tangente d6pend 4̀ la fois de u, v et w; 2 ~ que les 6quations de ia courbe 

C O soient v = zu = o et que u varie depuis o jusqu'`4 2 ,'v quand on fait le tour de la 
courbe ferrule C o. Dans ces couditions, on verra [ioc. cit. '), ~)] que si la courbe C O 
correspond 4̀ une trajectoire stable, les ~quations de la courbe C, tr~s peu diff6rente de 

C O pourront s'6crire: 

v w 
- = p sin (0 + - -  = p, sin (0 + + cos (0 + 
a a 

off: a et b sont des constantes d'int6gration, la premi&e tr~s petite; p, p,, p~ des fonc- 

tions p6riodiques de u; 0 une fonction de u, toujours croissante, et dont la d~riv~c est 

~) Les MitboSes nouveUes de la Micanique r = TOIE I (I892) : Solutions pdriodiqttes. Non-exis- 
tence des intdgrales uniformes. Solutions asymptotiqnes.--ToiviE II 0893): Mdtbodes de NEwcoMI3, GYLD~N, 

LI~DSTEDT et BOHLI~.- -To~IE III et dernier ( I899) :  Invariants intdgraux. Solutions pdriodiques du 
deuxi~me gepre. Solutions doublemeut asymptotiques. [Paris, Gauthier-Villars]. 
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p~riodique. On pourra ~crire 
0 = , .u + ~( . ) ,  

,~,(n) ~tant p~riodique; et alors i ~ repr~sentera ce qu'on appelle l'exposant caract~ristique. 

On obtiendra les points d'intersection de O, avec G o en ~crivant que v s'annule, 

ce qui donne: 
027 h : K = ,  

K t['tant un entier. Si _Air est un point d'intersection de Go avec G,, et M' le point 

d'intersection suivant, M' s'appelle le premier foyer cin~tique de M, et alors si 0 et 0' 

sont les valeurs correspondantes de 0, on aura: 

0' - -  0 - -  r~. 

l~crivons maintenant l'~quation de notre aire 2/ sons la forme 

F(u, v, zc,)= o; 

si nous dgeveloppons le ier membre suivant les puissances de v e t  de zc,, le terme de 

degr~ z~ro sera nul, puisque l'aire A passe par la courbe Co; nous povvons n~gliger 

les termes d'ordre sup6rieur au premier puisque nous ne devons donner 'a v e t  :i w 
que des valeurs tr~s petites, et il restera: 

gv + g,w : o, 

g et g, ~tant des fonctions p~riodiques de u. Si nous remplations v e t  .;u par leurs 
valeurs, il viendra: 

p sin (0 27 b) + p, cos (0 27 b) ~--- o, 

p et p, 6tant de nouvelles fonctions pfiriodiques de u. Si nous posons 

P ,  = tg ),, 
P 

), sera une fonction de u dont la d6riv6e sera p6riodique et qui ne pourra diff~rer d'une 

fonction p~riodique de tt que par un multiple de u, que j'appelle mu;  notre 6quation 

deviendra alors : 
sin (0 + x + h) = o. 

On obtiendra donc [es points d'intersection successifs de C avec A, en 6crivant 

que ce sinus s'annule; l 'argument du sinus doit ~tre un multiple de ,x; mais on doit 

observer que l'aire 2/ est limitde par C O et ne s'~tend pas au delft, de cette courbe; les 

multiples pairs conviennent donc seuls, et on doit ~crire 

0 + X 2 7 h : 2 k m  

Si alors P e t  P' sont deux points d'intersection cons~cutifs, et si 0, ~. et 0'~ ~.' sont 

les valeurs correspondantes de 0 et de x, on aura: 

(0' + x') - (0 + x) = ~ ~. 

It importe de remarquer que 0 27 X est une fonction constamment croissante de 

n; en effe b pour v e t  w tr~s petits, on peut 6crire: 

F(u, v, w) - -  2{ sin (0 27 X 2 7 b), 
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off R = l / ~ + p ~  est une fonction p&iodique de u. On obtiendra alors les intersections 
de C, avec A, en &rivant que F est nul, et les contacts de C, avec A en &rivant 

F ~ F '  - -  % 

F'  ~tant la d&iv6e de F par rapport A u; cela donne: 

F = R sin (0 + ;~ -~- b) - -  o, 

F'  - -  R' sin (0 + ~, -{- b) n t- R (0' n t- ),') cos (0 -}- ;~ + h) = o. 

Si l'on avait 0' n t- ),' ~ o, on pourrait prendre b = - -  0 - -  ), et les conditions 

seraient remplies. Or cela est impossible~ parce que l'aire A est suppos(:e sans contact. 

La d&iv~e de 0-~-), ne peut donc s'annuler et 0-~-k varie toujours dans le m~me 

sens: on peut toujours s'arranger pour que ce soit en croissant. 

La fonction 
0+x 

+ m  

peut s'appeler l'argl~ment rgdldt, en g~n&alisant un peu cette notion. La quantit~ ~ - m  

ne diff&e de ~ que par l'entier 

m - - -  
2 7 :  

qui se trouve &re nul dans les deux exemples choisis. L'argument r~duit augmente de 

2r. quaud on fait le tour de C O et comme c'est une fonction croissante de t~, il peut 

servir ii d6finir la position d'un point sur Co; lorsque P e s t  tr~s voisin de Co, Far- 

gument r6duit de P e t  celui de son transform6 P' different de 

27~ 

~ + tEL " 

Cela pos&, nous pouvons assimiler l'aire A ~t l'aire d'un cercle au point de vue de 

l'Analysis Situs. Nous pouvons donc d6finir la position d'un point de cette aire par un 

syst~me de coordonn6es x et y analogues aux coordonn&s polaires, de telle fa~;on que 

l'~quation de la courbe C O soit 
x ~ a  

et que, sur cette courbe, y soit ~gal '2l l 'argument r6duit. Notre transformation T con- 

serve done la courbe x = a et elle est telle que l'on ait 

2 x  
Y ~ y _ _  - -  __const.  

+ tn  

Le th~or~me de KROSECI~ER nous enseigne alors qu'il y a, ~t l'inta_rieur de A, un 

nombre finpair de points inalt&& par la transformation; ~ chacun de ces points cor- 

respond une trajectoire p&iodique; une au moins de ces trajectoires est stable. 

Sok Pole point correspondant; nous pouvons choisir notre systeme de coordonn'es 
de s que ce point corresponde au p61e 

X -'-- O. 
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La transformation T conserve alors non seulement la x = a ,  mais aussi la &con- 

f&ence extreme int&ieure x =--o qui se trouve r+duite ",i un point. 

Soit C O la courbe C ferm6e qui passe en Po; introduisons un syst~me de coordon- 

n&s u', v', w' qui soit ~i C' ~ ce que le systbme u, v, w e s t  A C o . Nous supposerons 

de plus que dans ce syst~me l'~quation de A soit u ' =  o; nous pouvons le faire, mais 

~t la condition de renoncer A la I ~r~ hypothbse que nous avions faite au sujet de u, v, w 

(,5. savoir que le point de la g~od6sique ou de la trajectoire ne change pas, la direction 

de la tangente variant seule, quand on fait varier w, tandis que u et v restent constants). 

A vrai dire, cette hypothbse ne joue aucun r61e essentiel, et nous ne l'avons fake 

que pour faciliter l'6nonc~ de la d6finition des foyers cin&iques. Dans ces conditions, 

les 6quations d'une courbe C voisine de C' ~ seront 

V r W' 
- -  = p' sin (0' + b') ,  a'  - -  ' a'  - -  P' sin (0'  -I- h ' )  -~- ?~ cos  (0 '  + h ' )  

el on aura : 
0' = + q ( . ' ) ,  

?' &ant p&iodique; i B est l'exposant caract&istique~ de sorte que, quand u' augmente 

de 2r~, 0' augmente de 2 ~ .  Nous pourrons choisir notre systbme de coordonn'es 

x, y de telle sorte que l'on ait sensiblement dans le voisinage de Po, c'est-s pour 

x tr~s petit: 
V' W' 

- -  - -  p' siny, - -  --=- p/sin y -~- p~ cos y, 
X X 

en donnant attx fonctions p', p', ?' les valeurs qu'elles prennent pour u , ' - - o .  

Alors, quand u' augmentera de 2 % c'estdt-dire quand on passera du point P au 

point P',  y =  0 ' @  h' augmentera de 2 fay, ou plutdt (car y n'est d&ermin+ qu"l un 

nmltiple prbs de 27:) se changera en 

+ '0, 
n &ant un entier; on aura donc 

Y - - y  = 2~((~ + t,). 

II semble d'abord que i'entier n soit arbitraire, tandis que m n e  l'&ait pas, mais 

si l'on parcourt l'aire A tout entibre, la diff&ence Y - - y  devra varlet d'une mani~re 

continue, ce qui d&ermine n. 

Cela pos~, envisageons la transformation T ~, puissance p~ .... de T; cette transfor- 

mation conservera x ~ a et x ~ o, et rile admettra, comme T, un invariant int@'al 
positif, d'apr6s les principes expos6s dans mon livre [Ioc. tit. ~)]; el[e nous donnera 

d'autre part~ sur x = a:  
p 

Y - - y =  27: 

et sur x ~ o : 
Y - -  y = 2 =p (i~ + t,). 

Elle ne diff&era pas essentiellement de celle qu'on en d+duit eta changeant Y e n  

Y +  2qr  5 q &ant un entier, puisque Y n'est d&ermin+ qu':i un multiple pr6s de 2 r~. 
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Pour cette nouvelle transformation on aura, sur x ~ - a :  

Y - - y ' ~ - 2 ~  7 ~+q+m 
et sur x ~--- o: 

Y - -  y = 2 rr [p (~ -[- n) --}- q]. 
A moins que 

+ + m) = 

on pourra trouver une int:init6 de couples de hombres entiers p et q, tels que: 

c'est-~-dire 

OU 

I - - -L - -> - -  
= + m  p 

I---!-- < - -  d -  < + n. 
p 

Le th4or~me sera donc applicable, et il y aura au moins deux points inalt6r6s par 

notre transformation. Ces deux points nous donneront autant de solutions p6riodiques. 

Comme p e t  q peuvent prendre une infinit6 de valeurs, cela nous fait ttne infinitd 
de solutions pdriodiq,es (ce qui n'&ait d6montr6 jusqu'ici que pour de petites valeurs 

des masses). 
Supposons que, pour certaines valeurs des donn6es du probl6me, on ait construit 

les courbes C o et C ' ,  ainsi que l'aire A. Faisons varier maintenant les donn6es du pro- 

blbme. C O variera d'une mani6re continue; on pourra 6galement faire varlet A d'une 

lnani~re continue et en lui conscrvant ses propri6t~s essentielles, en particulier celle 

d'&re sans contact; sous ce rapport on ne sera jamais arr~t6 rant que C o existera. 

Donc, tant que C O et C~ existeront, tout ce que nous avous dit subsistera. Les solu- 
tions p&iodiques correspondant au couple d'entiers p, q ne pourront disparaitre toutes 

qu'en se confondant avec C o ou C'o, ce qui arrive pour 

q I 
- -  OU } - } -  n .  p 

Cela nous donne des renseignements sur les rapports mutuels de ces solutions 
p6riodiques et cela s'appliquerait de m4me ~t l'&ude des solutions p6riodiques du 2 a 

genre. 

J'entrevois aussi, mais d'une fagon beaucoup plus vague, que l'on pourrait se servir 

de cela pour montrer que les solutions p&iodiques sont iiberalldicht. 
Voyons ce qui arrive dans les deux exemples particuliers que nous avons cit6s 

au d&ut, et d'abord dans celui des g~od&iques. Supposons que la surface diff~re tr~s 

peu d'une sph6re; nous avons vu alors que les g~5od~siques ferm&s sans point double 

[lot. cit.=), page 249 ] correspondent aux maxima, minima et minimax d'une ccrtaine 

quantit,~ qui n'est autre que la longueur d'un (~ grand cercle astronomique ~>. 

Ces maxima etc., sont au nombre de 4n-~ - 2, n &ant entier; mais si l'on ne con- 

Rend. Circ..Matem. Palermo, t. XXXIII (t ~ sere. x912).--Stltmpato 1'8 maggio x9t2. 49 
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sid&ait pas comme distinctes deux g~od&iques, identiques d'ailleurs, mais parcourues 

en sens contraire, cela ne nous donnerait qu'un hombre impair 2 n-{- I de g~odbsiques : 

c'est ce que j'avais fait dans le m~moire cit~ [')]. Ici, au contraire, deux g~od~siques qui 

ne different que par le sens du parcours nous donnent deux courbes C diff~rentes. Le 

nombre des courbes C ferm~es de cette cat~gorie est done pair; routes coupent A en 

un point, sauf C o qui limite A;  le nombre des courbes C qui coupent ..4 est donc 

impair, ainsi qu'il convient. On peut, si l'on veut, choisir C'o de telle sorte que C o et 

C' o correspondent ft. deux gtod&iques ne diff&ant que par le sens du parcours. 

Si la surface S se rtduit fi une sphere, la courbe C O est une circon~;Srence et on 

peut prendre pour A l'aire plane limitte par cette circonf&ence. 

Dans le cas du problSme restreint, partons du cas o~ la masse troublante est nulle; 

il y aura alors, pour le corps troublt, deux orbites circulaires compatibles avec l'tquation 

de JacoBI (voir plus haut). Ce sont ces deux orbites qui correspondront ',l C o et C' o. 

Ddfinitions et notations. 

Apr~s avoir expliqu6 le pard que l'on pourrait tirer du thdor6me s'il btait vrai, je 

dois exposer les raisons qui me portent ~. croire qu'il est vrai. Je prendrai alors le 

thSor~me sous sa seconde forme; c'estd-dire que je supposerai que la transformation 

T ne laisse aucun point inalt&6 et que je me proposerai d'&ablir qu'elle ne peut ad- 

mettre d'invariant integral. 

J'emploierai pour certaines raisons de commoditd deux modes de repr&entation: 

Tant6t je me servirai de la couronne circulaire elle-mSme, de sorte que x et y seront 

des coordonn&s polaires; c'est ce que j'appdlerai l'image circ,laire. Tant6t je consid6- 
feral x et y comme des coordonng:es rectang,laires, en supposant, contrairement ~. l'u- 

sage, l'axe des x vertical et l'axe des y horizontal; c'est ce que j'appellerai l'image rec- 
tiff&. I1 est ais~ de passer d'une image .-t l 'autre; les courbes x - - c o n s t ,  sont des cir- 

conf&ences sur l'une, des horizontales sur l'autre; les courbes y-=-const ,  sont des 
rayons vecteurs sur l'une, des verticales sur l'autre. 

I1 importe toutefois de remarquer qu'.'t un point de l'image circulaire correspon- 

dent une infinit6 de points de l'image rectifi~e (x, y ; x, y + 2 r~; x, y -~- 4 r~; . . . ) .  

On est ainsi amen~ ~l distinguer les courbes ferrules au sens large et au sens gtroit, 
les premieres sont ferm&s sur lnna~,e circulaire et ne le sont pas sur l lma~e rectifi&" 

les secondes le sont sur les deux images. 

La transformation T sera toujours suppos& biunivoque; le point M aura pour 

coordonn&s x et y et son transform~ M' aura pour coordonn~es X et Y; son trans- 

form~ par la transformation inverse T- '  aura pour coordonn~es (X) et (Y). 

Notre couronne circulaire est limit~e par les deux circonf&ences extremes : x-=X----a, 



SUR UN TH~ORkME DE G~OM~TRIE. 387 

x---~ X =  b, la premiere ext&ieure, la seconde int&ieure; toutes deux sont conserv&s 

par la transformation. 
Les courbes remarquables que nous aurons fi envisager sont les suivantes: 

i ~ les circonf&ences (ou horizontales) x ~ c; 

2 ~ les courbes X =  c dont les courbes x = c  sont les transform&s et qui doivent 

&re comme dies des courbes ferm&s au sens &roit; 

3 ~ les courbes X = x, en regardant comme distinctes deux de ces courbes, bien 

qu'elles aient m&~e 6quation, si on ne peut passer de l'une ~t l'autre par un trait continu 

satisfaisant ~t cette m~me ~quation; 

4 ~ leurs transform&s ( X ) =  x. 

Si nous envisageons les trois courbes X ~ x ,  X~-c, x---~c, tout point qui appar- 
r e tient ~l deux d'entre elles appartient "t la 3 , e t  si deux d'entre dies s 'y touchent, la 

les touche ~galement. 

Sur une courbe X ~ x ,  il ne peut y avoi rde  point off Y - - y ;  car ce point, off 

on aurait X = x, Y ~ y ,  serait un point inalt&~ par T, et nous avons suppos8 qu'il 

n 'y  en avait pas. Donc Y- -y  conserve le m&ne signe tout le long d'une m&xae courbe 

X = x;  ce qui m'amSne ~i distinguer deux sortes de courbes X =  x:  les courbes po- 
sitives et nggatives, suivant que Y - - y  est lui-m&ne positif ou n~gatif. Par hypoth~se 

Y - - y  est toujours positif sur l'une des circonf&ences extremes, et n&gatif sur l'autre. 

Toutes les courbes X = x qui aboutissent ~t l'une de ces circonf&ences sont donc po- 

sitives, toutes celles qui aboutissent ~t l'autre sont n~gatives et aucune courbe X - - x  

ne peut aller d'une circonf~rence ~t l'autre. 

Les courbes X = x se r~partissent donc en trois categories: 

ouvertes dont les deux extr&nit& sont sur une m~me circonf&ence I ~ Les courbes 

extreme. 

2 ~ Les courbes ferm&s au sens large. 

3 ~ Les courbes ferm&s au sens &roit. 

Nous ne restreignons pas essentiellement la g~n&alit~ en supposant qu'aucune de 

ces courbes ne pr~sente de point double. 

Consid&ons l'image rectifi&, et sur cette image les points off la tangente ~i une 

courbe X = x est horizontale; ces points s'appelleront fonds ou sommets suivant que 

l'altitude (mesur& par la coordonnSe x) y est maximum ou minimum. La partie d'une 

courbe X = x comprise entre un fond et un sommet cons&utifs, et sur laquelle, par 

consequent, ne se trouve ni un autre fond, ni un autre sommet, s'appeUera une branche 
de la courbe X - - x  et j'emploierai toujours le mot branche dans ce sens sp&ial. 

Soit M un point de X - - x ;  son transform8 M' aura m~me altitude (c'est pr& 

cis~ment ce qu'exprime l'~quation X = x ) e t  il se trouvera sur la t ransform& ( X ) - - x ;  

d'ofl les consequences suivantes: I ~ tout fond ou tout sommet de X = x aura pour 

transform~ un fond ou un sommet de ( X ) - - - x  ayant mSme altitude; 2 ~ toute branche 

de X = x parcourue, par exemple, en montant, aura pour t ransform& une branche 

de ( X ) - - x  parcourue en montant. 
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Si une branche X = x est positive, sa transform6e ( X ) - - x  ne pourra la couper 

et sera tout enti&e ~ sa droite (toujours sur Hmage rectifiSe); elle pourra aussi &re 

dite positive; elle serait au contraire tout enti~re ~l gauche si la courbe X ~ x &ait 

n~gative. 

Intersect ion de d e u x  courbes  ferm6es.  

Consid~.rons la circonf6rence x = c et sa transform& inverse X = c, qui est 

aussi une courbe ferm6e au sens large; ces deux courbes admettrot~t sur l'image circu- 

hire  un hombre pair m de points d'intersection, mais ces points seront repr4sent~'s par 

un hombre infini de points sur l'image rectifi6e. Commem;ons par num4roter ces points 

d'intersection en suivant la courbe X = c dans le sens des Y croissants. Si nous par- 

courons ensuite x - - c  dans le sens des y croissants, nous rencontrerons tous ces points 

d'intersection, mais en g6n6ral dans un ordre diff6rent; dans le cas oct ils se sue&dent 

pr/:cis~,ment dans l 'ordre de leur num~.rotage, nous dirons que la distributiou est nor- 

male. 
Nous avons dit que le nombre m des points d'intersection r&llement distincts est 

toujours pair; en parcourant x - - c ,  depuis y --- Yo jusqu'~i y -----Yo -l- 2x, nous ren- 

contrerons successivement les points num6rot~s: 

(I) ~,, ~, ..., ~-,,,. 

La suite ( I )  d~finit le mode de distribution des points d'intersection; eiie peut &,idem- 

ment &re remplad.e par la suivante: 

qui sont les num&os des points que l'on rencontrerait en parcourant x - - - c  depuis 

~' "-- Yo + 2 = jusqu'~i y ---- Yo + 4 x. Si la distribution est nor,hale, les nombres de la 

suite 0 )  sont m entiers cons&utifs. Dans tous les casces hombres sont alternativement 

pairs et impairs. 

Un arc de X - - c ,  compris entre deux de ces points d'intersection, sera dit dlg- 

mentaire si, ayant d'ailleurs ses deux extr&nit~s sur x = c il ne coupe pas x = c. Les 

arcs ~l~mentaires seront extgrieurs ou intgrieurs suivant que sur l'image circulaire ils 

seront ~ l'ext~rieur ou ~ l'int~rieur de la circonf~rence x - - c .  On peut supposer que 

les deux extrdmitds d'un arc ddmentaire extdrieur soient toujours numdrotdes 2 n - -  I et 

2n,  et que celles d'un arc ~l~mentaire int6rieur soient toujours num6rot6es 2 n  et 

2 n .31- I .  

Un arc 616mentaire est direct si son extr6mit6 de num6ro le plus 61ev6 est sur 

l'image rectifi~e ~l droite de l'autre extr6mit6, il est inverse dans le cas contraire; en 

d'autres termes, si l'arc est direct, Y et y varient dans le m~me sens quand on passe 

d'une extr6mit6 ~l l'autre. 

La r X - - c  transform& inverse d'une courbe x = c sans point double, n'a 
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pas non plus de point double. I1 en r6sulte que deux de ses arcs ~16mentaires ne peu- 

vent se couper; ce qui peut s'exprimer de la fa~on suivante: si A, B e t  C, D sont 

les extr6mit6s de deux arcs 616mentaires ext&ieurs (ou de deux arcs 616mentaires int& 

rieurs), les deux segments A B  et C D (pris sur l'horizontale x - -  c dans l'image recti- 

fi&) ne peuvent chevaucher Pun sur l 'autre; c'estdt-dire que C et D sont tous deux 

int6rieurs, ou tous deux ext&ieurs ~t l'intervalle A B. 
Cette condition peut encore s'~noncer d'une autre mani6re. Consid6rons la suite 

( i )  et compl&ons-la en y adjoignant le hombre ~ - { - m  de faqon ~t constituer une 

sorte de cycle ferm6 (je rappelle en effet que les points num6rot6s ~ et ~ + m 

sont identiques, sinon sur l'image rectifi&, du moins sur l'image circulaire). Dans la 

suite ainsi compl&&, je puis distinguer n~ couples de deux nombres cons&utifs, dont 
2 

le premier soit impair et le second pair. I1 faut alors que, si l'on envisage deux quel- 

conques de ces couples, les deux nombres de Pun des couples soient tous deux com- 

pris entre les deux nombres de l'autre ou n 'y soient compris ni I'un ni l'autre. (Un de 

ces couples ne peut pas, par ex., &re 14 et Pautre 52). It existe 6galement darts notre 
m 

suite - -  couples de deux hombres cons&utifs dont le premier est pair et le second 
2 

impair. La m4me condition dolt encore &re remplie pour deux quelconques de ces 
couples. 

Voil~t donc deux 6nonc& de la condition n&essaire et suffisante pour que la 

suite ( 0  soit possible. Ces deux ~nonc6s sont ~quivalents, ils s'appiiquent d'aiUeurs ~i 

l'intersection de deux courbes ferm6es quelconques sans point double. Dans le premier 

6nonce, on consid~re les deux courbes ferm6es (au sens large) X - - c  et x ~ q et on 

suppose X = c d&ompos& en arcs 616mentaires; dans le second, on intervertit les 

r61es des deux courbes et c'est x - - c  que l'on d&ompose en arcs 61~mentaires. 

Consid&ons deux arcs 61&nentaires ext&ieurs d B  et C D. Si les deux extr6mit6s 

C et D sont comprises sur le segment d B de l'horizontale x - - c  sur l'image rectifi&, 

de faqon que l'arc C D soit tout entier compris dans l'aire limit& par l'arc d B e t  par 

sa corde, nous dirons que CD est recouvert par AB.  La m&ne d6finition s'appliquera 
naturellement aux arcs int&ieurs. 

Un arc 616mentaire sera dit primaire s'il n'est recouvert par aucun autre et ultime 
s'il n'en recouvre aucun autre. L'arc CD sera immddiatement recouvert par AB,  s'il 

n'existe aucun arc 616mentaire qui recouvre C D et soit recouvert par d B. 

De ces d6finitions, on d6duit facilement les propositions suivantes: 

I ~ Si deux arcs se recouvrent imm6diatement, Fun est direct et l'autre inverse. 

2 ~ Tout  arc primaire est direct. 

3 ~ Si la distribution est norrnale, tous les arcs ~16mentaires sont ~l la lois primaires 
et ultimes. 

4 ~ Prolongeons ind~finiment la suite ( i ) ,  en y adjoignant celles que l'on en d~duit 

en changeant ~ en ~-~-k  m, ot~ k est un entier positif ou n6gatif; ou, ce qui revient 

au m~me, formons cette suite ( i )  prolong& en &rivant les num6ros de tousles points que 
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nous rellcontrons successivement en parcourant l'horizontale x = c depuis y = - -  r 

jusqu'.a y = ~ o~. 

Si dans cette suite prolong& nous consid~rons les num~ros qui correspondent aux 

extr~mit& des arcs primaires ext&ieurs, ces num&os se suivront dans l'ordre num&i- 

que croissant. 

5 ~ La diff&ence des numbros des deux extr~mit& d'un arc primaire ( e t a  fortiori 

d'un arc quelconque) est au plus ~gale ~ m -  I. 

Le rang d'un point d'intersection sera par d~finition la place qu'occupe son num&o 

dans ]a suite ( r ) .  Ce qui caract&ise un arc uhime, c'est que les tangs de ses deux 

extr~mit& sont cons&utifs, ainsi que leurs num&os. Ce qui caract&ise la distribution 

normale, c'est que les rangs se suivent dans le m~me ordre que les num&os, et que 

l'on peut toujours ' ,~ s arran~,er pour que le rang d'un point soit 6gal ~ son num&o. 

(l:~g. O. 
On se rendra mieux compte de ce qui pr&hde en se reportant ~ la figure I ;  sur 

cette figure on s'est servi de l'image circulaire; les deux circonf&ences extremes x = a 

et x = b sont repr~sent6es en trait plein; il en est de m~me de la courbe X = c; 

quant ~'1 la circonf&ence x ~ -c ,  die est en trait pointill6; on volt que les arcs 416men- 

taires ext&ieurs sont I2~ 347 5 6 et 787 et les arcs 616mentaires int6rieurs 23, 457 67 

et 8 I ;  les arcs i2, 78 , 67, 23 sont primaires, les arcs .34, 78 , 45, 8I sont ultimes. 

34 est recouvert par 56, et 5 6 par z2. 

~ 6 .  

Num4rotage des branches. 

Consid&ons sur l'image rectifi& les diff&entes branches X- - -x ;  raisons correspondre 

~t chaque branche (A) un nombre n (A), en nous assujettissant ~t la condition suivante: 
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Si une horizontale x ~ c  coupe deux branches (,4) et (B), et que son intersection 

avec ( d )  soit ~. gauche de son intersection avec (B), on devra avoir: 

n (A) < n (B). 

I1 est ais~ de v6rifier que cette hypoth~se n'implique aucune contradiction et qu'il 

est possible de choisir les hombres n ( A )  de fac, on ",i satisfaire ~ la lois ;i toutes ces in~- 

galit~s. Le nombre n ( A )  s'appellera le rang de la branche (A). On peut choisir ces 

nombres de fa~on qu'ils repr~sentent toute la s~rie des nombres entiers d e p u i s -  oo 

jusqu','l -[-~o et cela sans lacune; car s'il existait des lacunes, il suitirait pour les combler 

de faire <, setter les tangs ,). 

Sur l'image rectifi6e, le nombre des branches est infini et les tangs se succadent 

depuis ~ oo jusqu'~. -~-o~; mais ces branches ne correspondent qu",t un hombre fini 

de branches sur l'image circulaire, puisqu'~i tout point de l'image circulaire correspondent 

une infinit~ de points de l'image rectifi~e. I1 suffira donc de representer la portion de 

l'image rectifi6e comprise entre y = Yo et y = Yo -b" 2 ~ et ne contenant qu'un nombre 

fini de branches, puisque l'image rectifi6e se reproduit p~riodiquement quand y aug- 

mente de 2~.  

On d6finirait de la m~:me fa~on les tangs des branches ( X ) = x .  Le numdro d'une 

branche X = x, sera le rang de la branche ( X ) =  x qui en est la transform~e; le me- 

mgro d'une branche ( X ) =  x sera le rang de la branche X = x qui en est la trans- 

form6e inverse. 

I1 est ais~ de se rendre compte des relations de ce num~rotage des branches X - - x  

avec le num6rotage des intersections de X = c et de x - - c  &udi6 au ~ pr~c6dent. 

Consid~rons la circonf6rence x = c repr~sent~e sur notre image rectifide par une 

horizontale; ses intersections avec X =.  c seront sur une branche X = x. 

L'horizontale x - -  c n e  rencontrera pas routes les branches X ~ x, mais tous ses 

points d'intersection avec l'une de ces branches seront sur X = c; les numdros et les 

rangs de ses points d'intersection avec X = c se succ6deront dans le m~me ordre que 

les num~ros et les tangs des branches X = x correspondantes. Mais, tandis que la suite 

des num~ros (ou celle des rangs) des points d'intersection X - - c  et x = c  ne pr6sente 

pas de lacune, la suite des num~ros (ou celle des tangs) des branches X = x corres- 

pondantes en pourra presenter, puisque x = c ne coupe pas toutes les branches. Pour 

passer de la seconde suite ~. la premiere, il suffira donc de (~ serrer les tangs )). I1 ira- 

porte de remarquer qu'en (~ serrant les rangs ,) on n'alt~rera pas la parit~ des num~ros 

(pas plus que celle des tangs). 

Nous conviendrons de dire que les num~ros (ou les rangs) de deux branches sont 

cons~:cutifs au niveau d'une horizontale x -= c donnde, si cette horizontale ne coupe au- 

cune branche dont les num&ros (ou les rangs) soient compris e,ltre ceux de ces deux 

branches. 

D'aprbs toutes ces conventions, le num6ro d'une branche X = x, son rang et le 

num+ro du point correspondant d'intersection entre X = c et x - - - c  seront toujours 

de m~me paritY. 
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Les courbes X - - x  partagent la couronne circulaire (ou son image rectifi&) en 

r~gions; on a X > x dans les unes et X ~ x dans les autres. II rSsulte des conven- 

tions de ce ~ et de celies du ~ pr&~dent, que Ies rggions X ~ x  sont born&s agauche 
par des branches de nume'ro pair et it droite par des brm~cbes de num/ro impair. C'est 
le contraire pour les r~gions X < x. 

Consid&ons un fond (ou un sommet) oCt viennent se raccorder deux branches; 

soient % et }o le num&o et le rang de celle de gauche; % et ~ le num&o et le rang 

de celle de droite; les deux num6ros % et ~.,, de m6me que les deux rangs 5~o et }, 

devront &re consgcutifs au niueau de ce fond (ou de ce sommet). Nous dirons que ce 

fond (ou ce sommet) est impair si % est impair, et pair si % est pair. 

Nous dirons que le fond (ou le sommet) est direct si % , ~  % et inverse si % ~ :q. 

$7. 
R~gions interdites. 

Consid&ons sur l'image rectifi6e les deux courbes x = c et X - - c ,  et les diverses 

r~gions qu'elles d&erminent. Nous distinguerons les rggions permises oCt le signe de X--c 
est le m~me que le signe de x - - c ,  et les r~gions interdites oCt ces deux signes sont 

diff&ents et oct, par consequent, les courbes X " - x  ne peuvent pSn&rer. La r~gion 

comprise entre un arc 816mentaire H K  de X - - c ,  et les arcs qu'il recouvre immSdia- 

tement (au sens du ~ 5) est permise si f I K  est inverse, et interdite si H K  est direct. 

Cela pos~, soit S un sommet quelconque d'une courbe X - - x  quelconque; soit 

x = c u n e  horizontale situ& au dessous de ce sommet et coupant X = x en deux 

points d et B tr~s voisins de ce sommet. Soit el M B  l'arc 818mentaire de la courbe 

X - -  c qui va de d en B; et R la rSgion comprise entre cet arc et l'horizontale A B. 

S ice t  arc est inverse (c'estd-dire si le sommet S est inverse), la r~gion Res t  permise 

et les r~gions limitrophes interdites, de telle sorte que l'arc A S B  de la courbe X- -~x  
doit traverser cette rSgion, qui se trouve ainsi partag~e en deux rSgions partielles H MB S, 

et A S B A .  

A B 

(F;g. ~). 

Dans la I a'~ on aura x > X ~ c  et dans la 2 a~ X > x >  c; aIors la branche A S  
bornant ~ gauche une r~gion X ~ x est de num&o pair; c'est-~-dire que le sommet 

S est pair. Il m peut donc y avoir de sommet inverse impair et on verrait de mfime 

qu'il ne peut y avoir de fond inverse pair. 
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II est ais6 de voir d'autre part que le sommet le plus dlevd d'u~ze courhe X = x 

quelconque est toujours direct; il en est de m4me du fond le plus bas. 

Soit en effet R la r6gion envelopp"e par la courbe X =  x envisag6e, si cette courbe 

est ferrule au sens &roit, ou bien comprise entre cette courbe et l'horizontale x = b 

(qui correspond sur l'image circulaire ;t la circonf&ence extr4me int&ieure). Soit R' la 

transform~e de R; soit S le sommet le plus 61ev6 de notre courbe; son transform+ S' 

sera le sommet le plus 6levh de la courbe ( X ) =  x qui limite R'. Soit M un point 
qui d&rit le contour de R en laissant cette r~gion ,'t sa droite; son transform4 M' d4- 

crira le contour de R' en laissant cette r6gion ~t sa droite; quand M arrivera en S ii 

marchera de gauche ~ droite~ puisque S est le point le plus 41ev6 du contour de R; 3, 

ce moment~ M' arrivera en S' et marchera de gauche ',t droite pour la m4me raison. 

Dire que les deux mobiles marchent dans le m4me sens, c'est dire que le sommet est 

direct, c . Q . v . D .  

$8. 

Conditions de possibilitd. 

Une transformation T sera alors caract&is6e par les donnhes suivantes, faciles 3. 

reconnaitre sur l'image rectifi6e: 

I ~ La forme des courbes X- -_v ,  le hombre et la disposition des branches de cha- 

cune d'elles, l'altitude relative des divers sommets ou fonds. Quand on s'est donn6 ainsi 

la forme de ces courbes~ le rmlg de chaque branche se trouve d&ermin~ puisqu'il ne 

d6pend que de la position g4om&rique relative de ces branches. 
2 ~ Le nu.mdro de chaque branche. 

3 ~ Le sig~ze de chacune des courbes X = x, qui pcuvent &re positives ou nd'gati- 

ves au sens du ~ 4. 
Ces donn6es toutefois lie peuvent &re choisies arbitrairement. Elles doivent saris- 

fake fi un certain hombre de conditions que je vais ~numC'rer: 

i ~ Supposons que l'on coupe nos courbes X = x par une horizontale quelconque 

x ~---c. Cette horizontale ne coupera pas toutes les branches de ces courbes; mais si 

nous &rivons les num&os des branches qu'elle coupe dins l'ordre oCl elle les rencontre, 

ou, ce qui revient au m~me, dans l'ordre des rangs~ nous obtiendrons une suite ind~finie. 

A chacune des branches ainsi couples correspond un des points d'intersection de 
X ==- c et de ,x- = c; le numlero de cette branche n'est pas ~ga[ en g&l&al au num&o 

de ce point d'intersection; puisque la s&ie des num&os des branches COlnporte des 

lacunes correspondant aux branches qui ne sont pas coup&s par x - - c ~  tandis que la 

s&ie des num&os des points d'intersection n'en comporte pas; mais ces deux s&ies de 

num&os se suivent dans le m~me ordre (de tdle sorte qu'on peut passer de l'tme .~ 

l'autre en (( serrant les rings ~). La premi6re de ces s&ies dolt done satisfaire comme 

la seconde ,h la condition du ~ 5~ que l'on peut d'noncer ainsi: 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXlll (~o sere. xgz2 ). --Stampato 1'8 maggio 1912. 5o 
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Consid~rons cette s~rie de num6ros, qui sont alternativement pairs et impairs; 

distinguons-y deux couples de num~ros cons6cutifs, tels que dans chacun d'eux le 

premier num6ro soit pair et le second impair; ces deux couples ne devront pas che- 
vaucher l'un sur l'autre au sens du ~ 5; et il en devra 6tre de m~me pour deux cou- 

ples de num6ros cons6cutifs off le premier est impair et le second pair. 

2 ~ Les num6ros et les tangs des deux branches qui se raccordent en un sommet 

ou en un fond, doivent &re consdcutifs au niveau de ce sommet on de ce fond, au sens 

d u ~ 6 .  

3 ~ I1 ne dolt y avoir ni fond inverse pair, ni sommet inverse impair. 
4 ~ Darts le voisinage des horizontales extremes x = a e t  x -= b, les num~ros des 

diverses branches doivent se succLder dans le m~me ordre que leurs tangs; et en effet 

X = a, par exemple, se confond avec x = a;  donc, si cest  voisin de a, X = c s'~cartera 

peu de x - ~ - c  et de telle fagon qu'une tangente quelconque ~. X=-c fasse toujours un 

angle tr~s petit avec l'horizontale x = c et, lorsque deux conrbes ferrules s'ecartent peu 

l 'une de l'autre, la distribution de leurs points d'intersection est normale au sens 

d u ~ 5 .  
5 ~ Deux branches qui appartiennent ",i une meme courbe, et en particulier deux 

branches qui aboutissent ~l un meme sommet ou :i un m~me fond, doivent &re de 
mdme signe. 

6 ~ Nous avons vu que si une branche X - -  x est positive, sa transform~e (X)  = x 

doit &re situ~e ~i sa droite. Soient donc deux branches .4 et B de X = x; supposons 

qu'elles soient ,, interverties , ,  c'est-k-dire que le num~ro de d soit plus grand que 

celui de B et le rang de .4 plus petit que celui de B; et de plus qu'elles soient de 

siene contraire. I1 faut alors que / soit positive et B n~gative. Ii ne pourrait p a s s e  

faire que .4 fC~t n~gative et B positive; s'il en ~tait ainsi en effet, .4 serait k droite de 

sa transform~e .4', et B ~ gauche de sa transform~e B' ;  cela ne se peut pas, car .4 

est ~i gauche de B puisque son rang est plus petit, et .4' ~l droite de B' puisque le 

num~ro de .4 est le plus grand. 

Arcs positifs et ndgatifs. 

Pour aller plus loin, je vais introduire une notion nouvelle. Consid6rons un con- 

tour ferm~ C parcouru dans un sens d,Stermin~ par un point mobile P e t  un point M; 

le coefficient du contour C sera le hombre m si l'angle du vecteur M P  avec une direc- 

tion fixe augmente de 2 m,x quand le point P d6crit le contour C tout entier. Les angles 

seront compt~s darts le sens oppos~ au sens trigonom&rique. Un contour sera positif 
si son coefficient par rapport ~ un point quelconque du plan est toujours positif ou 

nul; il sera dit ndgatif s i c e  coefficient est toujours n6gatif ou nul; il sera dgfini s'il 

est positif ou n6gatif. 



SUR UN" THt~ORI~ME DE GI~OMI~TRIE. 395 

Soient A B  C D A  et E C B F E  deux contours  ferm~s; on peut les r~unir et obtenir 

un contour  r~sultant A B F E C D A  en supprimant les parties communes  B C  et CB, 
qui, dans les deux contours  composants,  &aient parcourues en sens contraire. O n  ~crira 

alors : 
A B C D A  + E C B F E  = A B F E C D A  

o u  

A B C D A  = A B F E C D A  - - E C B F E .  

On aura ainsi d~fini la somme ou la diffgrence de deux contours~ et on d6finirait 

de m~me celle de plusieurs contours.  I1 est clair que si un contour  est la somme de 

plusieurs autres, son coefficient par rapport  ~t un point quelconque M sera la somme 

des coefficients des contours  composants.  

D,~finissons maintenant  le signe d 'un arc X = x, ou d 'un arc X - - c .  Un arc 

X = x sera positif s'il appartient ~'t une branche positive parcourue en montant ou ~t 

une branche n6gative parcourue en descendant;  il sera nggatif s'il appartient ',i une 

branche n~gative parcourue en montant  ou ~t une branche positive parcourue en des- 

cendant. Le mot  positif n'a donc pas le mSme sens selon qu'il s'agit d 'une branche 

ou d 'un arc, puisque dans le cas d 'une branche (cf. ~ 4) le signe ne d~pend pas du 

sens du mouvement .  

A A 

(F~g. 3). 
Soit A B  un arc positif appartenant ~t une branche positive X --- x parcourue en 

montant  comme l'indique la fl~che sur la figure. Son transform~ A ' B '  sera donc ~t sa 

droite;  fermons le contour  A B B ' A ' A  en tragant les horizontales BB' et A ' A  (ce 

sont des horizontales de l 'image rectifi& ayant  pour ~quations x = const.). On  volt que 

le contour  ainsi d~fini est positif, et c'est ce qui justifie la d~nomination d'arc positif. 

On  peut g~n~raliser et introduire des arcs X - - x  positifs ou n~gatifs par com- 

pensation. 
,11 A ' 

0 O" 

(Fig.  4). 
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Soit un arc D C B A appartenant -.i une courbe X - -  x positive et prtesentant un 

sommet inverse C et un fond inverse B, de telle fagon que A soit au dessus de D, 

tandis que C et B sont ~'t une altitude interm~diaire; cet arc est parcouru dans le 

sens de la fl~che. On  peut construire slots le transform~ D'  C' B ' A ' ,  qui est dispos~ 

comme sur la figure, et fermer par les horizontales A A' et D ' D .  I1 est clair slots 

que le contour  D C B A .4' B' C' D '  D est positif et ['arc D C/3 A est dit positif par 
compensation. Nous  ne ferons toutefois aucun usage, dans ce qui va suivre, des arcs 

positifs par compensation.  

Passons aux arcs X - -  c. Soit A M B  un de ces arcs parcouru dans le sens A MB. 
Consid~rons sur l ' image rectifi~e la corde B A de cet arc, elle appartiendra ~ l'ho- 

rizontale x--=-c, si, comme nous le supposerons, les deux extr~mit~s A e t  B sont deux 

points d'intersection de X = - c  et de x - ~  c. Considt~rons le contour  A M BA formb par 

cet arc et sa corde. L'arc sera dit dgfini, positif ou nggatif, s i c e  contour  est lui-m~?me 

d~fini, positif ou n~gatif. 

Les arcs ~l~mentaires sont toujours dgfi,lis; le signe de l'arc A M B  sera celui du 

produit  

o ( t :  

= -~  I si le num~ro et le rang de A sont impairs, et - -  I s'ils sont pairs; 

,8 = qt_ I si le rang de d est plus petit que celui de B, e t - -  i dans le cas contraire;  

7 = - i -  I si le num6ro de A est plus petit que celui de B, e t - -  I dans le cas 

contraire;  et en effet l 'arc A M B  est parcouru de gauche .~ droite si [~ = n t- I, et i[ 

est au dessus de sa corde si 0~ 7 - - - J -  I. 

Comme second exemple, nous prendrons  celui d 'un arc A M B  tel que les tangs 

de .4 et B soient cons&utifs au niveau considerS; un pareil arc est toujours de~ni; son 

signe sera encore celui du produit ~}'I'. 

IO. 

Le contour C. 

Imaginons un contour  C, ferm~ au sens large et form~ exclusivement d'arcs X --- x 

et d'arcs X = c, soit tous positifs, soit tous nggatifs ; le sens dans lequel C est parcouru 

est donn~. Soit C' le transform~ de C, il sera form~ d'arcs (X)  - -  x et d'arcs x = c. 

]e dis que pour gtablir le tbdor~me q~ti est l'objet de ce Mdmoire, il s,afirait d'dablir 
rexistence de ce contour C. 

Pour  cela je m'en vais dbterminer les coefficients du contour  C - - C '  par rapport  

: t u n  point du plan, mais je me servirai de l ' image circulaire afin que les contours  C 

et C' soient fermbs. 

Soit alors 
A , B , M , A . B ~ M .  . . .  A . B . M . A ,  
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le contour C, et 
,4' B' MI . . .  M' ill 

son transformb C'; les arcs A~B~ seront des arcs X = x tons positifs, pour fixer les 
id&s, les arcs B~MIA~_ ' seront des arcs X = const, tons positifs ~galement; les arcs 
AIB' ~ seront des arcs ( X ) =  x, et les arcs B I M;AI+ ' des arcs x = c. Les points A~ et 

A' i (on bien B i e t  BI) seront ~t une m&ne altitude sur l'image rectifi~e, de sorte que 
nous pourrons tracer des arcs A~ A I e t  B~ B I qui seront des arcs x - - c ,  c'est-s des 
horizontales sur l'image rectifi& et des circonf&ences sur l'image circulaire. Nous 
aurons alors : 

C - -  C ' ~ - - A  B B [ A ; A  --[-B M A=A;MIBIB , - [ -A~B~B;A~A,  
q- B= M= A3 A', MI B; B ~ -[- . . .  nt- B M A AI M' B' B . . 

Si nous envisageons en effet les divers termes du 2 '~ membre, nous vovons que 

l'arc B B; du premier est d&ruk par l'arc B ' B  du second, l'arc A A; du second par 
l'arc A;A= du troisi&ne, . . . ,  et enfin l'arc A A' du dernier par l'arc A ; A  du 
premier. 

Le contour A B, B; A'. A est analogue (si l'on revient .h l'image rectif i&)au con- 
tour de la figure; le contour B M , A  A ; M  I B ' B  est form~ par l'arc B M A= et sa 

corde (toujours sur l'image rectifi&), etc. Totes ces contours sont positifs, puisque les 
arcs A B ,  B M, A=, etc. sont positifs. 

Donc le contour C - -  C' est positif. Je dis que cela prouve qu'il ne pent pas y 
avoir d'invariant intggral positif. Soit en effet I un pardi invariant. Soit I (R)  ce que 

donne cet invariant quand l'int6gration est &endue ~t la r~gion R. 

Les contours C et C' partageront le plan (sur l'image circulaire) en un certain 
nombre de r6gions Rk; nous poserons: 

I (C)  = ~ N k I ( R k )  , I ( C ' ) - -  y__N'kl(Rk) , 

N k &ant le coefficient du contour (.7, et N~ celui du contour C' par rapport ~t un point 
que[conque de la r~gion R~ (il est clair que ces coefficients sont les m~mes pour deux 

points appartenant ',i une m~me r+gion R,). Comme [ e s t  un invariant, on devra avoir : 

I (C)  - -  I(C').  

D'autre part, comme le contour C -  C' est positif, on aura: 

N, N i  

sans que l'bgalit~ puisse subsister pour toutes les r~gions, puisque les deux contours ne 

coincident pas; d'autre part, comme l'invariant est positif, on aura: 

I(Rk) > o 
et, par consequent, 

I(C) > I(C'), 
ce qui est une contradiction. 

Si en particulier le contour C est sans point double Our l'image circulaire), il ne 

pourra couper son transform~ C', de telle sorte que Fun de ces contours sera tout 
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entier ~i l'int&ieur de l'autre; c'est ce qui arrivera dans la plupart des exemples que 

nous envisagerons dans la suite. 

Outre les contours C et C' nous envisagerons d'autres contours C" et C" ' ,  d~finis 

comme il suit. Le contour C" se d~duira du contour C en y remplagant chacun des 

arcs X-----c par sa corde (sur l'image rectifi~e); le contour C '"  sera son transform~ 

de sorte que 

C sera form~ d'arcs 

C v D )) 1) 

C v w )) )) )) 

C v  v t )) )) )) 

X - - x  et d'arcs X = c ~  

( X )  = x ,, ,, x = c,  

X ~ x )) )) x - - "  /;~ 

( X ) = x  ,, ,, 

Les contours C '"  et C" sont done ~t la transformation inverse T - '  ce que C et 

C' sont ~ T. On passe en effet d'un cas ~t l'autre en faisant jouer ~ (X) le r61e de X, 

et inversement. 
Je dis maintenant que si les arcs dont est form~ C sont tous de m&ne signe, 

tous positifs par exemple~ ceux dont va etre form~ C" '  seront aussi tous de m~me 

signe, je veux dire tous n~gatifs. 
Si A est un arc de C appartenant par exemple ~ une courbe X = x positive et 

parcourue en montant~ son transform~ A' fera partie de C'" ,  il sera aussi parcouru 

en montant;  mais par rapport ~t T-'~ il appartiendra ,~ une courbe ( X ) =  x n~gative; 

si en effet A'~ transform~ de 'A  par T~ est ,:t droite de A~ c'est que A, transform~ de 

A'  par T -~, est ~t gauche de A'. 

Soit maintenant A M B  un arc X = c faisant pattie de C~ et A B  sa corde qui 

fait partie de C " ;  soient A'M'B '  et A'B' leurs transform6s qui font respectivement 

partie de C' et de C '" .  A[ors A B e t  A ' M ' B '  feront partie de x = c ,  et .4 'B '  de 

(X) = c~ de sorte que sur l'image rectifi& AB sera la corde de AMB~ tandis que 

A'M'B '  sera le corde de A'B'. Si alors le contour A M B A  form." par A M B  et sa 

corde est positif~ son transform6 A'M'B'A' sera positif, et le contour inverse A'B'M'A' 

form~ par l'arc A'  B' et sa corde sera n~gatif, c. o_. F. o. 

On voit donc que si C - -  C' est positif~ il en est de m~me de C" - -  C ' " ;  i[ 

est donc indifferent d'envisager C~ C' et T, ou bien C '" ,  C" et T -~ 

Le r4seau. 

Imaginons un r&eau construit de la faqon suivante: Envisageons l'image circulaire; 

tra~;ons, outre les circonf&ences extremes, [es circonf~rences x = c qui sont tangentes 

(soit en un sommet, soit en un fond) ~ une courbe X ~ x. Chacune de ces &con-  

f&ences coupera les diverses courbes X = x et touchera l 'une d'elles. A ch-acun des 

points d'intersection ou de contact correspondra une station du r~seau. Nous joindrons 
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ces stations par des voles correspondant  aux arcs d~finis, dent  nous avons parI~ au 

9. Consid~rons par exemple Pune des circonf&ences x = c que nous venons de 

tracer;  nous tracerons des voles correspondant  ~. t o u s l e s  arcs positifs et n~gatifs de 

la courbe X =  c correspondante.  (I[ y aura done des voles correspondant  it t o u s l e s  

arcs ~l~mentaires de cette courbe qui, nous l 'avons dit, sent tous d~finis; il y en aura qui 

correspondront  a t o u s l e s  arcs de cette courbe dent  les extr~mit~s ont  des num~ros 

cons&utifs au niveau considerS; mais il y en aura encore d'autres, puisqu'il y a en 

g~n~ral d'autres arcs d~finis). Ce sent  les voles hori~ontales du r~seau. Nous joindrons 

en outre les stations de x = c ~. celles de la circonf,~rence imm~diatement ext&ieure, 

ou imm~diatement int~rieure, par des voles inclin~;es et qui cor respondront  aux arcs d& 

finis des courbes X = x dent  une des extr&~ait~s se trouve en l 'une de ces stations. 

Nous  conviendrons que chacune de ces voies ne peut &re parcourue que dans 

un seui sens; ~i savoir:  ou bien toutes darts le sens off elles correspondent  ~ un arc 

positif, ou bien tot~tes dans le sens oppos& Voici comment  nous ferons le choix entre 

ces deux convent ions:  les branches X = x qui aboutissent ~i la circonf&ence extreme 

ext&ieure x = a sent  toutes de m~me signe (cfr. ~ 3), tandis que celles qui abou- 

tissent ~. x - - b  sent  toutes du signe oppos& Si les premi&es sent  toutes positives, 

nous conviendrons que toutes les voles doivent &re parcourues dans le sens des arcs 

positifs; ce sera le contraire dans le cas oppos& 

Done, toute vole inclin& aboutissant ~i x - - b  (qui correspond sur l 'image rectifi& 

au niveau le plus bas, et sur l 'image circulaire ~. la circonf~rence extreme int&ieure) 

devra &re parcourue en montant ;  toute voie inclin~e aboutissant ~. x - - a  devra &re 

parcourue en descendant. 

Pour  que notre th~or~me soit vrai, c'est-~-dire pour que le contour  C existe, il 

sttffit que l'ot~ puisse revenir au point de ddpart et~ parcourant des voles dlt r~seatt dans 

le sens prescrit. 
D'ofi la r~gle suivante:  Appelons cul de sac convergent toute station du r~seau 

off aboutissent certaines voles, mais d'o~'~ ne part aucune vole. Supprimons dans notre 

r~seau t o u s l e s  culs de sac convergents,  ainsi que toutes les voles qui v aboutissent. 

II peut se faire que le r~seau ainsi modifi6 admette des culs de sac convergents  qui 

n 'appartenaient  pas au r~seau primitif. Nous  op&erons  sur ces culs de sac induits 

comme nous avons op6r6 sur les culs de sac primitifs et nous poursuivrons l'op~ra- 

tion jusqu'~t ce que nous soyons arr&~s, ce qui pourra  se faire de deux mani~res: 

i ~ Ou bien nous serous arr&6s parce que nous arriverons ,~ un r~seau modifi~ 

ne pr~sentant plus de cul de sac convergent ,  ni induit ni primitif. Dans ce cas, notre 

th~or~me sera vrai pour  la t ransformation T consid6r&. Partons en effet d 'une station 

quelconque;  cela est possible, puisque ce n'est  pas un cul de sac; nous arriverons ~. 

une seconde station d'ofi nous pourrons  ~,galement partir;  nous continuerons ainsi jus- 

qu':i ce que nous revenions i une station d~j,-i visit&, ce qui arrivera, puisque ces sta- 

tions sont en nombre  fini. Nous  aurons ainsi d&rit  un contour  ferm6, en parcourant  

les voles dans le sens prescrit, et ce contour  sera le contour  C. 
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2 0 0 u  bien nous serons arr~t& parce que nous aurons supprim+ toutes les stations. 

On pourrait alors d~montrer que l'on peut construire des transformations T pour les- 

quelles notre th6or6me n'est pas vrai. 

Voici done comment nous devrons op~rer: Nous construirons de tontes les ma- 

nitres possibles les courbes X = x en ~ous ass~jettissant a~x conditions d~ ~ 8; nous 

construirons ensuite le r~seau que nous venous de d~finir, et nous op ' rerons sur ce 

r~seau comme nous venous de le dire. Si, dans tous les cas, nous sommes a,'r&l:s 

de la premiere mani~re, notre th~or&me est vrai; un seui cas d'exception suffirait pour 

qu'il ffit faux. 

I 2 .  

Cas particuliers. 

Premier oas paptioul/er. - -  Le premier cas particulier que nous examinerons est celui 

ot~ la distribution est normale, c'est-k-dire ceiui off les points d'intersection de chacune 

des courbes x = c avec la courbe X = c correspondante sont distribu& d'une fagon 

normale au sens du ~ 4; ou, ce qui revient au meme, celui o4 le num' ro  de chaque 

branehe est ~gal ,'t son rang (et oC1 il n 'y  a, par consequent, ni fond inverse ni sommet 

inverse). 

Dans ce cas, je dis que notre r~seau ne comporte pas de cul de sac convergent, 

et qu'on peut, par consequent, former le contour C. En effet, si nous envisageons nne 

eourbe X = c ,  cette courbe ne comportera d'autre arc d~fin[ que [es arcs ~ldmc'ntaires 

qui seront ft. la lois primaires et uitimes, et qui seront alternativement positifs st n& 

gatifs (si l 'on convient de parcourir X = c dans le sens des Y croissants). I[ v aura 

exception quand ia courbe x ~ c toucbera la courbe X~---c et par consequent la courbe 

X - - x  en un fond ou en un sommet. Dans ce cas, en effet, deux des points d'inter- 

section se confondront, l'arc ~l~mentaire qui allait de l'un ~ i'autre disparaitra, de sorte 

que nous aurons deux arcs cons~cutifs de m~me signe; ce qui veut dire que, des deux 

voles horizontales qui aboutissent ~i un fond ou k un sommet, l'une s'en dioigne et 

l'autre s'en approche. 

[i ne peut done y avoir de cuI de sac convergent ni dans une station qui n'est 

ni fond ni sommet, parce que une des deux voies inciin'es qui y aboutissent s'cn 

~loigne; ni eu un fond ou en un sommet, parce qu'une des deux voles horizontaies 

qui y aboutissent s'en ~loigne. c . e .  l:. 13. 

Oeuxi~me oas p a r t i o u l i o r . -  Supposons que nous n'ayons que deux sortes de courbes 

X = x ,  les courbes L aboutissant k la circonf&ence ext~rieure x - ~ a ,  et les courbes K 

aboutissant ~l x ~- b. 

Supposons qu'en parcourant les courbes L d'un bout :t i'autre, on rencontre des 

branches de rang sans cesse croissant~ et qu'ii en soit de m~me quand on parcourt 
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les courbes K. (Cela arrivera en particulier si nous supposons qu'en aucun point des 

courbes L et K la tangente ne soit verticale sur l'image rectifi~e). 

Cela pos6, voici comment nous pourrons construire le contour C';  soient L' et 

K '  les transform~es des courbes L e t  K;  quand on parcourra une eourbe L de gauche 

A droite (sur l'image rectifi~e), toutes les branches que l'on parcourra en descendant 

seront, par exemple, paires (c'est-s de num&o et de rang pair), et toutes celles que 

l'on parcourra en montant seront impaires; ce sera le contraire pour les courbes K. 

Les courbes L ne pourront avoir que des fonds pairs et des sommets impairs; 

elles n'auront done ni fond inverse, ni sommet inverse, c'est-A-dire que les num&os s'y 

succ~deront dans le m~me ordre que les rangs. Si, au contraire, c'est sur les courbes 

L que les branches descendantes sont impaires et sur les courbes K qu'elles sont paires, 

ce sont les courbes K pour lesquelles les num&os se succ+deront dans le m~me ordre 

que les rangs; mais nous nous placerons dans le premier cas. 

Je suppose alors (tnujours sur l'image rectifi~e) que !es courbes L'  soient lumi- 

neuses et les cot,rbes K ,,p., .t, ..; les courbes L s.~nt lumincuses, mais chacun de leurs 

points ne peut pas cnvoyer ,to lumi.re dans tous les sens; il ne peut en envoyer 

qu'horizontalement (vers la droite si les courbes L sont n~gatives et les courbes K po- 

sitives, vers la gauche dans le cas contraire). Tout  se passe comme si en chacun de 

ces points il y avait un petit r+flecteur parabolique ~mettant un faisceau de rayons pa- 

rall~les. Dans ces conditions une partie du plan sera &lair~e, une partie dans l'ombre. 

La limite de l'ombre ne sera autre chose que le contour C'. Je ne donne pas la d~mon- 
stration qui est longue. 

Tro&i~me oas p~rtioulier.~II n'y a que deux sortes de courbes X = x :  les courbes 

L aboutissant a x = a ,  les courbes K aboutissant A x = b ;  sur chacune de ces courbes, 

parcourue de gauche A droite, on rencontre des branches de numgro sans cesse croissant. 

Ce troisi6me cas est A T- '  ce que le deuxibme &ait A T. On construira done le 

contour C" (d'o/1 on peut d~duire C et C') en envisageant les courbes K par exemple 

comme opaques, tandis que les courbes L &nettent des rayons lumineux horizontaux 

dans un sens convenable. La limite de l'ombre sera le contour C". 
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Outre les trois cas examines dans le w prScSdent et qui pr~sentent un certain 
caract~re de g6n~ralit~, j'ai &udi~ un grand nombre de cas particuliers et je suis toujours 
arri% A former les contours C, C', C", C"'. Je ne puis songer ",i les reproduire ici 
tous; j'en donne quelques exemples dans les figures ci-jointes qui n~cessitent quelques 
explications. 

Je m'y suis servi de l'image rectifi~e; on salt que sur cette image les courbes s e  
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reproduisent p~:riodiquement, puisqu'on retrouve les mSmes figures quand y se change 

en y + 2 =; je n'ai reprgse,tg qt~'tene p~r et il est ais8 de supplier aux autres. 

Le contour represent8 sur chaque figure est le contour C", form~ d'arcs X = x 

et d'arcs x = c repr~sent~s par des segments horizontaux. Les horizontales extremes 

x - - a  et x - - b  sont en trait plein ai,si qt~e le contour C"; au contraire, la portion 

des courbes X : x qui ne fait pas partie de C" est en trait pointill6. Le chiffre qui 

se trouve ~'l c6t6 de chaque branche X = x  est son num~ro. A c6t6 de chaque courbe 

X ~ x se trouve le signe + ou le signe - -  suivant qu'elle est positive ou n,~gative. 

I1 est ais6 de v6rifier sur chaque figure que les six conditions du ~ 8 sont sa- 

tisfaites; en ce qui concerne la premiere, on coupera par une horizontale que[conque, 

et on obtiendra ainsi une suite de nulu6ros dans un certain ordre, en ne tenant compte 

que des branches couples par cette horizontale; on verra ensuite que si l'on trace une 

courbe qui va couper l'horizontale aux points d'intersection en suivant l'ordre num~rique 

de ces num6ros, cette courbe ne se recoupe pas elle m~me. 

En ce qui concerne la seconde, on constatera, par exemple sur la figure 14, qu'au 

sommet 63 se raccordent les branches 6 et 3, mais que le sommet 45 ~tant d'altitude 

plus basse, l'horizontale du sommet 63 ne rencontre pas les branches 4 et 5 de sortc 

qu'~t ce niveau les num~ros 6 et 3 sont cons~cutifs. 

Pour la / ,  on verra sur la figure 8, par exemple, que le fond 98, qui est inverse, 

est impair, tandis que le sommet 87, qui est inverse, est pair. 

Je n'insisterai ni sur la 4 ~ ni sur la / dont la v6rification est aisle. Pour la 6 ~, 

nous prendrons pour exemple la figure 21; nous voyons que les branches 8 et 7 sont 

positives, et les branches 3, 6, 5, 4 n~:gatives; le rang des deux premieres est plus 

petit; reals, comme ce sont les branches dont le num6ro est le plus grand (et le rang 

le plus petit) qui sont positives, la condition est remplie. 

Nous supposerons notre contour parcouru de gauche ~. droite; dans ces condi- 

tions les arcs X : x qui font pattie de C",  et les arcs x = c  de ce m~me contour, ou 

plut6t les arcs X ~ c correspondants, sont tous d~finis et de m~me signe ~. savoir: 

positifs sur les figures 5 A 7, ~o ~. I I, I8, 2o, 23; 

n~gatifs sur les figures 8 ~t 9, i2 A 17, I9, 21 ~t 22, 24. 

On voit en effet sur la figure 5", par exemple, que les branches X - - x  positives 

sont parcourues en montant et les branches n6gatives en descendant. 

D'autre part, les arcs x : c ,  ou plut6t les arcs X : c  correspondants sont tous d6- 

finis; consid6rons par exemple la figure 5, nous y voyons trois horizontales; la pre- 

miere, que j'appellerai I2, va de la branche I ~t la branche 2, la seconde de 3 ~. 4, 

la troisi~me part de la branche 5, et si on la prolongeait elle irait ~i une branche nu- 

m~rot6e 6 (qui n'est pas repr6sent~e sur la figure), qui diff6rerait d'une p~riode de la 

branche num~rot~e o, qu~ l'on volt sur la figure; cette horizontale est arr~t~.e en A 

sur la figure, mais il faudrait la completer par un segment horizontal qui diff6rerait 

d'une p~riode de ce|ui qui est repr6sent~ sur la figure et qui va du point B ~ la branche 

o. Toutes ces horizontales correspondent ~l des arcs ~16mentaires et par consequent d6- 
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finis, puisque les num&os  de leurs extr~mit6s sont cons6cutifs. I1 en serait encore de 

meme pour la figure 8, par exemple pour  l 'horizontale 25, car les num&os 2 et 5 sont 

cons6cutifs au niveau de cette horizontale qui ne coupe pas les branches 3 et 4. 

Consid6rons maintenant  sur la figure 9, l 'horizontale 69; si on la prolonge, die  

coupe certaines branches X - - x ,  mais aucun point d'intersection ne se trouve entre 6 

et 9 ;  les rangs des extr6mit~s sont done cons6cutifs au niveau consid&~; l'arc cor- 

respondant  est done encore d6fini. Sur la figure I9, l 'horizontale io.13 qui va de la 

branche IO ~t une branche I3, diff&ant d 'une p&iode de la branche I, correspond en- 

core A un arc d}fini; en effet entre les extr/zmit6s Io et 1 3 se  t rouvent  les points 

d'intersection 5 et 4, mais leurs num6ros ne sont pas compris entre io  et I3 ;  il en 

r6sulte que l 'arc X--=  c correspondant  ne coupe pas sa corde (sur l 'image rectifibe). 

II reste ~ d&erminer  le signe de ces divers arcs. Je prendrai pour  exemple la figure 

8;  l 'arc 25 est n~gatif parce qu'il est parcouru de gauche "l droite, et que 2 est pair 

et ~ 5; 67 est n6gatif parce qu'il est parcouru vers la droite, et que 6 est pair et 

7;  7 8 est n~gatif parce qu'il est parcouru vers la gauche et que 7 est impair et 

8;  enfin I o . i i  est n~gatif pour les m~mes raisons que 2 5 et 6 7. 

Les figures 5 ~l 7 correspondent  au I ~ cas particulier du S t2  (distribution nor- 

male) ;  les figures 8 et 9 au 3 ~ cas du ~ I2 ;  on y reconnait  ais&nent les contours  

d 'ombre d~finis dans ce ~; les figures io,  I I  et 2o correspondent  au 2 ~ cas du ~ ~2; 

les figures xo et i i se dSduisent de 8 et 9 en passant de T ~t la transformation in- 

verse T - ' .  Enfin, les figures ~2 et ~3 montrent  comment  les contours  d 'ombre du 

I2 doivent ~tre modifi6s quand interviennent  des iles, c'est-s des courbes X = x  
ferrules au sens &roit. 

Paris, 7 mars  1912. 
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