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CALCUL DES PROBABILITES.

INTRODUCTION (*).

I. — Lk HasArD.

« Comment oser parler des lois du hasard? Le hasard
n’est-il pas I'antithése de toute loi? » Ainsi s’exprime Ber-—
trand, au début de son Calcul des probabilités. La probabi—
lité est opposée a la certitude; c’est donc ce qu'on ignore
et, par conséquent semhle-t-il, ce qu’on ne saurait calculer..
Il y a Ia une coutradiction au moins apparente et sur
laquelle on a déja beaucoup écrit.

Et d’abord qu’est-ce que le hasard? Les anciens distin-
guaient les phénoménes qui semblaient obéir 4 des lois
harmonieuses, établies une fois pour toutes, et ceux qu'ils
attribuaient au hasard; ¢’étaient ceux qu’on ne pouvait pré-
voir parce qu'ils étaient rebelles a4 toute loi. Dans chaque
domaine, les lois précises ne décidaient pas de tout, elles
tracaient seulement les limites entre lesquelles il était per-
mis au hasard de se mouvoir. Dans celte conception, le mot
hasard avail un sens précis, objectif : ce qui était hasard

(') Cette Introduction est extraite du Chapiltre intitulé : Le hasard,
dans mon OQuvrage Science et Méthode (Flammarion).
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2 INTRODUCTION.

pour I'un, était aussi hasard pour Pautre et méme pour les
dieux.

Mais cettie conception n’est plus la nbdtre; nous sommes
devenus des déterministes absolus, et ceux mémes qui
veulent réserver les droits du libre arbitre humain laissent
du moins le déterminisme régner sans partage dans le
monde inorganique. Tout phénoméne, si minime qu’il soit,
a une cause, et un esprit infiniment puissant, infiniment
bien informé des lois de la nature, aurait pu le prévoir dés
le commencement des siécles. Si un pareil esprit existait,
on ne pourrait jouer avec lui a aucun jeu de hasard, on per-
drait toujours.

Pour lui, en effet, le mot de hasard n’aurait pas de sens, ou
plutét il n’y aurait pas de hasard. C’est & cause de notre (ai-
blesse et de notre ignorance gu’il y en aurait un pour nous.
Et, méme sans sortir de notre faible humanité, ce qui est
hasard pour l'ignorant, n’est plus hasard pour le savant. Le
hasard n’est que la mesure de notre ignorance. Les phéno-

‘meénes fortuits sont, par définition, ceux dont nous ignorons
les lois. :

Mais cette définition est-elle bien satisfaisante? Quand les
premiers bergers chaldéens suivaient des yeux les mouve-
menis des astres, ils ne connaissaient pas encore les lois de
PAstronomie; auraient-ils songé & dire que les astres se
meuvent au hasard? Si un physicien moderne étudie un phé-
noméne nouveau, et s’il en découvre la loi le mardi, aurait-
il dit le lundi que ce phénoméne était fortuit? Mais il y a
plus : n’invoque-t-on pas souvent, pour prédire"un phéno-
méne, ce que Bertrand appelle les lois du hasard? Et, par
exemple, dans la théorie cinétique des gaz, on retrouve les
lois connues de Mariotte et de Gay-Lussac, grice a celte
hypothése que les vitesses des molécules gazeuses varient
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irréguliérement, c¢’est-a-dire au hasard. Les lois observables
seraientbeaucoup moins simples, diront tous les physiciens,
si les vitesses étaient réglées par quelque loi élémentaire
simple, si les molécules étaient, comme on dit, organisées,
si elles obéissaient & quelque discipline. Cest grice au
hasard, c’est-a-dire griace a notre ignorance, que nous pou-
vons conclure ; et alors si le mot hasard est tout simplement
un synonyme d’ignoran ce; qu’est-ce que cela veutdire? Faul-
il done traduire comme il suit?

« Vous me demandez de vous prédire les phénoménes
qui vont se produire. 8i, par malheur, je connaissais les lois
de ces phénomeénes, je ne pourrais y arriver que par des
calculs inextricables et je devraisrenoncer avousrépondre;
mais, comme j'ai la chance de les ignorer, je vais vous
répondre tout de suite. Et, ce qu’il y a de plus extraordi-
naire, c¢’est que ma réponse sera juste. »

Il faut donc bien que le hasard soit autre chose que le
nom que nous donnons a4 notre ignorance, que parmi les
phénomeénes dont nous ignorons les causes, nous devions
distinguer les phénoménes fortuits, sur lesquels le calcul -
des probabilités nous renseignera provisoirement, et ceux
qui ne sont pas fortuits et sur lesquels nous ne pouvons
rien dire, tant (ue nous n’aurons pas déterminé les lois qui
les régissent. Et pour les phénoménes fortuits eux-mémes,
il est clair que les renseignements que nous fournit le cal-
cul des probabilités ne cesseront pas d’étre vrais le jour ol
ces phénomeénes seront mieux connus. -

Le directeur d’'une compagnie d’assurances sur la vie
ignore quand mourra chacun de ses assurés, maisil compte
sur le calcul des probabilités et sur la loi des grands nom-
bres et il ne se trompe pas, puisqu’il distribue des dividendes
i ses actionnaires. Ces dividendes ne s’évanouiraient pas si
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un médecin trés perspicace et trés indiscret venait, une fois
les polices signées, renseigner le directeur sur les chances
de vie des assurés. Ce médecin dissiperait Pignorance du
directeur, mais il n’aurait aucune influence sur les divi-
dendes qui ne sont évidemment pas' un produit de cette
ignorance.

Ii. — DEFINITION DU HASARD.

Pour trouver une meilleure définition du hasard, il nous
faut examiner -quelques-uns des faits qu’on s’accorde &
regarder comme fortuits, et auxquels le calcul des probabi-
lités parait s’appliquer; nous rechercherons ensuite quels
sont leurs caractéres communs.

Le premier exemple que nous allons choisir est celui de
I’équilibre instable; si un cdne repose sur sa poinle, nous
savons hien qu’il va tomber, mais nous ne savons pas de
quel coté; il nous semble que le hasard seul va en décider.
Si le cone était parfaitement symétrique, si son axe était
parfaitement vertical, s’il n’était soumis & aucune autre
force que la pesanteur, il ne tomberait pas du tout. Mais le
moindre défaut de symétrie va le faire pencher légérement
d’un c6Lé ou de 'autre, et dés qu’il penchera, si peu que ce
soit, il tombera Lout a fait de ce coté. Si méme la symétrie
est parfaite, une trépidation trés légére, un souffle d’air
pourra le faire incliuer de quelques secondes d’arc ; ce sera
assez pour déterminer sa chute et méme le sens de sa chute
qui sera celui de Vinclinaison initiale.

Une cause trés pelite, qui nous échappe, détermine un
effet considérable que nous ne pouvons pas ne pas voir, et
alors nous disons que cet effet est di au hasard. Sinous con-
naissions exactement les lois de la nature et la situation de
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Punivers 4 I'instant initial, nous pourrions prédire exacte-
ment la situation de ce méme univers 3 un instant ultérieur.
Mais, lors méme que les lois naturelles n’auraient plus de
secret pour nous, nous ne pourrions connaitre la situation
quaepprozimativement. 8i cela nous permet de prévoir la
situation ultérieure avec la méme approximation, c’est tout
ce qu’il nous faut, nous disons que le phénoméne a été
prévu, qu’il est régi par deslois; mais il n’en est pas tou-
jours ainsi, il peut arriver que de petites différences dans les
conditions initiales en engendrent de trés grandes dans les
phénomeénes finaux; une petite erreur sur les premiéres
produirait une erreur énorme sur les derniers. La prédic-
tion devient impossible et nous avons le phénoméne for-
tuit. '

Notre second exemple sera fort analogue au premier et
nous 'emprunterons a la météorologie. Pourquoi les mé-
téorologistes ont-ils tant de peine & prédire le temps avec
quelque certitude ? Pourquoi les chutes de pluie, les tempétes
elles-mémes nous semblent-elles arriver au hasard, de sorte
que bien des gens trouvent tout naturel de prier pour avoir
la pluie ou le beau temps, alors qu’ils jugeraient ridicule de
demander une éclipse par une priére? Nous voyons queles
grandes perturbations se produisent généralement dans les
régions ou l'atmosphére est en équilibre instable. Les
météorologistes voient bien que cet équilibre est instable,
qu’un cyclone va naftre quelque part; mais o, ils sont hors
d’état de le dire; un dixiéme de degré en plus ou en moins
en un point quelconque, le cyclone éclate ici et non pas 13,
et il étend ses ravages sur des contrées qu'il aurait épar-
gnées. Si ’on avait connu ce dixiéme de degré, on aurait
pu le savoir d’avance, mais les observations n’étaient ni
assez serrées, ni assez précises, et c’est pour cela que tout
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semble dd 4 I'intervention du hasard. Ici encore nous retrou-
vons le méme contraste entre une cause minime, inappré-
ciable pour l'observateur, et des effets considérables, qui
sont quelquefois d’épouvantables désastres.

Passons 3 un autre exemple, la distribution des petites
planétes sur le zodiaque. Leurs longitudes initiales ont pu
étre quelconques; mais leurs woyens mouvements étaient
différents et elles circulent depuis si longtemps qu’on peut
dire qu’actuellement, elles sont distribuées aw hasard le
long du zodiaque. De trés petites différences initiales entre
leurs distances au Soleil, ou ce qui revient au méme entre
leurs mouvements moyens, ont fini par donner d'énormes
différences entre leurs longitudes actuelles; un excés d'un
milliéme de seconde dans le moyen mouvement diurne
donnera, en effet, une seconde en trois ans, un degré en dix
mille ans, une circonférence entiére en trois ou quatre
millions d’années, et qu’est-ce que cela auprés du temps
qui s’est écoulé depuis que les petites planétes se sont déta-

. chées de la nébuleuse de Laplace? Voici donc une fois de
plus une petite cause et un grand effet; ou mieux de petites
différences dans la cause et de grandes différences dans
Peffet. )

Le jeu de la rouleite nous éloigne moins qu’il ne semble
de 'exemple précédent. Supposons une aiguille qu’on peut
faire tourner autour d’'un pivot, sur un cadran divisé en
100 secteurs alternativement rouges et noirs. Si elle s’arréte
sur un secteur rouge, la partie est gagnée, sinon, elle est
perdue. Tout dépend évidemment de I'impulsion initiale
gue nous donnons a laiguille. L’aiguille fera, je suppose,
10 ou 20 fois le tour, mais elle s’arrétera plus ou moins vite,
suivant ciue j’aurai poussé plus ou moins fort. Seulement, il
suffit que 'impulsion varie d'un milliéme, ou d’'un deux-mil-
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liéme, pour que mon aiguille s’arréte & un secteur qui est
noir ou au secteur suivant qui est rouge. Ce sont [a des
différences que le sens musculaire ne peut apprécier el qui
échapperaient méme i des instruments plué délicats. 1l
m’est donc impossible de prévoir ce que va faire Jaiguille
que je viens de lancer, et c’est pourquoi mon coeur bat et
que jattends tout du hasard. La différence dans la cause est
imperceptible, et la différence dans I'effet est pour.moi
de la plus haute importance, puisqu’il y va de toute ma
mise.

11

Voici maintenant d’autres exemples ol nous allons voir
apparaitre des caractéres un peu différents. Prenons d’abord
la théorie cinétique des gaz. Comment devons-nous nous
représenter un récipient rempli de gaz? D’innombrables -
molécules, animées de grandes vitesses, sillonnent ce réci-
pient dans Lous les sens; & chaque instant, elles choquent
les parois, ou bien elles se choquent entre elles: et ces.
choes ont lieu dans les conditions les plus diverses. Ce qui '
nous frappe surtout ici, ce n’est pas la petitesse des causes,
c’est leur complexité. Et, cependant, Ie premier élément se
relrouve encore ici et joue un role important. Si une molé-
cule était déviée vers Ia gauche ou la droite de sa trajec-
toire, d'une quantité trés petite, comparable aurayon d’ac-
tion des molécules gazeuses, elle éviterait un choc, ou elle
le subirait dans des conditions différentes, et cela ferait
varier, peul-étre de go° ou de 180°, la direction de sa vitesse
apreés le choc. , 7

Et ¢e n’est pas tout, il suffit, nous venons de le voir, de
dévier la molécule avant le choc d’'une quantité infiniment
petite, pour qu’elle soit déviée, aprés le choc, d'une quan-
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tité finie. Si alors la molécule subit deux chocs successifs,
il suffira de la dévier, avant le premier choc, d’'une quantité
infiniment petite du second ordre, pour qu’elle le soit, aprés
le premier choc, d’une quantité infiniment petite du pre-
mier ordre et, aprés le second choc, d’une quantité finie. Et
la molécule ne subira pas deux chocs seulement; elle en
subira un trés grand nombre parseconde. Desorte que sile
premier choc a multiplié la déviation par un trés grand
nombre A, aprés‘n choes, elle sera multipliée par A?*; elle
sera donc devenue trés grande, non seulement parce que A
est grand, c'est-3-dire parce que les petites causes pro-
duisent de grands effets, mais parce que Pexposant n est
grand, c’est-a-dire parce que les chocs sont trés nombreux
el que les causes sont trés complexes.

Passons & un deuxiéme exemple; pourquoi, dans une
averse, les goutles de pluie nous semblent-elles distribuées
au hasard? C’esl encore i cause de la comi)lexité des causes
qui déterminent leur formation. Des ions se sont répandus
dans I’atmosphére, pendant longtemps ils ont été soumis a
des courants d’air constamment changeants, ils ont été
entrainés dans des tourbiilons de trés petites dimensions,
de sorte que leur distribution finale n’a plus aucun rapport
avec leur distribution initiale. Tout 3 coup, la température
s’abaisse, la vapeur se condense et chacun de ces ions
devient le centre d’une goutte de pluie. Pour savoir quelle
sera la distribution de ces goutltes et combien il en tombera
sur chaque pavé, il ne suffirait pas de connaitre la situation
initiale des ions, il faudrait supputer I’effet de mille cou-

_rants d’air minuscules et capricieux.

Et c’est encore la méme chose si 'on met des grains de
poussiére en suspension dans I’eau; le vase est sillonné par
des courants dont nous ignorons la loi, nous savons seule-
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ment qu’elle est trés compliquée; au bout d'un certain
temps, les grains seront distribués au hasard, c’est-a-dire
uniformément, dans ce vase, el cela est di précisément &
la complication de ces courants. §’ils obéissaient & quelque
loi simple, si, par exemple, le vase était de révolution et si
les courants circulaient autour de I’axe du vase en décri-
vant des cercles, il n'en serait plus de méme, puisque
cliaque grain conserverait sa hauteur initiale et sa distance
initiale a I'axe. '

On arriverait au méme résultat en envisageant le mélange
de deux liquides ou de deux poudresv a grains fins. Et pour
prendre un exemple plus grossier, Cest aussi ce qui arrive
guand on bat les cartes d’un jeu. A chaque coup, les cartes
subissent une permdtation (analogue a celles qu'on étludie
dans la théorie des substitutions). Quelle est celle qui se
réalisera? La probabilité, pour gue ce soit Lelle permutation
[par exemple, celle qui améne au rang n la.carte qui occu-
pait le rang ¢ (») avant la permutation], cette probabilité,
dis-je, dépend des habitudes du joueur. Mais si ce joueur
bat les cartes assez longtemps, il y aura un grand nombre
de permutations successives; etl’ordre final qui en résultera
ne sera plus régi que par le hasard; je veux dire que tous
les ordres possibles seront également probables. C'est au
grand nombre des permulations successives, c’est-d-dire
A la complexité du phénoméne, que ce résultat est dd.

Un mot enfin de la théorie des erreurs. C’est ici que les
causes sont com'ple:x% el qu’elles sont mnulliples. A combien
de piéges n’est pas exposé ['observateur, méme avec le
meilleur instrument? II doit s’attacher i apercevoir les plus
gros et & les éviter. Ce sont ceux qui donnent naissance
aux erreurs systématiques. Mais quand il les a éliminés, en
admettant qu'il y parvienne, il en reste beaucoup de petits,

P.- 2
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lesquels, en accumulant leurs effets, peuvent devenir dan-
gereux. C'est de I que proviennent les erreurs acciden-
telles; et nous les attribuons au hasard, parce que leurs
causes sont trop compliquées et irop nombreuses. Tei
encore, nous n'avons que de petites' causes, mais chacune
- &elles ne produirait qu'un petit effet; c’est par leur union
et par leur nombre que leurs effets deviennent redou-
tables.

Iv

On peut se placer encore a un troisiéme point de vue, qui
2 moins d’importance que les deux premiers et sur lequel
j'insisterai moins. Quand on cherche & prévoir un fait et
gqu’on en examine les antécédents, on s’efforce de s'enqué-
rir de la situation antérieure; mais on ne saurait le faire pour
toutes les parties de I'univers, on se contente de savoir ce
qui se passe dans le voisinage du point ou le fait doil se
produire, ou ce qui parait avoir quelque rapport avec ce
fait. Une enquéte ne peut &tre compléte, et il faut savoir
choisir. Mais il peut arriver que nous ayons laissé de coté
des circonstances qui, au premier abord, semblaient com-
plétement étran«éres au fait prévu, auxquelles on n’aurait
jamais songé & attribuer aucune influence et qui, cepen-
dant, contre toute prévision, viennent a jouer un rdle
important.

Un homme passe dans la rue enallant & ses affaires; quel-
qu’un qui aurait été au courant de ces affaires pourrait dire
pour quelle raison il esL parti & telle heuré, pourquoi il est
passé par telle rue. Sur le toit travaille un couvretr; I'en-
trepreneur qui 'emploie pourra, dans une cerlaine mesure,
prévoir ce qu’il va faire. Mais 'homme ne pense guére au
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couvreur, ni le couvreur A 'homme : ils semblent apparte-
nir 3 deux mondes complétement étrangers I'un 4 I'autre. Et
pourtant, le couvreur laisse tomber une tuile qui tue
I’homme, et on n’hésitera pas & dire que c’est 12 un hasard.

Notre faiblesse ne nous permet pas d’embrasser I'univers
tout entier, et nous oblige & le découper en tranches. Nous
cherchons 2 le faire aussi peu artificiellement que possible,
el, néanmoins, il arrive, de temps en temps, que deux de ces
tranches réagissent 'une sur I'autre. Les effets de cette
action -mutuelle nous paraissent alors dus au hasard.

Est-ce 13 une troisiéme maniére de cencevoir le hasard ?
Pas toujours; en effet, la plupart du temps, on est ramené i
la premiére ou 2 la seconde. Toutes les fois que deux
mondes, généralement étrangers I'un a l'autre, viennent
ainsi & réagir 'un sur Vautre, les lois de cette réaction ne
peuvent étre que trés complexes, et, d’autre part, il aurait
suffi d’'un trés petit changement dans les conditions ini-
tiales de ces deux mondes pour que la réaclion n’efit pas
lieu. Qu’il aurait fallu peu de chose pour que I'’homme
passit une seconde plus tard, ou que le couvreur laissit.
tomber sa tuile une seconde plus tot!

Y. — LEs LOIS DU HASARD.

Tout ce que nous venons de dire ne nous explique pas.
encore pourquoi le hasard obéit & des lois. Suffit-il que les
causes soient petites, ou qu’elles soient complexes, pour
que nous puissions prévoir,-sinon quels en sont les effets
dans chaque cas, mais au moins ce que seront ces effets en
moyenne? Pour répondre 3 cette question,-le mieux est de
reprendre quelques-uns des exemples cités plus haut.

Je commencerai par celui de la roulette. J'ai dit que le
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point ol s’arrétera I'aiguille va dépendre de l’impulsion ini-
tiale qui lui est donnée. Quelle est la probabilité pour que
celte impulsion ait telle ou telle valeur? Je n'en sais
rien, mais il m’est difficile de ne pas admettre que cette
probabilité est représentée par une fonction analytique con-
tinue. La probabilité pour que I'impulsion soit comprise
entre a et @ -+ ¢ sera alors sensiblement égale & la probabi-
lité pour qu’elle soit comprise enlre a +z et a + 2¢, pourvu
que ¢ soit trés petit. Cest 1aune propriété commune a toutes
les fonctions analytiques. Les petites variations de la fonc-
tion sont proportionnelles aux petites variations de la
variable.

Mais, nous I'avons supposé, une trés petite variation de
Pimpulsion suffit pour changer la couleur dusecteur devant
lequel l'aiguille finira par s’arréter. De a & a+¢ c'est le
rouge, de @ +¢ & @--2¢ c’est e noir; la probabilité de
chaque secteur rouge est donc la méme que celle du secteur
noir suivant, et, par conséquent, la probabilité totale du
rouge est égale 3 la probabililé totale du noir.

La donnée de la question, c¢’est la fonction analytique qui
représente la probabilité d’'une impulsion initiale délermi-
née. Mais le théoréme reste vrai, quelle que soit cette don-
née, parce qu’il dépend d’une propriété commune & toutes
les fonctlons analytiques. 1l en résulte que, ﬁna]emem

‘nous n avons plus aucun besoin de la donnée.

Ce que nous venons de dire pour le cas de laGoulette
s’applique aussia l’exemple des petites planétes. Le zodiagque
peut étre regardé comme une immense roulette sur la-
quelle le Créateur a lancé un trés grand nombre de petites
boules, auxquelles il a-‘communiqué des impulsions initiales
diverses, variant 'suivant une loi d’ailleurs quelconque.
Leur distribution actuelle est uniforme et.indépendante de
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cette loi, pour la méme raison que dans le cas précédent.
On voit ainsi pourquo'i les phénoménes obéissent aux lois
du hasard, quand de petites différences dans les causes
suffisent pour amener de grandes différences dans les effets.
Les probabilités de ces petites différences peuvent alors
étre regardées comme proportionnelles i ces différences
elles-mémes, justement parce que ces différences sont
petites et que les petits accroissements d’une fonction con-
tinue sont proportionnels & ceux de la variable.

Passons A un exemple entiérement différent, ot intervient
surtout Ia complexité des causes; je suppose qu’un joueur
batte un jeu de cartes. A chaque battement, il intervertit
Pordre des cartes, et il peut les intervertir de plusieurs
maniéres. Supposons trois cartes seulement pour simplifier
Pexposition. Les cartes qui, avant le battement, occupaient
respectivement les rangs 123, pourront, aprés le batiement,
occuper les rangs

123, 231, 312, 321, 132, 213.

Chacune de ces six hypothéses est possible et elles ont .
respectivement pour probabilités

Pis Pes Pss Pius Ps» Per

La somme de ces six nombres est égale & 1; mais C’est
tout ce que nous en savons; ces six probabilités dépendent
naturellement des habitudes du joueur, que nous ne con-
naissons pas.

Au second battement el aux suivants, cela recommencera
et dans les mémes conditions; je veux dire que p,, par
exemple, représente toujours la probabilité pour que les
trois cartes qui occupaient aprés [e n¢ batlement et avant
le (7 + 1)° les rangs 123, pour que ces trois cartes, disje,
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occupent les rangs 321 aprés le (2 -+1)¢ battement. Et cela
reste vrai, quel que soit le nombre », puisque les habitudes
du joueur, sa fagon de battre restent les mémes.

Mais, si le nombre des battements est trés grand, les cartes
qui, avant le 1°* battement, occupaient les rangs 123, pour-
rout, aprés le dernier battement, occuper les rangs

2]

123, 231, 312, 321, 132 213,

et la probabilité de ces six hypothéses sera sensiblement la
A . LT . .
méme et égale & =; et cela sera vrai, quels que soient les

nombres py, ..., Ps; que nous ne connaissons pas. Le grand
nombre des battements, c'est-a-dire la complexité des
causes, a produit 'uniformité.

Cela s’appliquerait sans changement, s’il y avait plus de
trois carles; mais, méme avec trois cartes, la démonstration
serait compliquée; je me contenterai ici de la donner pour
deux cartes seulement (1). Nous n’avons plus que deux
hypothéses ’

12, 21,
avec les probabilités p; et p, =1 —p,. Supposons r batte-
ments, et supposons que je gagne 1 franc si les cartes sont
finalement dans Pordre initial, et que j'en perde 1 si elles
sont finalement interverties. Alors, mon espérance mathé-
matique sera
(pr— p2)™

" -La différence p, — p, est certainement plus petite que 1;
de sorte que, si » est trés grand, mon espérance sera nulle;
nous n'avons pas besoin de connaitre p, et p, pour savoir
que le jeu est équitable. )

(*) Voir un calcul plus complét au Chapitre intitulé : Questions
diverses. )
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1l y aurait une exception toutefois, si I'un des nombres
p1 et p, était égal & 1 et 'autre nul. Cela ne marcherait plus
alors, parce que nos hypothéses initiales sgraient trop simples.

Ce que nous venons de voir ne s'applique pas seulement
au mélange des cartes, mais & tous les mélanges, a ceux
des poudres et des liquides, et méme 2 ceux des molécules
gazeuses dans la théorie cinétique des gaz. Pour en revenir
A celte théorie, supposons, pour un instanl, un gaz dont les
molécules ne puissent se choquer mutuellement, mais
puissent &tre déviées par des chocs sur les parois du vase
olt le gaz est renfermé. Si la forme du vase est suffisamment
compliquée, la distribution des molécules et celle des vitesses
ne tarderont pas & devenir uniformes. Il n’en sera plus de
méme si le vase est sphérique ou s’il a la forme d’un parallé-
lépipéde rectangle. Pourquoi? Parce que, dans le premier
cas, la distance du centre A une trajectoire quelconque
demeurera constanle; dans le second cas, ce sera la valeur
absolue de 'angle de chaque trajectoire avec les faces du
parallélépipéde.

On voit ainsi ce que 'on doit entendre par conditions ¢rop
simples; ce sont celles qui conservent quelque chose, qui
laissent subsister un invariant. Les équations différentielles
du probléme sont-elles trop simples pour que nous puis-
sions appliquer leslois du hasard? Cette question parait, au
premier abord, dénuée de sens précis; nous savons mainte-
nant ce qu’elle veut dire. Elles sont trop simples, si elles
conservent quelque chose, si elles admettent une intégrale
uniforme ; si quelque chose des conditions initiales demeure
inaltéré, il est clair que la situation finale ne pourra plus
étre indépendante de la situation initiale.

Venons enfin 2 [a théorie des erreurs. A quoi sont dues
les erreurs accidentelles, nous l'ignorons, et ¢’est justement
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parce que nous l'ignorons que nous savons qu’elles vont
obéir A la loi de Gauss. Tel est le paradoxe. Il s'explique 3
peu prés de la méme maniére que dans les cas précédents.
Nous n’avons besoin de savoir qu'une chose : que les erreurs
sont trés nombreuses, qu’elles sont trés pelites, que cha-
cune d’elles peut &tre aussi bien négative que positive.
Queile est la courbe de probabilité de chacune d’elles? Nous
n'en savons rien, nous supposons seulement que cette
courbe est symétrique. On démontre. alors que l'erreur
résultante suivra la loi de Gauss, et cette loi résultante est
indépendante des lois particuliéres que nous ne connais-
sons pas. Ici, encore,rla simplicité du résuliat est née de la
complication méme des données.

Vi

Nous avons cherché & définir le hasard, et il convient
maintenant de se poser une question. Le hasard, étant ainsi
défini dans la mesure ou il peut I’dtre, a-t-il un caractére
objectif? ‘

On peut se le demander. J’ai paflé de causes trés petites
ou trés complexes. Mais ce qui est trés petit pour l'un ne
peut-il étre grand pour l'autre, et ce qui semble trés com-
plexe 3 I'un ne peut-il paraitre simple & I'autre? J'ai déja
répondu en partie, puisque j'ai dit plus haut, d’'une facon
précise, dans quel cas des équations différentielles devien-
nent trop simples pour que les lois du hasard restent appli-
cables. Mais il convient d’examiner la chose d’'un peu plus
prés, car on peut se placer encore & d’autres points de vue.

Que signifie le mot trés petit? Il suffit, pour le com-
prendre, de se reporter & ce que nous avons dit plus haut.
Une différence est trés petite, un intervalle est trés petit,
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lorsque, dans les limites de cet intervalle, la probabilité
reste sensiblement constante. Et pourquoi cette probabilité
peut-elle étre regardée comme constante dans un petit
intervalle? C’est parce que nous admettons que la loi de
probabilité est représentée par une courbe continue; et
non seulement continue au sens analytique du mot, mais
pratiqguement continue, comme je I'expliquais plus haut.
Cela veut dire que, non seulement, elle ne présentera pas
d’hiatus absolu, mais qu’elle n’aura pas non plus de sail-
lants et de rentrants trop aigus ou trop accentués.

Et qu’est-ce qui nous donne le droil de faire cette hype-
thése? Nous 'avons dit plus haut, c’est parce que, depuis le
commencement des siécles, il y a des causes complexes qui
ne cessent d’agir dans le méme sens et gui font tendre cons-
tamment le monde vers I'uniformité, sans qu'il puisse jamais
revenir en arriére. Ce sont ces causes qui ont peu a peu
abattu les saillants et rempli les rentrants, et ¢’est pour cela
que nos courbes de probabilité n’offrent plus que des ondu-
lations lentes. Dans des milliards de milliards de siécles,
on aura fait un pas de plus vers P'uniformité et ces ondula-
tions seront dix fois plus lentes encore : le rayon de cour-
bure moyen de notre courbe sera devenu dix fois plus
grand. Et, alors, telle longueur, qui, aujourd’hui, ne nous
semble pas trés petite, parce que sur notre courbe un are
de cette longueur ne peut é&tre regardé comme rectiligne,
devra, au contraire, a cette époque, éire qualifiée de trés
petite, puisque la courbure sera devenue dix fois moindre,
et qu’un arc de cette longueur pourra étre sensiblement
assimilé & une droite.

Ainsi ce mot de trés petit reste relatif; mais il n’est pas
relatif & tel homme ou 2 tel autre, il est relatif & P’état ac-
tuel du monde. II changera de sens quand le monde sera

P. 3
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devenu plus uniforme, que toutes les choses se seront
mélangées plus encore. Mais alors, sans doute, les hommes
ne pourront plus vivre et devront faire place a d’autres
&tres; dois-je dire beaucoup plus petits ou beaucoup plus
grands? De sorte que notre crilérium, restant vrai pour tous
les hbommes, conserve un sens objectif.

Et que veut dire, d’autre part, le mot trés complexe? J'ai
déja donné une solution, et ¢’est celle que j'ai rappelée au
début de ce paragraphe, mais il y en a d’autres. Les causes
complexes, nous I'avons dit, produisent un mélange de plus
en plus intime, mais au bout de combien de temps ce
mélange nous satisfera-1-il? Quand aura-t-on accumulé
assez de complications? Quand aura-t-on suffisamment
battu les cartes ? Si nous mélangeons deux poudres, I'une
bleue, ’autre blanche, il arrive un moment oil la teinte du
mélange nous parait uniforme; ¢’est & cause de I'infirmité de
nos sens; elle sera uniforme pour le presbyte qui est obligé
de regarder de loin, quand elle ne le sera pas encore pourle
myope. Et quand elle le sera devenue pour toutes les vues,
on pourra encore reculer la limite par 'emploi des instru-
ments. Il n’y a pas de chance pour quaucun homme dis-
cerne jamais la variété infinie qui, sila théorie cinétique est
yraie, se dissimule sous 'apparence uniforme d’un gaz. Et,
cependant, si I'on adopte les idées de Gouy sur le mouve-
ment brownien, le microscope ne semble-t-il pas sur le
point de nous montrer quelque chose d’analogue ?

Ce nouveau critérium est donc relatif comme le premier,
et, 'l conserve un caractére objectif, ¢’est parce que tous
les hommes ont & peu prés les mémes sens, que la puissance
de leurs instruments est limitée et qu’ils ne s’en servent
d’ailleurs qu’exceptionnellement.
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VII. — LA PROBABILITE DANS LES SCIENGES MORALES.

C’est la méme chose dans les sciences morales et en par=
ticulier dans ’histoire. L’historien est obligé de faire un
choix dans les événements de I’époque qu’il étudie; il ne
raconte que ceux qui lui semblent les plus importants. Il
s'est donc contenté de relater les événements les plus con-
sidérables du xvi° siécle par exemple, de méme que les faits
les plus remarquables du xvite siécle. Si les premiers. suf-
fisent pour expliguer les seconds, on dit que ceux-ci sont
« conformes aux lois de I’histoire ». Mais si un grand événe-
ment du xvie siécle reconnait pour cause un petit fait du
xvee sidcle, qu'aucune histoire ne rapporte, que tout le
monde a négligé, alors on dit que cet événement est dit au
hasard; ce mot a donc le méme sens que dans les sciences
physiques; il signifie que de petites causes ont produit de
grands effets.

Le plus grand hasard est la naissance d’un grand homme.
Ce n’est que par hasard que se sont rencontrées deux cel-
lules génitales, de sexe différent, qui contenaient précisé-
ment, chacune de son ¢dlé, les éléments mystérieux dont la
réaction mutuelle devait produire le génie. On tombera
d’accord que ces éléments doivent étre rares et que leur
rencontre est encore plus rare. Qu’il aurait fallu peu de
chose pour dévier de sa route le spermatozoide qui les
portait; il aurait suffi de le dévier d’'un dixiéme de milli-
métre et Napoléon ne naissait pas et les destinées d’un con-
tinent étaient changées. Nul exemple ne peut mieux faire
comprendre les véritables caractéres du hasard.

Un mot encore sur les paradoxes auxquels a. donné lieu
I'application du calcul des probabilités aux sciences morales.
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On a démontré qu’aucune Chambre ne contiendrait jamais
aucun député de 'opposition, ou du moins un tel événement
serait tellement improbable qu’on pourrait, sans crainte,
parier le contraire, et parier un million contre unsou. Con-
dorcet s'est efforcé de calculer combien il fallait de jurés
pour qu’une erreur judiciaire devint pratiquement impos-
sible. Si 'on avait utilisé les résultats de ce calcul, on se
serait cerlainement exposé aux mémes déceptions qu’en
pariant sur la foi du calcul que 'opposition n’aurait jamais
aucun représentant.

Les lois du hasard ne s’appliquent pas & ces questions. 5i
la justice ne se décide pas toujours par de bonnes raisons,
elle use moins qu’on ne croit de la méthode de Bridoye;
c’est- peut-&ire facheux puisque, alors, le sysiéme de
Condorcet nous mettrait & ’abri des erreurs judiciaires.

Qu’est-ce a dire? Nous sommes tentés d’attribuer au
hasard les faits de cette nature, parce que les causes en sont
obscures ; mais ce n’est pas 13 le vrai hasard. Les causes
nous sont inconnues, il est vrai, et méme elles sont com-
plexes; mais elles ne le sont pas assez puisqu’elles conser-
vent quelque chose; nous avons vu que c’est 1a ce qui
distingue les causes « trop simples ». Quand des hommes
sont rapprochés, ils ne se décident plus au-hasard et indé-
pendamment les uns des autres; ils réagissent les uns sur
les autres. Des causes multiples entrent en action, elles
troublent les hommes, les entrainent & droite et & gauche,
mais il y a une chose qu’elles ne peuvent détruire, ce sont
leurs habitudes de moutons de Panurge. Et c’est cela qui se
conserve.
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VIII. — REFLEXIONS DIVERSES.

Il y aurait beaucoup d’autres questions 4 soulever, si je
voulais les aborder avant d’avoir résolu celle que je m’étais
plus spécialement proposée. Quand nous constatons un
résultat simple, quand nous trouvons un nombre rond, par
exemple, nous disons qu’un pareil résultat ne peut pas étre
d( au hasard, et nous cherchons pour I'expliquer une cause
non fortuite. Et, en effet, il n’y a qu’une trés faible probabi-
lité pour qu’entre 10000 nombres, le hasard améne un
nombre rond, le nombre 10000 par exemple; il y a seule-
ment une chance sur 10000. Mais il n’y a non plus qu’'une
chance sur 10000 pour qu’'il améne n’importe quel autre
nombre; et cependant ce résultat ne nous étonnera pas, et
il ne nous répugnera pas de Vattribvuer au hasard; et cela
simplement parce qu’il sera moins frappant.

Y a-t-il 14, de notre part, une siuiple illusion, ou bieny a-
t-il des cas ol cette fagon de voir est l1égitime? I1 faut 'es-
pérer, car, sans cela, toute science serait impossible. Quand
nous voulons contrdler une hypothése, que faisons-nous?
Nous ne pouvons en vérifier toutes les conséquences, puis-
gu’elles seraient en nombre infini; nous nous contentons
d’en vérifier quelques-unes et, si nous réussissons, nous
déclarons 'hypothése confirmée, cartant de succés ne sau-
raient &tre dus au hasard. Et c¢’est toujours au fond le méme
raisonnement.

Je ne puisici le justifier complétement, celame prendrait
trop de temps; mais je puis dire au moins ceci : nous nous
trouvons en présence de deux hypothéses, ou bien une
cause simple, ou bien cet ensemble de causes complexes
que nous appelons le hasard. Nous trouvons naturel d’ad-
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mellre que la premiére doit produire un résultat simple, et,
alors, si nous constatons ce résultat simple, le nombre rond,
par exemple, il nous parait plus vraisemblable de I'attribuer
& la cause simple qui devait nous le donner presque cer-
tainement, qu'au hasard qui ne pouvait nous le donner
gu'une fois sur 100oo. Ii n’en sera plus de méme, si nous
constatons un résultat qui n’est pas simple; le hasard, il
est vrai, ne l'amépera pas non plus plus d'une fois sur
10000; mais la cause simple n’a pas plus de chance de le
produire.

Nous verrons plus loin pourquoi, dans une table de loga-
rithmes, les décimales paraissent distribuées conformément
aux lois du hasard. On peut se poser la méme question en
ce qui concerne le nombre r. Ici, elle est plus délicate.

Nous savons, par exemple, que ce nombre est compris
entre 3 et4, et nous envisageons les n premiéres décimales;
considérons la partie entiére de ro* (x — 3), elle est com-
prise entre o et 10®; parmi les 10” entiers, compris enire
ces limites, considérons-en un au hasard,‘envisageons com-
bien il y figure de chiffres 7 et combien de chiffres 5, et
envisageons I'excés du premier nombre sur le second. Soit
e cet excés. Supposons que parmi nos 10” nombres, il y eu

. N € . e
ait N ou le rapport - soit plus petit que «.

La loi des grands nombres nous apprend que N. 10™"
tend vers 1, quand ~ croft indéfiniment. Si donc, nous choi-
- sissons entre ces limites un nombre au hasard, la proba-
bilité pour que I'excés e et les excés analogues soient rela-
tivement trés pelits, ¢’est-d-dire la probabhilité pour que les
décimales soient réparties conformément aux lois du
hasard, sera trés voisine de la certitude.
Mais pourquoi avons-nous le droit de raisonner comme
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si le nombre w avait été choisi au hasard. Si au lieu de m,
nous avions envisagé une fraction rationnelle simple, dont
la réduction en fraction décimale aurait engendré une
fraction périodique, le résultat n’aurait plus été vrai du
tout.

Il semble que le nombre 7 nous parait choisi au hasard,
parce que sa genése est compliquée et que nous raison-
nons inconseciemment sur_ lui, comme nous avons coutume
de le faire sur les effets produits par un ensemble de causes
compliquées.
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DEFINITION DES PROBABILITES.

1. On ne peut guére donner une définition satisfaisante
de la Probabilité. On dit ordinairement : la probabilité d’un
événement est le rapport du nombre des cas favorables 2
cet événement au nombre total .des cas possibles.

Ainsi, si le premier nombre est n et le second N, la pro-

L sre. # n . PO . N
babilité est N ; cette définition, dans certains cas, ne souléve
aucune difficulté. Dans un jeu de 32 cartes,la probabilité de
tirer un roi est 3%, puisque le nombre total des cas possibles,

c’est-d-dire des cartes, est 32, et que parmi ces cartes il y a
quatre rois; on a donc ici N =32, » = 4. Quand on jette

un dé, la probabilité d’amener le point 4 est é, car N—6 et

n =1, le dé ayant 6 faces donl une seule porte le point 4.
Dans une urne qui contient » boules blanches et p noires,
ontire une boule; la probabilité qu'elle soit blanche est

n
n—l—-p

2. Prenons un exemple un peu plus compliqué. Deux
urnes, qui ne différent pas extérieurement, renferment la
premiére n boules blanches et p Doires, la seconde »’ blan—
ches et p’ noires.
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3

On fait tirer une boule 2 une personne, et on demande
quelle est la probabilité pour amener blanche. On pourrait
dire que le nombre total des cas est n + ' 4+ p + p' et que

n—+n'
n+n'+p+p”
deux cas peuvent d’abord se présenter, soit la premiére, soit

la probabilité est On peut dire aussi que

la seconde urne; la probabilité de prendre dans la premiére

I I .
estg, et dans la seconde 52 ¢ar il y a autant de chances de

meittre la main dans 'une que dans lautre. 8i j’ai mis la

main dans la premiére urne, la probabilité est pour

n-+p
que, prenant dans la premiére urne, on ait une houle blan-
che; en vertu du théoréme de la probabilité composée, que

je ne tarderai pas 2 établir, la probabilité de mettre 4 la
fois la main dans la premiére urne et d’en tirer une boule

blanche est ~ —— ; la probabilité analogue pour la seconde
2n—+p

r

I n
urne est ~ ———-
2 n +p
La somme
n 1 nf

r
= Ly
2ﬂ+l) Zn—(—j)

est I’évaluation correcte de la probabilité demandée, et il
n’y aura égalité entre les deux évaluations que dans un cas
particulier

! 14
n n < g n
= — 2 c’est-a-dire .
n4p  nl4-p

'4

Nl

A quoi tient cette divergence? Ace quelesn 4+ n' 4+ p+4p
cas ne sont pas également probables.
Ainsi, supposons qu’il y ait deux fois plus de boules dans
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la premiére urne

n’—{-—p':%(n-}—p).

La probabilité pour que je prenne une boule dornée dans

I
cette urne est ————; el pour que je la prenne dans la

seconde elle est ———.
(- —+p)
A la définition de la probabilité, il faut donc ajouter : &
condition que tous les cas soient également vraisemblables.
Citons deux autres exemples dus & Bertrand.

3. Probléme des trois coffrets. — Trois coffrets iden-
tiques, A,B,C, ont chacun deux tiroirs, «, 33 ceux de A
contiennent chacun une piéce d’or, ceux de B une piéce
d’argent, et ceux de’ C ont I'un une piéce d’or, 'autre une
piéce d’'argent :

A B [
a or argent or
B or argent argent.

Quelle est la probabilité pour que, en ouvrant au hasard
un des six tiroirs, 'on ait une piéce d’or? Six cas sont éga-
lement probables: Ae, AB, Ba, B, Ca, C3; de ces six cas,
trois sont favorables & I'arrivée de la piéce d’or: Ae, A, Ca.
La probabilité est donc 2

8i I'on prend un des trois coffrets au hasard, la probabi-
I
5

Jouvre au hasard un des tiroirs, j’y trouve une médaille
d’or; quelle est la probabilité pour que la deuxiéme mé-

lité pour prendre C est

daille soit en argent?
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Ou bien, je suis tombé sur le coffret C, ou bien sur le
coffret A : dans le premier cas, la seconde médaille sera
en argent, dans le second en or. La probabilité semble

I .
donc 5 Cette conclusion est fausse.

Avant d’ouvrir le tiroir, je savais que j’y trouverais une
piéce d’or ou une piéce d’argent avec une probabilité égale,

c’est-a-dire =3 or, je puis trouver la piéce d’'or dans trois

cas, Aa, AB, Ca, et de ces trois cas un seul, Ca, est favorable
a Parrivée de la piéce d’argent dans le second tiroir.

Dans la premiére évaluation de la probabilité a -2, lesdeux

cas envisagés étaient inégalement probables : le cas A cor-
respond & Ax et & A3, et est deux fois plus probable que le
cas G, qui ne correspond qu’a Cet.

4. Probléme du jeu de boules. — Deux joueurs éga-
lement habiles, Pierre et Paul, jouent aux boules; Pierre a
deux boules & lancer, Paul une boule, et la victoire est a
celui des deux dont Pune des boules approchera le plus du
but.

Quelle est la probabilité pour que Paul gagne?

Soient A et B les boules de Pierre, C celle de Paul; six
cas peuvent se présenter, en rangeant les boules suivant’
leur proximité du but.

ABC, BCA, CAB, ACB, CBA, BAC.

Ces six cas sont également probables; ceux qui donnent
la victoire & Pierre sont au nombre de quatre, ceux qui
donnent la victoire 4 Paul au nombre de deux : la proba-

bilité de gagner est donc% pour Paul.
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On pourrait raisonner autrement : la boule A de Pierre
est plus éloignée du but que C, ou bien c’est le contraire.

CA>C  ou  A<C
De méme pour la boule B
B>C ou B<C
Doné quatre cas sont possibles

A>C avec B>C,
A<C » B>C,
A>C » B <,
A<C » B<C.

Un seul cas, le premier, est favorable 4 Paul, puisque.sa
boule est & la fois plus rapprochée que A et B; la probabilité
serait donc 2

Mais les quatre cas ne sont pas également probables.

A> G avec B> C correspond 3 2 combinaisons GAB, CBA,

A<C » B>C » 1 » ACB,
A>C » B<C » I » BCA,
A<C » B<C » 2 » ABC, BAC.

5. La définition compléte de la probabilité est donc une
sorte de pétition de principe : comment reconnalire que
tous les cas sont également probables? Une définition
mathématique ici n’est pas possible; nous devrons, dans
chaque application, faire des conventions, dire que nous
considérerons tel et tel cas comme également probables.
Ces conventions ne sont pas tout & fait arbitraires, mais
échappent 4 I'esprit du mathématicien qui n’aura pas a les
examiner, une fois qu’elles seront admises.
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Ainsi tout probléme de probabilité offre deux périodes
d’étude : la premiére, métaphysique pour ainsi dire, qui
Iégitime telle ou telle convention; la seconde, mathéma-
tigue, qui applique & ces conventions les régles du calcul.

6. Nous allons grouper les questions dont nous nous
occuperons, d’aprés divers points de vue et, d’abord, au
point de vue des cas possibles.

Dans une premiére catégorie, nous rangerons toutes
celles ot le nombre de cas possibles est fini, ne dépasse
pas certaines limites; en général, nous aurons affaire a des
jeux de hasard, 4 de simples problémes d’analyse combina-
toire.

Dans une deuxiéme catégorie, le nombre des cas pos-
sibles reste fini, mais devient trés grand; on n’a plus alors
gqu'une expression approchée de la probabilité par la loi des
grands nombres, le théoréme de Bernoulli, etc. Cest ce
qui se présente en statistique.

Dans une troisiéme catégorie, le nombre des cas possi-
bles est indéfini.

Ainsi, on lance une aiguille sur une feuille de papier ol
sont tracées des lignes paralléles : la probabilité pour que
Paiguille rencontre une de ces lignes dépend d’un nombre
infini de cas possibles.

C’est dans ce cas surtout qu’il faut définir, avec le -plus
grand soin, les conventions préalables.

On sait, par exemple, qu'un nombre z, fractionnaire ou
incommensurable, est compris entre o et 1, et on demande

1re s Iy . o 1
la probabilité pour qu’il soit compris entre o et—: le nombre
des cas possibles est infini. On serait tenté de dire que la

10y £ 1 . . .
probabililé est ~; cependant on pourrait dire aussi que
2
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. I - . . I
si o<z <<-»le carré de z, soit y, est compris entre o et A
Puisque 2 =y, et que z est compris entre o et 1, on a
o <y < 1. Les cas favorables sont tous ceux pour lesquels

| S . .
o<y <Z; si ’on divise I'intervalle compris entre o eL 1 en
quatre parties égales, la probabilité pour que y soit compris

T T
enire o et — est -

44
Ce serait pourtant une erreur grossiére d’évaluer égale-
I
4

En effet, dans la premiére évalualion, nous considérons
comme également probables les deux hypothéses

5 axee s . . !
ment 2 - la probabilité pour que 2 soit compris entre o et .

Lyl &< Xy+¢€ et << T+ &,

I'intervalle ¢ étant le mnéme; tandis que, dans la seconde
évalualion, nous considérons comme également probables
les deux hypothéses

2y <L By - € et zi<ai<zite;

ces deux conventions sonl contradictoires.

Ici, # est une constante arbitraire; plus haut, dans le
probléme de V'aiguille, il y avait trois constantes arbilraires,
les coordonnées du milieu de I'aiguille et sa direction. Dans
d’autres problémes de probabilités, il y a encore plus de
conslantes arbitraires, il y a méme des lois arbitraires.
Ainsi y = f(«) est une fonction qui peut paraitre plus pro-
hable que telle autre, ce qui arrive entre autres quand on
interpole. C’est 12 une qualridme catégorie de problémes.

7. Plagons-nous & un autre point de vue. ,
Une question de probabilités ne se pose que par suite de
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notre ignorance : il n’y aurait place que pour la certitude si
nous connaissions toutes les données du probléme. D’autre
part, notre ignorance ne doit pas étre compléte, sans quoi
nous ne pourrions rien évaluer. Une classification s’opé-
rerait donc suivant le plus ou moins de profondeur de notre
ignorance.

Ainsi la probabilité pour que la sixiéme décimale d'un
nombre dans une table de logarithmes soit égale & 6 est a

N oties . .
priori de Toien réalité, toutes les données du probléme sont

bien déterminées, et, si nous voulions nous en donner la
peine, nous connaitrions exactement cette probabilité. De
méme, dans les interpolations, dans le calcul des intégrales
définies par la méthode de Cotes ou celle de Gauss, elc.

Notre ignorance est plus grande dans les problémes de
Physique; il s’agit de prévoir un événement, c’ést-a-dire un
phénoméne conséquent qui dépend d’une part d’'un phéno-
méne antécédent, et d’autre part de la Joi qui unit Panté-
cédent au conséquent. Il peut se faire que nous connaissions
la loi, mais non le phénoméne antécédent : quelle est la
probabilité pour que se produise le phénoméne consé-
quent ?

Nous connaissons, par exemple, la loi du mouvement des
molécules; si_nous connaissions exactement leur position
initiale, nous serions capables de dire ol elles seront a un
moment donné; la probabilité pour que ces molécules occu-
pent telle position finale dépendra donc de la probabilité
que nous attribuerons par corvention a telle ou telle posi-
tion initiale. Dans chaque cas, une hypothése particuliére
est nécessaire.

Ainsi, quand on cherche la probabilité pour que les
cométes aient des orbites elliptiques, on est obligé de faire
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une convention, on suppose qu’a une grande distance du
Soleil ces astres sont uniformément distribués dans I’espace
ainsi que les directions de leurs vitesses.

Autre question analogue :les lacunes qu’offre la série des
petites planétes sont-elles dues au hasard ? Ici encore, leurs
positions initiales sont inconnues, mais 'astronome connait
la loi de leur mouvement. Comment choisir dans ce cas les
conventions a faire sur les positions initiales ?

Il est difficile de le faire sans tomber dans l'arbitraire.
Cependant, certaines hypothéses semblent tout a fait impro-
bables : on n'admettra pas que les vitesses initiales des
comeétes soient telles qu’elles aient toutes la méme excen-
tricité.

D'un autre cdté il peut -arriver que certains résultats
soient, dans une certaine mesure, indépendants de la loi
admise pour relier les antécédents et les conséquents. Con-
sidérons un trés grand nombre de petites planétes, dont
les moyens mouvements soient tous différents : les rayons
vecteurs, les longueurs, les vitesses initiales sont -distri-
bués d’'une fagon quelconque. Au bout d’un temps trés
long, ces petites planétes seront également réparties dans
tous les azimuts. Il y en aura un méme nombre dans des
secteurs égaux.

8. Daps d’aulres problémes, enfin, il peut arriver que
notre ignorance soit plus grande encore, que la loi elle-
méme nous échappe. La définition des probabilités devient
alors presque impossible. Si, par exemple, = est une fonc-
tion inconnue de ¢, nous ne savons pas trés bien quelle
probabilité il faut attribuer, au début, 3 «,, pour connaitre

L
f x dt.
Z, .

0
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On se laissera souvent guider par un sentiment vague
qui s’impose avec puissance, qu'on ne saurait pourtant jus-
tifier, mais sans lequel, en tout cas, aucune science ne serait
possible. Les lois les mieux é&tablies ne le sont que par des
expériences isolées dont on a été obligé de généraliser les
résultats. Quand Képler déduisait ses lois des observations
de Tycho-Brahé, on aurait pu lui objecter : « Tycho-Brahé
n’a pas toujours regardé le ciel, et, pendant qu’il ne
P’observait pas, la loi que vous cherchez n’a-t-elle pas
changé ? »

Il aurait certainement trouvé I’objection ridicule et
aurait répondu : « Cette hypothése est bien invraisem-
blable. » C’elit &té 1a faire appel & ce sentiment mal défini
de la probabilité.

9. Un probléme plus délicat que celui de la probabilité
des effets est celui de la probabilité des causes.

Dans notre urne de tout & Pheure, nous savions qu'il y
avait » boules blanches et p boules noires; quand nous
cherchions la probabilité de tirer une blanche, la cause
était connue : c’était une urne avec » blanches et p noires.

Mais, probléme inverse, je puis savoir qu’il y a en.tout
n + p boules, sans connaitre comment elles sont réparties.
Je tire une noire : quelle est la probabilité pour qu’il y ait
plus de noires que de blanches? C’est une probabilité de
cause,

On en recherche constamment de pareilles en Physique;
les lois ne nous sont connues que par leurs effets qu’on
observe. Chercher & en déduire les lois qui sont des causes
c’est résoudre un probléme de probabilité des causes.

10. Sans insister davantage sur le coté métaphysique des
e, 4
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questions de probabilités, et dans le seul but de provoquer
des réflexions sur ce sujet, je ferai encore remarquer
qu’une probabilité peut &tre subjective. L’on a des raisons
personnelles de croire telle hypothése plus probable que
telle autre.

La probabilité peut aussi s’objectiver, en statistique par
exemple : le nombre probable des personnes qui mourront
dans une année est tant; cependant il s’en écartera un peu.
Dans quelles limites nos prévisions seront-elles vérifiées ?
Pourquoi seront-elles vérifiées ?

11y a la quelque chose de mystérieux, d'inaccessible au
mathématicien.

Quoi qu'il en soit, ordre que je suivrai dans I'exposé
mathématique des probabilités sera celui que j'ai indiqué
plus haut.

Je commencerai par des problémes ol les cas possibles
sont en nombre limité; puis j'étudierai, au sujet des cas en
nombre trés grand, le théoréme de Bernoulli et ses consé-
quences, la probabilité des causes, les problémes oit entrent
des constantes arbitraires; le nombre des cas devenant
infini, j'exposerai la théorie des erreurs, branche fort
importante, et japprendrai, enfin, & déterminer des lois ou
des fonctions arbitraires.
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PROBABILITES TOTALES ET COMPOSEES,

44. Le calcul des probabilités repose sur deux théo-
rémes : le théoréme des probabilités totales; le théoréme
des probabilités composées.

Au sujet de deux événements A et B, on peut se poser
divers problémes de probabilité, suivant que T'un de ces
événements doit se produire, ou tous les deux, ou aucun.

Ou bien A et B se produiront tous deux, hypothése que
jappellerai AB;

Ou bien A se produira, B ne se produira pas, hypothése
que j'appellerai AB';

Ou bien A ne se produira pas, B se produira, hypothése
que j'appellerai A’B;

Ou bien ni A, ni B ne se produira, hypothése que j’ap-
pellerai A'B’.

Supposons que A B se réalise dans « cas différents

» AB » B »
» A'B » y »
» AIBI » 6 »

Le nombre total des cas possibles est & + 3 -+y + 0, que
Pon suppose par convention également probables.
Examinons diverses probabilités.
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La probabilité pour que A se produise est

a-+f

@) O

les cas favorables étant AB et AB'.
La probabilité pour que B se produise est

o+

(B) b= X By e

La probabilité pour que 'un des deux au moins se pro-
duise est
__at+B+y
(AOUB) p’_a+ﬁ—|;y+6’
les trois premiéres hypothéses AB, AB' et A’B étant favo-
rables.
La probabilité pour que les deux se produisent est

o

(A etB) Ly ey v

une seule hypothése AB étant favorable.
Nous avons encore & envisager la probabilité pour que A
_se produise, si B s’est produit,
(24

(AsiB) =

nous savons d’avance que B s’est produit, par suite le
nombre des cas possibles se réduit, ainsi que celui des cas
favorables.

La probabilité pour que A se produise, si B ne s’est pas
produit, est

(A si BY) pﬁzgéég,

les cas possibles étant au nombre de 8 + 9.
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La probabilité pour que B se produise, si A s’est produit,
est

o

(B siA) P

La probabilité pour que B se produise, si l'on sait que A
ne s’est pas produit, est’
B si .A” — _Y_..
12, Les théorémes annoncés se réduisent & de simples
identités.
Examinous p,, ps, ps, Pi- On a
P11 Pa=P3— Pss

. 74 . 24 OZ—I—}/ .
P‘—a+(5+y+6'—a+y a+B+y+0

P2Ps;

de méme
Pie=P1P1-

Ainsi la somme des probabilités pour que A se produise
et pour que B se produise est égale & la somme des proba-
bilités pour que I'un des deux au moins se produise et pour
que tous les deux se produisent

(AY+(B)y=(A ouB)+(AetB).

La probabilité pour que A et B se produisent tous deux
est égale a la probabilité pour que B se produise, multipliée
par la probabilité pour que A se produise, quand on saitque
B s’est produit.

Ou, inversement, elle est égale & la probabilité pour que
A se produise, multipliée par la probabilité pour que B se
produise, quand on suppose que A doit se produire.

(AetB)=(B)(AsiB)=(A)(BsiA).
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13. Supposons, en particulier, « =0, d’olt p,=0; alors.
P17 p2=Ps.

Lorsque les deux événements ne peuvent arriver tous
deux 2 la fois, la probabilité de A et celle de B ont pour
somme la probabilité pour que I'un quelconque se pro-
duise.

Ainsi, quand un événement peut se produire de deux
maniéres différentes, mais que ces deux maniéres ne peu-
vent arriver simultanément, la probabilité de l'arrivée de
cet événement est égale & la somme de la probabilité pour
qu’il se produise de la premiére maniére et de la probabi-
lité pour qu’il se produise de la deuxiéme maniére.

C’est le théoréme des probabilités totales.

1k. 11 peut arriver que ps — p;. Alors

a o+
@ty a+Pryto
d’ou
a+y a+B+y+0
a« o+ 7
Y y+0
I+a——l 0‘+B,
e+ __y+2o

Quand cette dernidre condition est remplie, on a p, = p;;
on a aussi p; = p;, en permutant « avec 3, y avec ¢; on a
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encore p, = p,, car p, se permute avec p, et p; avec p;; de
méme p, — ps.
Ainsi
P1= P5= Ps>
P2= P1=Ps-

En d’autres termes, la probabilité pour que A se produise
reste la méme si I'on sait que B s’est produit ou si I'on sait
que B ne s’est pas produit; ou, enfin, la probabilité de A
est indépendante de B.

On dit que les deux événements sont indépendants.

De p; = p;, on déduit
Pi=pP1Ps

la probabilité pour que les deux événements se produisent,
s’ils sonl indépendants, est le produit de la probabilité -de
chacun des deux événements.

Cest le théoréme des probabilités composées.

15. Dans un jeu de 32 cartes, on tire 2 cartes & la fois.
La probabilité pour que la premiére soit un roi est

T
Pr= '§§

la probabilité pour que la seconde soit un roi est

3

v 1RE

P=

la probabilité pour que les deux cartes tirées soit préci-
sément deux rois est

_ 4x3
P =33
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On cherche parmi tous les arrangements des cartes deux
- & deux, soit 32 x 31, ceux qui sont favorables & I’événement :
ilyen a 4x3,car il y a 4 rois dans le jeu, et on peut
former avec eux, 2 4 2, autant d’arrangements qu’avec
4 lettres 2 4 2.

La probabilité pour que, dans les 2 cartes, il y ait au
moins un roi est

: 8 x<31—r2
P3=pP1F Pa—prL= TS T

1l faudrait se garder de dire que la probabilité pour que
P'on ait au moins un roi est le double de la probabilité pour
que l'on ait un roi.

Une urpe renferme % boules numérotées de 1 & 4. Si
Pon cherche la probabilité ’amener le n° 1, en tirant deux
boules 2 la fois, le 1 peut figurer soit sur la premiére boule,
soit surla seconde; les deux événements sont incompatibles
et la probabilité totale est

A

ENEY

P1Hpo= -

Revenons aux rois du jeu de carles. Les événements
sont-ils indépendants ? 7

On n’a pas p, = py p,, mais p, = p, ps.

En se reportant & la signification de p;, on voit que, si le
premier événement A s’est produit, il ne reste que trois
rois et 31 cartes, et la probabilité pour que B arrive est

pPi=

2w

Ainsi
' _ hx3
S ST
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Autre exemple d’événements indépendants : je jette
deux dés; quelle est la probabililé que chacun améne 6 ?
La probabilité que 'un améne 6 est %;

I
— Pautr — =
€ 8

s1eex 5 L
La probabilité que tous deux aménent 6 est 357 car les

deux événements sont indépendants.

16. Cette condition n’est pas toujours aussi évidente, et
on pourrait faire de ce théoréme un usage illégitime qui
s’est rencontré plusieurs fois.

Au tir au pistolet, je cherche la loi probable des écarts :
je ne me suis rien donné, ni sur le tireur, ni sur le pistolet.
Cest une question dans le golit de « I’4ge du capitaine ».

Prenouns cependant deux axes de coordonnées, ayant pour
‘origine le centre de la cible : soient 2 et y les coordonnées
rectangulaires d’'un point M, p et ® ses coordonnées po-
laires.

Le probléme reste indéterminé, si nous admettons que
la probabilité des écarts gst la méme dans Loutes les direc-
tions.

La probabilité que M se trouve dans un petit élément de
surface do peut se figurer par

S(z, ) do.

Il faut déterminer f(z, y); cette fonclion ne doit dépendre
que de p pour que la probabilité reste la méme dans toutes
les directions : cette probabilité s’écrira donc

J(p) do.
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Cherchons la probabilité pour que I'abscisse du point de
chute soit comprise entre 2 et z -+ dz; elle se représentera

par
¢(x)dz.

De méme, la probabilité pour que Pordonnée du point
de chute soit comprise entre y ety + dy se représentera
par

V(y)dy-

Mais on doit supposer que ¢ et { sont égaux pour que la
probabilité reste la méme dans toutes les directions; dans
le second cas, on aura donc

o(y)dy-

Le raisonnement va devenir incorrect : cherchons la pro-
babilité pour que M se trouve dans un petit rectangle de
dimensions dz et dy. Deux événements doivent se produire
4 la fois : 1° labscisse est comprise entre = et z - dz;
2° Pordonnée est comprise entre y et y -+ dy.

En vertu du théoréme des probabilités composées, la
probabilité actuelle sera

o(z)e(y)dzdy.

D’autre part, cette probabilité s’exprime par f(p) do; on
a donc
o(z) o(y)=/f(p)-
Prenons les dérivés logarithmiques des deux membres
par rapport i z, en tenant compte de p*=—z* - y?,

Ainsi
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et, par analogie,

¢ _ f'(p),
yo(y) pf(p)

Le premier membre de chacune de ces équations dépend
soit de z, soit de y; comme ils sont égaux, ils sont cons-
tants.

hax?
2

loge ¢(x) = +log.C,

ha

o(z)==Ce?.

Ce raisonnement est incorrect : on a appliqué le théo-
réme des probabilités composées, c'est-d~dire qu’on a sup-
posé les événements indépendants; autrement dit, que les
écarts suivant axe des z sont indépendants des écarts sui-
vant I'axe des y.

‘Décrivons quatre aires égales & do autour des quatre
sommets A, B, C, D d’un rectangle dont les cotés sont
paralléles aux axes. Appelons «, 3, y, 6 les probabilités
respectives pour que M tombe dans chacun de ces élé-
ments. )

Jai supposé que I'écart en ordonnée était le méme pour
B et D, situés sur la méme paralléle & I'axe des z; que
I'écart en abscisse était le méme pour A et B, situés sur la
méme paralléle & l'axe des y; en d’autres termes, que

a3 . . .
—-:i, ce qui est une hypothése absolument gratuite.
S q yp g

™

17. Maxwell a commis la méme erreur dans la théorie
des gaz. Considérons un gaz comme formé d’un-trés grand
nombre de molécules animées de vitesses différentes; com-
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ment les vilesses seront-elles distribuées entre les molé-
cules?

Choisissons trois axes de coordonnées rectangulaires et,
par Porigine, menons un vecteur représentant en grandeuf,
direction et sens la vilesse de ces molécules. Evaluons la
probabilité pour que P'extrémité M du vecteur se trouve
dans un petit élément de ‘volume dr.

Si je suppose, ce qui est naturel, les vitesses également
susceptibles de toutes les directions, cette probabilité se
représentera par

f(r) dr.

La probabilité pour que la premiére coordonnée soit entre
x et x+ dx Sécrira ¢(x)dx; la probabilité pour que
Ia seconde coordonnée soit entre y et y 4+ dy s’écrira
¢ (y)dy; la probabilité pour que la troisiéme coordonnée
soit entre z et z + dz s’écrira ¢(z)ds. )

La probabilité pour que M soit dans un petit parallélépi-
péde de deux co6tés paralleles aux axes étant f(r)dedy ds,
si le théoréme des probabilités composées était applicable,
on aurait comme tout 3 'heure

F(r)y=o(=) ¢(¥) ¢(2),

ce qui est incorrect.

18. Probléme du scrutin. — Ce probléme admet une
solution élégante due & M. D. André.

Deux candidats A et B sont en présence; un é&lecteur
bien informé sait 4 I'avance que A aura m voix et B » voix,
m étant plus grand que ». On demande la probabilité pour
que A garde la majorité pen‘dant tout le dépouillement du
serutin.
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Pour évaluer le nombre des cas possibles, constatons que
les m bulletins A et les n bulletins B peuvent se présenter
dans autant d’ordres différents qu’'il y a de permutations
avec répétition de m lettres A et » lettres B, soit

(m—+n)!
minl

Je partage ces cas possibles en trois groupes.

Dans le premier, je range tous les cas ol A a la majorité
au début et la conserve tout le temps, soit N; cas tous favo-
rables.

Dans le deuxiéme, je range tous les cas ou le premier
bulletin est un bulletin B; A perd donc la majorité au début;
ce sont N, cas défavorables.

Dans le troisiéme, je range tous les cas ot A ala majorité

au début, mais la perd ensuite avant de la retrouver a la
fin; ce sont N; cas défavorables.

Ona
!
Nyt Ny Ny = (!
m!rnl
et il s’agit de calculer
N,
N+ N+ N;

Evaluons N, : le premier bulletin dépouillé porte B; sup-
primons-le, il reste m bulletins A et (= — 1) bulletins B. Le
(m-+n—1)!

ml (n— 1)1 , et donne la

nombre des cas possibles est

valeur de N,.
Je vais démontrer que N; = N,.

Lemme. — Supposons qu’il y ait égalité de voizx dans le
serutin : A a q bulletins, B a q bulletins. Admettons égale-
ment que A a la majorité au début, et qu’il la conserve jus-
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qwau dernier bulletin, ot il la perd, puisqu’il y a finalement
égalité; le dernier bulletin est donc au nom de B. Dépouil-
lons dans Uordre inverse : B perdra la majorité au dernier

bulletin seulement.

A un moment déterminé du scrutin, on a dépouillé @ bul-
letins A, et & bulletins B, et 'on a trouvé ¢ > b, puisque A
a la majorité. Il reste & dépouiller g — @ bulletins A, etg — &
bulletins B.

Dans Pordre inverse, le scrutin aurait donc montré

g—b>qg—a,

¢’est-a-dire que B aurait eu la majorité.
Ce lemme établi, revenons au probléme qui nous occupe.
Considérons une combinaison « du troisiéme groupe

(a) AABAB | BABAA.

A ala majorité jusqu'au trait, puis, au bulletin suivant,
il la perd pour la premiére fois. A gauche du trait, s'ily a
g bulletins A,ily ag—1 bulletins B, soit en tout 2¢ — 1
bulletins.
Considérons une aulre combinaison, que nous appellerons
dérivée de o,
' BABAA|AABAB.

On I'obtient en prenant successivement dans « les bulle-
tins de rang

2q, 29-+1, 2¢+2, ..., m+n, 1, 2, ..., 2¢g—I,

c’est-a-dire en transportant 3 gauche du trait ce qui était a
droite, et inversement.

Le (2¢)e bulletin étant, par définition, le premier qui fait
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perdre & A samajorité, chaque combinaison « a une dérivée
et une seule.

Considérons maintenant une combinaison 3 du second
groupe : elle commence par B

(B) BABAAABA;

A ala majorité a la fin.

Formons une combinaison 3’ de la maniére suivante :
d’abord le premier bulletin B, puis le dernier bulletin de 3,
puis le pénultiéme, etc., c’est-d-dire les bulletins de B en
ordre inverse jusqu’au second,

(8" BABAAABA.

1I est clair que B a d’abord {a majorité, puis qu’il finit par
la perdre.

Supposons que le (2p)° bulletin fasse perdre, pour la pre-
miére fois, la majorité i B; ici, c’est le second.

La combinaison 3’ sert & définir le nombre p : il n’y en a
qu'un.

Le bulletin qui occupe dans (3’ le (2 p)° rang occupe dans
Ble (m-+n+2—a2p)° rang. ,

Dans B, je place un trait avaut le terme qui occupe ce
rang

(8 BABAAAB|A.

Considérons enfin la combinaison suivante, que je dési-
gnerai par y et que jappellerai la dérivée de 3; je com-
mence par les bulletins & droite du trait (ici il n’y en a
qu'un), et je reprends tous ceux qui sont 4 gauche.

() A|BABAAAB.
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Les bulletins de {3 ont été pris dans l'ordre
M-R-2—2 Dy ooy MRy Iy 2y o0y MT—2P, M+-N+1—2P.

Je dis que cette dérivée appartient toujours au troisiéme
groupe.

D’abord le (m + n 4- 2 —2p)° bulletin doit &tre A, puisque

dans {' il fait perdre la majorité &2 B; donc y commence
par A. )
A ne conservera pas tout le temps la majorité. En effet,
les 2p premiers bulletins de y sont, dans un ordre différent,
. les 2p premiers bulletins de '; et par hypothése, aprés le
dépouillement de ces 2p bulletins, il y avait égalilé entre
les deux candidats.

Done, dans y, A aura perdu la majorité et y appartiendra
au troisiéme groupe. )

Ainsi, toute combinaison du second groupe a une dérivée,
et une seule appartenant au treisiéme groupe.

8i, pour une combinaison « appartenanl au troisiéme
groupe, je forme sa dérivée 3, puis la dérivée de (3, je dis
que je retombe sur o. '

Démontrons que le g de « correspond au p de 3.

En effet, formons f’

(8" BBABAA[AABA.

8i je prends les 24 premiers bulletins de 3/, ce sont pré-
cisément les 24 premiers bulletins de « dépouillés dans un
ordre inverse, et, d’aprés le lemme, B n’y perdra la majo-
rité qu’a la fin; or, nous savons, d’autre part, que B ne perd
la majorité dans 3’ qu'au (2p)® bulletin; donc

P=q

et ]a dérivée de B sera «.
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Si j'ai affaire & une combinaison $3, j’en forme la dérivée
y : réciproquement la dérivée de (3 sera o. ’

On peut dire que les combinaisons du second groupe
sont conjuguées avec celles du troisiéme, de telle fagon que
chaque combinaison d’'un groupe soit la dérivée de sa con-
juguée.de Yautre groupe.

Done

N;=N,;
No+N;=2 %:—’:L:-I—;%—l';

No+Ny _  2m
Ni+No+N; ~ m~n

C'est la probabilité que A n’aura pastoujours la majorité;

et
N, 2R __ m—n

—_— 1 — =
Ni+ N+ N; m-~n_  m--n

est la probabilité qu’il la gardera tout le temps.

19. Probléme des dés. — On jette n dés et on demande
la probabilité d’amener un point total égal i K.

Supposons d’abord qu’il ne s’agisse que de deux dés;
avec chacun d’eusx, six cas différents peuvent se présenter,
et les deux réunis offrent trente-six combinaisons.

I 1

I 2 2

1 3 2 2

I 4

| S .

T 6 .
2 6

Y

P. 5
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Une seule correspond au point K=2

2 correspondent au point . . . K=3
3 — — ... K=4
1 — — ... K=12
La probabilité d’amener 2 est 3i6‘
2
— - 3 — %
3
_— — L — %

Prenons le probléme plus général de r dés; le nombre
total des cas possibles est 67 : en effet, soit o o,... otp une
des combinaisons, chacun des nombres « est susceptible
de six valeurs, 1, 2, 3, ..., 6; donc le nombre cherché est
-celui des combinaisons avec répétition de six lettres » a n,
soit 67.

Le point total devant étre un nombre donné alavance, K,

oy 4oty ..+, =K.

Considérons 'un des 67 cas possibles, et, 3 ce cas, faisons
correspondre le monome

Xy F O - 44,
(g%, (%

Faisons la somme 1l de ces monomes en faisant varier
Ky Clgy oeey Oy A€ I 2 6.

=%t . LS,
qui peut s’écrire

= (A2 ) (8 e 8D) v (b e LR
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C’est un produit de r facteurs; faisons-
Yy
L=tl—... =, =L

Le monome deviendra

Oy~ Oho e e oo Oy — £K
%1 el A S

et le polynome H se réduira a
(L4, 5)m,

Soit N le nombre des cas favorables; il y a N monomes
égaux a &, leur somme est N, et si 'on fait EN£, pour
toutes les valeurs possibles de K

IN#=II

La probabilité demandée est GE'L

La valeur de N est facile & calculer.
Il est la puissance n¢ d’'une somme de termes en_pro-
gression géométrique

t—i7\"
n= ( 1—t) =(t— ) (1 — )"y
(t—t7)" et (1 —£)~" peuvent se développer par la formule
du binome; en faisant le produit des deux développements,
Jaurai le coefficient de %, ¢’est-a-dire N.

Reprenons le cas de deux dés. Il devient (¢ — £7)2 (1 — &)—2,
etl'on a

(E—=0—a 4 114,
(1—2) =1+ 204 384....

Evaluons le coefficient de ¢X en faisant le produit de ces
deux développements. D’abord, K ne peut dépasser 12; puis
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nous considérerons deux cas, suivant que le point est de2 &
7 oude 8 ar2.

Si le point K est au plus égal 27, K <8, il n’y a & faire
interveniv ni ¢, ni #* dans le premier développement, et
P’on n’aura a considérer que,

2425438 +...+ 647

Ainsi, pour les points 2, 3, 4,...., 7, N a les valeurs res-
pectives 1, 2, 3, ..., 6, '

Si K est égal ou supérieur 2 8, il ne faut pas envisager
¢+, et 'on n’aura affaire qu'a

2(1t+2t+...)—28(1+204...)

Le coefficient de ¢% dans le premier monome sera K — 1.
Le coefficient de ¢® dans le second monome sera — 2;
celui de ¢°, — 4; ...; celui de &%, — 2 (K — 7). Ainsi

N=K—1—2(K—9)=13—K.

On trouverait des expressions plus compliquées pour
n > 2.

20. Probléme de la loterie. — Dans une urpe,il y a p
houles numérotées de 1 & ; on en tire »; quelle est la pro-
babilité pour qu"il y ait K boules désignées d’avance?

Les n boules lirées portent des numéros différents entre
eux et compris entre 1 et p.

Les cas possibles sont en méme nombre que les arran-
gements de p lettres n & n, si I'on tient compte de ordre
de sortie

wt
(p—nr)!
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Quand il reste p — {4 1 boules, chacune d’elles a méme
chance de sortie que les aulres; nous supposerons toutes

les sorties également probables.

Si I'on ne considére pas 'ordre, le nombre des cas pos-
sibles ne sera plus que celui des combinaisons de w lettres
rnan,

el
(p—n)ln!

Je ne considére plus comme distinctes les hypothéses
qui ne différent que par 'ordre de sortie. Toutes les com-
binaisons restent-elles également probables comme les
arrangements? Qui, car chacune correspond a rn! arran-
gements.

Le nombre des cas favorables est celui des combinaisons
ou entrent les K boules désignées; il en reste, aprés leur
suppression, p. — K dans I'urne. Donc le nombre des cas
favorables est le nombre des combinaisons de p. — K lettres
n—Kar—K. ‘

(r—K)! .
(r—nr)l(n—K)!

La probabilité d’amener K numéros désignés a la loterie

est done
(g —K)! n!
pl(n—K)1

21. Probléme de Ia poule. — Trois joueurs A, B, C
‘ jouent aux conditions suivantes. Deux d’entre eux A et B
jouent ensemble; C ne joue pas. Le perdant sort et est
remplacé par C. Aprés chaque partie, le perdant est rem-
placé. Le jeu prend fin quand un joueur gagne deux fois de
suite.

On suppose naturelloment que le jeu est un jeu de
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- . I
hasard, et que la probabilité de gagner une partie est 5
pour chaque joueur.

Par exemple, on peut avoir :

17 partie AB; A gagne;

2¢ partie AC; si A gagne, il est le gagnant définitif;
si G gagne, B rentre;

3¢ partie BC; si C gagne, il est le gagnant définitif;
si B gagne, A rentre;

4e partie BA; et ainsi de suite.
p ;

Admettons que A ait gagné la premiére partie. On de-
mande la probabilité pour chacun des joueurs d’étre le
gagnant définilif. Soient =, y, z ces probabilités pour
A, B, C. :

Deux hypothéses sont d’abord pc;ssibles. Si A gagne la
_ deuxidme partie, c’est le gagnant définitif, et les probabilités
des trois joueurs deviendront 1, o, o.

8i A perd, A prend la place de C, B se trouve dans les
conditions de A, et C rentre comme B; les probabilités de-
viennent 3, z, y.

Appliquons le théoréme des probabilités totales et le
théoréme des probabilités composées.

A peut devenir gagnant définitif par deux hypothéses qui
s’excluent 'une P'autre :

1 En gagnant la partie considérée;
2° En la perdant.

La probabilité pour que A soit gagnant définitif est done

I I
== XI+ -3,
2 2
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B ne peut gagner que d’'une maniére : A perd la partie
considérée, et B devient gagnant définitif ensuite.

y_—_-Q-‘a:.

De méme pour C la probabilité sera

4 1
&€ —> ¥y == 5= ;

On remarquera que z +y + 5= 1; lorsqu’il y a plusieurs
événements possibles et de telle facon que I'un d’eux et
un seulement doive nécessairement arriver, la somme de
leurs probabilités est 1, mais ce n’est pas ici absolument le
cas, car la partie pourrait se prolonger indéfiniment. Ici
notre somme est 1 parce que la probabilité pour que la
partie se prolonge indéfiniment est o.

On vient de supposer que A avait gagné la premiére
partie. Placons-nous au commencement du jeu; avant la
premiére partie, G est dehors.

Deux hypothéses : A gagnera ou B gagnera.

Si c’est A, B sortira, C entrera et les probabilités pour

chacun deviendront

A peut devenir gagnant définitif : soit en gagnant la pre-
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miére partie, soit en la perdant. La probabilité de la pre-
miére hypothése s’obtient par le produit de la probabilité
pour A de gagner la premiére partie et de la probabilité pour

4
devenir gagnant définitif, soité b % La probabilité de la se-

- A I I
conde hypothése est de méme 5 x;.

On arrive ainsi aux probabilités totales suivantes :

5
PourA,§x§-+::-><-7I- T

Pour B, la méme, 15—4;

Pour C, sans la calculer autrement,



CHAPITRE III

L'ESPERANCE MATHEMATIQUE.

22. A un certain moment d’un jeu, un joueﬁr a la proba-
bilité p pour qu’il gagne; I'enjeu & empocher est a.

Par définition, 'espérance mathématique est po. Bien
entendu, si « est une perte, pa est négatif.

Si plusieurs hypothéses, de probabilités respectives
P1s P2y --+5 Pry, aménent des gains respectivement égaux &
Clyy Olgy oeey Oy, 102 déﬁnition de ’espérance mathématique sera.

P1it+Patat-. . .- Py O,

Un jeu est équitable lorsque l’espérance malhématique
est la méme pour tous les joueurs.

Pour faciliter certaines questions, on convient parfois
d’introduire des joueurs fictifs dont on évalue I'espérance
mathématique.

Soient deux événemenis, A et B.

La probabilité de l'arrivée de A est............... P
— — Beste.....ooill P2
— — Aoude Best....... Pa
— — Aet deBest....... P
On a

P11+ Pe—P3-t Ps.

Si les deux événements étaient incompatibles, on aurait
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dans cette formule p, =o, c'est-a-dire le théoréme de la
probabilité totale; mais je suppose qu'il n’en soit pas ainsi.

Le gain & réaliser est de 17 si A se produit; de 1~ égale-
ment si B se produit.

L’espérance mathématique totale, en tenant compte des
deux événemenls, sera p, -~ Ps.

Ainsi, que les événements soient compatibles ou non,
I’espérance mathématique totale est la somme des espé-
rances mathématiques partielles.

Si les deux événements se produisaient, le joueur tou-
cherait 2.

Cas plus compliqué : Un certain nombre d’événements
A, A, ..., A, sont possibles : la probabilité pour que A; se
produise est p;, la probabilité pour que A; et Ay se produi-
sent a la fois est p;, la probabilité pour que A Ajet Ay se
produisent a la fois est p;;z.

On promel & un joueur de lui payer 1f* pour chaque évé-
nement qui se produit; §’il y en a n, il touchera » francs.
Son espérance mathématigue totale est la somme de celles
que lu{ assure chacun des événements, c¢’est-3-dire Zp;.

On lui promet autant de francs qu’il y aura de combinai-
sons de deux événements pris dans la série. 5i deux événe-
ments se produisent, il touche 1f; si lrois événements
A, B, C se produisent, il touche 3fr, car il y a trois com-
binaisons AB, BC, CA; si » événements se produisent, il

n{n—1)

touche francs.

Quand deux événements A; et Ay se produisent, cette
combinaison lui assurant 1%*, espérance mathématique est
pix, et Pespérance mathématique totale est alors

n(n—i)
——2_Ep,k.
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Si » événements se produisent, et gqu'on donne au joueur
n{n—r1)(n—2)
1.2.3

tf* par groupe de 3, il touchera alors

et son espérance mathématique sera

n(n—n(r—2)g
1.2.3 =Piji-

Jouons maintenant avec les conveutlions suivantes : je
paie 1 par événement qui se produit; le joueur me paie
1" par combinaison de deux événements; je-lui paie 1 par
combinaison de trois événements; il me paie 1f* par combi-
naison de quatre événements, etc.

Evénements. .... I, 2, 3, 4, ...
Gain du joueur... 1, —1, 1, —1I, ...

Son gain est

__r(rn—r) + n(n—1)(n—-=2) .
1.2 1.2.3

quand il y a » événements réalisés.
Sin—=—o0,0=o0.
On a, en général,

n{n—ri) n(n—r1)(n—2)
.2 1.2.3

[—o—=I—n- 4= (1—1)".
Donc, pour n >o0,0=1.
Ainsi, quand aucun événement ne se produit, le joueur

ne touche rien; quand il s’en produit =, il touche toujours
1fr

Son espérance mathématique est

‘P=Z2p;— Zpu—+Zpyr—.. .
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Doy, une généralisation du théoréme des probabilités
totales : la probabilité pour que 'un, au moins, des événe-
ments se produise est

Zp,»— Zp,-/c—*- E_Pz‘jk—- ‘e

23. Probléme de la rencontre. — Dans une urne, il y a p
boules numérotées de 1 a p; je les tive les unes aprés les
autres, jusqu'd ce que l'urne soit vide. Il y a rencontre si,
au Z¢ tirage, je tire la boule numérotée . ,

Cherchons la probabilité pour qu’il y ait au moins une
rencontre.

D’abord la probabilité pour qu’il y ait rencontre au rang
Zest %1. En effet, il ¥ a en tout autant d’hypothéses possiﬁles

que de permutation de p lettres, soit ¢! Combien sont favo-
rables? Celles ol la Z boule est au rang ; je puis y per-
muter les p —1 autres, donc (x—1)! cas favorables. La
probabilité est -

_(p=Ol 1

P K

Cherchons la probabilité pour qu'il y ait rencontre au *
et au ke tirage. Deux boules ont un rang déterminé : si nous
permutons les p. — 2 autres, nous verrons que le nombre
des cas favorables est (p. — 2)!; la probabilité est

I
Pa= e —n"
De méme

I

p—1n) (g —2)

_pijk:'

Toutes les p; sont égales; comme il peut y avoir p ren-
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contres
Ipi=1.

Pour calculer Zp;, remarquons que le nombre possible

des doubles rencontres est H—(—%—?—I)-
plp—1) 5 T
1.2 p’k_zp’k_x.z

De méme

plp—n(p—2)

1.2.3

1
= ST
Pik=SPik= 17373
Si je promets & un joueur autant de franes que de ren-
contres simples, son espérance mathémalique sera 15 elle

I N . . .
sera _, 8’il regoit 1* par combinaison de 2 rencontres;

ro,. ok .
&S il regoit 1f* par combinaison de 3 rencontres, etc.

Quelle esl 1a probabilité pour qu’il y ait une rencontre
au moins? C’est ce que nous avons appelé tout 3 heure P.

—_ e,

il 2l 3] 28

le dernier terme correspond au cas de p rencontres simul-
tanées. Les termes de P sont les p premiers termes du
développement de 1 — e~ et cette série converge avec une
rapidité extréme. L’erreur est d’autant plus petite que p est

s pro e y I
plus grand, et, pour p=20, elle est inférieure & o7

¢’est-d-dire insignifiante.
I.a probabilité cherchée est 1—e~1.

‘9%k. Valeurs probables. — Soit p;.la probabilité pour
qu’une certaine quantité  soit égale-a a;.
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Soit p, la probabilité pour qu'une certaine quantité a
soit égale & a,.

Soit p, la probabilité pour qu'une certaine quantité «
soit égale 2 a,.

La valeur probable de « est, par définition,

aipi"l_ a2p2'+'- . ApPr;

c’est ’espérance mathématique d’un joueur a qui l'on pro-
mettrait une somme égale 2 a.

La valeur probable de a* n’est nullement égale au carré
de la valeur probable de a. Par définition,la valeur prebable
de a? est Zalp;, tandis que le carré de la valeur probable
de a est (Z a;p;)%.

Soient & la valeur probable de a2, ¢ celle de a.

On a
b—cr=Zp;Za}p:— (Za;p;)?,

car Zp;=—1.
Nous transformerons le second membre i I'aide de l'iden-
tité
IX23IX— (XX )= Z(XY'— YX)?,
oit les Y sont des X changés d’indice.
Nous poserons
X=vps
X'=ay/ps

XX’: a;p;

d’olx
et
ZX? = Ep[,
lez - za? Pis
2XX'=2a;p;.
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Par conséquent,

b—c? :E(\/ﬁak\/[_);— \/ﬁa;\/ﬁ-y,

b—c*=Zp;pr(ar— a:)*.

P: et pisont essentiellement positifs; donc b— c* est supé-
rieur 3 zéro et la valeur probable du carré de « est toujours
plus grande que le carré de la valeur probable de a, sauf
quand a; = a;, ¢’est-2-dire quand « ne peut prendre qu'une
seule valeur.

Il est clair que la valeur probable de la somme de deux
fonctions est la somme des valeurs probables de ces ‘deux
fonctlions. En revanche, la valeur probable du produit de
deux fonctions n’est pas égale en général au produit de
leurs valeurs probables. Ce que nous venons de dire au
sujet de Ia valeur probable du carré le prouve suffisam-
ment.

Soient cependant f et ¢ deux fonctions indépendantes
P’une de 'autre.

Soient p, la probabilité que f = f;, et g1 celle que ¢ = ¢;.

Les deux fonctions élant indépendantes, la probabilité
pour que f=y; en méme temps que @ — @z sera p; g, en
vertu du théoréme des probabilités composées. La valeur
probable du produit f ¢ sera alors

2p:qrfion=(Zpif:) (2qx9z),
¢’est-d-dire au produit de la valeur probable de f par celle

de 9.

25. On promet & un joueur (toujours en tirant dans une
urne contenant p boules et sans remettre les boules dans
Purne) de lui donner 1 & chaque mazximum de la liste
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que 'on obtient, en écrivant'les numéros sortis dans leur
ordre de tirage. Quelle est I’espérance mathématique?

Supposons qu’il y ait maximum au i° tirage; on a liré
trois boules a, &, ¢, la ({ — 1), la & et la ({+1)° et, puis-
qu’il y a maximum, ¢ < b > c.

Il y a p! cas possibles. Sans toucher aux autres boules, je
permute entre elles a, &, ¢; six combinaisons sont possi-
bles, dont deux sont favorables, @, b, c et ¢, b, a.

Dans ce groupe, la probabilité pour un maximum est

1 ol .
donc 3 Or,ily a % de ces groupes, correspondant au & ti-

rage, mais, pour ce tirage, l'espérance mathématique
I
est 3.

L’espérance mathématique totale sera la somme des
espérances mathématiques partielles; d’autre part, sauf
conventions spéciales que je ne suppose pas, ni le premier,
ni le dernier tirage ne peuvent donner lieu & paiement.

p—

L’espérance mathématique totale est donc = 3 2

26. Soient r joueurs qui ont chacun un dé et mettent
chacun 1f* comme enjeu : celui qui aménera le point le plus
fort ramasseralesr francs; et si plusieurs joueurs obtiennent
le méme point, plus fort que celui de tous les autres, ils se
partageront I'enjeu.

Le premier joueur, A, améne le point K : quelle est, & ce
moment, son espérance mathématique?

La probabilité pour qu’un autre joueur déterminé améne
le point K est %; pour qu’il améne un point plus petit que K,
K—1

5"
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Quelle est la probabilité pour que A partage I’enjeu avec
{ — 1 joueurs déterminés? Ces i — 1 joueurs doivent amener
le point K, les » — ¢ autres un point inférieur 3 K. La pro-
babilité cherchée est donc une probabilité composée, le

. 1\t K —1\»—
produit de (3) par< G » .

Ainsi la probabilité pour que A partage avee ¢ — 1 joueurs

—— n—i
déterminés est -(KG,L—_I? On peutformerautantdegroupes
de { — 1 joueurs qu’il y a de combinaisons de » — 1 lettres
. . . (rn—1)!
i—1d7i—r1,soit G (e =01

Chacune de ces combinaisons donne & A la probabilité
. . n ., ,
ci-dessus, et le gain correspondant est 75 P’espérance ma-
thématique de A est

(rn—mn)! (K—1)"%n n! (K —1)n—t
(i—nl(rn—20)! 6n—1 ?_il(n——i)! Gt .

Il faut faire la somme de ces espérances mathématiques
depuis Z—1 jusqu'd {=n, ce dernier cas étant celui ou
I’enjeu est partagé également par tous. Or

nl (K — 1)
Ei!(n—i)! 67—

est le développement du binome

[1+(K—1)]"
T

. ' . . . .. (K—~rn)»
4 part le terme qui correspond & {=o, soit =
L’espérance mathématique est donce

Kr— (K _ I)"
gt "
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97. Paradoxe de Saint-Pétershourg. — La théorie de
I’espérance mathématique a donné lieu 3 ce paradoxe célébre.
Paul lance une piéce de monnaie; si elle retombe pile, il
paie 1 & Pierre et la partie est terminée; si elle retombe
face, on recommence. 5i au deuxiéme coup on améne pile,
Pierre recoit 2! et la partie est terminée; si T'on améne face,
on recommence. Au troisiéme coup, Pierre recevra 4%, ou
bien la partie continuera, et ainsi de suite. Si la piéce pré-
sente face n fois de suile et que le (z <+ 1)° coup soit pile,
Paul paie 2” francs.

Quelle somme doit donner Pierre a Paul au commence-
ment de la partie pour que le jeu soit équitable? En d'au-
tres termes, quelle est Dl'espérance mathématique de
Pierre ?

e . . I
La probabilité d’amener pile au premier coup est ~; Pes-
2
- I
pérance correspondante est 7

La probabilité d’amener face au premier coup, puis pile
au second, événements indépendants, est une probabilité
R T . I 1
corposée, - L’espérance mathématique est A Xa= -
- . I [
Au troisiéme coup, cette espérance estg X h— >
A e - n— I
an coup,;n—_l_,_- X 2 =3
Tous les termes de la série sonl egaux a —; I'espérance

mathématique de Pierre est infinie : il n’achéterait jamais
trop cher le droit de jouer.

On a voulu expliquer ce paradoxe de plusieurs maniéres.
Paul n’est pas infiniment riche, a-t-on dit : sa fortune est
comprise, par exemple, entre 27 et 27+'; sil’on améne pile
au (p -+1)° coup, il devra 2# francs et pourra payer; mais, si
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I'on améne pile au coup suivant, il devra 27+ francs, et
sera insolvable. Pierre ne peut donc toucher que 27 francs;
son espérance mathématique devient

1 1 I 1 I
- = - 'Y p P ...
2+4X2+8 ><4—|—...+2p+12 + o 2 +2p+32 -+
La série devient
S R L A T
s Ta ety

. 2 I I
p -1 termes sont égaux i — le reste a pour somme =

Pespérance mathématique est

p=T
2

¥ 2
+i=£E2

2 2

Si la fortune de Paul est, par exemple, d’'un milliard, on
pourra faire p — 30, et I'espérance mathématique de Pierre

32 . , L. o
sera— = 16. On voit qu’elle se réduit considérablement;

On a dit aussi que le plaisir de gagner rooof* est plus
grand pour celui qui n’a rien que pour le millionnaire; que
le plaisir de doubler sa fortune est indépendant de cette
fortune.

Le plaisir, quand on posséde une fortune z, de gagner
une somme £, sera mesuré par

z+h
x

log

On a remplacé I'espérance mathématique par 'espérance
morale.
pr étant la probabilité de réaliser un gain %, ’espérance
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morale sera

x+h
Epklog x

ou

Il ST tI rl x+ 2 1 I x -+ 2"
;OD p —I—Zog —i—-...-l—FOg z

pour le paradoxe de Saint-Pétersbhourg.
Cette série est manifestement convergente.

98. Ruine d'un joueur. — Deux joueurs, dont I'un, A,
posséde m francs, et l'autre, B, » francs; jouent & 1™ la
partie et poursuivent le jeu jusqu’d ce que Pun des deuz soit
ruiné. La probabilité pour que cet événement se produise
sera une fonction de m et n, ¢(m, r), el comme la somme
des fortunes, m -+ r =s, est une constanle, ¢ sera fonction
de s et n, c'est-i-dire de n. Appelons ¢(n) la probabilité
pour que B finisse par é&tre ruiné : nous supposerons ici
que les conditions ne sont pas équitables.

Si A, a chaque partie, a la probabilité p de gaguner, B a
la probabilité 1 — p.

On joue une partie nouvelle. Deux hypothéses se pré-
sentent : A va gagner et B aura (r - 1)7; B gagnera el aura
{(n =+ x)fr,

@ (r) comprendra donc la probabilité pour que B perde
cette partie et finisse par étre ruiné, soit p ¢ (2 —1), et
aussi la probabilité pour que B; gagnant cette méme partie,
finisse égalemenl par étre ruiné, soit (1 —p) ¢ (2 + 1).

(1) ¢(r)=po(rn—1)+(—p)e(rn+1).

Cette relation de récurrence servira 3 déterminer ¢ (n).
11 faut, en outre, connaftre les conditions limites.
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8i » = o0, B serait déja ruiné; si n —=s, m = o, A n’aurait

rien. Donc ¢ (0) =1, 9 (s) =o.

29. Résolvons 1'équation de récurrence plus générale
A9 (2-FK)+Ag 10 (n+-K—1)+...+ A ¢ (ne+1)+ Ao 9 (R) =0,

oli les A sont des coefficients constants. C’est une équation
aux différences finies, linéaire et 4 coefficients constants,
dont l'intégration rappelle celle des équations différentielles
linéaires i -coefficients constants.

Supposons qu’on ait trouvé K solutions ¢, (), ¢, (n),...,
9k (), de telle sorte que

2A,,cp,-(n+q):o.
q
Nous aurons encore une solution en posant

o(r) =0ty @1 (n) oty @2(2) +...+ ag g(n).

En effet, multiplions le 2 précédent par «;, et faisons la
somme des termes obtenus en faisant varier 7,

Zoc,- qu ¢:(n+q) :ZAQ Zai‘qai(n -+ é) =o.
i q q i ’

8i 9,, @24..., @g sont linéairement indépendants, on aura
ainsi la solution générale. Supposons, en effet, que ce ne
soit pas la solution générale; alors

.(P("-) =0+ 0 Pat-. . . agPr—+ Y.

Je vais choisir &, o, ..., 2g de fagon & satisfaire au sys-
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téme suivant

9(0) = 2,93 (0) -+ %295 (0) 4+ . .+ axgx(0),
Q1) = o @r(1) + P (x) ..+ 25Ps(3)s

o(K—1)=o; 9, (K —1) + % 9o (K—1) +. .. +oggg(K—r1).

Ces K équations linéaires déterminent Clyy Olgy aeey gy B
condition que leur déterminant soit différent de zéro, ce
'qui aura lieu quand ¢, @y, ..., 9g S€TONL linéairement indé-
pendants. Dans ce cas, on auta

$0)=¢(n=y¢(2)=...=y(K—1)=0o,
et par suite la relation suivante
Ay (n+K)+Ag Y (r+-K—1)+.c4-A Y (r1)+Ao Y (R) =o0.

Je fais n—o, tous les termes s’annulent sauf Ax¢ (K);
donc ¢ (K) est nul. - :

Si je fais n =1, { (K —4-1) est nul, ....

Donc ¢ (n) estidentiquement nul, et ¢(r) se réduit 2
0ty @y + e @y ...+ g 9. Ainsi, il suffit de connaitre K inté-
grales particuliéres linéairement indépendantes pour con-
naftre V'intégrale générale. -

Pour trouver K i'ntégrales linéairement indépendantes, je
pose ¢ (n)=[3". Alors

AKﬁn.—i-K_l_ A-K—i @n+K——l S I A'O @n: 0

ou -
AgBE+ Ag_ B5 ... Ay=o,

d’out K valeurs particuliéres de 8, el par suite K intégrales
particuliéres.
11 se présente une exception, quand I’équation en 3 offre
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des racines multipies, par exemple, une racine double,
Bi = B.; en faisant varier les coefficients d’une maniére
continue, il peutarriver, en effet, que deuxracines deviennent
égales. On n’a plus alors K solutions.

n__@an
3% et B2 sont des solutions; pi—P—zest une combinaison
@1 _ ﬁz
linéaire, et, par conséquent, une solution. Quand 3, tend vers
Ba, par raison de continuité, on a encore a la limite une
solution. Cette limite s’obtient en différentiant, par rapport
. n pn—l
4 B, les deux termes du rapport, ce qui donne —-—I‘—-— 5
r 377! ou, si 'on veut, » 3" est donc une nouvelle solution.

Avec une racine triple, on aurait en outre »? 3}, etc.

30. Appliquons cette régle au probléme qui nous occupe,
c’est-a-dire 3 I’équation (1) du paragraphe 28.
Faisons ¢ (n) ="; il viendra

Br=ppr~t+ (1—p)p+,
ou
p=p+(1-—-p)p*.

Cette équation du second degré a une racine évidente,

B = 1; l'autre est T L P: c’est celte valeur que nous appel-

lerons désormais 3. Les deux solutions f* et 1 donnent
pour la valeur générale de ¢ (n)

e(r)=af"+ b.

Les conditions limites donnent les deux constantes arbi-

traires
i—a-+b,

o=af’+ b;
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d’ol

et

Cette expression devient iHusoire, si 'on suppose = 1.
Quand 8 =1, p:-;—; le jeu serait équitable. On cherche
la vraie valeur de ¢(») par la régle de 'Hopital

o(n) = nfBrt—sB-l s—n ﬂ
T Bt T s T s

Trois cas sont & considérer :
1° B> 1. Le jeu est avantageux d A, p>1—

p—pr.
B

2° 3 —1. Le jeu est équitable, p =1 — p,

o(n)=

s—n
S

¢(n)=
3o B<r. Le jeu est avantageuxa B, p <1 —p,

o(n)= fi”——@ﬁ:.

: s_ @B
La probabilité pour que B se ruine est %s e Pouravoir

la probabilité pour que A se ruine, on permute p et 1 — p;

1 =
B se change en B et n en m. On trouve donc

. @-—s_ p—m

—_—

1
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c’est-a-dire

I_Bu

T—6
31. La somme des deux probabilités

@s_ﬁn I—ﬁ"’
ﬁs_ I -+ [___@s

est égale & 'unité, ce qui n’était pas évident a priori, En
effet, la probabilité pour que la partie se prolonge indéfi-
niment pouvait avoir une valeur finie.

Supposons s trés grand. Quand 8 > 1, 3° est trés grand
et ¢ (n) ale signe de $°; sa limite est 1. Quand 3 =1, sa
limite est encore 1. Quand B < 1, ¢ tend vers o & mesure
que s augmente, et la limite de ¢ (r) est 3"

Conclusion. — Si donc s est trés grand et » fini, on a la
certitude d’étre ruiné dans un jeu équitable ou avantageux
3 P’adversaire. Mais si le jeu est avantageux au joueur,-la
probabilité d’étre ruiné devient d’autant plus petite que sa
fortune est plus grande.

Un joueur de profession, un banquier, joue avec toutle
monde, c'est--dire avec un adversaire infiniment riche,
mais le jeu lui réserve des avantages. Au contraire, le ponte
qui jouera indéfiniment est sir d'étre ruiné.

32. J. Bertrand a caleculé le moment probable de sa
ruine.

Pour le banquier, § < 1, la probabilité pour que la ban-
que saute est 37; ( est le rapport des chances favorables au
ponte, aux chances favorables au banquier; supposons

19 5 s T
8 =19, dest-d-dire =1 — —-
20 20
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r est la fortune du banquier, en prenant pour unité I'en-
jeu de chaque partie; il y a un maximum pour cet enjeu,
d’olt pour ~ un certain maximuam; soit » =— rooo.

La probabilité pour que la banque saute est

1 1000 I 207] 50
I— — =jl1—— 3
20 20
ou, a peu prés, e °°, quelque chose d’extrémement. faible.

Nous arréterons ici I'étude des cas qui se rameénent a de
simples problémes d’analyse combinatoire.
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LE THEOREME DE BERNOULLIL.

33. Nous abordons, maintenant, les théories qui se rap-
portent & la formule de Stirling, au théoréme de Ber-
noulli et aux probabilités des causes déduites d’épreuves
répétées.

Supposons que les deux événements A et B, de probabi-
lités respectives p et g, soient contradictoires. A chaque
épreuve, I'un d’eux se produit certainement, et ils ne peu-

vent se produire tous deux; alors
pP+qg=1L

la probabilité totale est égale  la certitude.

On répéte m fois 'épreuve : & chaque épreuve l'un des
deux événements se produit. Ainsi, avec un dé, I'événe-
ment A peut étre 'arrivée du point 6 et 'événement B celle

. 1 5
des autres points; p—g, el g=g-

A se produira un certain nombre de fois et B aussi. On
demande la probabilité pour que A se produise « fois, et B
m — a fois.

On suppose que la probabilité reste la méme & chaque

épreuve. Avec le dé, la probabilité est toujours % pour

amener le point 6. Au contraire, avec un jeu de 32 cartes,
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I
8

4 3, i : s 5
elle est 3y o0uz-2 la deuxiéme, suivant qu’on n’a pas amené

ou qu'on a amené un roi i la premiére.

la probabilité de tirer un roi est ;4 la premiére épreuve;

3%k. Cherchons d’abord la probabilité pour que les évé-
nements se succédent dans un ordre déterminé

AABAABBAB;
les probabilités de chacun de ces événements seront

pPP9PPIIPY>

et la probabi lité composée, la probabilité pour que tous ces
événements se produisent 2 la fois, est

PS- q!o.

En général, Ia probabilité pour qu’il se produise dans un
ordre délerminé « événements A et m — « événements B
est

pdpm—d'

Elle est indépendante de I'ordre considéré.

35. Si 'on veut que les m épreuves donnent, dans un
ordre quelconque, a événements A et m — « événements B,
en vertu du principe de la probébilité totale, la probabilité
cherchée sera la somme d’autant de tfermes égaux 2
p%q™ = qu’il y a d’unités dans le nombre des permutations
avec répétition de o lettres A et de m — a lettres B; ce

nombre est
ml
al(m—a)l
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La probabilité pour que les événements se succédent
dans un ordre quelconque est

m!

= e a1 P

c’est 'un des termes du développement de (p + g)™.
8i je fais la somme de tous les termes que je puis oblenir
en faisant « égal 4 o, & 1,..., & m, jobtiens

Sug=(p-+q)"=r.

La somme des probabilités de tous les cas possibles doit
étre égale a 'unité, puisqu’il est certain que I'un de ces cas
possibles se produira, et un seul.

36. Quelle est la plus grande de toutes ces probabilités ?
Je vais calculer le rapport d’un terme au précédent ;

ml
—— o1 prm—o—1
Horr= (OL—I—I)!(m—O(—I)!P 7 ’

Uy <l (m—a)l m—a p

—1 Z,

Uy (e-4-1)l (m—oz—x)lpq T a1 ¢

De méme en changeant « en « — 1

Uy __ m-—o—+1p
Ug—y 4 q

Pour que u, soit la plus grande de toutes les probhabilités,

il faut que
Ugiy < Uy >ﬂ Uy—y.

Donc
/4 U,
_ﬂ < I et i > I,
Uy Ug—1
c¢’est-a-dire
m-—o p

P et Mo XFTLL.
a+1 q .= q
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Ceci peut s’écrire

(m—a)p<<(ax+t)q et (m—;oz+1)p>aq,
mp—ap<aq+qg et mp—op-+p>aq.
Comme
apt+ag—a(p+qg)—a,
mp<<a-+q et mp > o — p.

De telle fagon que nous arrivons aux inégalités

mp ++=p>a>mp—q.

D’ou une limite supérieure et une limite inférieure pour
a. La différence de ces deux limites est p -+ ¢ —1; ainsi «
est compris entre deux nombres, généralement fraction-
naires, qui difféerent d’'une unité, et, comme « est entier, ces
deux limites déterminent o.

Il y a exception quand mp + p est entier; alors mp — ¢
I’est aussi. On pourrait hésiter pour «; deux termes eonsé-
cutifs dans le développement de (p + q-)”‘ sont égaux entre
eux.

. N o .
Si m est trés grand, le rapport; est compris entre p + -;—2

et p— -I—; donc — sera voisin de p.
m m

C’est une forme d’établissement du ¢kéoréme de Ber-
noulli,

8i je choisis o« de facon que gy soit le plus grahd pos
sible, le rapport du nombre des événements A au nombre
des événements B sera & peu prés celui des probabilités
petgqg.

37. Quelle est la probabilité pour que « s’éloigne d’une
quantité donnée % de mp? Soit

a—mp=h.
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J'appelle 2 I’écart et je vais chercher la valeur probable
de Ja valeur absolue de cet écart, ainsi que la valeur pro-
bable de son carré.

Occupons-nous de la valeur probable de A, de la valeur
probable du module | 2| de &, de la valeur probable
de A2

Je vais considérer la valeur probable d’une quantité quel-
conque M; c’est ZMu,.

EMua:EMa—m”—z__—l_a—)lp“qm—“;

le second membre est un polynome entier, homogéne et de
degré m par rapport a p et g, que je désigne par F (p, g).
Cherchons 3 en déduire la valeur probable de Me; c’est

m!

PR m—a 79"

P

Nous avons passé d’une expression & l'autre en multi-
pliant par « les termes successifs; en différentiant p"‘qm'--oc
par rapport i p, nous aurions eu ap%-! g”™—%; la valeur pro-
bable de M« est donce

pa¥
dp

Les nombres p et ¢ ne sont pas indépendants, puisque
leur somme est 1. On a fait la différentiation comme s’ils
Pétaient, on a différentié par rapport & p comme si ¢ éfait
constant. De plus, M peut dépendre de p: % dépend de p.

J éviterai cette confusion de la maniére suivante :

A la place de p et ¢, j'introduis deux variables auxiliaires,
x et y, et je considére la fonction

m!

F(z, y):Mal(m-—-a)!

O il 0L
%y .
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Si M dépend de p, je 0’y remplace pas p et ¢ par x et y;
la valeur probable de M est bien alors F (p, ¢g), et

2 Mz _m ZXym—%
al(m—a)! ™ ~

est bien iF—
dz

On y remplacera o el y par p et ¢ aprés la différentia-
tion.

38. Appliquons ce qui précéde au prohlérﬁe qui nous
occupe.
Soit d’abord M =13

F(.Z‘,y) _2 a!(’n x“;};lll—-d: (.Z‘ +'.V)'”;

si je fais ensuite

LT =P, Y =9
il vient

F(p,)=(p+q)=1,

et, en effet, la valeur probable de 1 est 1.

Pour avoir la valeur probable de «, je différentie F (=, y)
par rapport a z, et je multiplie par x, ce qui me donne
mz(x + y)™'; puis, je fais x =p, y =gq. La valeur pro-
bable de o est mp. :

Pour avoir la valeur probable de o2/ je différentie le
terme mz (x - y )1 parrapport a x, puis je muluphe parz;
ce qui me donne d’abord

m(z +y)mtt m(m—1)z (@ -+ y ),
puis
mE(2 -+ y) ot m(m — 1)@t (@ + y ),

En faisant z = P et y =g, jobtiens, pour la valeur pro-
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bable de «?,
mp <+ m*p?— mp?.
Cherchons, maintenant, les valeurs probables de % et A2.

La valeur probable de ~ sera la valeur probable de «,
moins la valeur probable de mp, c’est-a-dire

mp —mp = o.

La valeur probable de ’écart est donc nulle.
La valeur de 4* est

h*=oa?—ampo + mip?;
sa valeur probable est donc

(mp + m?p*— mp*) — 2mp . mp + m*p*,
ou

mp(1—p),
c’est-a-dire mpq.

La valeur probable du carré de % est mpyq.
On vérifiera en passant qu’'elle est effectivement plus

grande que le carré de la valeur probable de %, qui est
nulle.

39. Passons a la valeur probable du module de %; cher-
chons d’abord quelle serait 'espérance mathématique d’un
joueur & qui oun promettrait une somme 1 si I’écart était
positif, et o s’il était négatif.

2u, doit se borner aux termes dont 1'écart est positif.
Soit ug le dernier terme de Zu, pour lequel I'écart est
positif; on a

B>mp et B—i1<mp,

et 'espérance mathématique de ce joueur serait

pr T pmeig o o T phgmet
L Bl (m—p)! ’

P. 7
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c’est-a~dire F (p, ¢) en posant

m

m m— 2! n—
F(z,y)=2"+ 2% 1y+.-.+—————p!(m_m!xﬁy 8.

Si I'on supposait, maintenant, gu'on ait promis a ce joueur
une somme «, son espérance mathématique sera z ——» en

faisant = = p, y =g¢ apreés la différentiation. Enfin, la va-
leur probable d’une fonction qui est égale 3 h pourh>o et
4 o pour & < o sera donc I'espérance mathématique de ce
joueur a qui 'on promet o — mp quand ¢ > mp; cest
donc
dr
Z—— —mp | O

F est un polynome homogéne et de degré menxz et y;

donc

mF—.zid-E ¥
=T +7dy'

L’espérance mathématique ci-dessus devient

a;.d_F__. a;.d_F._. ’
dx P2 P"‘?d_;’

ou

dF dF
zq— —YP &y’

en faisant z = p, y = ¢, aprés différentiation. On a d’abord
dF  dF\,
PI\ 7= a7 )

1
dF =maxtttm(m—1) "y 4.4 FT’,’%:E)_' BBt ym—p,

d’autre part

= maml4m(m—1) "ty 4. ...

dz
dF
dy
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1l entre un terme de plus dans la somme qui représente

d . . d . .
—F; ce dernier terme représente %—-—E, et il est égal &

dz d. dy
m! BB
BTG —p ™"

et, aprés qu'on y a fait z—=p, y =g, il devient

m! B
Tt pBgm—BE.
ﬁ!(m—~ﬁ)!pq P
Pour I'espérance mathématique de notre joueur, nous
avons donc

m! m!

__m egmgB— ™ e mgg,
PIETm—p 0 p = Bim—py 7 " Pe

On y reconnait le produit par 8¢, du terme ug, le dernier
qui corresponde i un écart positif.

&0. On promet 3 un joueur une somme égale a la valeur
absolue de I’écart : soit E son espérance mathématique, en
admettant qu’il ne doive &tre payé que si I'écart est po-
sitif, B’ en admettant qu’il ne doive étre payé que s'il est
négatif.

La valeur probable de 2 est E—E'.

Comme la valeur probable de %4 est nulle

E—FE=o,

et la valeur probable de | 2 | est 2E.

k1. Ainsi la valeur probable de I'écart A, considéré en
valeur relative, est zéro; la valeur probable de A? est mpq;
celle de | 2 | est 2E ou

m! -
P prm—py PP
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5 correspond au dernier terme pour lequel I'écart est
positif, et il différe peu de mp.

A cette expression on peut substituer la valeur appro-
chée

2mpq _I__ﬂ__pﬁqm-—ﬁ.
BT(m — P!

- Ce terme est beaucoup plus grand que tous les autres,
mais il est trés petit d’'une maniére absolue.

La valeur probable de | 2 | est beaucoup plus petite que
mpgq. Suivant une remarque déja faite, le carré de la valeur
probable de | 2 | est plus petit que la valeur probable de
7* : donc la valeur probable de | 2| est certainement plus

petite que \/mpq.
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APPLICATION DE LA FORMULE DE STIRLING.

k2. Je vais montrer comment on peut connaitre une
valeur approchée de uy, du terme maximum, de la valeur

probable de | 2 |, etc.
Le calcul de ces valeurs approchées se rattache & lafor-

mule de Stirling.
On a

n!-:.f zferdz=T(n+1),
0

c’est-a-dire la fonction eulérienne; cette intégrale conserve
un sens quand r est positif, mais non entier. 8il’on pose

T'(n +1)=nrre"\/2nn,

le rapport du premier membre au second tend vers l'unité
quand n augmente indéfiniment.

Je ne donnerai pas la démonstration générale, mais seu-
lement celle qui concerne r entier.

La formule de Stirling sert & calculer la factorielle d’'un
nombre entier

nl=n"e "/azmn;

c’est une formule asymptotique. L'erreur absolue que I'on
commet en prenant le second membre comme valeur du
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premier augmente indéfiniment avec n, mais I’erreur rela-
tive tend vers zéro.

11 en résulie que l'erreur absolue sur le logarithme de n!
tend vers zéro.

Je puis d’abord écrire

n!=nre—"\nF(n),

et je vais démontrer que F (») tend vers une limite finie et
déterminée C quand ~ augmente indéfiniment; de telle
sorte que I'on aura alors

n!=Cn"%e"\/n.

- k3. Considérons le produit

F(2) F3) F(n-+1)
Fa) F(2)  ~ F(n)

Ce produit infini est convergent, ou, ce qui revient au
méme, la série, dont le terme général est

lan(”"'I)
: T F(n)
est convergente.
Nous avons
(1)l =(rn+1)rrle(H/n 41 F(n +1),
Flr+1) (n+1)! n"e—"\/;
F(r) = 2l (narp)stetnry/p 1

1

Fr+1) _ nrn+4+1 n [ n\:

F(r)  (nnpeC n+r—"(n+r> ’
F(n+1)__ N\, I
log—w_l—(n+-2~)lo°([+;>.

Le second membre se transforme, a I'aide du dévelop-
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pement de log(1 + &) en série, en
I - T I I -+ I
2)\n  2n* " 3n® 777

ou en
1 —+ ! : -+
—_—l+—— 5= t+...
an  3n?

c’est-a-dire en
1
—_—— ...
1an-

Si j'appelle u, le premier terme de cette derniére série,

I
U, —— ————
» 12n?

et
1

lim r%u
i 12

En vertu d’une régle de Gauss, celte série est conver-

~gente.

k4. Reste & calculer la valeur de C.
Rappelons la formule de Wallis

4 4 2n 2n .
35 an—ion-=+1 °

'Il'

—wlno
wl v

on en déduit, pour » plus grand que toute quantité donnée,

2.4...2n

A2n —D)yar+1 '

Au numérateur figurent les » premiers nombres pairs,
au dénominateur les » premiers nombres impairs; je mu/

R
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tiplie haut et bas par 2.4...2#; il vient

(2.4...2r) __  22(nl)

(2n)lyan+1 (2n)!\/2n+1'

Cette fraction a pour limite \/ g, quand » augmente in-

définiment. Si nous y remplacons les factorielles par leur
valeur approchée pour = trés grand, elle devient

22k p2n g—2n C!ﬂ

(zn)*etCyanyan+1

. nt .
L\/zn(zn-l— 1)’

ou

et, quand » grandit indéfiniment, elle se réduit a

N E el

Cette limite étant la méme que la précédente, \/ g:
on a

C:\/2_7r

§5. Valeur asymptotique de w,. — Quand deux événe-
ments contraires, A et B, ont pour probabilité respective p
et g, de telle sorle que p -+ ¢ = 1, nous avons vu que, sur m
événements, la probabilité pour qu’il s’en produise & égaux
dAetm—aégaux a B est

m!

ba= T (m — a)lp“qm“a'

Calculons une valeur approchée de u,, en supposant m
trés grand, et de plus

a=mp + Ay/m,
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Aym
—_—I.
mp

A \/m est trés grand quand m est trés grand, mais nous
supposerons A fini et, par conséquent, 'erreur relative trés
petite, quand .on prend mp pour valeur de «, c¢’est-a-dire

74 e s
— voisin de 1,
mp

[~4

A
—_— ] e ———
mp pVm
On a comme conséquence
m—x=mg—A Vm,

P+g=rI.

puisque

Je remplace dans «, chaque factorielle par sa valeur cal-
culée i I'aide de la formule de Stirling,

o — mlne—lﬂ- ﬁqt_n/l'paqm—u
¥ ate=\[ama (m — z)m—%e—(m—0) Vem(m —a)

mmPqu—G m
Ya= ai(m— )™=\ ama(m—a)

En réunissant les termes qui ont pour exposant « et ceux
qui ont pour exposant m — a,

__[(mp\z[/ mg \mo m
=\ ) \m—a aqa(m —a)
m

a(m—a) ~ (mp -+ ym) (mq —Aym)

m—auo

Or

; le radical qui entre

[~4 ez s e
— tend vers l'unité ainsi que
mp
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dans u, a pour limite

/ m 1
e ou —_——.
2 my mq Varmpg

Nous pouvons écrire

n—ao

mq

logug= logmlm—P;

— oclog—n?—P —(m—a)log

ou

loguy = log ————— — (mp + Ay/m) log <x + —-l—__>
pym

Jormpy
— (mg—2ym) mg(x—q-l—ﬁ)-

Pour m trés grand, nous pouvons développer les loga-

A et de 1— A par la formule qui

pym gym

donne le développement de log(r + ). Ainsi,

(mp +1 \/ﬁ)log<r + p_\}ﬁ)

rithmes de 1 +

devient

A A2 A3
+ Ay — ~+ —en}
(mp m) (p\/m 2p{m 3pimym )

Je cherche, en ce moment, une valeur asymptotique de ,,
¢’est-d-dire une valeur telle que le rapport de uy & cette
valeur tende vers r quand m augmente indéfiniment; je
pourrai done, dans le produit précédent, négliger tous les
termes qui tendent vers o, ceux qui contiennent m ou Vm au

dénominateur.
Il restera

2 7 7\‘.’.
lﬁ;—';p'—l—;: ou lfm_—]—ﬁ.
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Jen déduirai la valeur du produit

(mg —2rym) log(l— -q%>’

en changeant dans le résultat précédentien — A el pen ¢;
et la somme de ces produits sera, en définitive,

(x\/;-;-lﬁ) + (—l\/n—z+£}->,

ou
—)f <l + —1-), ¢’est-a-dire i
2\p g 2pq
Ainsi
logug— log;_.'— ﬁ-
Vemrmpqg 2P9

En repassant des logarithmes aux pnombres, on aura
comme valeur approchée de uy

X
e 71

Vermpg .

Lorsque m croit indéfiniment, le rapport de u, & 'expres-
sion précédente tend vers I'unité.

Uy —

k6, Jobserve d'abord ce qui se passe pour le terme maxi-
mum,

Le maximum de uy s’obtient en donnant 3 « une valeur
qui différe trés peu de mp; alors A est nul, et la valeur du

. . J
terme maximum est ———-7——-
Vemmpq
Cetle expression diminue avec m. Il ne faut pas croire
que, si m augmente indéfiniment, la probabilité attendue

s’approche de Ia certitude; au contraire, elle tend vers zéro.
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(C’est 13 le théoréme de Bernoulli, que nous préciserons
tout & ’heure.

k7. Quelle est la probabilité pour que A soit compris entre
AetA+dr? 7

Je considére dA comme trés petit; @A \/m est cependant
un nombre entier, ce qui veut dire que d\ est de 'ordre

de —I=
Vm ,
Si je donne 2 A un accroissement trés petit, 'exponentielle
ne changera pas, u. sera sensiblement constant.
La probabilité cherchée est une somme de termes tels

que « varie de « 3 & + k, « et a -+ k étant définis par

a=mp -+ A\m,
a+k=mp++d\)m,

c’est-a-dire que
k=d\/m.
« doit &tre compris entre les limites

o —Imp

A+ a2 E TP oy

¢’est-a-dire qu’il doi;c &tre égal 4 I'un des nombres
a1, a-+2, ceey, a4k
La probabilité totale est
Uggg + Ugpat. . —I— Uy koo
11 y a 12 & termes sensiblement égaux & uy; la probabilité

cherchée est
A2

ke 2Pq

Vammpq
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ou, en remplacant % par dA ym,

Az
dhe 2P9

varpq

48. Nous sommes donc ramenés i considérer, en posant

I
_——3
2pq9

=

I'expression suivante
h dz e ¥>*

Vr

Elle représente la probabilité pour qu’une quantité = soit
comprise entre z et # + dz; pour qu'elle soit comprise
entre z, et zy, la probabilité deviendra

fx‘ hdx e~ P=
Xo \/E ’

pour qu’elle varie de — o0 & +- oo,

T hdz e B

o V'

En posant hz —y, cette derniére intégrale se transforme

f+¢5 dy e_y!
e VT

C'est une intégrale connue, dont la valeur est 1.

en

49. Arrétons-nous surquelques conséquences dececalcul.
La probabilité pour que A soit comprise entre — o et
-+ o est 1, ce qui parait une tautologie. Cette conclusion
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n’étail pas sistire: la formule dont nous nous sommes servis
é&tait approchée, et vraie seulement si A est petit par rapport
a Vm.

Soit d’abord .
a=mp+Aym;

la probabilité pour que A soit compris entre A, et A, tendra,
d’aprés ce qui précéde, vers

M A
f dhe 2P7
W \ampg ,

quand m croitra indéfiniment. D’autre part, quand A, et A,
s’éloignent indéfiniment, I'intégrale tend vers I'unité.
Posons maintenant

a>mp(1—ze),
et
a << mp(1 +e).

Soit F (e, m) la probabilité pour qu’il en soit ainsi. Je dis
que je puis prendre m assez grand, ¢ étant-donné, pour que
la différence

1—F (g, m)

soit plus petlite qu'une quantité donnée v. Choisissons
d’abord un nombre A assez grand pour que la différence

+4 )2
% Vaempg

soit plus petite que g Cela est possible puisque I'intégrale

tend vers 1, quand A augmente indéfiniment. Une fois  choisi,
je prendrai m assez grand,
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1° Pour que
A<epym,

)\
F(e F .
& m> <p\/ﬁ’ m)’
2° Pour que la différence
ﬁ_
I _, m) f ——e %P
p m ZTEPq

cela est possible, car, pour A donné, la limite de la proba-
bilité

d’ou

n
<"2-;

—; m pour m=oc
p\/— )

+2X
est représentée par 'intégrale f
—
On aura alors
1—F(s, m)<u.

En résumé, la probabilité pour que o soit compris entre
mp (1 —¢) et mp (1-+¢), quelque petit que soit g, tend vers
Punité quand m augmente indéfiniment.

50. On peut se demander quelle estla valeur probable de
2"; ce sera par définition

Rkl n
f hx*dz Ry
SV

Si n est impair, cette intégrale est nulle.
Si n est pair, elle vaut

f” hz*dz ..,
2 — e .
0 \/TC
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Nous avons cherché la valeur probable de l'écart en
valeur absolue; cherchons la valeur probable de la valeur
absolue de z*, |z"]. C'est

f""” k| z" | dz .

- Vm

La fonction sous le signe f est paire; cette intégrale vaut

-
n
[T EE T e,
0 VT

81. Ainsi, dans tous les cas, nous sommesTamenés 3 cette
intégrale, qui se raméne elle-méme aux intégrales eulé-
riennes.

Posons

done

h‘l $2 __—:-v)f’
d’ou

1
hdz=~ ¥ 2dy.

[

L’intégrale ci-dessus devient

1 n
o 2 /L”'\/'I—L'

ou

¢ po, 2=t
= d t g7,
PV ‘[o Yy
C'est I'intégrale eulérienne

n-1
T

_—-—2 .
Iy
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Si n est pair et égal & 2y,

n4+1__ I . 1 1.3 (.1
e () =1(3) 15 (b 3)

et, comme

()=
2
la valeur probable de | 2" | est

1 1.3...(ap—1)

8i n est impair et égal & 24 +1, la valeur probable de
|z* ] est
P(p-+1)

h n \/;E

'3

hx

Faisons » = o; la valeur probable de [ 1] est égale & 1.
Faisons n = 2; la valeur probable de | 2*] est

ou

1
2 h?

Nous avons cherché la valeur probable de (« — mp)® et
nous avons trouvé mpg. Ici, nous cherchons la valeur pro-
bable de A%, ¢’est-a-dire du carré de

& —mp
_‘,—___',
vm
ce doit &tre pq.
Cela se vérifie sans peine, puisque

h2 = L.

T 2pq
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La valeur probable de | x| est

T

A
Nous avons cherché la valeur probable de [a— mp];
c’est le produit par 2mpg du terme maximum de 2y,
ampquy, ol o différe trés peu de mp.
Pour calculer ce terme maximum, il suffit de faire A =o;

on trouve
I

2Tmp

LN

Donc, la valeur probable de [« — mp| est

2mpq
———
2Tmpq
c’est-a-dire

Vampq
Ve
On en déduira la valeur probable de |A| en divisant par /7
on trouve
apg _ 1
- SR

82. Nous avons cherché la valeur asymptotique, pour m
trés grand, du terme

m!
Uy=—

—_— p%gin—
al (m —a)! L S
en supposant o = mp + A{/m.
Cette valeur asymptotique de «q est
p]
e pg

\/217:m_/)q'
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Cherchons, maintenant, la valeur asymptotique de u4
pour ¢ = me.
On trouve, en comparant les deux expressions de «,

A=(c—p)Ym.

On pourrait donc étre tenté de croire que la valeur asymp-

totique est
_mie—pi*
e 29

S —
Varmpg
mais cette expression est inexacte.
La valeur exacte de z, est

m!

oL -
T =129

“a= a1 (m

Si m et « sont trés grands, I'expression 'asympl;otique de

Ug est
mme—"m\[atm

— p'x qm—ﬁ'
a¥e~%\/ama (m — a)n=% e~(m—) \/o (m — o)

Le rapport de ces deux expressions de uy tend vers I’'unité,

toutes les fois que m et m — « augmentent indéfiniment,

et qu'on a
a—cm,

¢ tendant vers une valeur finie.
Je vais simplifier 'expression asymptotique de u,

mm m pd{[m.—-(x.
a®(m —a)m %Y 2na(m—a)

Soit &« —em; je pose

m——a:s’m,
d’ou
g=1—¢



100 CHAPITRE V.

L’expression asymptotique devient

m” ! me ome’
(me)mE(me yme anmeet 1

et, comme m™ = m™= X m™¥,

mp me mq' me" 1
me me' awmee’

Uy — ——————
Vermmee
53. Je dis que A est toujours-plus petit que 1.
g, ¢ restant conslants, je fais varier p et g, enles laissant
liés par la relation
p - q =1i.

Quel est le maximum de A?
Ce maximum a lieu quand pt¢®¥ est maximum, c'est-a-dire
quand p et g sont proportionnels & leurs exposants :

=1,

P_9_P*+9
- '—_E—I—E'

e €
Ainsi le maximum sera atteint quand
p=2¢, p=¢,
et alors
A=1.

Le raisonnement suivant nous fera d’ailleurs mieux con-
naitre les variations de A.

$k. Je vais supposer p et ¢ conslants et faire variere ete'.
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Pour cela, je considére
T € &
log — —c¢clog - + ¢ log—-
iy g I g 7

Comment varie ce nombre? Je prends sa différentielle
totale '
€ A ;
de log; +de log; 4 de+de';

elle doit s’annuler pour qu'il y ait maximum. Mais ¢, ¢/ ne
sont pas indépendants. On a
de 4 de' = o.
Donc
£ 4
log—=1og —>
gP q

e & _e+¢

P g9 p+qg

Le maximum sera atteint pour
e=p, — qs

et ce maximum sera égal & ['unité.

Comment variera A? Je fais e=—=o, A est égal & ¢; je fais
g==1, A est égal a p.

A part de ¢, croit jusqu'a 1 pour s=p, puis décroit
Jusqu’a p.

53. La formule qui donne une valeur approchée de ! est
nl=ne-"\/nF(n).

F (r) tend vers une limite, \/'a'n:, quand » augmente indé-
finiment,

(r+1) = (n4+1)*+e~ 0/ 1 F(n +1).
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On en tire

F(n+1)___( n )"e /] n

F(nr) n—+1 71
F(n41)_ 1\, I
IOg_FW— _1—<n+ ;> IOg(I+Z>'

Il s’agit de savoir si F (z) va en croissant ou en décrois-
sant avec n, ¢’est-d-dire sile logarithme du premier membre
est positif ou négatif.

o I .
Je divise le second membre par n +55 il reste

I (r+I
; —los(s+ )

n—+-=
2

I . e qx .
Je pose n =— et je considére la fonction

¢(2) = ——— —log(x +=),
— + —_—
z 2
c’est-a-dire
2z
o(z)= proriry —log(xfw).
¢ (n) est-il positif ou négatif? 2 varie de o & 1.
Pour z =o, ,
¢{0)=o;
pour z =1, '

o(1)= % —loga.

Comme log2 —o0,69..., ¢ (1) est négatif.
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11 faut voir si la dérivée s’annule;

iy 2(r2)—ax T
¢ (z) = (z+2)?  z+1
. 4 1 Alxdtn)—(z+2)?
S el Py Y s | €I o

Le dénominateur est toujours positif; le numérateur est
égal & — % Donc ¢ (z) est toujours négatif, par consé-
quent ¢ () décroit; donc elle reste négative et

F(rn+1) <F(n).
Si
n=i, nl=i,
etl'ona
i=e'F(1),
c’est-a-dire
F(i)=e.

On a aussi

F(e) =y

F (n) va toujours en décroissant, mais la décroissance
n’est pas trés grande, car

e=2,8... et Vem=2,5....

$6. Ecrivons la valeur de u,,

. m™” I m F(m)
Y= Galm —aynal 4 a(m—a) F(a)F(m—a)

11 s’agit de trouver une limite supérieure de cette expres-
sion. D’abord

F(m)<<F(m—a),
donc
: F(m) 1
F(a)F(m —a) ~F(a)
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Or =—— est lui-méme plus petitque - ; la valeur asymp-
K (a) 2T

totique de u, est en méme temps une limite supérieure.

57. Quelle est la probabilité pour que « soit plus petit
que em? :
Cetle probabilité, II, est

O=uy+ uy+.. .4+ ug,

avec
B<em, B+1Zem.
Je suppose
e<p.
Je vais d’abord écrire
B+r1=—em;

Ug,y Uy, ..., 4g VONL en croissant,
O<up(B+1).

Nous avons une limite supérieure de ug.4; st donc

B +1=em,
AMmem

\/mrmee”
I[ < Am. \ /sm

Vame

o<

ou

Soit maintenant

B4+1>em.
Alors
I << ug(f +1).

Il s’agit de trouver une limite supéricure de ug; je pose

A= tg(e).
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si B

- était égal & &, on aurait

ws [+ ()Y e

Or, A est une fonction de ¢ qui va en croissant avec ¢,
jusqu’de=p, et @ (e) > <%) .
Comnme il s’agit d’avoir une limite supérieure,

m n
up<A \/mﬁ(m—p)'

D’ailleurs B est supérieur 4 em —1,

B>em—1, m—pB>e¢m—r,

Done

Am 7 m.
ug<< 21t(sm-——1)(s’m—l)'

Pour en revenir & I, inférieur & ug (3 -+ 1), nous remar-
querons que 3 + 1 est lui-méme inférieur A em +1; et nous
arriverons finalement 4 une formule un peu plus compliquée
que pour ¢m entier :

. Em
em entier, H<Amy/—
2 TE

(em -+1)m
n(em—1)(e'm—1)

gm non entier, H<Am \/ 2

Ainsi :

La probabilité pour que « soit plus petit que em, si ¢ est
plus petit que p, est toujours inférieure & 'une ou I'autre
quantité que nous venons de calculer ci-dessus.

Cette probabilité tend vers zéro quand m croit indéfini-
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ment, pourvu que ¢ << p. Cest le théoréme de Bernoulli,

qui peut s’énoncer encore ainsi :
La probabilité pour que « soit compris entre mp (1— 8)
et mp(1--8) tend vers 'unité quand, 6 restant constant,

e croit indéfiniment.



CHAPITRE VI.

LA LOI DE GAUSS ET LES EPREUVES REPETEES.

58. Nous avons posé
a=mp +A/m,

et nous avons cherché la probabilité pour que A soit compris
entre deux limites A, et A,; cette probabilité est représentée
pour m trés grand par l'intégrale suivante :

2

A .2
f \/ L ¢ Eridh.
l. 2T pg

Nous avons été conduits ainsi a rechercher ce qui se passe
lorsque la probabilité, pour que z soit compris entre =, et
x,, est représentée par I'intégrale

L'y
f —ll= e~ da.
e VT

Je dirai, pour abréger, que la loi de probahilité est
normale, lorsque la valeur de la i)robabilité est représentée
par celte intégrale.

Je suppose que z soit positif; la probabilité devient

®h _,
— e T dy
»[ Vr ’

- . 1
¢’est-a-dire Py
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Si je considére

To
f R etear gy,
Jo VT

cette intégrale ira constamment en croissant quand z,
augmente de 0 & + «, puisque tous ses éléments sont posi-

tifs. Elle atteint en particulier la valeur %

La quantité z, pour laquelle elle est égale & ;I est ce qu'on

appelle P’écart probable. La probabilité est la méme pour
que |z | atteigne ou n’atteigne pas celie valeur.

. I ,
z, est proportionnel & 7 et les Tables calculées pour cette

intégrale permettent d’en trouver la valeur.
Soit 2 une quantité dont la loi de probabilité est normale.
La valeur probable de = est

I

hym

La valeur probable de z? est

T
2 h?

La loi de probabilité de az est encore normale.
Posons az — ='; la loi de probabilité de = est

xf x'®
f _h e = dz'
]
a & V T

1

et il suffit de poser
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La valeur probable du carré de az est

o
2 h*

59. Supposons que la probabilité pour que =z soit compris
entre z, et , soit exprimée par l'intégrale

X'y ]
(3
.[ = dx’

0 VT

et que la probabilité pour que y soit comprise entre y, et y,
soit exprimée par I'intégrale

S A4
f h—_ e~ r* dy,
Yo \/TC

Supposons en outre que ces deux quantités soientindépen-
dantes, ce qui peut se traduire par les termes suivants : la
probabilité pour que la premiére soit comprise eatre x, et
z, est indépendante de la probabilité pour que la seconde

soit comprise entre y, et y;.

I I

La valeur probable de z* est —» celle de y* est SHE

Quelle est la probabilité pour que le point, dont les coor-
données seraient x et y, soit compris & I'intérieur d’une aire
donnée?

Occupons-nous d’abord d’'une aire rectangulaire.

La probabilité pour que le point 2, y tombe a U'intérieur
du rectangle, c’est-d-dire pour que les deux sysiémes
d’inégalités

Ty < & < %y,
Yo<r <¥1

soient satisfaits 4 la fois, est représentée par la double
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intégrale suivante, étendue a tout le rectangle

hh'
— 2 a3 —Ji2y? X
f f —¢ dzdy

Si Paire est quelconque, je la découpe en rectangles infi-
piment petits. La probabilité totale sera la somme des inté-
grales doubles relatives & ces rectangles élémentaires; ce
sera, en définitive, U'intégrale double étendue & tous les élé-
ments de aire.

60. Supposons maintenant que I'on ait
x4 y==s.

La probabilité pour que 5 soit compris entre s et z+ds
est celle pour que le point
(2, ¥) soil compris entre deux
droites paralléles infiniment
voisines; la probabilité cher-
chée sera celle qui est rela-

tive 4 cette aire infiniment
petite.

Je vais décomposer cette
aire infiniment petite en élé-
ments.

Fig. 1.

Pour cela je partage I’axe
des z en une infinité d’éléments, et par les points

D
-de division je méne des paralléles & 'axe des y;
j'obtiens ainsi une infinité de petits parallélo- ,| \°
grammes : quelle est I'aire de I'un d’eux, ABCD?
. . N
Les points A et B sont sur la droite Ei B
ig. 2

x'—l—yzz;
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les coordonnées de A sont # et s —z, celles de B, z+dx
et 53 —x — dz.

Les points C et D sont sur la droite

Z 4+ y=1354-dz;

]

les coordonnées de D sont

xz et z+ds—ux;
celles de C '

z+dxr et 5+ds—a—dzx.

L’aire du parallélogramme est dads.
L’intégrale double sera la somme des éléments relatifs &
chaque parallélogramme

{
dx dz 2 e~ lPxi =z —x)3
1

Dans une premiére intégration, y et s doivent étre regar-
dées comme conslantes et 2 varie de — oo & -+ co.
L’intégrale est done

r +o
ds g Pa— s =2 g

T

Posons
P=rz*+ h?(x—5)?,
c¢’est-a-dire

P=(R2+R¥)2*—2h 2z + 1123,

ou
P—=(az—b)+c
en posant
a=\h*+ h"?
12
b= 122,
a

c=N"?2z2—0b
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f e Ydx
[eercaa.

ax —b=E§;

e~ fe_'i’ i&::
. a

et finalement, comme z ou £ varie de — e & + o,

Vr

e ¢—-.

Nous avons a évaluer

ou

Posons

cette intégrale est

La probabilité cherchée, pour que z soit compris entre s
et s+ds, est.donc

On a, d’autre part,

h'*z? h*h'% 5%

c—=—~h"?z2— — .
z - h'2 ht+ N2

La probabilité en question est donc

L fan
B & PP

ds — ——.
Vi ViR AR

La loi de probabilité est normale.
La valeur probable de -3? ou de (« -+ y)? sera
T I 1

( h211'=> ou TR
2

oy
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c’est--dire que la valeur probable de (# + y)* est 1a somme
de la valeur probable de 2* et de la valeur probable de y2.
La valeur probable de 2zy est, en effet, nulle ici, et
nous ne l'aurions pas su a priori, si la loi de probabilité
n’avail pas été normale.
Cette élégante démonstration est due a M. d’Ocagne.

64. Probléme des épreuves répétées. — Deux événe-
ments contraires, A et B, ont pour probabilités respectives
p et g. Ainsi une urne contient g boules blanches etvhoules

noires,

it —_ Y .
q_H+v’

P= e
on en tire un trés grand nombre de boules m, en remettant -
chaque fois la boulesortie dans!’urne. SiV’on a tiré « boules

blanches, il y a beaucoup de chances, d’aprés le théoréme
de Bernoulli, que —’:? différe peu de I'unité.

La valeur probable de A* sera égale a pg.

Changeons un peu les conditions, de maniére que le
hasard ne préside plus seul 4 la distribution des coups. Con- -
sidérons deux urnes, la premiére renfermant p boules
blanches et v noires, la seconde p’ blanches et v' noires, et
convenons de tirer alternativement dans l'une et dans
l'autre.

Aprés un trés grand nombre, m, de tirages, « blanches
sont sorties et m — « noires. Alors % sera trés voisin de p

qui est ici égal a
1 1 !

-_E =+ - l‘l‘L 7°
2 p+v 2+

Mais la loi des écarts sera-t-elle la méme? 1l ne peut en
étre ainsi.
P. 9
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Supposons que la premidre urne ne renferme que des
. P /(2
blanches, la seconde que des noires: nous aurons ré —
m__ . « P | -
blanches et - poires. Alors — sera égal & P et I'écart sera
. .1 .
nul, p étant aussi S La valeur probable de A2 sera zéro;

oA £ 3 I
elle devrait étre égale & —».car

A

I I
[)q:;x :Z-

SR

La loi des écarts n’est donc pas la méme.

62. Je veux montrer que, si une aulre cause que le hasard
intervient, ’écart probable (ou la valeur probable de %)
sera plus petit que si le hasard seul avait agi.

Les m épreuves forment deux catégories, 'une de Pm,
Tautre de B'm épreuves, et I'on a

B+ pB=m.

Supposons que les événements A et B aient respective-
ment; pour probabilités, p et ¢ dans la premiére catégorie,
p' et ¢’ dans la seconde.

L’événement A se présente « fois dans la premiére, &' fois
dans la seconde ; B se présente fm — o et /'m — &' fois.

Le nombre total des épreuves favorables & A sera ot o';
o sera trés voisin de fmp, et «' de B'mp’; = et—al-

pmp = f'mp!
s’écarteront trés peu de l'unité; e+ o sera irés voisin de
Bmp -+ B'mp’, cest-d-dire que I'écart sera de l'ordre de
grandeur de \/m, de sorte que la répétition des événements
sera & peu prés laméme que dans une seule série d’épreuves,
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ol les probabilités de A et de B seraient respectivement
Pp+B'p et PBg+fq.
Cherchons la loi des écarts. Je vais poser
a=20 mp+XyB m,
o =B mp'+ l’\/@’—m.
Pour 'épreuve totale, ce serait
a+o'=m(Bp-+p'p)+1ym,

Bp+p'p' étant la probabilité de A dans I'ensemble des -
épreuves.

Composons les valeurs probables de A2, 2’2, 2”2, que nous
écrirons (A?), (A2), (A"2).

Nous aurons

(B)=pg, (A2)=p'q¢,
et de méme, si le hasard agissait seul, on aurait
() =(Bp+B'P) (Bg+B'q)-

Cherchons sa véritable valeur.
Nous avons

Wy =\ B+ ¥V
1”:7\\/34- )\’\/F.

Les deux événements sont indépendants : la probabilité
pour que A soit compris entre deux limites données est

ou

indépendante de la-probabilité pour que X' soit compris
entre deux limites données. Les lois de probabilités de 1y/B
et M /B seront normales, et la loi de probabilité de leur
somme A y/B + X /B’ sera aussi normale.



116 CHAPITRE VI.

La valeur probable de A" sera
(W) =p(A%) + B' (W) =Ppg + B'P'q"-

Telle sera la véritable expression de la valeur probable du
carré de 1’écart.
Comparons les deux valeurs; la différence est

(Bp+p'P)(Bg+pq)—(Brg+P'r'9)
ou, en rappelant que B +p'=1,
(Bp+BP)(Bg+Pq)— (Brg+B'P¢)B+B)
c’est-2-dire
B (pg'+p'q—P9—P'7)
ou
B (p—p) (9" —9)-
Or
p—r=qg—q
La différence envisagée est donc positive, et 'on a

() <(Bp+B'P)(Bg+Fg)

63. On utilise cette propriété dans la statistique. On a
relevé des observations dans un Tableau, et I'on veut voir
si les différences observées sont dues au hasard, ou si le
hasard n’intervient pas seul.

On compare, pour un certain nombre de cas, le rapport
du nombre des arrivées de A & celles de B.

Soient N et N’ le nombre total des arrivées de A et de B;

on aura
_ N N
P—"'N_I_Nl’ q_N—l—N'

Divisons, maintenant, le Tableau en plusieurs séries; soit
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dans chacune de ces séries m le nombre total des épreuves

et _
a=pm—+Aym

le nombre des épreuves favorables 2 A. On calculera A pour
chaque série ; on chercherala moyenne arithmétique de 2*;
si cette moyenné est égale 2 pg, le hasard intervient seul; si
elle est plus petite que pg, il intervient une cause indépen-
dante du hasard.



CHAPITRE VIL.

PROBABILITE DU CONTINU,

63. Paradoxe de J. Bertrand. — Nous avons été amenés
a considérer un nombre trés grand de cas possibles, mais
ce nombre restait fini. A certains moments, nous avons envi-

sagé des questions de limites et remplacé les 2 par des f -

Nous allons arriver aux problémes ol le fiombre des cas
possibles devient infini.

11 faut bien définir ces cas, et le paradoxe de J. Bertrand
mettra bien en évidence le genre spécial d’erreurs que ces
problémes peuvent entrainer; il s’agit de la question suij-
vante : )

Quelle est la probabilité pour qu’une corde d’une circon-

8 férence donnée soit plus grande
que le coté du triangle équila-
téral inscrit?

J. Bertrand traite le probléme

f',_

de deux maniéres, et les résul-
iats sont absolument opposés.
Soit AB la corde; nous pre-
nons le rayon OA comme unité;
Fig. 3. les coordonnées polaires de A
seront 1 et w.

Soient « I'angle AOM, OM étantla perpendiculaire abaissée
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du centre sur la corde, P le point ol cette perpendiculaire
rencontre la courbe et M le milieu de la corde.
L’angle POz, ou 8, est égal 4 o + .

64. Premier raisonnement. — Le point A peut se trouver
en n’importe quel point de la circonférence. La probabilité
pour que o soit compris enlre w, et w, est proportionnelle &
la différence 9—1:70)0 Le point A déterminé, la corde peut
prendre toules les directions possibles, c’est-d-dire que, A
étant choisi, je puis faire prendre & o« toutes les valeurs
possibles entre o et 7—;

La probabilité pour que « soit compris entre o, et «; est
proportionnelle & o; — ap. Si AB était le c6té du triangle
équilatéral inserit, « serait égal a 6o°.

Comme « peut prendre toutes les valeurs de o° & go°, la
probabilité pour que la corde soit plus grande que le coté

du triangle est
go°—60° 1
go°—o° 3

65. Deuxiéme raisonnement. — La corde peut avoir une
direction quelconque. La probabilité pour que 6 soit compris’
entre 8, et 8; est proportionnelle & 6, — 6.

Cette direction une fois choisie, je trace OP: la droite AB
sera définie quand je connaitrai le point M, c’est-3-dire la
distance OM —=p —=cos «.

p peut prendre toutes les valeursde o a1; ondoit admettre
que la probabilité pour qu'il soit compris entre p, et p; est
proportionnelle & p; — po.

Si OM est compris entre o et %, la corde est plus grande
que le coté du triangle.

La probabilité sera donc %
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Pourquoi cette contradiction? Nous avons fait des hypo-
_theéses différentes dans les deux cas; nous avons défini la
probabilité de deux maniéres différentes.

66. D’une maniére générale, on demande de définir la
probabilité pour qu'un nombre z soit compris entre z, et z;:
en général, nous pouvons dire que nous n’en savons rien
du tout.
~ Cette probabilité doit dépendre de z, et de =;: ce sera
donc une fonction telle que P (o, z1)-

Si nous cherchons la probabilité pour que z soit comprise

entre z, et s,
Ly By < g

en vertu du principe de la probabilité totale, cette probabi-
lité sera

Pz, z2) =P (20, 2,) + P(21, 22).
Si
Zy== 2, + dzxy,
on a ]
7 P (2o, 22) — P(2,, 21) =P (20, 21+ dz1)-

Cette probabilité sera infiniment pelite, et, en divisant
par dzy, elle ne dépendra que de z;.
On aura donc dans tous les cas

P(zy, 24) :f icp(xjdw.

Mais nous ignorons la nature de ¢(a) quireste arbilraire:
il faut nous la donner au début du probléme par une con-
vention spéciale pour qu’il ait un sens.

Pe méme, la probabilité pour que le point (=, y) soit &
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I'intérieur d’une aire donnée est

f f o(=z, y) dz dy,

I'intégrale double étant étendue & tous les éléments de I'aire ;
mais nous ne connaissons pas ¢(z, ¥).

Le mathématicien n’a plus aucune prise sur le choix de
cetle hypothése; mais il doit, une fois qu’elle est choisie,
porter son attention 4 ne pas en faire une autre qui la con-
tredise.

67. On peut avoir plusieurs paramétres @y, 4, ..., Zp.
L’intégrale d’ordre p, V

fq:(ac,, Ty o vy ZpYdx, da, .. . dzp,

définira alors Ia probabilité pour que les paraméires = satis=
fassent a4 certaines conditions, quand la fonction ¢
défirnie; il n’y aura qu'a étendre I'intégration 2 toutes les
valeurs de =z qui satisfont aux conditions données. Mais
cette définition n’aura de sens que quand on se sera donné
la fonction ¢ par une convention préalable.

Je suppose qu'on change.de variables et qu’on prenne
Y1s Yas -+-, ¥p; Uintégrale va se transformer en

0(@y, oy ..., Zp)

[}
'd()'u)’z,‘---, .)"p)

dyidy,...dyp,

4 l'aide du jacobien ou déterminant fonctionnel des = par
rapport aux y.

Cette nouvelle intégrale multiple est entiérement déter-
minée ; on élendra P'intégration aux limites des y qui cor-
respondent & celles des «, et qui sont connues, puisqu’on
connait les relations qui lient les = et les y.
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68. Appliquons ceci au paradoxe de J. Bertrand.

Dans la premiére maniére de raisonner, les variables
étaient w et «, dans la seconde 8 et p.

Dans la premiére maniére, la probabilité pour que o fat
compris enire o, el o, était proportionnelle & ©, — @,; pour
que « fil compris entre o, et a;, elle était proportionnelle
A oy — L.

Cette probabilité se représentait par

f [ dwda,

étendue 3 tous les systémes de valeurs de w et « qui satis-
faisaient i ces conditions.

Dans la seconde maniére, nous avons supposé que 6 et p
pouvaient prendre toutes les valeurs possibles avec une
égale probabilité, et nous avons représenté la probabilité
cherchée par :

f 49 dp.

Ces deux hypothéses ne sont pas les mémes, comme nous
Iavons déja constaté directement. Cherchons le détermi-
nant fonctionnel ; on a

dp =— sina da, df = dw 4 da.

Ce déterminant

0o —sina

I I

est égal 4 sina. Donc la deuxiéme intégrale est

ffsina do de,

ce qui n’est pas l]a méme chose que la premiére.
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69. Autre exemple. — Soit une droite AB, dans un plan;

. . 1 I e
ses coordonnées tangentielles sont p et 7 Etudions ia

probabilité pour que cette droite ait une certaine position.
La probabilité pour que a et &
prennent toutes les valeurs b B

comprises entre certaines li-
mites peut étre, par une 4
premiére convention, repré-
sentée par ‘

f da db, Fig. 4.

ol b = atangw, si w est 'angle de AB avec O=.
"~ On peut aussi dire:  peut prendre toutes les valeurs
possibles; d’ou pour la probabilité

f dao do.

Ce n’est pasla méme chose, et celte seconde convention,
qui, aprés un examen superficiel, pourrait sembler aussi
légitime que la premiére, est en contradiction avec elle; en
effet, le déterminant fonctionnel est

a
—_— 2
cos?w

f/dadb:ff ?_ dado.
. cos’®

70. Probléme du baton brisé. — On partage un béton,
de longueur 1, en trois parties z, y, z.

el

rz+y+s5=1I.
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Nous admettrons que la probabilité pour que =z soit
compris entre z etz -+dz est, par définition, proportionnelle
4 dz; entre z, et zy, elle sera proportionnelle & z; — .

De méme la probabilité. pour que y soit compris entre y,
et y, sera, par définition, proportionnelle & y; — ¥,.

La probabilité pour que x ety satisfassent 2 certaines
conditions est alors l'intégrale ’

[ fs

étendue A toutes les valeurs de 2 et de y qui satisfont & ces
conditions.
On pourrait supposer également que cette probabilité est

f dy ds,
f ds dz,

puisqu’on peut prendre z et z, ou hien y el 5, comme va-
riables.
Ces trois définitions sont ici équivalentes; on a

S [

et le déterminant fonctionnel est bien égal & r, puisque

ou bien

z =,

s=1—2Z—Y.

71. Quelle est la probabilité pour que =, y et z forment
un triangle ?
Tracons un triangle eqmlateral dont la hauteur soit 1
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d’un poinL M, intérieur 2 ce triangle, abaissons des perpen-
diculaires sur les trois c6tés. La somme des trois longueurs
ainsi obtenues sera égale a la hauteur
du triangle, c’est-d-dire a 1; elles
représenteront les irois morceaux,
x, ¥, 5, du baton.

Le point M peut étre considéré

comme représentant le mode de divi- ¥
sion du biton : quelle est la proba- Fig. 5.
bilité pour que ce point soit & 'intérieur d’une certaine aire?

La probabilité pour que « soit comprise entre z et  +dwz,

et pour que ¥ soit comprise entre y et y -+-dy, est propor-

tionnelle & dzdy. Le point M sera alors
; _\' dans une aire comprise entre deux paral-
S %A leles 2 BC menées a des distances z et
& = z+dz de BC, et deux paralldles 3 AC
menées A des distances ¥ et y-+-dy de AC. Le parallélo-
gramme ainsi formé a pour angles 120° et 60°, et son aire est
dzdy
sin 60°

La probabhilité sera, dans ce cas, proportionnelle & I'aire
du parallélogramme; et, en général,

elle sera proportionnelie & I'aire envi- A
sagée.

Le point M devant étre & I'intérieur c) '
du triangle ABC, la probabilité pour
qu'il soit & Pintérieur d’une certaine £ > %
aire est le rapport de celte aire 2 la Fig. 7.

surface du triangle.
Joignons par des droites les milieux A’ B’ ¢/ des cotés du
triangle. M doit étre & lintérieur de A’ B’ (' pour qu'on
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puisse former un triangle avec z, y, 5 ; si le point M est sur
I’un des cotés de A'B'C/, ’une des équations suivantes est
satisfaite,

s=x -+ Y, =y +5, y=s54x;

si le point M est en dehors de A’B’C/, P'une des trois gran-
deurs z, y, 5 est plus grande que la somme des deux autres.

La probabilité pour que I'on puisse former un triangle
I

4

avec z, y, % est donc

72. Probléme de l'aiguille. -— Sur une feuille de papier,
sont tracées un certain nombre de droites paralléles et équi-
distantes ; leur distance commune est d, et l'on jette au
hasard sur la feuille une aiguille également de longueur d.

Quelle est la prohabilité pour que celte aiguille réncontre
I'une des droites?

La question peut se poser d’une maniére plus générale.

pa\ wl’,

Fig. 8.

Soient deux axes fixes oz, 0y, et une figure fixe F inva-
riablement liée & ces axes.
Soient d’autre part deux axes mobiles 0X, OY, et une
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figure F, invariable de forme, mais invariablement liée  ces
axes, et par conséquent mobile avec eux.

Définissons la position de la figure mobile par rapport
aux axes fixes.

Soient M un de ses points, MP une droite passant par M et
invariablement liée  la figure F,: il suffit de définir la posi-
tion de MP par rapport & zoy. Celte position est définie par

Fig. 9.

les coordonnées 2, y du point M et I'angle w de MP avec ox.
La probabilité pour que M satisfasse a4 certaines condi-
tions est proportionnelle a

[[[wardo

Pour justifier celte définition, je vais montrer qu’elle est
la méme quand je prends un autre point M’ de la figure
mobile, ainsi qu’une autre droite M'P’.

La droite M’P’ sera invariablement liée 3 MP.

Soient / la longueur MM/, « ’angle de MM’ avec MP et 8
l'angle de M'P’ avec MP: /, «, 3 sont des constantes.

La droite M'P’ est définie relativement aux axes zo)  par
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les coordonnées =z, ¥' du point M’ et I'angle o' de M'P’
avec oz.

Si la probabilité pour que la figure mobile satisfasse &
certaines conditiens est, d’aprés la premiére évaluation,

ff dz dy dw,
f f dz' dy' do'.

Le déterminant fonctionnel est en effet égal & I'unité; on
a, par projections,

elle sera aussi

x'= x4+ lcos(w - a),
¥ =y +Isin(e+a),
o'=o-+ 0,

(#, 7', 0")

. . a
et le déterminant fonctionnel

est
d(z,y,0)

1 o —Isin(w+a)
o I lecos(w + a)
o o B

c’est-a-dire 1.
La loi de probabilité est donc la méme, quelle que soit la
droite MP choisie.

73. Si je considére deux figures ¢, ¢', égales entre elles
et invariablement liées aux axes mobiles, la probabilité pour
que ¢’ satisfasse & certaines conditions est égale a la proba-
bilité pour que ¢ satisfasse aux mémes conditions. Consi-
dérons une droite MP invariablement liée & ¢ et une autre
droite M'P’ dont la position par rapport & ¢’ est la méme
que celle de MP par rapport & ¢ ; soient #, ¥, ®, d’'une part,
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Z', y', ', C’autre part, les quantités qui définissent la posi-
tion de ces deux droites.

La position de ¢ est définie par z, y et o ; celle de ¢/, par

z'y y', o'. Pour que ¢ salisfasse &

P,

certaines conditions, #, ¥, w devront
satisfaire & certaines inégalilés. &
Pour que ¢’ satisfasse aux mémes
conditions, #', ¥/, ®' devront satis-
faire aux mémes inégalités. A la Mm___ P
différence prés des notations, on
retombe donc sur la méme inté-
Fig. 10.

grale.

La valeur de la probabilité est donc la méme dans les deux

cas.

74. On demande la probabilité pour qu’un segment de
droite limitée, MP, rencontre les paralléles du probléme de
Paiguille. Si une seconde droite, M'P’, de -méme longueur,
est invariablement liée & MP, la probabilité pour qu’elle
rencontre les paralléles sera Ia méme.

Si, au lieu de MP, on considére une droite deux fois plus
longue, MQ, la probabilité sera doublée, puisqu’elle se com-
pose de deux droites égales 2 MP, asavoir MN et NQ, N étant
le milieu de MQ.

Je suppose qu’on promette 4 un joueur autant de francs
qu’il y aura de points d’'intersection de la droite avec les
paralléles (!). L’espérance mathématique du joueur avec
MQ sera double de son espérance avec MN, puisqu’elle sera
celle qu’il tire de MN augmentée de celle qu'il tire de NQ. En
général, elle sera proportionnelle ala longueur de la droite.

(1) Bien entendu, si l'une des extrémités de MN tombe sur une des
paralléles, cela comptera pour une demi-intersection.
P. 10



130 CHAPITRE VII. — PROBABILITE DU CONTINU.

Si NQ n’est pas dans le prolongement de MN, 'espérance
mathématique est encore doublée, L’espérance mathéma-
tique est donc proportionnelie & la longueur tolale de la
ligne, qu’elle soit droite ou brisée, ou méme, en allant plus
loin, quelle que soit sa forme.

Si Pon promet autant de {rancs que de points d’intersection
de la courbe avec les paralléles, I'espérance mathématique
sera ainsi proportionnelle 3 la longueur de la courbe.

Si la courbe est une circonférence de diamétre , sa lon-
gueur sera nd; dans ce cas, il y aura toujours deux points

d’intersection, 'espérance mathématique sera donc 2. Pour

. 28 ,
une courbe de longueurs, cetle espérance sera =g° pourune

. i 2
droite de longueur d, ce sera =

75. Revenons sur le paradoxe de J. Bertrand relatif a la
probabilité pour qu'une corde d’une circonférence soit plus
petite que le coté du triangle équilatéral inserit.

Tracons une circonférence ¢/, concentrique i la premiére
C et dont le rayon soit la moitié du sien. Placons au hasard
une droite dans le plan. Si nous adoptons la convention
faite tout & I'’heure au sujet de I'aiguille, la probabilité dé-
pendra-t-elle d’une nouvelle et troisiéme hypothése, ou bien
de 'une des deux précédemment examinées?

Je puis supposer la droite fixe etles circonférencesmobiles.
La probabilité pour que I'une des circonférences coupe la
droite est proportionnelle A sa longueur; la probabilité pour
que (' rencontre la droite est donc le rapport des longueurs

. < s oge I .
des deux circonférences, c'est-a-dire e On retombe ainsi

sur 'une des hypothéses de J. Bertrand.
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76. Prenons encore un probléme analogue au probléme
de laiguille :

Sur urne sphére S on trace une figure mobile ; quelle est
la probabilité pour que cetle figure satisfasse a certaines
conditions?

Comment définir d’abord la position de cette figure ?

Soit P, la position initiale, P; la position finale de la
figure mobile : on passe de 'une & 'autre par une rotation
convenable, définie par I'axe de rotation et I’angle de rota-

tion.
Sofent «, 3, y les cosinus directeurs de l'axe, et 201’angle

de rotation ; posons
* =cos?b, p=-csinb, v=3sind, p=1ysing,

et prenons A, ., v, p comme variables.
Elles sont liées par une relalion

Bt p? vt p?=.

Je retrouve la méme relation, si je change les signes de
A, &, v, p, et il suffit de connaitre trois de ces quantités.
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Je suppose la probabilité représentée par une intégrale A

triple
f dp.dvdp
-
elle sera représentée aussi par
/‘ dhdvdp
o P

Cherchons en effet le déterminant fonctionnel des nou-
velles variables 4, v, p par rappori aux anciennes g, v, p, et
supposons A défini en fonctions de g, v, p.

Adh= —pdp—vdv—pdp.

Le déterminant fonctionnel est

Ainsi, au signe prés, par le changement de variables,
I'élément de I'une des intégrales triples devienl 'élément

. \ R A
de 'autre intégrale, aprés multiplication par o Donc

f‘dp.du dp ot dhdvydp
A P

donnent donc hien la méme définition pour la probabilité.
Voici.comment se justifie celte convention : considérons.

la sphére
x4 yP 2P

Supposons que la probabilité pour qu’un point quelconque

de la sphére se trouve 3 lintérieur d’une certaine aire
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sphérique soit proportionnelle 2 cette aire. Cette aire s’ex-
primera par 'intégrale

dzdy _ [dxdy
/ /}—f PR

cosnX

cos ﬁ étant le troisiéme cosinus directeur de la normale
a la sphére ‘au point considéré.
Nous avons fait ici une hypothése tout & fait analogue,
car
lz_i_I_Lz_‘_vz_l_Pz:I
serait ’équation d’'une sphére dansl’espace a quatre dimen-
sions.

77. Je suis parti précédemment de la position initiale Py.
La rotation A, g, v, p ne dépend pas seulement de Py, elle
dépend aussi du choix de la position initiale P,.

Je vais démontrer que la probabilité reste 1la méme, si,
au lieu de la position initiale Py, on en considére une
autre Pyg.

La rotation de P} & P, sera définie par ', p', v/, p', et la
probabilité sera définie par

dp! dv' dp’
N
Je dis qu’elle sera proportionnelle 4 la précédente.
!, m, n, r définissant la rotation de Pj & P,, la rotation

¥, w, v, p’ sera la résultante de deux autres. Les formules
connues de la composition des rotations sont

N=A —pm—vn —pr,
p=Am—+pl —vr +opn,
vVi=kn 4 pr +vi ;pm,
p'=Ar —pn +vm-opl.
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11 s’agit maintenant de calculer le déterminant fonctionnel
de ¥, i/, ¥, p’ par rapport & A, i, v, p. Je pose

o;:\ﬂ\“—l— pE+ v+ ph

Ici o=1, mais je puis supposer & A, p, v, p des valeurs
quelconques au lieu des valeurs véritables.
De méme

a.l_; \ /7\[2_‘_ I-le_l_ .\)’:_*_ pl?.

Quelles que soient ces valeurs, on a

¢ =0\ lt+m*+ntt 1%,
etsil, m,n, r ont les valeurs constantes données,
d=c.
II s’agit de calculer

o, v, p")
——e———3
d(p. v, p)

en supposant ¢ = 1, c’est=I-dire

ol dp
op v dp
R VA
% o %
Vo' 9p' dp']
o ov- dp

Mais je vais porter le nombre des variables & 4, et consi-
dérer, d’une part o, p, v, p, d’autre part o', p’, V', p’. Comme
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o' =u, les dérivées partielles de o seront 1, 0, 0, 0

I ) o o
o o o o
do dup dv dp
A VR
% o o O
% o o
de dp. dv Op

C’estbienle méme déterminant fonctlionnel ; on peut donc
déja écrire
d(l"’l’ o, PI) N d(a.l’ P-’, vl, P')
d(f"'av:P) o d(a’, B Vs )

_ d(o',r F-,: V” P') d()\" P’l’ V,’ P’) d()‘s [y Yy P).
O, YL p) 9 v, p) O(0, 12,9, p)

Evaluons successivement les trois derniers déterminants
fonctionnels. Le premier est

0w 9f o o2
ar op' o dp’

! !
o I o o —_—.‘.)_"_I:?L.
oA ¢
) 0 1 0
o o o 1

Le second est

{ —m —n —r
m { —r n
=(lP+mP4-nt+ rt=r.
n r Il —m
r —n m l

I:e troisiéme est
Ak, v, p) 1 1

d(o, 1y v,p) ~ (o, 1.9, p) :-l— =
0(7\,;#,‘1,9) G

> q
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. . 2 ey
Le produit des trois est donc T’ et I'intégrale

du! dv' do’
S5

dpdvdp V
JET=ES

se transforme en

ou

fdp. dvdp
L

La définition de la probabilité reste donc la méme, quelle
que soit la position initiale.

78. On demande la probabilité pour que cette figure P,
~ satisfasse & certaines conditions.

Si on considére une autre figure P| égale 4 la premiére
et invariablement liée a-celle-ci, on peut demander aussila
probabilité pour que cette seconde figure satisfasse & cer-
taines conditions. Soient alors , p, v, p les paramétrés de
la rotation qui améne P, en Py, et X, ', v/, p’ ceux de la
rotation qui améne Py en P,.

La probabilité pour que P,, venu eu P,, satisfasse & cer-
taines conditions, est représentée par

fdp.dvdp
J T

les paramétres A, p, v, p devant satisfaire 2 certaines inéga-
lités.

La probabilité pour que P, venu en P, satisfasse aux mémes
conditions est représentée par '

fdp’ av' dp’
U
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les paramétres X, p', v, p’ devant satisfaire aux mémes iné-
galités. Les intégrales, ne différant que par les notations,
sont identiques, et la probabilité reste la méme.

Les probabilités pour que deux figures mobiles, égales, et
invariablement liées I'une 3 'autre, satisfassent & une méme
condition, sont donc égales entre elles.

79. Choisissons une aulre forme ol u’apparaitront pas
Ay v, P

Je définis la position d’un point M de la figure mobile par
ses coordonnées z, y, s etcelle d’'un arc de grand cercle MP
par I'angle » que fait MP avec MA, MA étant un arc de
grand cercle qui passe par un point fixe A.

La probabilité s’écrira

f W dz dy do,

ol ¥ est une fonction de =, y, 5 et ©.
En prenant
dzdy —=sdo

do est’élément de surface de la sphére et 'intégrale devient

f(I) do dw.

Cette intégrale doit étre élendue & tous ceux des éléments
o de lasurface de la sphére et i toutes lesvaleurs de I'angle
‘o qui satisfont aux conditions. En revenanta x et y comme
variables, elle s’écrit '

f«p Az 3y 1.

~
<~

80. Je dis que la forme de @ resle la méme quelle que
soit la position de A.
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Considérons un autre point fixe B, et soit o’ l'angle de
MP avec MB, (8 celui de MB avec MA.

o'=w+fB.

Au lieu de z, y, o, les variables seront

2,¥, & :
Hz,y,0') e

Le déterminant fonctionnel st
oz, y,®)
égal A
I (o]
o I o —1
B B |
dz dy

81. La fonction & est indépendante de .
* En effet, considérons un autre-arc de grand cercle MP’, et
soit »” 'angle de MP' avec MA, « I'angle de MP’ avec MP

o' =0+ a.

La loi de probabilité ne sera pas changée.

jn(IP do dw

exprime la probabilité pour que MP satisfasse & certaines

conditions.
f ® do do”

exprimera la probabilité pour que MP’ satisfasse A& ces
mémes conditions. Ces deux probabilités doivent éire égales, -
@ ne dépendra donc pas de w. '

82. La fonction ® ne dépend pas non plus de x et y.
Soient en effet do et do’ deux éléments de surface de la
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sphére égaux entre eux. Soient [,m, n, r les paramétres
d’une des rotations qui change do en do’. Soient X, p, v, p
ceux d’une rotation qui améne
la figure mobile dans une po-
sition telle que M soit intérieur
4 do. Soient ¥, p', V', p' ceux
d’une rotation qui améne M &
I'intérieur de do’.

Soient z, y les coordonnées
du centre de gravité de do;
x/, jf’ celles du centre de gra-
vité de do'. _

Les paramétres X5 i/, v/, p’ seront des fonctions linéaires
de A, u, v, p d'une part, de /, m, n, r d’autre part;|on n’a,

s
&

en effet, qu'd se reporter & la formule de composition des

Fig. 12.

rotations citée plus haut. On aura d’ailleurs, comme nous
I’'avons vu plus haut,

fdp. dvdp _ (dp’ dv' dp’
A —f N

La probabilité pour que M soit intérieur 3 do est
27
f dcof(D da:onm(x,y)dazfd—”‘%ilﬁ,
¢

les paramétres A, p, v, p devant salisfaire & des inégalités

qui expriment que la rotation correspondante améne M 2

Pintérieur de do, et l'intégrale étant étendue a toutes les

valeurs de ces paramétres qui satisfont i ces conditions.
La probabilité pour que M soit intérieur & do’ est

! ! '
e ®(2, y") da’:fdp"){—'fdp-
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On a done
O (z, y)do=d(2', y') do".

ou, puisque do = do’,
D(x,y) =&, 5"),

P'intégrale étant-étendue & toutes les valeurs de p', v/, p' qui
sont telles que la rotation A, p', v/, p’ améne M a U'intérieur
de do'; ou, ce qui revient au méme, telles que la rotation
A, &, v, paméne M i I'intérieur de do. '

83. Nous avons ainsi écrit la loi des probabilités sous une
autre forme, mais ¢’est la méme hypothése que celle que
nous avons faite, quand nous prenions pour variables A, p,
v, p- En résumé, la probabilité pour que M soit & l'intérieur
d’une certaine aire do, el, en méme temps, pour que MP
fasse un angle @ avec MA, est

ffI) do dw,

et ® est une constante 4 déterminer.
Etendons I'intégrale a tous les éléments de la sphére; -
I'angle © variera de o 4 27, el o de 0 &4 4=. L'intégrale aura

pour valeur
hr® X 27 = 8n*@;

mais alors la probabilité sera égale a 1. Done

I
*=gm
et

‘dode : dz dy dw

——— 0 e —
8x? 8n2s

est la loi des probabilités.
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84. Soient, sur la sphére, une courbe fixe et une courbe
mobile; on promet & un joueur autant de francs qu’il.y aura
de points d’intersection : quel est son espérance mathéma-
tique?

Elle est proportionnelle au produit des longueurs des
deux courbes.

85. 8il'on considére une figure mobile ¢ et deux figures
fixes oy, ¢,, la probabilité pour que ¢ ait une position rela-
tive donnée par rapport & ¢, est la méme que la probabilité
pour que ¢ ait la méme position relative par rapport & ¢,.

Autrement dit, supposons que A, g, v, p définissent la ro-
tation qui améne ¢, dans une position ¢’; prenons comme
variables nouvelles X', p/,v', ¢’ qui définissent la rotation
qui améne ¢, dans celte méme position ¢’ : nous retrouve-
rous la méme loi de probabilité ¢t nousaurons comme plus

haut
dpdvdp  [dp' dv' dp’ .
[ERE =T

La rotation ¥, g/, ¥, p’ est la résultante de deux autres,
A, v, petl,m, n, r; cette derniére, celle qui améne ¢,

dans la position ¢;, peut éire considérée comme donnée,
et le caleul du déterminant fonclionnel de p, v, p par rap-
port a p', v, o’ est le méme que dans la legon précédente.
Cela posé, je ne conserverai pas les paramétres A, p, v, p,
dont la signification géomélrique n’est pas simple, et nous
reviendrons aux variables z, ¥ et w du paragraphe 79.

86. Soient, sur la surface sphérique, M un point de la
figure mobhile ayant pour coordonnées =z, y, 5; et MP un
arc de grand cercle appartenant 2 la figure mobile et faisant
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un angle @ avec I'arc de grand cercle MA qui passe par un
point fixe A.

1° Quelle est la probabilité pour que M soit dans une aire
de, lorsque o varie de o daw?

Cest
dode _ d_o’
8w T 4w

2° Quelle est la probabilité pour qu'un cercle mobile de
la sphére coupe un cercle fixe?

Soient P le pole du cercle fixe, A le point ou il coupe le
tableau, et 8 Pangle POA.

Soient P/, A’, & les données analogues pour le cercle
mobile. }

Soit ¢ 'angle POP".

A B b7§
Pp' ¢L (¢

Fig. 13. Fig. 14.

La condition nécessaire et suffisante pour I'intersection
est qu’on ait a la fois ’
‘ p<<O+0,
¢ > 6 — 6”
en supposant § > 6. :
Représentons la zone BCB'(Y dans laquelle le pdle P’ du
cercle mobile doit se trouver; par projection sur le plan du
tableau, les deux petits cercles qui la limitent seront figurés
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par des droites BB’, CC’; 'angle POB sera égal 2 6 — &', et
Pangle POC & 6 4-¢',

La probabilité cherchée sera proportionnelle 4 la hauteur
be de cette zone. Or,

be—=0b—0c=cos(0—0)-—cos(6+6),

bec—2sinfsind’.

87. Le probléme peut étre plus général. Soient : 1° nares
de grands cercles fixes Gy, Cs, . . ., C,, égaux entre eux et de
longueur {; 2° n’ arcs de grands cercles mobiles, invaria-
blement liés les uns aux autres et de méme longueur /,

’H Clzs ey C’n"

Je cherche les points d’intersection des arcs mobiles avec
les ares fixes et je promets autant de francs que de points
d’intersection.

L’espérance mathématique du joueur sera proporlion-
nelle & nr'.

La probabilité pour que C} rencontre C; est la méme que
pour que C} rencontre C,, etc., d’aprés Ja démonstration de
tout & I'heure.

Elle reste encore la méme pour que C; rencontre G, etc.

L’espérance mathémalique sera d'autant de francs que
I'on peut faire de combinaisons de I'un des » premiers ares
avec I'un des n’ seconds. Supposonsméme que ces derniers
aient une longueur !’ différente de ! : I’espérance mathé-
matique sera nr'll’.

Si 'on considére deux lignes brisées formées d’arcs de
grands cercles, 'espérance mathématique sera encore pro-
portionnelle & leurs longueurs, car, si I'un des éléments
était double, I'espérance mathématique correspondante
doublerait.
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A la limite, cefte conclusion sera encore vraie et, en géné-
ral, I'espérance mathématique sera proportionnelle aux lon-
gueurs s et s’ des courbes. Elle sera Kss'.

Cherchons K.

Supposons deux grands cercles: leur longueur commune
sera am, et ils se coupent en deux points; I'espérance mathé-
matique sera K x 4n? et, comme elle sera égale 4 2,

¥

Y

Pour deux petits cercles, I'espérance mathématique sera

ss’

pych &l y a intersection, il y aura deux points d’intersec-

tion. Or
s =2msinb,

s'=amwsinb'.

L’espérance sera

a2 sind < amwsin§’

C

bY s

— o2sinfsinf’.

C’est ce que nous avons trouvé plus haut, d’une autre ma-
niére.

88. Supposons sur la sphére céleste un nombre N d’étoiles
placées au hasard.

Promettons & un joueur un franc pour chaque couple
d’étoiles tel que la distance angulaire des deux étoiles,
P et P, soit plus petite que y. Quelle est son espérance
“mathématique ?

P’ devra éire a 'intérieur d’une certaine zone. La surface

de cette zone est proportionnelle & sin’% . Pour y=m, la
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surface est celle de la sphére entiére; la probabilité est
done

sin"%

=sin*L.

2

. . T
sin?—
2

Comme les étoiles sont au nombre de N, elles peuvent

formerl—\l——(—N;_—‘—llgroupes de 2. L’espérance mathématique

est
N(N—1) .
NN—1 sin? L.
2 2
89. Considérons un systéme mécanique, dont les équa—
tions sont mises sous la forme de Hamilton; » variables,
&y, X3, . . ., %y, définissent la position du systéme ; z variables,
Y13 ¥Yas - - -» ¥Vn, définissent les vitesses.
F étant une fonction donnée qui dépend des x et des y,
les équations auront la forme

do; _ dF - dy;_  dF
dt — dy; dt . dz;

_On connait F, c’est-d-dire la loi du mouvement, mais on
ne connait pas les positions initiales.

Représentons les valeurs des variables, au temps ¢ = o,
par %, 23, ..., L et ¥}, ¥is ...y ¥R

Quelle. est la probabilité pour que ces variables aient cer-
taines valeurs & un temps £ donné ?

Si je me donne la loi de probabilité pour que les variables
aient les valeurs initiales ci-dessus, le probléme devient
déterminé. Je suppose que P'on se donne cette loi de proba-
bilité pour les valeurs initiales.

P. 1T
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90. Je suppose celte probabilité proportionnelle a
/k@ﬁaqﬂmﬁ@qwguwm

k étant une constante.

On peut supposer qu’on ne sait rien sur les valeurs ini-
tiales, et qu’on sait seulement que F est compris entre Fy
et F,; comme F — const. est une intégrale des équations du
mouvement (c’est 'intégrale des forces vives), si la valeur
initiale de F estcomprise entre F, et F,, F restera.comprise
entre F;et F,.

L’intégrale précédente, étendue 4 toutes les valeurs qui
satisfont &

Fi<F<F,,
sera égale & 1,

Si cette loi de probabilité est vraie pour les valeurs ini-
tiales des variables, elle le sera éncore pour les valetrs
JSinales.

11 suffit de démontrer que le déterminant fonctionnel des
valeurs finales par rapport aux valeurs initiales est égal &
V'unité.

Soientz', ..., ¥’,... lesvaleursdesx, ...,y, ... au temps
5%, ..., %, ... leurs valeurs au temps ¢ Il n’y a qu’'a éta-
blir cetle proposition pour ¢ et ¢/ trés voisins.

Soit

Y—=¢t+c¢.

Je vais, pour simplifier, examiner le cas de deuxvariables

x et de deux variables y.
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et
, ) dy, daF
Yi=nNnte = =}‘1-5E’
, dF
Ye=Y2—E¢ dz.
Le déterminant fonctionnel est
i aF ad*F a2F a@*F
1+ dzy dyy & dz, dy, £ Z’?f £ dzy dy,
e F L 4F &F ZF
dz;dy, dz, dy, dy, dy, dy:
——sﬂ e aF —e a:F e a@*F
dx? dx, dz, dz, dy, dz, dy,
a:F a:F &2F a:F
_—Em' —'sdTg _sdxzd}q I_edxzdy,

Je développe en négligeant le carré de e. Tous les élé-
ments du déterminant sont infiniment petits du premier
ordre, sauf les éléments de la diagonale.

Tous les termes seront du second ordre au moins, sauf
dans

+ a@*F H_ﬂ_ — a*F (_ d’F)
(I sdw,dy,( edmzdy,)( sd:v,d)q \! degdy,

7 dF \* d:F \?
[1—52(‘{3’1‘1)’1) ] [[-sz<d‘z‘2d)’=) ]’

c’est-a-dire 1, aux termes prés en &2,

ou

91. Adoptions de lois probables. — De tout ce qui
précéde, il résulte qu’il faut apporter un trés grand soin a
définir le choiz de la loi de probabilité qu’on adopte.

La probabilité pour que @ soit compris entre z, et =,
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s'exprime par une intégrale

o

[ o) dos

0

¢ («) sera une fonction sur laguelle nous devrons faire des
hypothéses pour connaitre la loi de probabilité, mais, en
général, on sera conduit & regarder ¢(«) comme continue.

En général, la probabilité qim x satisfasse a une condition
donnée dépendra du choix de ¢; cependant, il n’en est pas
toujours ainsi, et certains problémes sont indépenddnts de
la loi de probabilité.

Exemple. — La probabilité pour que z soit incommensu-
rable sera toujours égale a 1, quelle que soit la fonction
continue ¢ que ’on choisisse, et celle pour que z soit com-
mensurable, toujours infiniment petite.

92. Second exemple. — Soit une roue divisée en un trés
grand nombre de parties égales, alternativement rouges
et noires; imprimons-lui une rotation rapide. Lorsqu’elle
s'arrétera, une de ses divisious se trouvera en regard d’'un
point de repére fixe : quelle est la probabilité pour que
celte division soil rouge ou noire?

Pour étre complétement résolu, le probléme exigerait la
connaissance d’une fonction arbitraire; il dépendra de I'im-
pulsion, de la vitesse angulaire initiale. La probabilité pour
que cette vitesse soil comprise entre w et ; est

Wy

- CP("J) dw,

0,

la fonction ¢ étant entiérement inconnue.
D’un autre cdté, la roue aura tourné d’un angle total 8.La
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probabilité pour que 8 soit compris entre 6, et 6, est

/6: " £(6)de.

Nous ne savons rien non plus sur f(8). Néanmoins, la
probabilité, pour que la division obtenue soit rouge, sera
toujours trés voisine de %; elle est donc indépendante
de f.

Je suppose que chaque division corresponde A un angle¢;
je divise I'axe des abscisses en parties égales a ¢, et, par les
points de division, je méne des ordonnées jusqu'd la ren-
contre de la courbe

y=f(9).

Comme les divisions changent de couleur, je couvre de
hachures les aires qui correspondent aux divisions rouges,

par exemple.
La probabilité cherchée sera le rapport de I'aire couverte
de hachures & l'aire totale.

Y

|
§
_

™
.

_

/]

- >
L Z\\% \\I;\x.\\\\

Fig. 15.

Quelle que soit la forme de la courbe, quand le nombre
des divisions augmente indéfiniment, ce rapport tendra

I
vers — -
2
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Soit, en effet, A I'angle maximum dont la roue peut tour-
ner de telle sorte que 6 << A. Supposons la fonction f(8)
continue et admetlant une dérivée. Admettons de plus que
cette dérivée ne dépasse pas un cerlain maximum, M. Done

[/ (0) | <M.

Je divise A en » parties égales; soil ¢ 'une d’elles. On a

g —.

n

Considérons deux divisions consécutives : la différence
des deux aires est plus petite que e (u—p') ot 2 et p' dé-
signent respectivement le maximum et le minimum de £(8)
dans cet intervalle. Or. (—p') est plus petit que 2Me: la
différence des deux aires est plus petite que 2Me®.

. n_. . .
Comme il y a_aires couverles de hachures, il faut multi-

plier par 5 pour avoir la différence des deux aires totales,

ce qui donne Me*n ou MAe.
La différence des deux aires tendra donc vers zéro avec
N~

¢ et la probabilité sera bien ’;‘

~ Sion ne savait rien du tout sur ¢ ou sur f, on ne pour-
rait rien calculer : ¢’est parce qu’on sait quelque chose que
I’'on peut entreprendre le calcul. Mais ici il nous suffit de
savoir que f a une dérivée limitée.

93. T'roisiéme exemple. — Considérons un grand nombre
de planétes, dont les orbites soient sensiblement circu-
laires. Soient @ le moyen mouvement de l'une de ces
planétes, b sa longitude 4 un ‘instant donné pris comme
origine. Salongitude {au Atemps {sera: "

-l:at-l-b.
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La probabilité pour que « et b satisfassent i certaines
conditions est

fq:(a, b) dadb.

Je dis qu’au bout d’un temps trés long les planétes seront
également distribuées dans tous les signes du zodiaque.

La probabilité pour que /soit comprise entre des limites
données sera donc indépendante de ¢.

Cherchons la valeur probable d’une fonction e : si
m est différent de zéro, la valeur probable tendra vers zéro
quand / augmentera indéfiniment. Cette valeur probable est
représentée par

f f eim(at+) o (a, b) da db.

Intégrons par parties; il vient

im(at4-b) imtat+b)
f‘i—.——odb—ff?—.—— % dadb.
imt imt da

Si nous supposons seulement ¢ continue, les deux termes
ci-dessus tendront vers zéro.

Je demande la valeur probable d’une fonction périodique
quelconque, f (I). La formule de Fourier nous donne

F(I) =ZA,, e,

Chacun des termes de cette série aura pour valeur pro-
bable zéro, sauf le terme constant A,. La valeur probable
de f (I) sera donc

I 27
Ap= -2_“»[0 F(1ydL.

Supposons qu'on ait

o< h<<li<am;
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la probabilité pour que { soit compris entre /, et {; est

X Ildl:ﬂ;

2T 1 2T
0

(’est la valeur probable d’une fonction f (/) égale & 1 si¢
" est compris entre [, et /;, et & zéro dans le cas contraire.
8i ¢ est quelconque, quel que soit g, la probabilité sera
sensiblement proportionnelle & {— {,; la distribution des
planétes sera uniforme



CHAPITRE IX.

PROBABILITES DES CAUSES.

94. Nous allons aborder les problémes connus sous le
nom de probabilités des causes.

Les problémes que nous avons traités renlraient dans
I’énoncé suivant: étant donné que telle cause est mise en
jeu, quelle est la praobabilité que tel effet en.résultera ?

Les problémes inverses sont: étant donné que tel effet
s’est produit, quelle est la probabilité que telle cause a été
mise en jeu?

Le type de ces problémes est celui de deux urnes dont la
premiére contient heaucoup plus de boules blanches que
I'autre : on a tiré une boule blanche, mais on ne sait pas de
quelle urne; il y a plus de raisons de croire la boule sortie
de la premiére urne que de la seconde.

Pour donner une définition, il faut faire une espéce de
convention, comme au début de Loutle question de probabi-
Lité.

Quand on compare le nombre des cas possibies au nombre
des cas favorables, on doit avoir soin que tous les cas soient
également probables. La convention qui repose sur des eas
regardés comme également probables contiendra toujours
un irés large degré d’arbitraire.

D’un jeu de 32 cartes, on tire une carte : on sait que c’est
une figure; quelle est la probabilité qu'on a tiré un roi?
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Avant I’événement, la probabilité était le rapport du

nombre des rois au nombre total des cas possibles, soit 3-42-

ou +
8

Aprés I’événement, le nombre des cas favorables est tou-
jours 4 ; le nombre des cas possibles est diminué, c’est celui

4

. Yse o . I
des figures, soit 12. La probabilité est devenue 50U 3 elle

a augmenté.

95. Formule de Bayes. — Soient n causes différentes qui
peuvent étre mises en jeu, G, Cs, ..., C,; la probabilité
pour que la cause C; si elle est mise en jeu, produise
Pévénement A est p;.

Si nous savions que C; est en jeu, nous pourrioris affirmer
que la probabilité de A est p;.

1i faut suppoéer que deux causes ne peuvent étre mises en
jeu simultanément.

Avant I’événement, chacune de ces causes avail une pro-
babilité a priori que je suppose donnée : la probabilité-que
la cause C; soit mise en jeu était ;.

L’événement A a eu lieu: quelle est la probabilité que ce
soit la cause C; qui l'ait produit?

Enumérons les cas possibles et les cas favorables, et, pour
fixer les idées, considérons un exemple parliculier.

M urnes contiennent chacune Q boules; il y a MQ boules,
soit MQ cas possibles, que je suppose également probables.

Les urnes sont réparties en catégories C;, Cqy ..., Cp.

Les urnes de la catégorie C, seront au nombre de = M;
dela catégorie C,, au nombre de &, M ...; de la catégorie C,,
au nombre de =, M.

La probabilité e priori pour que la cause C, soit en jeu
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sera
w,M
M

= ®,.

Dans les urnes, les boules sont noires ou blanches. L’évé-
nement A est, par exemple, la sorlie d'une boule blanche.
La probabilité pour lirer une boule blanche de la premiére
catégorie sera p;.

Dans la catégorie C,, il y aura p, Q houles blanches; dans
la catégorie G, il y en aura p,Q, ..., dans la catégorie Gy, il
y en aura p,Q.

On a tiré une boule blanche: on demande la probabilité
pour que l'urne qu’o'n'a choisie appartienne a la catégorie C;.

Le nombre des cas favorables est le nombre des boules
blanches de la catégorie C;, soit = ;p;MQ.

Le nombre total des cas possibles est celui des boules
blanches

© P MQ +®,p,MQ +. . .-+ w5, pMQ.
Le rapport de ces deux nombres est, par définition, la
probabilité cherchée

WiP:
B P1+®ePet s . B Pp

96. On pent dire encore :

La probabilité que la cause C; ait été mise en jeu, puis
que, mise en jeu, elle ait produit 'événement A, est une-
probabilité composée.

D’abord la Cause C; doit étre en jeu, et sa probabilité e
priori est &;; ensuite, mise en jeu, elle donne 3 A la proba-
bilité p;. La probabilité composée est w;p;.

Mais la question se pose autrement,

Il faut que I'événement se soit produit, et ensuite'qu’il
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doive étre attribué & la cause Gz Cest encore une probabi-
lité composée.
La probabilité pour qu'il se produise est

m‘1p1+m,p2+.. -+'G)',(P";

la probabilité (si lon sait qu’il s'est produit) pour qu’il soit
dt 2 1a cause C; étant =, la probabilité composée pour que
I’événement se soit produit et soit di1 & la cause C;sera done

Z(®y P+ Pat. .+ BpPr)s
d’ou
z— Wi P .
miPrl‘E'sz-l-- - -+wnpu

Ou bien encore, partons de la formule
(B)(AsiB)=(A)(BsiA),
démontrée au paragraphe 12. Ecrivons
(C)(AsiC)=(A)(C;siA).

(C;) ¢’est la probabilité a priori de la cause, sans savoir si
Ieffet A s’est produit : ¢’est m;.

(A si G;) c’est la probabilité de I'effet, sachant que la
cause C; a agi : c'est p,.

(C: si A) c’est la probabilité a posteriori de la cause,
sachant que I’effet A s’est produit : c’est .

La probabilité (A) estune constante, indépendante de C;.

L’égalité précédente exprime donc que (C; si A) est pro-
portionnel au produit (G;) (A si C;); c’est-d-dire que x est
proportionnel 4 p;w;.

97. A lécarté, un adversaire donne et tourne le roi;
quelle est la probabilité que ce soit un grec?
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Soient m; la probabilité e priori pour qu’il ne soit pas

grec; @,, pour qu’il le soit. Dans le premier cas, la proba-
s . . 1

bilité pour qu’il tourne le roi est 3] dans le second, elle est 1.

La probabilité a posteriori qu'on a affaire & un grec est

Wy
.

2w
8 2

8i I'on suppose w,—=w,;, dans 'ignorance ou l’on est de
< . 1ig s 8
I’honnéteté de son adversaire, cette probabilité est de 5

Elle serait done énorme.
Fort heureusement, il est permis en général de supposer

a priort,
Wy < Wis

98. Dans une urne, dontla composition estinconnue, il y
a N boules; nous effectuons p tirages, en remettant chaque
fois Ia boule tirée; et nous ne tirons que des boules blanches.
Quelle est laprobabilité pour que 'urne contienne » boules
blanches?

Soit @, la probabilité a priori pour qu’il y ail » blanches
et soit p, la probabilité pour qu'on améne g blanches.

__[r\¥
=)
Aprés les tirages, la probabilité pour que ’urne renferme
r blanches est donnée par la formule, ét, aprés la suppres-

. I\¥ ’
sion du facteur <"T) » commun aux deux termes de la frac-
FA

tion, elle est égale &
w, nt
wy 1+ w2 4. . .+ oy NF
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99. 1l faut connailre a priori @,, @y, ..., Dy, sur les-
quelles on peut faire plusieurs hypothéses.

Supposons, par exemple, que toutes les compositions de
I'urne sont également probables, c’est-d-dire tous les @

scar il y a N+1 com-

I
égaux. Chacun d’eux vaudra
N1

positions possibles de 'urne, en comprenant celle out il n’y
a aucune boule blanche. La fraction précédente se réduit &

ne
ot 4 NE

Supposons, en second lieu, que I'on ait placé successive-
ment les N boules dans 'urne, les unes blanches et les
autres noires, en laissant au sort chaque fois le soin de
décider la couleur.

La probabilité qu'on melttra une blanche sera chaque
fois —;—, et la probabilité que, finalement, sur N boules, I’'urne

en contiendra » blanches sera évaluée par la formule

m!
—_— U m—
«l (m—oc)!P 7
ou 'on fera

m=N, a=n, P=9=3;

= (3)

Ainsi la probabilité a priorim,, pour qu’il y ait » blanches,

ce quidonne

sera proportionnelle 3 un coefficient du binome, et, dans
I’expression de la probabilité a posteriori pour qu’il y ait
blanches, nous n’aurons qu’a faire les @ égaux a ces divers

coefficients,
Nt

= AT(N — )l
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400. Le résultat sera trés différent du précédent.
Soit N trés grand;

1ol NE

sera un polynome de degré .41 en N, que je puis réduire

(221
a son terme de degré le plus élevé, N
P‘ —+I

La probabilité dans la premiére hypothése deviendra ainsi

nt(p—+1)
TNe
3n?
et, pour . =2, par exemple, elle vaudra N

Dans la seconde hypothése, évaluons d’abord w,n¥, pour
la méme valeur 2 de p. :

N!
I (N—n)l

wpnt=n?
Evaluons ensuite le dénominateur
©y th w2t 4+, L+ oy NE.
Pour cela considérons 'expression
14 2w+ EF Wy +. ..+ e oy,
qui n'est autre que le développement de
(14 e=)N.
Je différentie deux fois par rapport &

12e%w; 4 22wy . . .+ N2eNrmy.

1l suftit de faire @ =o pour retrouver le dénominateur
que nous voulons connaitre quand p=2.
Ce dénominateur est donc le double du coefficient de 22
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dans le développement de (1+ ¢*)Y suivant les puissances
de z; or, en nous arrétant aux termes en &%,
- 22\¥ z  x*\N
1+ e = (2 +z+ —) :2N(I+ —+—,—) ’
2 2 Y
¢’est-a-dire :
N Nz N(N—1) , N2z
291 1+ Y -+ 2% A .

8

Le terme du degré le plus élevé en N & lintérieur de la

R Nz < . :
parenthése est s z*. Le dénominateur dont nous cherchons

2
la valeur est donc approximativement le.double de 2N 1_\18—’

c’est-a-dire vaut 2¥—% N2,
Ainsi, dans Ia seconde hypothése, la probabilité pour que
Purne contienne n boules blanches est
N! n* 1
nl(N—n)! N* 282’

elle est beaucoup plus petite quedansla premiére hypothése,
Eu effet, comme on 'a vu & propos du théoréme de Ber-

noulli,
N1 i
I (N—r)! o8

est trés petit, saufl quand ~ et N—n sont sensiblement

égaux A p et g, c’esl-a-dive ici a .
101. Deux joueurs d'échecs ont joué r - m parties: le
premier enagagné r, lesecond m. S8in >m, ondoit supposer
le premier plus fort.
Si une nouvelle partie s’engage, le premier aura plus de

chances de la gagner.
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Quelqu’un de bien informé pourra se représenter par p la
probabilité pour que ce joueur gagne. Mais, pour moi qui
n’ai jamais vu jouer cet individu, je ne connais pas p; je
vais chercher & m’en faire une idée.

La probabilité pour que p soit compris entre p, et p, se
représente par ,

L
Sf(p)ap,

Po

ou la fonction £ (p) est inconnue.

La probabilité pour que p soit compris entre p et p 4 dp
sera a priort f (p) dp; c’est elle qui correspond & ;.

A la probabilité p; correspond

La cause considérée est en effet que la probabilité de
gagner soit p pour le premier joueur.

La probabilité que ce premier joueur gagne » parties, p
étant sa probabilité de gagner & chacune des n +m partles,
sera

(r+m)!
rnlml

anln'

Quelle est la probabilité z posteriori que p est compris
entre p et p -+ dp?

Ici w;p;, en remplagant ¢ par 1 — p, est égal a

(n <+ m)l

p”’(I_—p)’"‘Ln'm' f( )dp

La somme des z;y,-p,- sera

nlm!

fp (r— p)m(”+m) S(p)dp;
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cetle intégrale doit étre prise de o & 1, car fa probabilité p

est comprise certainement entre ces limites.
On fait généralement I’hypothése

Sp)=r,

faute d’autres renseignements.
L’intégrale s’évalue alors simplement; elle devient

1 1
(nn—l- m).f pn(t— p)™ dp.
0

T'm!

L’on est ramené 3 Pintégrale eulérienne de premiére
espéce.
L(n+1)T(m41)
T(n+m-+2) °

B(r+1,m+1)=

les T sont ici des factorielles, et cette expression n’est autre

que
nlm!

Ainsi lintégrale qui représentail la somme des @; p; est
» etla probabilité @ posteriori

1§
n-fm--1
pour que p soit compris entre p et p +dp est

simplement égale &

(n+m-+1!
ntml

¢(p)dp = pr(x—p)" dp.

102. Quelle va étre la probabilité pour que ce joueur
gagne la partie suivante?

Cette probabilité s'obtient facilement. La probabilité pour
gue p soit compris entre p et p -+ dp est o (p) dp; la proba-
bilité, lorsqu’il en est ainsi, de -gagner la partie suivante
pour le joueur est p; en vertu dela probabilité composée, la
réunion de ces deux conditions a pour probabilité pe (p) dp.
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On intégrera cet élément de 0 4 1, d’ol
1
f po(p)dp-
[}

Si I'on remplace @ (p) par sa valeur, il vient

(n+m-+n!
nlml

1
f pu+1([_,[))m dp.
[

C’est encore une intégrale eulérienne, et 'on arrive a

(n+m-+1n! (n4+1)1ml
nlm! (n+m-—+2)!

ou )
n—+r
n+m--2

Si javais appliqué le méme raisonnement 3 un jeu de
hasard, je n’aurais pas eu le droit de supposer f (p) =1. 4

.. . . I e s
priori, en effet, p devait égaler 5 Donc f (p) devait étre

infini pour p — %
103. Représentons par N le nombre total des petites
planétes; parmi elles, un certain nombre M sont connues.
Dans une année, on en obhserve n# parmi lesquelles 72 planétes
connues.
On demande la valeur probable de N.

s Mnr .
La valeur de N ne peut différer beaucoup de ~;? mais

cetle évaluation au jugé ne suffit pas : il faut s’occuper de
I’écart probablé entre le nombre véritable et le nombre
probable. '

Voici comment nous procéderons : -
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En premier lieu, nous supposerons connue la probabilité
pour que, pendant I'année d’observation, une planéte exis-
tante ait 16 observée; soit p cette probabilité : nous admet-
trons quelle est la méme pour les planétes connues et

inconnues. )
Comme nous avons observé r planétes, la valeur probable

. o oae # L .
de N semble, au premier abord, devoir étre égale a; ; mais

il n’est pas possible que cette valeur soit tout a fait exacle:
les nombres 1, 2, ..., N ont des probabilités propres que
j'appelle ®y, s, ..., By, et la valeur probable de N sera:

mi—l— 2%+ . ..—I—N'GYN-

Si I'on suppose p donné, et tous les nombres 1, 2, ..., N
également probables, on arrivera, comme nous le montre-

rons, a £ _; 9 pour la valeur probable de N.

Ce premier point résolu, mous nous poserons un autre
probléme; nous avons supposé p connu, nous ne ie sup-
poséron‘s plus, et nous délerminerons ensuite la valeur
probable de N en fonction de m et M, ce qui nous donnera

. | . . Mn 3
un résullat, trés voisin de o comme nous l'avons prévuo

plus haut.

404. Jappelle donc wy la probabilité a priori pour quil y
ait N planétes; py la probabilité pour que, s'il y a ainsi N
planétes, on en observe n dans I'année. .

La probabilité a posterior: pour qu’il y ait en tout N pla-
nétes est une probabilité de cause; elle s’exprime par

BNPN |
Zwy P
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Comme premiére hypothése sur les m, supposons-les tous

égaux; la formule précédente se réduil &

Py |
EpN

Pour calculer py, appliquons le théoréme des épreuves
répétées. La probabilité que, sur N planétes, on en obser-
vera n dans l'année est

__ N,
PN= T iN—n)1 P ?

N—n
’

p étant la probabilité pour qu’une planéte, si elle existe, soit
observée; ¢ la probabilité pour qu’elle ne le soit pas.

n est une valeur constante : c’est la plus petite que puisse
prendre N. Faisons croitre N indéfiniment,

n-4-1 (n+1)(n+2 N
2Zpy=p"+ - P+ — 1.(2 )p"g'+. .

=p*(1—gq)y "N=F(p, q)-

8i j’introduis maintenant la relationp =1r—gq
ZPN:Pn/}—(n-{-i): i
p

Avec Phypothése faite sur les =, la probabilité pour qu’il
y ait N planétes est douc ppy.

105. La valeur probable de N est

ZNpx .
2px

Il est un peu plus simple de calculer la valeur probable de

N —n, soit
E(N—n)pN'

E_pN
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Posons
N! .
A= nl(N—n)l’
alors
EPN — EA[)"qN""',

E(N—n)py=ZAp"(N—n)g"".
Pour évaluer le second membre il suffit de différentier

F(p, q) par rapport & g, et de multiplier le résultat par ¢,

dF
7 =ptg(n—+1)(1—q)nr2y

faisons aprés cetle différentiation 1 — g = p. Il reste

(n+1)q
e
En vertu d’une précédente démonstration, cette expres—
sion est égale A ZAp*(N— n) ¢*". Comme d’autre part

ZPN: 3

I
P

la valeur probable de N — » est

(n+1)g
p__(rn+1Dq
I e
p

Par suite, la valeur probable de N est

(r+1)g  _R+q
P P

Cette quantité différe trés peude %, comme il était prévu;
En effet
n-— q __ n-+I
PP

—1I
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106. Considérons maintenant la valeur de p comme
inconnue; je supposerai qu'on veuille connaitre quelle est
la probabilité pour que p soit compris entre p et p + dp.

Ici, la probabilité a priori, =;, pour qu’il en soit ainsi,
sera

w:= f(p) dp,

ot f(p) est une fonction inconnue de p.

p: sera la probabilité pour que, si p a une valeur déter-
minée, I'événement observé se prodilise, c’est-a-dire pour
que, sur M planétes, on en observe m.

pi= M! 'pmqu—m.

T ml (M —m)!

Toutes les valeurs possibles de p sont comprises entre o
et 1. On a done

M! m gM—m
@ipr miM—m)i? ? S(p)dp

2opi M b g
m[ﬁ " f(p)dp

Quel est le nombre probable pour N? Nous multiplierons
n -+ q
P

le numérateur par » et nous intégrerons de o 4 1. Cetle

valeur probable N est égale 3

p

i
+
f prg=nZ2L f(p)dp
N=20 :

— 1
f Pm. qu—mf(p) dp
v

Cerésultat dépendde £ (p); supposohs cette fonction égale
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N . n+q n—+1
a 1, et remplacons aussi 2 par T

1 1
f Pm. qM—-m. n ;— [ dP _f Pm qM —m dp
0 0 .

—I.

2|
I

al
. j pm. qM—m dp
[}

L
(n+l)f prn—iqnl—lndp
N= g —1.

‘/.l pm qM——m dp
[]

Posons
N=(n+1)J—r.

J est le rapport de deux intégrales qui sont encore des
intégrales eulériennes.

T'(m)I(M—m—+1)

= T'(M-+1) _ T(M+2)T(m)
T Tm+)I(M—m+1)  TM~+0)I(m+1)
Y'(M-+2)
J:M+I,
- m

et par conséquent

(1) (M+1)
s B

N=

X . . Mn ., .
Celle valeur esl. trés voisine de — insique nous I'avons

annoncé.
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LA THEORIE DES ERREURS ET LA MOYENNE ARITHMETIQUE.

107. Je suppose qu’on ait effectué différentes mesures
Ly, Ly ..., Xp

d’'une méme grandeur: quelle est la probabilité pour que la
véritable valeur soit comprise entre z et 5+ dz?

11 faut introduire une lof des erreurs. Je suppose que la
véritable valeur de la grandeur & mesurer soit z; quelle est
la probabilité pour que le résultat de I'observation soit com-~
pris entre «, el &, + da,? Je pourrai dans tous les casrepré-
senter cette probabilité par

dzi@(2y, 5).

Cette loi des erreurs étant admise par convention,
quelle est la probabilité pour que s soit compris entre 5
et s+ds?

C’est un probléme de probabhilité des causes, et nous
allons calculer

WP |
2w;p;

w; est la probabilité a priori pour que s soit compris
entre s el 5 + d5; cette probabililé sera représentée par

w:=y(5)dz,
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¢ étant une fonction qui dépendra de ce que nous savons
sur z. ‘

p: est la probabilité pour que, & supposer que la quantité
observée soit z, les observations aient donné des résultats
compris entre ' ’

z, et x+dry, o et T+ dzy, ..., Zp et Ty+dz,.
La probabilité respective de ces événements est
dz, ¢ (2. 5), A2, 0(24,5), ..., A%y 0(Zp,3).

p: est la probabilité pour que tous ces événements se
soient produits i la fois; comme ces événements sont indé-
pendants, c’est une probabilité composée

pi=dz,dz,. . .dn; 9(21, ) ¢(Z2, 5). . .@(Ln, 5)-
La probabilité a posteriori cherchée a pour numérateur
dz dz, dzy. . .dz, U(3) ¢(2, 5) 9( 2, 7). . . 9(Zp, 3).

Pour obtenir le dénominateur Zw;p;, il faut intégrer cette
expression par rapport & 5 seulement. Dans le quotient,
dx,, dxs, ..., dz, sont des constantes qui disparaitront, et
il restera pour la probabilité

dz¢(z) (P(wuz) (P(xzs 5).. 'CP(xny 5)
- o
f dzs{(3) (21, 5) 0( 22, 3). . .0 (Zns 5)

108. Cela ne nous apprendrait pas grand'chose si nous
n’avions aucune donnée sur ¢ ety. On a donc fait une hypo-
thése sur ¢, et cetle hypothése a été appelée loi des
erreurs. . '

Elle ne s’obtient pas par des déductions rigoureuses; plus
d’'une démonstration qu’on a voulu en donner estgrossiére,
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entre autres celle qui s’appuie sur I'affirmation que la pro-
babilité des écarts est proporlionnelle aux écarts. Tout le
monde y croit cependant, me disait un jour M. Lippmann,
car les expérimentateurs s’imaginent que c'est un théoréme
de mathématiques, et les mathématiciens que c’est un fait
expérimental.

Voici comment Gauss y est arrivé.

L.orsque nous cherchons Ja meilleure valeur 4 donnera 3,
nous n’avons pas d’autre ressource que de prendre la
moyenne entre @y, &, ..., T, en 'absence de toute con-
sidération qui justifierait un autre choix. 1l faut donc que
la loi des erreurs s’adapte i cette facon d'opérer. Gauss
cherche quelle doit é&tre ¢ pour que la valeur la plus pro-
bable soit la valeur moyenne.

109. Si ds est constant, la probabilité pour que 5 soit
compris dans 'intervalle dz est

$(5) (@, 5) @(2gy 2). . .@(2,, 5) d3.

La valeur la plus probable sera celle pour laquelle cette
fonction sera maximum. Supposons ce maximum atteint
quand s est la moyenne.

Gauss a d'abord égalé la fonction ¢ & 1, puis il a admis
que o(z4, z) élait de la forme ¢(5—z;).

Quelle doit étre alors la fonction ¢ pour que

9(z — &) (5 — X3)...9(5—x,)

soil maximum avec cetle valeur de 5?
Egalons a zéro la dérivée logarithmique de I'expression
précédente par rapport a s,

Ps—z) 9z—2) ( _
@ (5 —=y) 9 (5 —2,) ’ 0 (5—2,)
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Je pose

@' (5 —zy) __
e(s—z) F:).

L’équation & vérifier devient
F(ax)) +F(x)+...+F(z,)=o.
Cette condition devra étre réalisée toutes les fois que
Zy -+ o+ .. Tp==n3.

Je vais donner 3 24, #,, ..., x, des accroissements
dzy, dz,, ..., dz,; z restant constant, la somme des z
doit rester constante et 'on doit avoir

F'(z)) dzy, + F (%) dzot-. . .+ F(2,) dzy,=o,
: dmi—l—dwg“*-. . -+d$n:0.

Ces deux équations doivent étre identiques, d’ou
F(z) =F(zy)=...=F(z),

c’est--dire que F'(x,) est une constante que je représente
par —a.
F(z))=a(z—2)+b,
et
a(z— xzy)?

logo(s —ay) = P

+b(5—xz) +c.

Déterminons les constantes a, b, c.

F(a:,)r-i- F(®) +...+F(2x,) =2a(s—~x) +nb=o,

Xy Byt Bp— n5=— (5 —2y)=o0.

Comme ces deux équations doivent étre identiques, on a

b=o,-
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et 'on peut écrire
atzs—ar)2
2

o(s—w)—e’e 2

¢ se détermine par la condition

-} o0
[- o(s—xy)de,=1.

LY .

En posant
—a=2h,

Z'—'.Tl:y’

o=/ 2ot

410. J. Bertrand présente les objections suivantes :

La fonction ¢.a été prise sous la forme ¢ (5 — x,), tandis
qu’en réalité elle devrait étre 9(3, z1). De plus, on a fait
d(z) =1, et 'on ne peut l'affirmer a priori. '

Autre objection : La moyenrie est-elle la valeur la plus
probable ou la valeur probable? Ce n’est pas la méme

on trouve

chose.
Supposons qu’une certaine grandeur z puisse prendre

pour valeur
I, 2, ..., »_—1 oUu n,

et que chacune de ces valeurs ait pour probabilité
Pu P2: sty pln

de telle sorte que

Pi+pat...+pr—=1.
La valeur probable de x sera par définition

Z=p+2Ps+...+ NPy
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La valeur la plus probable de = sera celle qui correspond
au plus grand des nombres p.

Dans le cas du probléme des erreurs, la valeur probable
de z est donc représentée par le rapport

+

f Az 5Y(5) @(F1r 5) (22 5)- - -9 (s 5)

f d5{(2) 0(21,5) @(2Z2r 5) - - - (T 5)

J. Bertrand dit que Gauss aurait dit chercher, non pas la
condition pour que la moyenne soit la valeur la plus. pro-
bable de s, mais la condition pour que la moyenne soit la
valeur probable de .

4144. On peut chercher 3 s’affranchir des hypothéses que
nous avons failes, & savoir que @(z,, 5) était de la forme
o(s—a;) et que P(z) était égale & 1; on peut se demander
quelle forme on pouvait donner a ces deux fonctions pour
que la moyenne arilhmétique de z,, z,, ..., @, flt bien la
valeur la plus probable de =.

En d’autres termes, cetle moyenne arithmétique, comme
nous 'avons déja dif, doit rendre maximum

$(5) 9 (@1, 5) §(@2r5)- - -9 (@ay 5)-

Quand il y a maximum, Ja dérivée logarithmique est
nulle; ¢’est-a-dire que sil'on pose

(P-’;(«ﬂx,z)

(@3] =F(=zy, 3),
d' () _ '
gz)  *

on doit avoir

F(xzy, 5) + F(xq, 5) +.. A F(x,, z) -y =o.
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Cette égalité doit étre satisfaite par la valeur de s que
définit I’équation

2y Zyt+...Fxp=ns.

Je vais donner & z,, z,, ..., 2, des accroissements
dz,, dz,, ..., dz,. Je suppose que z ne change pas et que
la derniére égalité continue & étre satisfaite; y est alors
une constante, et

dF (x,
dz,

dF (z,)
dz,

dr -+ dzy+...4+dx,—o.

dF(a;”)dx

)
da: -+ d.Z‘ +... 4 o =0
1 2 / n n 1

Ceci ne peul avoir lieu que si

dF(z,) __ dF(x,) _ __ dF(=z,)
dz, - dz, °  dx,
Donc
dF .
dz, =M

ou A’ est fonetion de z seulement; et
F=A'z,+ B,
B’ étant aussi fonction de 5 seulement.
La condition & remplir devient
A'(2)+ 2y +-.. S @,) +nB' -+y—o,

c’esl-a-dire
n(A's+B')+y=o.

Cette relation doit étre satisfaite quels que soient 5 et r;

donc
X =0,

c’est-a-dire que ¢ (z) est constant, et que

Alz+~B'=o.
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Voila ce que deviendrait I'analyse de Gauss si I'on voulait
la reprendre en tenant compte de la premiére observation
de J. Bertrand.

142. De
F(zy, 3) =Alz, 4+ B,

on déduit aisément
log ¢(z;,5) = Az, + B+ logf(=,).

log 6(x,) représente une fonction de z, seulement; A el B
sont des fonctions de 5, admettant des dérivées A’ et B,

telles que
Az +-B'=—o.
Ainsi
0 (21, 5) = §(z ) A7 8,

Tel serait le résultat sans autre condition que le postulat
de Gauss sur la valeur moyenne .

1l entre encore deux fonctions arbitraires, 8 et A; B est
lié 4 A par une relation.

113. Une autre objection a é1¢é faite & Gauss.

La quantité qu'on doit prendre pour z ce n’est pas la
valeur la plus probable, ¢’est la valeur probable. En effet, la
valeur la plus probable est celle qui correspond a la plus
grande valeur de p; elle peut étre trés différente de toutes
les autres; tandis que celles-ci peuvent se grouper trés prés
I'une de I'autre, ce qui donne fort & croire qu’elles différent

‘trés peu de la véritable valeur. Elles n’interviennent pas
dans la valeur la plus probable, tandis qu’elles contribuent
toutes & la valeur probable qui est par définition

3:1P1+ xz_pg‘l". . .+$npn.
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La valeur probable de s est

/" 24(5) @(#1,5) (2, 5) .. .0(Zn, 3) ds

[0 9@ ) ¢ ) . plom 2) ds

<Les deux quantités sous le signe f ne différent que par

le facteur 5 qui figure en haut.)
Il faut choisir ¢ et ¢ de facon que cette valeur probable
soit la valeur moyenne '

Ly Ty +... 2,
n

114. Pour cela, je suppose que p observations aient
donné le résultat x;; p autres, le résultat z,; ...; enfin,
les p derniéres, le résultat z,. C'est un méme nombre p, et
je le suppose trés grand.

Les deux intégrales porteront sur p facteurs égaux &
¢ (21, z), sur p facteurs égaux 4 ¢ (z,, z), ..., sur p facteurs
égaux & q)(a;:,,, z).

Je pose

® =0 (x,5) (22, 5)...0(Xn, 5).

1l s’agit de vérifier que

at
/ z{(s)®* dz
— _x1+$2+-.-+.z'n

/:-M U(35)®rds "

Cette égalité devra avoir lieu quelque grand que soit p.A
P. ’ . 13
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Si, au lieu de deuxf, pous avions le rapport de deuxz,
nous aurions & considérer le rapport

a, X{+a, X5 +.. +aan
b, X2+ 6, XE+. ..+ by Xz’

ot les X,, X,, ..., X, seraient fonctions des 2y, Zs, ..., Za
etles @y, @gy ...y @ny b1y Do - . .5 by des fonctions de z.

Je suppose positives toutes les quantités X. Quelle estla
limite de ce rapport quand p croit indéfiniment? Soit X; la B

a;
plus grande des quantités X : la limite sera —b—--
i

En effet, ce rapport peut s’écrire
Xz \?

Z(x;)
Xz I

Xx(x:)

. X ) .
Toutes les fractions )Tk sont plus petites que r, sauf une
L

seule, celle qui correspond & &k =i. Donc, quand paugmente

e o sae s s @
indéfiniment, le rapport considéré a bien pour limite -b—‘
i

Etendons ce résultat aux intégrales

/q;l(z)d)l’ dzs et ftpg(z) ®rdz;

91(%) joue le méme role que a;, et 9,(z) que b;. Quelle est
la limite du rapport de ces intégrales? Soit 5, la quantité
qui rend @ maximum. Cette limite sera

P1(Z0) («Zo)
92(50)
¢’est-a-dire ici
X9 q’ (Zo)
V(=) T =%
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Cette quantité 5, doit étre la moyenne .arithmélique. -

415. Nous revenons & la méme question que précédem-
ment : ® doit &tre maximum quand 5 est la moyenne
arithmétique. Nous connaissons la condition pour qu’il en
soit ainsi; c’est

o(zg,3)= 0(zy) eA=e+B,

les dérivées A’ et B des fonctions de z, A et B, étant liées

par
A'z4B'=o.

Quand on Asuppose que ¢ dépend seulement de la diffé-
rence s — x4, sa dérivée logarithmique par rapport 2 5,

A’wi + B’
doit étre du premier degré en sz — 2,3 alors
?(5— ) = CeX'l5—=0,

A’ et 6(x,) sont constants.

Dans le cas général, c’est-a-dire quand on ne suppose pas
que ¢ dépend seulement de 5 —x,, il reste pour o (x4, )
trois fonctions arbitraires & déterminer : d'abord ¢ (z), que
Panalyse actuelle ne permet plus de déclarer constant
comme dans le calcul de la valeur la plus probable;
puis 0(z,); puis A. Cuant 4 B, il est lié 4 A par une rela-
tion.

416. Il s'agit de déterminer un peu plus complétemenl:
ces fonctions arbitraires. i

Je vais supposer p observations donnant pour résultat z; :
la moyenne arithmétique sera z,; alors

@ = 0(z,)eAT:+B
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et I’'on doit avoir

fqu(z) (Dl’dz_—_x[f‘p(z) drdz;

GPf(z —-a;l)np(z) ep(AzeBl gz —o,

Cette relation doit é&tre satisfaite quels que soient p et z;.
67 a pu sortir du signe f puisqu’il ne contient pas z, et

nous ne pourrons le déterminer par cette condition.

447. Cherchons ¢(z).
Az, 4B est une fonction de z qui atteint son maximum
pour z— @, ; soit u2 ce maximum. Je puis donc poser
Az + B =u}— u?;
u sera réel.
De méme

llz(z'—xi) Y(s)ds

est une intégrale qui est toujours positive et ne s’annule
que pour z = z,; je puis donc la poser égale & ¢%, d’ol

Az,+B= icg—uz,
(s —a,) Y(3) ds =20 do.

Pour achever de définir « et ¢ il faut s’en donner lesigne,
car nous avons seulement défini »? et ¢2. Nous conviendrons
de donner'a u et a v le signe +si 5 est plus grahd que z,
et le signe — dans le cas contraire; z et ¢ sont donc tou-
jours de méme signe.

Drailleurs

ui=A(xz,) z;+ B(z).



LA THEORIE DES ERREURS ET LA MOYENNE ARITHMETIQUE. 18I

L'intégrale examinée devient, en faisant sortir une con-

fz v dye—Ps,

Je puis supposer ¢ exprimé en fonction de x,

stante,

av de = f(u)du,
et alors

ff(u)e—l’“.’du

doit &tre nulle, quel que soit p, lorsque les limites sont
— oo et - oo,

148. Cela ne peut arriver que si f(«) est une fonction
impaire. En changeant z én — z, on aurait

ff(—- u)erP* du = o,
d’ou

f [F(u) + f(— w)] e#* du=o.

Cetle relation doit étre vraie quelque grand que soit p.
8i f(«) est impaire

f(w) + f(—u)=o.

Si f(u) n’est pas impaire, je développe suivant les puis-
sances croissantes de z. L'intégrale ne pourra étre égalée &
zéro quel que soit p.

En effet,

Sflu)+f(—u) =aure+ Bur+i4. ..

Je vais poser

u\/E:E;
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I'intégrale va devenir

an 2n-2
f(‘ng + QEH, +.. .)e"i’-d—,,
P P p'é'

et elle doit étre identiquement nulle. .

. - bz .
Si nous multiplions par p 2 tous les termes, le premier
ne contiendra plus p, et les autres le contiendronti encore;

1.
s L mtg Lo .
I'intégrale, au facteur prés p 2, se réduira sensiblement
pour p trés grand &

ocf+be—3’ gen dt,

qui n’est pas nulle. ) .
Donc f(u) doit éire fonction impaire de u.

119. On a posé

(s —21) §(5) ds = f(u) du.

Différentions, en considérant wi comme constant, I'autre

équation en u, :

‘ Azy+B=u}— u?*;

il vient -

ds(Alzy+ By =—2udu;
or, en fenant compte de la relation

A's+B'=o,
Aoy +B=Az,— Az =—A'(5—z).

A(z— =z ds=oudi,

$(=) _ flw),
Al T ou
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J(u) d(z)
u A’

est une fonction paire, donc ne doit pas chan-

ger quand on change z en — u.

Or q:(;) n’est pas une fonction de u, mais une fonction
de 5 indépendante de 24 : je dis qu’elle doit se réduire &
une constante.

En effet, je considére deux valeurs quelconques de sz,
3, et z,, pour lesquelles A et B prennent respectivement
les valeurs A, et B,, A, et B,; je vais choisir z; de facon

que

Az +Bi= A,z + By

u? — u? reprendra alors la méme valeur pour 3, et z,.

u . . o .
Doncf—(u-—) qui n’est fonction que de u® reprendra aussi la

méme valeur et ’on aura

4‘(51) _ 41(52)

Al(s)  A(s)

¢ (=)

47— est constant.

Donc

420. Ainsi la maniére la plus générale de satisfaire au pos-
‘tulat de Gauss (modifié conformément & l'objection de
J. Bertrand, i savoir que la moyenne est la valeur pro-
bable) se traduit par

— [ Y (anz—a)dz

¢(zy, 5) =0(zy) e

421. Considérons

f““"’]](z BTt .—I—:zrn)
n

T =1{(2) 9 (21, 5) 9( 22, 3). . -9 (%0, 5) ds.

si
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Je dis que cette intégrale est nulle, c'est-a-dire que la
moyenne est la valeur probable.
Je vais poser

R e .
n Y

et
o (21, 3) (s, z)"_' <@ (&p,y 5) = 0(z,) 6(xs)...0(x,)eb.

L’exposant P peut s’écrire
‘ P=_f4'(z) [(5— @) + (s — @) +...+(s—za)] ds,

c’est-a-dire

P=— fnp(z) (z—z)ds.

Il reste donc 3 démontrer que lintégrale suivante est
nulle :

f@($1) e(ﬁg). . .e(xn) (5 —a) q}(z) e—nf@:(zl(:—-r)dz .

Si nous posons

f(znx) Y (5) dz = u?,
d’otr
(z—2)Y(s)ds=2udu,

I'intégrale envisagée se réduit &
20(z,)0(x,).. .G(x,;)fue—”"’ du.
Elle est nulle quand « varie de — oo & -+ oo,

122. La fonction ¢ dépend ainsi de ¢, et ¢ dépend de la
connaissance que nous pouvons avoir a priori de la pro-
babilité relative a z.
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o dépendde'habileté de observateur et de la probabilité
a priori pour qu'il se frompe.

1l n’y a aucune raison pour que ces deux probabilités a
priori dépendent I'une de I'autre. La seule hypothése rai-
sonnable est donc de supposer ¢ =1 pour retrouver la loi
de Gauss. '

423. Reste 0(zy).

Rien n’oblige & supposer cette fonction égale & r. On sait,
par exemple, que certaines observations, telles que les
observations méridiennes, sontsujeties & une cause d’erreur
parliculiére que l'on a appelée Verreur décimale.

Quand on mesure une quantité, quand on effectue une
lecture, on évaluc le résultat jusqu’'a un certain ordre
d’unités, et le nombre qu’on donne est celui qui se rap-
proche le plus, dans cet ordre, de la grandeur qu’on veut
connaitre.

Or on a remarqué que chaque observateur semble affec-
tionner cerfaines décimales; on exprimera analytiquement,
ce fait en disant que §(%,) est périodique, et qu’elle devient
maximum pour ces décimales.

124. Quelle opinion faut-il avoir de ce postulat de Gauss?
Dire qu’il est admis par tout le monde, ce n’est pas le justi-
fier, car tout le monde n’a peut-&tre pas une connaissance
suffisante de ce gqu’est une loi des erreurs.

Si nous avions appliqué les mémes raisonnements i 52,

2

S
5=

2 2 2
i+ Ty +.. .—I—.z',,’
n

1a valeur adoptée pour s eiit été

N L e e
- — .
n
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On peut se trouver en présence d’une série de mesures
portant sur le carré d’une grandeur inconnue, et, d’aprés le
postulat, il faut prendre la moyenne desz quantités directe-
ment observées.

J. Bertrand donne comme exemple une aiguille qui indi-
querait le carré de I'angle mesuré. Devrait-on prendre la
moyenne des lectures de l'aiguille, ¢’est-2-dire la moyenne
du carré des angles, ou la moyenne des angles eux-mémes?
Aucune de ces deux solutions ne serait raisonnable. La
mesure de cet angle comporte deux erreurs : 1° U'erreur de
visée, et I'erreur de visée probable serait Perreur moyenne
de P'angle; 2° Perreur de lecture, et I'erreur de lecture pro-
bable serait-Perreur moyenne du carré de I'angle.

125. La régle dela moyenne semble donc dénuée de-sens.
Pourquoi cependant ne nous trompe-t-elle guére? Pourquoi
est-il 1égitime de prendrela moyenne? C’est, au fornd, parce
que les erreurs sont trés petites.

Si, au lieu de 3, je mesure f(5), et que j'applique a f(z)
le postulat de Gauss,

Sl + fla,) +.. .—l—f(a:n),

n

f(z) =
J’aurai, puisque 2, est irés voisin de 3,
S(z) =f(5) + (21— 5) f'(3),
et de méme avec xz, ..., z,. J'en déduirai

xy—3)f' (5
o) =f(s) + 2B DL,
c’est-a-dire
3(xzy—3z)=0
ou 7
Nz =Xy~ Tyt ... Dp.
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On arrive donc au méme résultat, qu’on ait mesuré direc-
tement la grandeur 5 ou une fonction quelconque f(z) de
cette grandeur.

Voila, en somme, pourquoi on a le droit de prendre la
moyenne.

426. D’un autre c6té est-il si exact de se borner 4 prendre
la-moyenne? Ce principe est-il si incontesté?

Sur- » observations, s’il arrive que n — 1 soient trés voi-
sines 'une de l'autre et que la ni=e en soit trés éloignée,
prendra-t-on la moyenne? Le résultat serait trés différent
du cenire de gravité des » —1 premiéres observations, des
rn —1 bonnes observations. Certains expérimentateurs écar-
tent la niéme ; jl y a eu, disent-ils, aceident, et cette obser—
vation est mauvaise.

Mais alors la valeur prise n’est plus la valeur moyenne :
on a eu une raison de rejeter le postulat. .

Quand on adopte la loi de Gauss, I’erreur probable sur la

moyenne est \/I-—_’; de sorte qu’en multipliant les observations
n

on devrait aboulir 4 une précision de plus en plus grande.

Et cependant, quand on mesurera un métre un million de

millions de fois, sans vernier, on ne le connaitra jamais 2

un milliéme de millimétre prés, & 1 micron prés.

Cela s’explique d’ailleurs : pour de trés petites gran-
deurs observées, on ne peut répondre de rien, il n’y a pas
davantage de raisons pour que l’erreur soit comprise
entre o et 1 micron que pour qu’elle soit comprise entre r
et 2 microns.

127. Dans le Chapitre XI, j'établirai encore le théoréme
suivant :



188 CHAPITRE X. — LA THEORIE DES ERREURS.

Quand on prend la moyenne, le carré de I'erreur commise
est

(z_ Ty DByt . .+wn)“'.
P

Quelle que soit Ia loi des erreurs, Gauss démontre que la
valeur probable de cette expression tend vers zéro quand n
augmente indéfiniment.

Cela justifie le choix de la moyenne : elle devient de plus
en plus probable & mesure que » augmente, sans étre la
plus probable.

Mais celte maniére de justifier le choix de la moyenne'
indépendamment de la loi des erreurs est, pour ainsi dire,,
une réfutation du raisonnement de Gauss exposé plus haut,
puisque ce raisonnement prétend établir qu’une certaine loi
trés particuliére est la seule qui puisse justifier 'emploi de
la moyenne conformément 2 la pratiqué universelle.

Il est assez étrange que cette réfutation soit due 4 Gauss
lui-méme.
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JUSTIFIGATION DE LA LOI DE GAUSS.

428. Nous allons adopter la marche suivante :

1° Nous chercherons quelle est pour la loi de Gauss
I'expression de la valeur probable de la puissance pitme de
T'erreur;

2° Nous montrerons que cette loi est la seule pour laquelle
cette valeur probable ait cette expression;

3° Nous chercherons pour une loi quelconque I’expres-
sion de cetle valeur probable; ,

4° Nous chercherons encore cette expression quand l'er-
reur résultante estla somme de plusieurs erreurs partielles,
indépendantes les unes des autres; '

5° Nous chercherons ce qu'elle devient quand les erreurs
partielles sont trés nombreuses et trés petites;

6° Retrouvant ainsi la méme expression qu’avec la loi de
Gauss, nous conclurons que la loi de Gauss doit étre vraie
toutes les fois que l'erreur résultante est due & l'accu-
mulation d’erreurs trés petites, trés nombreuses et indé-
pendantes;

75 Nous retrouverons le méme résullat par une autre

voie.

129. Soit z la quantité & mesurer.
La probabilité pour que le résullat de la mesure soit
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compris entre z; et #; + dz; peut étre représentée par
¢ (21, 5)dz;.

Gauss, nous l'avons dit, suppose que ¢ ne dépend que
de z — z,; la probabilité sera alors ¢(z — #) d=,; de plus,
il suppose qu'il n’y a pas d’erreur systématique, c’est-
a-dire que ¢ est une fonction paire et ne change pas quand
on y substilue x; — 32 5 — 2.

Soit y4 l'erreur :

yi=xy— 5.

La probabilité est ¢ (y1) dy:-
Nous aurons a considérer la valeur probable de y,, et,
plus généralement, celle de y¥; ce sera

]
f e(r) iy

Comme ¢ est une fonction paire, si p est impair, cette
intégrale est nulle.

430. On peut faire deux observations, y, et y,, et avoir a
considérer la valeur probable d'une fonction de y, et y,, par
exemple y7:y7e.

o (1) est la probabilité pour que la premiére erreur soit
comprise entre y, et y, + dy; ; @(2)la probabilité pour qué
la seconde erreur soit comprise entre y, et y. -~ dy,.

La valeur probable de y71y7= sera par définition

f f Iy o(y1) 9(¥2) dys dy,

les intégrales étant prises de — co & + oo par rapport & y,
et par rapport & y,.
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Comme la fonction sous le signe ff est le produit d'une

fonction de y; par une fonetionde ys, et que les limites sont
constantes, cette intégrale double sera le produit de deux
iutégrales simples

f Yo () dy f Y29 ()e) dya-

Ceci montre que la valeur probable du produit est le pro-
duit des valeurs probables des facteurs.

11 faut que les deux facteurs soient différents : la valeur
probable de y%, par exemple, ne serait pas le carré de la
valeur probable de y?%; mais la valeur probable de y}y} sera
le produit des valeurs probables de y} et de y3.

134. Supposons m, nul. Par I'intégrale

f:aq»(yz)dyz

nous devrions avoir la valeur probable de I'unité, c’est-
a-dire 1; or il est évident que

o
f o(y2) dy,=1,

car celte intégrale représente la probabilité pour que y, soit
compris entre — o et + o, ¢’est-2-dire la certitude.

132. Sil'on effectue plusieurs observations y,,' Fas <o s Vns
la valeur probable d’une certaine fonction ¢ de ces obser-
vations sera

f‘P(J’t) (F2) e @(Fn) V(Y19 Yas i 202 ¥u) @Y1 Y2 oo AYpe
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Si 1a fonction { est impaire, les éléments de I'intégrale
seront deux 4 deux égaux et de signes contraires; 'intégrale

sera nulle.

133. Je reviens a I’hypothése de Gauss

o(¥)= \/ge—"y’.

La valeur probable de y*r+!, avec cette hypothése,est
zéro; cherchons la valeur probable de y?7: ¢'est, par défini-

+e 7
_l—’l’ 2 ,
S R

Observons d’abord que

el
f \/Ee—"y’ dy =1
A T

. 1
/e—hy=d].:\/;r'h z,

tion,

ou

Je différentie cette égalité p fois par rapport a % :
J—e

T (D2

Le signe — est répété p fois dans chaque membre; il dis-

parait :

fe_"-*’y’l’dy :\/q—rh—P—ér.Sﬁ. ~(2p—1)

p Y4
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D’autre part,
2.4.6...2p=27.pl,

—p_1 1
/Ie—"f"yzl‘d)f:ﬁh ? 2;;; ———(QPP!)'.-

La valeur probable y®# est le produit de Vintégrale par

h
—; on a donc
T

134. Ce résultat a été obtenu dans ’hypothése

<P(y)=\/§e"‘y’;

une guestion se pose : la loi de Gauss est-elle Ia seule pour
laquelle ce résultat se produit? C’est la seule.
Cherchons la valeur probable de

~~

ap)!
I 22P

7=

t
A3

=

e re—y)?,
Par définition c¢’est

“+ oo
é e hy? e~ (¥o—y)? dy,
—_— Tt -

On peut calculer directement cette intégrale; on peut
aussi développer e ™7~7" en série convergente pour toutes
les valeurs de y,

eIt —=3 A, yP.

4o ‘
f \/ge—hﬁ"e'n(”—'w’ dy = EAgp;z—’

De méme, avec une autre fonction ¢ que celle de Gauss,

D’ou

-+ . )
[ etneminemray =34, 577,

P, 14
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Par hypothése, les valeurs moyennes de 27 seraient les
mémes dans les deux cas. Le rapport des deux intégrales
serait donc 1.

Comme ce rapport reste le méme quel que soit n, servons-
nous d’'un théoréme précédemment démontré.

La limite du rapport

f £ () 9 () dy
ffz(y)q»"(y)dy‘

quand n croitra indéfiniment, sera

J1(¥)

fz()’o),

si, dans les limites de I'intégration, ¢(y) atteint son maxi-
mum pour y = Y.

Ici e—nlr—7o” atteint son maximum pour y = y,; la limite
du rapport des deux intégrales est

\/—lE e—hy}
T

(o)

Comme ce rapport reste toujours égal & 1

9(ye) = \/%e—hﬁ,

¥, étant tout a fait quelconque, c’est dire qué la loi de
Gauss est la seule qui donne a y*# la valeur probable que
nous avons vue.

435. Supposons que la loi des erreurs soit quelconque.
On a fait » observations, ayant donné » erreurs indivi-
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duelles yi, ¥y «.., ¥ Prenons la moyenne des observa-
tions : nous commettrons une erreur, qui sera la moyenne

des erreurs individuelles,
Y1+ Yt . -+yn.

n

Gauss s’est proposé de calculer la valeur probable du

carré de cette erreur; c’est par définition
+ Yot ¥n\?
fso(yi)cp(yz)...q)(yn) (7‘ Jatoo ) ) Ay, Ay endyn.

Je développe ce carré
Yityat.. -+yn)2_, 21 22)1s,
n . n?

La valeur probable cherchée sera

La valeur probable du produit y,y, estjf: xﬁ; comme
les fonctions y, et y, sont impaires, y; et y, seront nulles.

Vityi+t...+yE

Il reste done
nz

L’intégrale se raméne 2 une somme de n intégrales; mais

chacune d’elles porte sur la méme fonction
¢ (y1) 9(xe)---9(¥n)s

multipliée par yidy,, ou yidy,, ..., ou yidy,. Cest donc

la méme intégrale aux notations prés.
Donc la valeur probable du carré de I'erreur est

2 B
nYy __ Ji,
n* n
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Ainsi la valeur probable du carré de I'erreur commise est
le carré de la valeur probable d’'une erreur individuelle
divisé par n.

Cette propriété suffit pour justifier 'emploi des moyennes;
elle a lieu quelle que soit la loi des erreurs.

Toutefois, comme nous ’avons vu au Chapitre précédent,
la loi de Gauss est Ia seule pour laquelle la moyenne soit la
valeur la plus probable.

Avec toute autre loi, la moyenne deviendra de plus en
plus probable quand les observations deviendront de plus
en plus nombreuses, mais elle ne sera pas la valeur la plus

probable.

436. Cherchons la valeur probable de |

(.7'1+.7’2+- . -+.')'n>2p+1'.

n 2

¢’est une fonction impaire que nous élevons 4 une puissance
impaire : la valeur probable doit étre nulle.
Cherchons la valeur probable de

(.71 + Y2t - .—l-yn)?l’.
n

Par une formule, généralisation de celle du binome,

ap)!
(FrrFai et PP = a—%xﬁ)_myy -

.

ol
oyt Ogt. . Ap=2P."
1l faut prendre la valeur moyenne de chaque terme et la
diviser par n??.
La valeur moyenne de certains termes sera zéro, si I'un
des exposants « est impair. Tous les exposants doivent étre
pairs pour que cette valeur soit différente de zéro.
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137. Traitons comme exemple
(F1+yat- o+ 2a)t

Les @ ne peuvent étre pairs que si: 1° «; =4, et les autres
nuls; ou 2° oy = a, = 2, ce qui conduit &

2yi+-62y:y;+R.
R est 'ensemble des termes dont la valeur moyenne est
nulle; le coefficient de 2y} y3 est;% = 6.

Traitons encore
(1+yet.. .+ ¥a)-

Les-« nie peuvent &tre pairs que si: 1°o;=—=6; 0u2° o, = 4,
oy =23 0U 3° oty — ay =ty = 2.

R étant I'ensemble des termes dontla valeur moyenne est
nulle, on a

(Y1+yet.. Y =2yi+152yiyi + 902yt yiyi +R.

Le coefficient de Zy} y2 est —15; le coefficient de

6!
412l

6!
ZJff y; J’g est m == 90.

Je m’en vais convenir de désigner la valeur moyenne
de y§ par M. D’abord la valeur moyenne de

(yi"l—yz-i-'. . -‘{"_}'n)&
sera

- n(n—i1
()'1+yz+...+yn)‘=nMa+6—-( > Jaiz.
En effet, dans 3y} tous les termes ont la méme valeéur

moyenne, et ily en a n; dans ¥ Y3 ¥3, tous les termes ont la

A . n(n—1)
méme valeur moyenne et il y en a =
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La valeur moyenne de (¥, y2—+ ...+ ¥»)° sera

i+ Jatoe Tt In)
=nM;+15n(n—1)M; M, 9o z

n—1)(rn-—2)..,
3 M:.

Dans 2y} y2,il y a autant de termes que d’arrangements
de r letires 2 A 2; le coefficient de M; M, est done

15n(n—1).

438. On pourrait poursuivre avec d’autres valeurs de 2p;
les expressions deviendraient de plus en plus compliquées.

Tenons compte de ce que 7 est trés grand; il y a dans le
second membre des termes en n, en n%,.en rd, ete.

A titre d’approximation, ne considérons que les termes du
degré le plus élevé en n. Pour 2p =4, ce terme est 3r*M3;
pour 2p = 6, ce terme est 152° M.

Ainsi 'erreur moyenne

e e
y:m Y2 - Y

a comme valeur probable de sa quatriéme puissance

yh_g(Mz) ’

et de sa sixiéme puissance
()
Calculons cette valeur probable en général,

2p)!
G =3 an Zoeos- o)

Dans le second = on ne permute que les indices des y.
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Ne conservons que les termes ol tous les « sont pairs; les
autres ont une valeur probable nulle. Ii vient

(2p)!

i+ rate et yal? =, ol o] NM,, Mq,. . . Mg,

Tous les termes sous le second X,
2ybye. .. Yie

ont, en effet, la méme valeur probable. Soit N leur nombre;
évaluons N.

439. Je suppose d’abord o«,—«,. Si nous permutons y,
et ¥, nous retrouvons le méme terme. Si nous tenions
compte de lordre, nous aurions autant de termes que
d’arrangements 2 & 2 de u lettres choisies dans les »
lettres ¥y, %25 ..., Ya3 DOuUs pourrions avoir ainsi des
termes. répétés.

Si les p exposants étaient différents, N serait égal au
nombre des arrangements de r lettres g & u, c’est-a-dire
gal & s

(n—p)!

Je suppose w, exposants égaux & oy, pe & &gy ..., g & &g}

de plus, je suppose &, ¢, ..., ag différents, et

H-1+P~2+-..+HK=P..

Je considére I'un des arrangements formés avec ces expo-
sants; j'y permute d’'une maniére quelconque les p, lettres
dont Pexposant est ey, les p, lettres dont ’exposant est «,, ...',
les pg lettres dont 'exposant est «g. Je ne change pas le
terme correspondant; par conséquent, ce méme ferme serait
reproduit par

palpa! .o prl
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arrangements.
n! -
T (r—p) pd el pKl’
n(n—1)...(n—p=1)
N= .
!l el . pxl

N

AinsiN est un polynome du degré p en n.
La plus grande valeur que puisse prendre . est p.

En effet
oy oty .. .+ ap=2p.

Les « étant tous pairs, la plus grande valeur de p. corres-
pondra a
Oy == Oy ==., . == op = 2.
Il 0’y aura donc qu’un seul terme de degré p, par rapport
a n, dans N; avec notre ordre d’approximation, c’est le seul
que nous devons conserver. Réduit 4 ce terme, N ala valeur

suivante :
N— n(n—r1)...(n—p--1)
= o1 .
En effet, tous les o étant égaux, il en résulte que les lettres
s Moy - - -5 Mk S€ réduisent &
f=r=p,

Ho=...==pg=0.
Dans N, le terme en n? est
ne
Pl
140. D’autre part, oy, &, ..., oy étant égaﬁx ae,

MaL: M¢3= e May.: M2,
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ol M, est la valeur probable du carré d’'une erreur indivi-
duelle, y2.
La valeur probable de (y,+ y2-+ ... + ¥»)* est donc

1 ne
(Fit ot F yn)F = (ZLP) ;—IMQ

La valeur probable de ¥?# s’en déduit en divisant par n*?

T,,_(zp)l(& 7,
J T pler\ n

Comparons avec le résultat donné par la loi de Gauss; on

doit avoir
1 \?__ /M,\?
G =)
ou
n
h— 2M2.

La loi de Gauss est la seule qui conduise & cette expres—
sion pour la valeur probable de I’erreur.

Pourvu qu’il n’y ait f»as d’errcurs systématiques, et qu’on
fasse un grand nombre d’observations, en prenant leur
moyenne, on commet donc, avec cette moyenne, une erreur
dont Ia probabilité est conforme i la loi de Gauss.

L’erreur commise avec un instrument est la résultante
d'un trés grand nombre de petites erreurs indépendantes les
unes des autres, et telles qué chacune d’elles n’entre que
pour une faible part dansle résultat; I'erreur résultante
suivra la loi de Gauss.

444. Posons le probléme d’une autre maniére,
On a commis dans les observations un ¢ertain nombre

d’erreurs individuelles, ¥;, ¥2 - -+, ¥n, indépendantes les
unes des autres; 'erreur totale est

}’:‘}'1—‘— yg"‘—- . '+.}/n'
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Supposons d’abord que toutes ces erreurs suivent la méme
loi, et qu’iln’y ait pas d’erreurs systématiques. Le probléme
est le méme.

La valeur probable de 3*7+! sera nulle.

Nous avons évalué au paragraphe 136 la valeur pro-
bable de

()'l-r— .’}’2+-.-+J’n>2".

n
Ici nous avons & chercher la valeur probable de
(yr+ Yot o Ya)®Pe

La probabilité pour que y; soit comprise entre deux
limites données « et 3,

B
f o(y:) dye,

est la mé&me par hypothése pour 3y, ¥z <+ vy ¥a-
- Ilnous suffit de multiplier le résultat obtenu pourla valeur
probable de

(_'}’1‘*‘_'}"2"‘. "_kyn)‘-’P
p H

c’est-a-dire

par n*?, pour obtenir la valeur probable de y?7,

"—'_,(217)1 nM;\?
Yr=r (T ’

et, en posant M, =M,

— _(2p)] [M\?
A= (5)"

Ainsi la forme de cette expression reste la méme, et,
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en raisonnant comme précédemment, on conclurait que
la probabilité pour que l'erreur totale y soit comprise
entre deux limites données reste conforme 3 la loi de
Gauss.

142. Ce raisonnement n’est pas encore satisfaisant, parce
qu’il est peu vraisemblable que toutes les erreurs indivi-
duelles suivent la méme loi. Supposons que laloi ne soit pas
la méme, mais que toutes les erreurs individuelles soient
sensiblement du méme ordre de grandeur et que chacune
d’elles contribue pour une faible part & Ierreur totale;
soient

B
f ?1(¥1) @Y1
& .
la probabilité pour que y; soit compris entre « et 3 ;

/‘p‘Pz(J’z)dj’z

%

la probabilité pour que y, soit compris entre e et 3 ;

- . . . . . . . . - . - . - . . . - - . .

B
f @n(¥n) dyn
o
la probabilité pour que y, soit compris entre o et (3.
- Je suppose toujours @5, Qg «evs P fonctions paires, autre-
ment dit qu’il n’y a pas d’erreurs systématiques.

Je prends la somme M des valeurs moyenunes des carrés
des erreurs,

7 Y +yi 4. +yi=M

Si-toutes les erreurs particuliéres suivaient la méme loi,
on aurait la méme valeur M, pour ;f, )75, ciey y_,ﬁ, et la
somme M serait nM,.
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Je me bornerai au calcul correspondant aux premiers
exposants. ’

En supposant que toutes les erreurs suivent la méme loi,
nous avons trouvé que la valeur moyenne de y* est M; celle
de y*, 3M?*; celle de »%, 15M? ....

Refaisons le méme calcul en supposant la Joi différente
pour les différentes erreurs individueiles. J'observe que
le produit ¥ y* a pour valeur moyenne la valeur probable
de ¥, multipliée par la valeur probable de y7%. En effet, la
valeur probable du produit y7y} sera représentée par

ff‘?i (1) 92(32) YT Y5 Ay1 dyss

le produit des valeurs probables de y7 et de y% sera repré-
senté par

f e (Y1) yT dy f P2 (y2) ¥3 AYe-

Le théoréme reste donc vrai dans ce cas-ci comme dans
Ie précédent; et sim est impair, la valeur probable sera
nulle. '

La différence & remarquer, c’est que les valeurs pro-
bables de %, %, ..., y7 ne sont plus égales entre elles.

Remarquons aussi que les quantités o5, 9,, ..., ¢, sont

censées du méme ordre de grandeur.

143. Cherchons la valeur moyenne de 32 On a
=232 + 23y,

Donc, _ L
yi=2yi+22y ¥;

le dernier terme disparait; il reste

F=37.
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Pour la valeur moyenne de y*, on trouve
yr=2yi+62yiyi
en laissant de coté les termes ol figurent des exposants
impairs. _
Le second terme sera beaucoup plus grand que le premier:
le premier = est un ensemble de » termes, le second 2 un

(rn—1)
2

n A
ensemble de termes ; ces nombres de termes sont

respectivement de P'ordre de n et de Uordre de n*; le pre-
mier est négligeable devantle second. Les différents termes
des deux I sont d’ailleurs, par hypothése, trés petits et
sensiblement du méme ordre de grandeur. On a, d’autre
part, . .
M=2(y7)*+22y1 73
ou . o
3M2=33(y7 )"+ 632y% y2.

Le premier terme esl encore négligeable devant le second,
et celui-ci est identique dans les deux expressions.

Done, avec 'approximation adoptée,

yr=3M=.
Pour la valeur moyenne de'y“, on a
F=37F + 1533 yE+go 2yl yi 3.
Calculons d’autre part 15 M3,
sME=153(37 )5+ 452(y7 )2y + 9o SyTyEyt.

Comparons les deux seconds membres. Le premier =
porte sur n termes, le second I sur n(r— 1), le troisiéme =

sur‘n( r _; I; (g — 2); ces nombres de termes sont de ’'ordre

de grandeur de z, de n?, de n%, et les deux premiers Z sont



206 CHAPITRE XI.

négligeables vis-a-vis du troisiéme. Comme le terme qui
n’est pas négligeable est le méme, on a

ye=15M3.

444. En résumé, supposons que lerreur finale soit la
résultante d’un trés grand nombre d’erreurs partielles,
indépendantes ‘les unes des autres, et qu’il n’y ait pas
d’erreurs systématiques; supposons aussi que ces erreurs,
qui seront sensiblement du méme ordre de grandeur,
entrent chacune pour une faible part dans I'erreur totale.

Dans ce cas, Uerreur résultante suivra sensiblement la loi
de Gauss.

Telle est, il me semble, la meilleure raison & donner de
Ia loi de Gauss.

Fonctions caractéristiques. — Yappelle fonction caracté-

ristique f («) la valeur probable de ¢**; on aura donc
fla)=,pe=,

si la quantité 2 varie d’une maniére discontinue et peut
prendre seulement un nombre fini de valeurs, et

H@)= [ g(z) e dm,

si « varie d'une maniére continue et si ¢ (x) représente la
loi de probabilité. Ii est clair que

a3
1.2.3

f@=1+ 2 (@) + (1) +

(@) +. ..,

(xr) désignant la valeur probable de «P. On voit que

S (o)=1.
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La fonction caractéristique suffit pour définir la loi de
probabilité. On a en effet par la formule de Fourier

faay= [ g(@)e=d,
21 @(2) :f-l-mf(ioz)e—"““’doz.

~ Si deux quantités z et y sont indépendantes et si f («),
J1 () sont les fonctions caractéristiques correspondantes,
Ia fonction relative & 2 + y sera le produit f («) f; («). En
effet, comme nous V'avons vu au paragraphe 130, la valeur
probable du produit e*=+} sera le produit des valeurs pro-
bables de e** et %,

Avec la loi de Gauss

1=y /Fe,

Flay=é.

on trouve aisément

Supposons que deux quantités z et y, indépendantes,
suivent I'une et I'autre la loi de Gauss, la premiére avec la
précision %, 'autre avec la précision 2’'; les fonctions carac-
téristiques correspondantes seront '

e o«
&F, F,

La fonction caractéristique relative 3 x -+ y sera le pro-

duit
L 1 I T

A ol —_— e e
e M TR OR

La somme 2 + y suivra donc aussi la loi de Gaussavecla
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précision 2" ; c’est le théoréme de M. d’Ocagne, démontré
au paragraphe 60.

Supposons maintenant une erreur résultante qui soit la
somme d’un trés grand nombre d'erreurs partielles, trés
petites et indépendantes. Soient f; (o), fa(@), ..., fu(e) les
fonctions caractéristiques correspondantes. '

Chacune d’elles sera de la forme

Sr(or) = ebrx+Parr+ Bt

L’erreur correspondante étant toujours trés petite, les
coefficients 3 décroftront trés rapidement. A

La fonction caractéristique relative & 1'erreur résultante
sera le produit

Ji(a) fa(@). . o faula),

% 2B+t BBt B Bt

c’est-a-dire

- Les erreurs n’ayant pas de caractére systématique, nous

aurons
XB;=o.

D’autre part, les coefficients (3 décroissant trés rapidement,
283;, 2B, etc. seront négligeables devant 23,, et il res-

tera
PLEph ,

ce qui est la forme de la fonction caractéristique qui con-
vient & la loi de Gauss.

445. On a donné de la loi de Gauss une vérification
a posteriort, fondée en somme sur le théoréme de Bernoulli.
Si une cerlaine épreuve peut donner naissance & plu-
sieurs événements tels qu'un seul d’entre eux se produise
a la fois, et si I’on répéte ’épreuve un trés grand nombre de
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fois, les nombres des événements qui se produiront seront
trés sensiblement proportionnels-a leurs probabilités.
On mesure un grand nombre de fois une quantité z; les
résultats sont x,, x,, ..., Ty, €t les erreurs ¥y, ¥z, «« oy Pue
Si nous connaissions bien z, nous connaitrions bien
Y1s ¥as ++es ¥n; Sinous comptons Ie nombre d’erreurs com-
prises entre deux limites données, a el &, ce nombre sera

proportionnel a

b
J @ (y1) dy1-

On peut construire Ia courbe qui représente ¢ ().

da -2 -~ 0 o 2« 3«
Fig. 16.

- On divise I'axe des abscisses en un certain nombre de
parties égales & o : chacun de ces petits intervalles est assez
grand pour que le nombre des erreurs dans cet intervalle
soit grand ; au milieu de cet intervalle, élevons une ordonnée
proportionnelle 2 ce nombre d’erreurs.

La courbe obtenue, si la loi de Gauss est vraie, aura pour

équation
I3
— —hxs
y = —_ -
\/;

Clest uhe courbe asymptotique & 'axe des abscisses et
symétrique par rapport & 1’axe des ordonnées. 7
Ce résultat se vérifie, parait-il. Ainsi Bessel a pu repré-

P. 15
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ssenter les résultats d’un grand nombre d’observations de
Bradley, sur la déclinaison d’une étoile.

146. On peut aussi se dispenser de tracer une courbe, et
vérifier par le calcul. A '

Remarquons, en premier lieu, que, si 'on ne connait pas
la véritable grandeur 3 mesurer, on adoptera la valeur
moyenne des observations comme la représentant.

Vérifions par le calcul : la valeur moyenne de y?F serait,

d’aprés la loi de Gauss,

—_ {(2p)! 1
'yp_plzzl’ Py
celle de y*7,
—_ (ag)! 1
2 T ermet—" —
ye= gl 2% h7

Eliminons 4,

p— p/(2p)!
i A

Z/y=2q”\7(2q)!'
q!

"On vérifiera que cette relation est satisfaite.
Pour les ohservations faites, nous connaissons les erreurs
F1s Yas -+-» ¥n- L'expression '

B R
Vrii+ i+ + yit

doit &tre égale a
af2p)!
Y _pl
7/(2q)!
gl

3

cette vérification se fait également, parait-il.
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On peut encore considérer y?P+i, La valeur probable
seraitnulle si I'on prenait y avec son signe. En ne considé-
rant que la valeur absolue, on aurait comme valeur pro-
bable, d’aprés la loi de Gauss,

® r 2p+1 p—ly? .
2f° \/;y” e~ dy;

cette intégrale eulérienne n’est pas nulle.
8i P'on avait pris y avec sa valeur relative, on et eu

J

147. Exception a la loi de Gauss. — J’ai plaidé de mon
mieux jusqu'ici en faveur de la loi de Gauss dont nous .

qui est nulle.

allons maintenant tirer les conséquences. Peut-étre pour-
tant la cause n’était-elle pas parfaitement bonne.

Il ne faudrait pas avoir une sorte de superstition pour la
méthode des moindres carrés, i laquelle va nous conduire
la loi de Gauss. Nous avons vu que l'on avait parfois des
raisons de ne pas adopter cette loi.

Elle suppose, en effet, qu’il »’y a pas.d’erreur systéma-
tique, et il y en a toujours.

D’un autre cdté, nous avons vu qu’on est souvent conduit
ane pasappliquerle procédé de lamoyenne, et, par exemple,
4 rejeter une observation qui présente avec toutes les autres
une divergence exagérée. Il n'en serait pas ainsi si la loi de
Gauss était toujours vraie.

C'est donc que, dans certains cas, on croit avoir des rai-
sons @ priori de ne pas adopter la loi de Gauss. Qu’est-ce &
dire ? Pourquoi rejetons-nous une observation divergente ;
c’est parce que nous supposons qu’elle est entachée d'une
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erreur grossiére, due 4 un accident quelconque. C’est donc
que nous ne considérons pas a priori une erreur grossiér
comme tout & fait improbable, comme elle le serait d’apreés
la loi de Gauss.

148. Entrons dans quelques détails. On peut dans certains
cas supposer que erreur totale se compose de deux erreurs
partielles; la premiére, due elle-méme i 'accumulation d’'un
grand nombre d’erreurs irés petites, suivra la loi de Gauss;
la deuxiéme sera une erreur grossiére, dont la probabilité
est, il est vrai, trés faible, mais qui peut étre trés notable.

C’est ce qui arriverait par exemple sil’on avait négligé,
par inadvertance et sans s’en apercevoir, quelque précau-
tion essentielle, quelque réglage indispensable. Et c’est 1a
une hypothése qui n’a rien de déraisonnable. Soient alors

Y=r1+n

Perreur totale, y1 et y, les deux erreurs partielles. Alors v,
suivra la loi de Gauss, et la fonction ¢(y;) qui définit la loi

de probabilité sera
‘ /R e
] ( r1 )= 2_7; e—hri
o2

et la fonetion caractéristique correspondante sera ek,

- En ce qui concerne l'erreur y,, elle pourra étire égale
3 0, + k et — k, les probabilités respectives de ces trois
erreurs élant 1— 2¢, ¢ et €; la fonclion caractéristique cor-
respondante sera

1—2e-4-e(etk4- e—%k)

et 1a fonetion caractéristique relative & I'erreur totale sera
le produit

o2
e*h[1—oe + e(e® 4 5],
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Quant a la fonction ¢(y), elle sera

V/ 7elli—28) eI - e(emhir=Hr e gty A1),

Supposons maintenant que nous voulions savoir quelle
est la valeur probable de la quantité mesurée z, étant donné
que n observations ont donné pour résultats zy, Za, <« ey Zn-
Nous savons que tout dépend du produit

¢z —35) 9(x2—5) ... ¢(Zn—3);

la fonction ¢ ayant trois termes, ce produit en aura 3”; on
trouvera alors pour la valeur probable cherchée

2z 533 e %k
2
p3 P e—%k

le numérateur et le dénominateur ayant 3* termes; on aura
d’ailleurs

x{‘!"xg—l"-..—l— €,

Sp—= — +k91+62+---+9n22w -1

L L
n . n n

-les nombres & pouvant prendre les valeurs o, Iou —1;
comme les nombres 0 sont au nombre de n et peuvent
prendre chacun trois valeurs, cela fait bien 3" combi-
naisons.

On aura ensuite

_W:(I_zs)n( . )me,_

[—2¢

et
o= la?..i(w,-—— Zk—' Gik)’.

. Pour simplifier, nous supposerons trois observations seu-
lement ayant donné pour résultats o, o et &, et nous négli-
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gerons le carré de X; la valeur probable deviendra alors
é [1—e(2eB4 ef)] + %ke (2 + e—2B),

ol B=24hk?*; si B est grand, c’est-a-dire si la différence
entre I'observation discordante z;—k et les observations
concordantes zy=a,=o0 est grande par rapport a la préci-
sion de I'instrument, il peut se faire que e soit fini, et alors,
en ne conservant que les quantilés finies, la valeur probable
devient

g—f(r —eeb),

ou, plus exactement, puisque nous ne pouvons plus négli-

ger le carré de zef,
1 k

EEENY.

Elle est donc plus petite que la moyenne arithmétique,
c’est-a-dire que 'on doit attribuer aux observations concor-
dantes un poids plus grand qu’a ’observation discordante.
On admet, en somme, qu’il est plus naturel de supposer que
ceite observation discordante est due & une erreur grossiére
de la seconde sorte qu’a une erreur de la premiére sorte
conforme 2 laloi de Gauss, car il est trés peu vraisemblable
que cette derniére puisse atteindre d’aussi grandes valeurs.

449. Ou peut s’amuser & faire-le calcul avec d’autres lois;
nous avons d’aberd celles ol les grandes erreurs sont plus
vraisemblables que dans la loi de Gauss; on peut prendré
par exemple

‘P(J’):m’ 9()’):;%3_"1'-

Le calcul ne présente aucune difficulté; avec celte der-
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pidre loi, et en supposant trois observations z;—x. et
3> x5, 0N trouve pour la valeur probable de =

Xy—Tg

.ari—i—%l—e A (‘-”2—3 +%)\)

1—=e %
2

Pour x; trés grand, cela se réduit a

z,+ %7\,
ce qui montre que, z, et x, restant fixes, la valeur probable
de z ne croit pas indéfiniment avec =;. Ici encore le poids
de la valeur discordante est plus petit que celuj des valeurs
concordantes. :
Considérons maintenant des lois ol les grandes erreurs’
sont moins vraisemblables qu’avec la loi de Gauss; comme

par exemple
p(y)=Ke W

on trouvera alors que le poids de la valeur discordante est
plus grand que celui des valeurs concordantes. Et cela
parait d’abord assez paradoxal. Mais il est aisé de s’expli-
‘quer ce résultat. Supposons que les trois observations aient

donné
o, o, k

la moyenne arithmétique étant = les trois erreurs ont été

ok

’ —

3

c»vlpf.
o) A

- .. . Kk . _ . .k
Si Pon avait pris 3’ les trois erreurs auraient été e La
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probabilité d’une erreur décroissant trés vite quand cette

. . s ok . .
erreur croit, il peut se faire qu’unc erreur 7 soit tellement

invraisemblable qu’elle puisse étre regardée comme prati-
. . . k C .
quement impossible, tandis qu'une erreur 5 resterait admis-

sible. Effectivement
k\* N\ 2 k\%_ k)‘ k\* k)‘.
(5 +<§)+ 3 >(5 +<5 +(;

150. Quel genre de modification y aurait-il donc, dans
ces derniers cas, i faire subir i la loi de Gauss? La courbe

h
y= \/: ek,
T

que nous avons précédemment tracée, devrait étre relevée
dans les parties éloignées de I’axe des ordonnées.

" Autre exémple; si la loi de Gauss était exacte, on pour-
rait, en multipliant suffisamment les observations, obtenir
une précision aussi grande que I’on voudrait. Dans bien des
cas, on a le sentiment que c’est 14 une illusion. Avec un
métre divisé en millimétres, on ne pourra jamais, si sou-
vent qu’on répéte les mesures, }Iéterminer. une longueunr a-
un millioniéme de millimétre prés.

Comment conviendrait-il de modifier la courbe de Gauss
pour tenir compte de ce fait? Ici, ce qui rend illusoires nos
efforts pour atteindre une précision infinie, ¢’est que nous
n’avons pas plus de chances de ne-pas nous tromper du
tout, que de ne nous tromper que d’'un micron ou de deux
microns. La courbe devrait donc comprendre un petit palier,
un petit segment de droite horizontale ¥ == const. s’élendant
de part et d’autre de 'axe des y.

Mais une>parei‘lle hjpoihése est encore insuffisante pour
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rendre compte des faits. Avec le raisonnement du para-
graphe 135, on verrait que quelle que soit laloi des erreurs,
si elle est de la forme ¢ (#;— 3), la valeur probable du carré
de I’erreur commise sur une moyenne de 7 observations tend
vers zéro quand r croit indéfiniment. On peut le voir éga-
lement & ['aide des fonctions caractéristiques. Soit F(x) la
fonction caractéristique relative & une observation isolée;
la fonction caractéristique relative 4 la moyenne de r obser-

=)™

Supposons que F(«) soit analytique et que

vations sera

Fla)=1+Aja+ Aya®+....

Nous supposerons que 'erreur n’a pas de caractére systé-
matique, c’est-a-dire que A;—o; nous aurons alors

logF(a) =B+ Byad+-...,

n 2 3
log [F (%)] =B, L + B ...

et a la limite
log [F (%):I =o,

ce qui montre que l'erreur est nulle.
A la vérité, on pourrait supposer que F(«) n’est pas ana-
lytique et prendre par exemple

d’ou

F{a)=el4l,

On en dédairait

() =reo=en
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de sorte que I'erreur sur la moyenne ne tendrait pas vers
zéro ; cetle hypothése correspond a la suivante :

I
‘P(J’):;—l_*_yz-

Comment le raisonnement du paragraphe 135 se trouve-t-il
en défaut dans ce cas?

D’aprés ce raisonnement, la valeur probable du carré de
I'erreur sur la moyenne est » fois plus petite quela valeur
probable du carré de l'erreur d'une observation isolée.
Cela reste vrai, mais ici cette derniére valeur probable,
représentée par l'intégrale

o

t yrdy V

- -
T T+Y
est infinie.

Cela n’est pas encore la solution que nous cherchons.
Nous ne verrions pas l'erreur sur la moyenne tendre vers

zéro, si la fonction ¢(y) ne tendait vers zéro plus vite

1 . s s . s ‘
que?-pour y trés grand, c’est-d-dire si de trés grandes
erreurs n’étaient pas frés improbables.

Mais si nous ne pouvons compter qu’un instrument quel-
conque nous donnera une approximation indéfinie, a la
condition de répéter suffisamment les observations, ce n’est
pas a cause des trés grandes erreurs, c’est au contraire a
cause des trés petites erreurs, le bon sens l'indique suffi-
samment.

454. 1l faut donc admettre que la fonction ¢ n’est pas de
la forme ¢(x;— 5), mais de la forme ¢ (z; z). Supposons
par exemple que l'instrument soit gradué en divisions dont
nous puissions apprécier le dixiéme; en général, nous ne
noterons sur notre carnet que des nombres entiers de
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dixiémes: si nous y inscrivions des centiémes ou des mil-
liémes, ce serait lout & fait au hasard. Supposons qu’il n’y
ait d’autre erreur & craindre que l'erreur de lecture; pre-
nons pour unité le dixiéme de division, de fagcon que z; soit
toujours un entier. Nous pouvons admettire par exemple que,
si z est compris entre p —e¢ et p 4-¢ (p étant entier), nous
noterons certainement z;— p; que si s est compris entre

p-+eetp+r1—eg, il yaura une probabilité é pour que nous

. ees I
marquions z;— p et une probabilité 5 pour que nous mar-

quions z;=p + 1.
Si 5 est compris entre p + ¢ et p +1—¢, et que nous fas-
sions n observations, nous marquerons n' fois p et n” fois

p—+1; le rapport de n’ et de r” 2 -;f tendra vers 1 quand le

nombre des observations croitra; la moyenne

n'p—+n'(p+1)
n

) .
tendra vers p -~ > et ne tendra nullement vers z.

On arriverait & des résultats analogues avec des lois ana-
logues, mais plus compliquées, soit que la probabilité pour
qu’on lise p varie d’'une facon continue avec z, pourvu que
cette probabilité ne soit pas une fonction linéaire de s — p;
soit, ce qui est plus vraisemblable, que la courbe qui repré-
sente cette probabilité présente un palier comme cela avait
lieu dans I'exemple particulier que nous venons de traiter;
soit enfin qu’a une erreur de lecture offrant I’'une de ces
particularités, viennent se superposer des erreurs prove-
nant d’autres sources et suivant la loi de Gauss.

8i ¢(z;, ) ne dépend pas uniquement de la différence



220 CHAPITRE XI.

y:i= &;— 3, la valeur probable de 'erreur qui est

f yio(zs 5)dy:

dépend de 5. II se peut qu'elle ne soit pas nulle, bien que
I’erreur n’ait aucun caractére systématique proprement dit.
Si en effet cette valeur probable est représentée par 0(z), il

- suffit que l'intégrale
o :
f 0(=) dz

—ca

o .
[ou mieuxf $(5)8(s)ds, ot Y(z) représente la proba-

bilité a priori pour que z aii une valeur donnée], ‘comme
dans le chapitre X, soit nulle, pour que I'erreur ne puisse
pas étre dite systématique; mais 6(s) n'a pas besoin d’étre
identiquement nul. Par exemple, reprenons I'hypothése ol
_ nous nous étions placés plus haut, et supposons de plus que
nous sachions d’avance que s est compris entre p et p-+1;
de sorte que Y(z) est nul quand =z n’est pas compris entre
ces limites et peut &tre regardée comme une constante dans
le cas contraire. On aura alors

8(s)=p—c¢ (p<z<p-+e),.
6(:)=P+%—6 (pre<s<p-rr—e)
0(z)=p+i—e (p+r—e<s<p-+1).

Il est aisé de voir que
4o - 7 p+1
f GU(5)8(z)ds =" 6(s)dz—o.
e P :
152. Reprenons alors la formule du Chapitre-XI qui nous
donnait la valeur probable du carré de I'erreur commise sur
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la moyenne

Y 42
7
-"_‘1_}_

22.71)’2,
nl n2

ce qui peut encore s’écrire

7 r(n—n =
;_l_ n: (J)z'

Cette formule subsiste seulement quand les valeurs pro-
bables » et y* de I’erreur d’une observation isolée et de
son carré vont dépendre de z. D’aprés ce qui précéde,

y=0(z)

peut ne pas étre nul; le premier terme tendra vers zéro
quand » croit indéfiniment; mais il n’en est pas de méme
du second qui tendra vers

6%(2),
de sorte que la valeur probable du carré de I’erreur com-

mise sur la moyenne devra s’écrire (en n’attribuantplus a =
une valeur particiiliére) ‘

[—:° 8*(z) Y(s)ds

et ne s’annulera pas puisque tous ses éléments sont posi-

tifs.
On pourrait aussi se servir de la fonction caractéristique;

celle-ci peut s’écrire

F(e, 5)= epgﬁ-*-ﬁ:a’-l;...;

les B dépendent de z et 3;, qui n’est autre chose que 8(3),
peut ne pas étre nul. Pour I'erreur commise sur la moyenne,
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la fonetion caractéristique sera

qui pour » trés grand se réduit &

2 2
1 &
2

eﬁt“:1+ﬁ1a+ﬁ s

Les valeurs probables de V’erreur sur la moyenne et de
son carré seront alors f3; et 3} pour une valeur particuliére
de z, et si on ne se donne pas une valeur particuliére de z,

fﬁ1¢(3)dz=0, fﬁ§¢(5)dz>o.

453. La loi de Gauss suppose encore ¢ fonction de y seu-
lement, 5 étant égal 3 = — 3, tandis que ¢ peut dépendre
de z et de s.

Par exemple, pour tenir comple de lerreur décimale
nous aurions pu prendre

v(y)z\/% —hr6(2),

6(=) étant une fonction périodique de z, de période 1,
qui serait maximum pour les décimales qu’affectionnent
certains observateurs et sur lesquelles ils retombent tou-
jours. D’autre part, il y a moins de chance d’erreur sil'on
tombe précisément sur }mé division donnée directement
par l'instrument, que si ’on est obligé de subdiviser une de
ces divisions au jugé. Alors 4 ne serait plus une constante,
‘mais une fonction de = qui aurait une période égale & 1; la
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précision serait plus grande quand » serait un nombre
entier que dans le cas contraire; si méme l'observateur
évalue fort bien le dixiéme, mais ne sait pas donner
d’autres décimales, 0(zx) sera rigoureusement nul pour
toute valeur de « qui ne sera pas multiple de un dixiéme.



CHAPITRE XIL

ERREURS SUR LA SITUATION D’UN POINT.

154. Probléme des erreurs commises sur la situation
d’un point. — Au lieu d’une seule grandeur mesurée, il
arrive souvent qu’on en combine plusieurs, comme les deux
coordonnées d’un astre, etc.

Je suppose, par exemple, que, pour évaluer la situation
d’un point dans un plan, on ait fait » observations, et que
T'on ait trouvé pour ses deux coordonnées rectangulaires,
x et y, les valeurs

-7"1’.}’1, $2’y2’ sy "Bn;yn'

Les érreurs commises sont

zy—2x et yi1—Y¥,
Zog—x et Yy—y,

...... cereeny
Zp—x et yp—y-.

Je vais poser

zy =z + &y, Y1=Y -+,
Ze=x + &, Yo=Y -+ "N,

et s eecroenay “eeenro e

Zp=2 +&n, Yo=Y -+ n.
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Les erreurs-commises sont ainsi représentées par

£ et wmy,
£, et
. ces
E, et 7,

155. On peut se demander quelle est la probabilité pour
que les erreurs commises sur la premiére observation soient
comprises entre &; et £ -+ df;, 0y et 0y -+ dn,. '

Soit

@ (&1s n1) dEy duy

cette probabilité; il pourrait se faire que ¢ dépende de et
de y, mais je suppose qu’il n’en est rien, et que ¢ dépend
seulement des erreurs.

Ces erreurs peuvent étre indépendantes ; alors ¢ serait le
produit de deux autres fonctions et la probabilité serait
représentée par

0 (&) @1 (ny) d&s s

mais je suppose encore que I'erreur commise sur 'abscisse
ne soit pas indépendante de l'erreur commise sur l’or-
donnée. )

Le raisonnement est analogue a celui de Gauss dans le
cas d’une variable. On s’appuie sur le postulat suivant :
" Si on a fait un certain nombre d’observations, on reporte
les points observés sur un plan; la position la plus probable
est Te centre de gravité de ces points supposés de masse
égale.

156. A ’exemple de Gauss, nous admeltrons que cetle
maniére de voir est légitime. Quelle est la loi d’erreurs qui
justifie cette hypothése?

P, 16
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Cherchons la probabilité pour que les coordonnées du
point soient comprises entre z et x +-dz, y et y -+ dy.
Cest un probléme de probabilité des causes, el il nous
faut chercher encore ‘
Pi®:
2pw;
®; est la probabilité a priori pour que les coordonnées
soient comprises entre z et z + dz, y et ¥ + dy ; représen~

tons-la par
w; = Y(z, y)dzdy.

p: est la probabilité pour que, si la cause agit, le phéno-
méne observé se soit produit : ici, le phénoméne observé,
c’est que les coordonnées sont I'une entre

z et x+dry,

Zy, €l Za+ dzs,

z, et z,+dr,,
I’autre entre

Y1 et yodyy,
y2 et ya-+dys,

In €t Yut+dyn.

p: est le produit des probabilités relatives a chacune des
observations

Pi= ‘P(Ely ) ?(Ez, N2).-- (P(Em Nu) d,éld'ﬂld‘szd’h vee dEIlvdnn'

Soit )
= ‘P(En m) (P(Ezs Ng)-o- @ (Ens Nin)-
Alors .
Pi®:
2piw;
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sera
W dedy di, dny dEs dns . . . dE, dny

. 2
/ 1LY dz dy dE, dny dEs dn, . ... dE, din,

Pintégrale étant prise par rapport & = et y; il reste
Iy dz dy
f 1L dz dy

Le dénominateur est constant et indépendant de x et de
;3 la probabilité est donc proportionnelle au numérateur.

457. Quelle sera la valeur la plus favorable? celle quirend
maximum le numérateur IiY. Or

II:CP(%—‘”,}H '“.7) ?(-fz—x;., 2_.}')"-(?('2711_'1’,}’11_,7)'

Quelles sont les valeurs de x et de y qui rendent ce pro-
duit maximum? D’aprés le postulat, c'est la moyenne arith-
métique de z, z, ..., T, pour z, et la moyenne arithmé-
tique de yi, ya -+ ¥ pour y. Egalons les dérivées loga-
rithmiques aux fonctions suivantes :

do -do
&, 0,
—j—‘ =F(Eum), St =F ),
dy 4
dx dy
— 9’ — == f,.
g ¢y 7

La dérivée logarithmique de H{ par rapport & «, qui doit
s'annuler pour le maximum est

""F(E.h 'nl) —F(Eb Nz) —...— F(Em Np) -+ f=o,
d’ou
F(Eu ﬂl) +F(‘Ez; ) - . -+F(£n; Tm.) =4.
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La dérivée logarithmique par rapport & y conduirait &
Fo(&y n1) -+ Fo(&s, 02) 4. - o Fo(En, 10) =00-

Ces deux relations devront étre vérifiées toutes les fois

qu’on aura
2+ 2y+. ..+ 2p=n2,

y1+_}'2+. ..—*-yn:ﬂ‘;l’,

c'est-a-dire
G+ &+...+ Ei=o,
Mg+ gt .ot Np=o.

- 458. 1l s'agit de déterminer les fonclions ¢ et { de telle
facon que les deux systémes d'équations soient compatibles.
Différentions ces deux svstémes, en regardant = et y
comme constanls, et en faisant varier &, 01, &, sy -+ o5 Ens N
La dérivée de 8 et de §,, dans le second membre, sera
nulle, puisque 9 et 6, ne dépendent pas de ces quantités.
J'appelle F; et F? les fonctions suivantes :

F: =F (&, 1),
F!=F, (& m).
Le prémier systéme devient
dFi +dF2+- . -+an:0,
dF? + dF}+4-.. .+ dFf, = o,
et le second systéme est

db+dE, +.. ';|‘d'&n =0,
dny+dng+. ..+ da,=o.

Tels sont les deux systémes qui doivent &tre équivalents.
Les deux premiéres :équalions doivent éire une combi-
naison des deux derniéres; nous devons avoir identi-
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quement

dF+dF;+...+dF,
=Ad5+ Bdn+Adés+Bdna+...+ AdE,+Bdn,

Identifions les deux membres :

A= _dE_ _ dF,
E & Z,
dfy, _dF, _ dF,

dn;  dny T dn,

A ne devrait dépendre que de; et de n,, puisqu’il est égal

a d—F’ il devrait aussi ne dépendre gne de&; et de n,, puisqu’il

df,’
dF,.
est égala—F—z;
d&,
Donc A et B sont des constantes : F; est une fonction

linéaire de £; et de =,.
De méme F{ est une fonction linéaire de &, et de 7.
Jajoute que, en représentant F, par

Ff= AEi—I— Bﬂi -+ C,
la constante d’'intégration C est nulle.

En effet, si je remplace F,, F,, ..., F, par leurs valeurs,
jarrive a

A(ki+Eate ot B) + B0y note. .- 0,) 4 C =0,

Cetle équation doit é&tre satisfaite toutes les fois que -

i+ G+ =0,
N+ Ng—+.. .4+ Np=0.

Done
nC=10,
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et, comme 9 est indépendant de n,
f=o, C—=o.

11 en résulte que ¢ est une constante.

Pour que la théorie de Gauss soit applicable, il faut que
'on n’ait aucune idée @ priori sur la valeur de la quantité
cherchée.

On aurait de méme

F2 = Dsi == E‘ﬂin

D’ailleurs B=1D, car
dF, D= dF?

= dn;’ &
et 'on a
dF, _dF}
dn; — dE’

en vertu de la définition de F et de F,.
On arrive enfin &

log o = A2 -+ 2BE 0, + Enl+ G,

‘G étant une constante que nous écrirons log H.

Le polynome Af:+ 2BE 0, + Enj doit étre négatif, car
une erreur infiniment grande doit avoir une probabilité
nulle : représentons-le par — P. '

logo=—P +logH;

d’ou
q; - H e—".

f o d, dn,

doit &tre égale i I'unité pour toutes les valeurs possibles de
x et de y.

L’intégrale
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159. Ceraisonnement donnerait prise aux mémes objec-
tions qué le raisonnement de Gauss.

Si nous admettons la loi de Gauss en dépit de ces objec-
tions, on peut construire les courbes

P — coust.,

en placant I'origine au point visé, c’est-2-dire & trés peu prés
le point moyen. Le probléme est analogue i celui du tir ala
cible.

Les points se répartissent
conformément a la loi de Gauss

généralisée.

Les courbes P —const.seront s,
des ellipses concentriques ayant
les mémes directions d’axes.

Considérons l'une de ces
ellipses : je méne par O plu-
sieurs droites qui partagent le plan en secteurs, 1, 2, 3, 4.

Soients, la partie intérieure 4 1’ellipse du premier secteur,
S, la partie extérieure.

§'il y a un trés grand nombre de points de chute, ils se
répartiront 3 peu prés proportionnellement & Jeurs probabi-
lités. Dans s, il y aura r, points, dans S, il y en aura N,. Le
théoréme qui résulte immédiatement de la formule .est le

suivant:
4 ney g 1

NN NN

Dans chaque seclewr, il y a le méme rapport entre le
nombre des points intérieurs et le nombre des points exté-

rieurs a l'ellipse.

160. Si les observations sont indépendantes, ¢ est le pro-
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duit de deux fonctions. P sera alors la somme de deux fonc-
tions dépendant chacune d’une seule variable; donc le terme
en £, v, disparait.

Cela veut dire que les ellipses ont leurs axes paralléles
aux axes de coordonnées.

Pour que I’écart entre le point visé et le point observé
soit indépendant de la direction, I'ellipse devra se réduire 2
un cercle.

On pourrait encore regarder comme indépendantes 'er-
reur en abscisse et Perreur en rayon vecteur.’

Cest 1a-dessus qu’était basée une démonstration de la loi
de Gauss, déja citée au paragraphe 16, et dépourvue de
valeur,
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METHODE DES MOINDRES CARRES.

161. La méthode des moindres carrés sert 3 déterminer
des quantités uy, i, ..., &, qu'on ne peul mesurer directe-
ment, mais dont on mesure certaines fonctions sy, 7, .evy %y,

s=F (a), ts, ..., up),
B =V, (uy, tryy ..., Uup),

DI R tes ey

Sp=Fp(uy, ttyy ..y uy).

Pour les mesures de 5, %, ..., 5,, 2 Observations ont
donné xy, x, ..., £,3 on a commis des erreurs. Sur z; l’er-
reur y; est

‘}{i: Ly~ Z;e

Le probléme ne se pose que pour n > p,-car pour =p
le systéme d’équations donne unec solution unique; pour
n<p, iln’y a pas assez d’équations, et le probléme est
indéterminé.

Pour n>jo, il y a trop d’équations : quelles sont alors
les quantités les plus convenables A prendre pour les »?

Eliminons les p quantités «; on estconduitd n—p équa-
tions

0:(31y 3y o .y Bp) =0, [=1,2y ..., R —p.

Ce sont les équations de condition.



234 CHAPITRE XIII.

On a parfois avantage a prendre les équations de condi-
tion sous celte forme.

Parfois il est préférable d’exprimer les s en fonction
des u.

Nous traiterons un exemple avecl'une et 'autre méthode :
~ le premier relatif aux planétes, le second i un probléme de
triangulation.

162. La premiére parlie de la méthode des moindres
carrés, que nous abordons immédiatement, est de déter-
miner les valeurs les plus convenables des u. Dans une
deuxiéme partie, nous nous occuperons de l'erreur com-
mise. '

La cause inconnue est que les quantités « soient com-
prises entre cerlaines limites; les quantités observées z;
sont elles-mé&mes comprises entre certaines limites. Appli-
quons une fois de plus la formule

Diwi
2pw;

.@; est la probabilité aprz'oﬁ pour qkue la cause ait été mise
en jeu, c’est-a-dire ici pour que les quantités « soient com-
prises entre uyet uy -+ duyy vy eLuy+du,, ..., u, etu,1-duop.
Celte probabilité peut se représenter par

Gy, gy -y up)duydu,. .. dup.

¢ aura des formes variées suivant l'idée quon se fera
a priori des quantités u: il y a Ia un trés grand degré d’ar-
bitraire. o

p: est la probabilité pour que z; soit comprise entre z; et
z; +dz;, en supposant que les « aient eu les valeurs que
nous leur avons atiribuéess z,, 3., ..., 5, élant données. en
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fonctions des u, la probabilité de l'erreur commise sur
chacune d’elles sera respectivement

@ (J’l ) d,}’l = (P(xl —3y) dxy,
P2 (y2)dys = 0(xs— 5,) day,

La probabilité p; que nous cherchons est celle pour
laquelle toules ces circonstances se produisent i la fois ;
c’est une probabilité composée :

Pi:q)l(yl) (.Dl(yﬁ) e ‘.Dlx(}’n.)d,}'l d_}’z Al d.}’n'
J’abrége un peu 'écriture en posant

du,du, ... du,—dw,
et d’autre part

(Pi(yi) ‘?2(}’2) . (P/L(.}’n ) = II,
dy dys...dy,—=dx dz; ... dv,—=d'.

Alors
p:w:=1Y do de'
et
pew; _ N dede ]

S pens:
2piw f[[q;dmdco’

Comme on n’intégre que par rapport 3 do, do’ disparait.

Telle est la probhabilité qu’il s’agit de connaitre, & savoir
la probabilité a posteriori pour que u; soit compris enire u«;
et u; + du;. Celte probabilité, puisque le dénominateur est
constant, est prop-orlionnelle a I, fonction des u, et 3 § do
qui représente la probabililé a priori et qui est aussi fonc-
tion des u.



" 236 CHAPITRE XIII.

163: Pour obtenir la valeur la plus probable des quan-
tités u, il faut chercher le maximum de M de.

L’hypothése la plus simple sur ¢ est ¢ —=r: reste a déter-
miner le maximum de IL.
 L’hypothése la plus simple sur les ¢ est que les erreurs
suivent la loi de Gauss.

wtr—/Eran

I — Ce{(Ay}+hayitectbny?),

Alors

1i sera maximum quand la parenthése, c'est-3-dire
hiyi+ byl ..+l yn,

sera minimum.

C’est une fonction connue des u: les quantités 2y, oy ooy 22,
représentent les poids des observations, et ce qu’il faut
rendre minimum, c’est la somme des carrés des erreurs
commises, chaque carré étant multiplié par le poids de
I’observation correspondante.

16k. On arriverait au méme résultat sans admettre la loi
. de Gauss, pourvu que 'on suppose les erreurs accidentelles
petites et les erreurs systématiques nulles.

En effet, supposons les quantités y trés petites : quelle
que soit la forme attribuée aux fonctions o, nous serons
amenés a quelque chose d’analbgue. Il s’agit de rendre
maximum le produit des o;.

Je suppose ¢; paire, et je developpe par la formule de
Taylor logo; changé de signe.

—logoi(y1) =ai + by} +eyi+-...,
—10g 0:(y:) =@+ b y: +cayi+...,

— 108 @u(¥n) = @n+ bry i+ cayi+
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La somme des logarithmes changés de signe doit éire
minimum, ¢’est-a-dire

Sa;+ E2b;yi+Zeyi+...
Je différentie par rapport a w; :
dy: dy;
22l ¥t + fZe; ¥} 5— +...=o.
iy du;, hZe:y; du;. +

Comme les y; sont supposés trés pelits, on peut en négli-
ger les puissances supérieures, et tout se passe comme si
nous avions i rendre minimum = 4; y?. En admettant donc
que la loi de Gauss ne soit pas vraie, la véritable loi n’en
sera pas trés différente dans Uintercalle utile.

De deux choses 'une, ou bien les observations sont sensi-
blement concordanles, et, comme nous venons de le voir,
la méthode des moindres carrés sera applicable; ou bien,
elles ne sont pas sensiblement concordantes, et dans ce cas
les observations ne vaudront rien et il n'y aura rien 4 en

tirer.

168. Nous ne saurions cependant nous contenter du rai--
sonnement qui précéde, car ce que nous voulons obtenir,
c'est la valeur probable des u (et non la plus probable).

La probabilité pour que 2 soit compris entre x et z--dx
étant ¢(z) dz, 1a valeur la plus probable de « est celle qui-
rend maximum ¢ (z) dz.

La ?aleur»probable de z estfa:go(a:) dz.

La valeur prbbable de u étant u,, la valeur probable de la
fonction s,

Cs=ud,
ne sera pas «3. 7
Mais si les’ s sont fonctions linéaires des u, les valeurs
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probables des z correspondent aux valeurs probables des u,
zi:Auu,+ Aigltz—i—. . .+A,'pllp+B[.

CHdw représente la probabilité pour que la 7*=° quan-
tité u; soit comprise entre u; et u; -+ du,.
Soit «} la valeur probable de u,,

ul—= | CHuy, do.
La valeur probable de z;, soit 57, sera

20 —_—fC]I(A“ul+ Antst ... Aty -+ By) do
ou

zg:Anfcnu, do +A[2fCIIu2 do +. ..

+A,-,,fcnu.,, dw + B; fClIdw,

et commefCIIdm est la valeur probable de 'unité, c’est-
a-dire 1, ' '

z? —_—"-Ail llg + Ap ug 4.+ A,'l, llf,—l—Bi.

166. Je vais supposer d’'une part ¢ conslant; d’autre part
que la loi des erreurs est celle de Gauss; enfin que les s
sonl Jiées aux u par des relalions linéaires.

Je vais établir que la valeur probable des u est celle qui
est donnée par la méthode des moindres carrés.

Le produit p;m; atteint son maximum quand la fone-~
tion P

P=lyi+hyi+.. Al

est minimum. -
Soient u$, u, ..., uj, les valeurs des « qui rendent celle
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expression minimum. Ces valeursserontaussi, comme nous
allons le voir, les valeurs probables des u.

On a
II—Ce-".

La valeur probable de «; est

M de '[Huk dw
" Up— .
jIIdm

‘ / Mde
11 faut démontrer que

[]Iu,,.dm
[)

Up—— -

S et
fI[dm

c’est-a-dire
fII(uk—— ul) dw=o.

On a

; esl connu, 3; est du premier degré par rapport aux « :
P est donc un polynome du second degré par rapport aux u.
P atteint son minimum quand

—_— 0 — 3,0 — ’0
w, = ul, = uj, cees up=ul,

Cela veut dire que
P=P,+P,,

P, étant un polynome homogéne et du second degré par
rapport & (wy—ul), (wo—ul)seesy (e —ul), ...5 et Py -
étant la valeur de ce minimum.

Nous avons & démontrer que

fCe—Poe—"s(uk— ul) dw = o.
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CePe~P: est une fonction paire des quanlités u; — uf;
u; — ul est une fonetion impaire. Comwe l'inlégrale est
prise de —= & -, elle est bien nulle.

Ainsi ces valeurs des « sont non seulementles valeurs les
plus probables, mais les valeurs probables.

167. En général, en est-il ainsi ?

Si les opérations sont sensiblement concordantes, les
erreurs sont [ietiles, et tout se passera comme avecla loide
Gauss.

Quelle que soit la forme des fonctions F, si le champ de
la variation des u est trés restreint, nous pourrons regarder
les = comme linéaires.

Pour celie méme raison, c¢'est-d~dire si le champ ol peu-
vent varier les u est trés restreint, la fonction ¢, qui était
d’abord si arbitraire, peut étre regardée comme constante.

C’est grice 2 cet ensemble de circonstances que la mé-
thode des moindres carrés peut étre considérée comme
applicable, toutes les fois que les observations sont sensi-
blement concordantes et dénuées d’erreurs systématiques.

168. Ceci posé, voyons comment les calculs doivent éire
dirigés.

Nous connaissons les fonctions 5 des « :-ecux-ci sont au
nombre de p, et un nombre d’observations 7, plus grand
que p, nous a donné pour 3z, 5, ..., 3, les valeurs
Tyy Loy eevy Toe ,

11 y a plus d’équations que d’inconnues; cherchons la
meilleure maniére d'y satisfaire d’'une fagon approchée.

Une premiére approximation donnera iy, us, ..., &,. Sup-
posons qu’elle soit assez bonne pour qu’on puisse négliger
le carré de 'erreur commise: soit b; celte premiére approxi-
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‘mation pour «;:
w;—=b;+ Vi

Si nous développons:les s, suivant les jpuissances crois—
santes des ¢;, d’aprés la formule de Taylor, et en négligeant
les carrés des vy

z,-:AﬂV‘-i-Aing T .-l-A,-pr-l-Bi;

on aura de la sorte » équations qui sont devenues linéaires.
11 faut rendre minimum

Shiyt=Zh(z:— x;)*

Ecrivons que les p dérivées par rapport aux p quantités
V1, P2y ey Pp SONL nulles :

d:
Zhi(z,-—,xi)d—‘:-ik- == 0.
Or
- dz,-
d_v; —Ailn

il reste )
h ZhiAig(5i— @) =0.

169. Nous sommes donc conduits 4 la régle suivante:
Jécris les équations ci-dessous qui ne sont qu’approchées :

wl—BIZA“Vl“I‘Aleg-"-.-+A1PVR ]ZiA“,
Xy — Bg:Azl"rl- Ags 0. .. Aspop | Ralyy,

xn"TB;i:'A-ni o1 +An2 Vet +Anp "p 1 bﬁAni-

seevuy

-Non seulement ces équations sont approchées, mais elles
sont incompatibles puisque 7> p.

Je multiplie les deux membres de la fpremii‘ere par A2 A, s

_‘ceux de la seconde par #,A;;; ... ceux de la nié®e par 2,4,

el j'ajoute les résultats membre 4 membre.
P. 17
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Jobtiens ainsi une premiére équation linéaire en z et ¢
je me suis servi des coefficients

hiAik, thzk, cvey hnAnk

ol j’ai fait £ = 1. Si je fais k égal successivement i 2, ..., p,
jobtiendrai les nouvelles suites de coefficients
RiAgay Tohgs, ..oy RpAps,

PR Y e vec oy e ey eseae Y

/21A.”,, h2A2pa vy IlnAnpy

et par conséquent p équations linéaires pour les o.
La résolution de ce systéme répond au probléme.

170. Je dirige le calecul autrement.
J’ai n fonctions z; de uy, usy «.., U,

si=F;(ty, gy o ., Up).

Je puis éliminer les « ; d’olt » — p équalions, qui sonlt les
équations de condition,

Px (515 B2y « - -y Zn) == 0,
P2 (515 835 2403 50) =0y
Pg(B1s Bay +«vs Bn) =0,
en posant g =r—p.
- Je puis développer les équations de condition, en négli-.
geant les-termes du second degré par rapport aux y si les
observations sont suffisamment concordantes’:

Ay + A}z)’z‘l‘- ot Amy.=B,,
Azx}’t'i‘Azz.‘}'z‘*"- ot A ya=B,,

esse S it eresnssens st erns et ety

Ag1y1+quyz+. . -+Aq'n,}’n.:Bq-
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Quelle est la meilleure maniére de satisfaire 3 ces. équa-
tions de condition ? C’est en rendant minimum

Ell;_}’lg.
Done
)4 Iliy,' dy,‘:. o.

17L. Il faut observer que dyi, dys, ..., dy, ne sont pas
indépendantes: elles sontliées parlesrelations qu’on obtient
en différentiant les équations de condition.
Ces équations de condition ont pour forme générale
ZAnyi=Bs,
d’ou
EA,C,- dyi: .

Les relations qui lient dy,, dy,, ..., dy, sont donc

EA,;d_yi—_— o,
zAzl‘dy[: 0,

........ ey

et
Shiyidy;=o

doit étre une conséquence de ces g équations.
On devra donc avoir (les ¢ étant des coefficients indéter-
minés)
Il[}’,‘z EiA“:-I— 52A2i+- oot Equ,:.
On déterminera les € en transportant dans les équations
de condition la valeur des y: enfonction des ¢; la premiére
deviendra

A
h—“ [e1 A+ & An 4. . .44, ]
1

L Ae

]12 [$1A12+ 52A22+. .o+ Equz] +.. ':Bl,
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‘et I'on aura de cette marniére ¢ équations pour déterminer
les «. ' )

Telle est la seconde solution du probléme.

172. Prenons deux variables et quatre observations.
Les deux équations de condition seront

A.J’; +Byz +Cy3 +DJ,4. :H!
A’y1+ B"}'2+C')’3—ljD’y5’;H’.

Je suppose mémes poids ky=hy="h;= Iy,

yi=Ag+ Als,,
y.=Be+B'ey,
ya=0Ce, + Ce,

y‘: 1)51"!'.‘ D’Ez.

Les équations en ¢, aprés la substitution des y dans les
équations de condilion, seront

(ZA%)e, + (SAA)e=H,
 (ZAA")e, + (ZA?)e, =H

Des deux méthodes indiquées, I'une est plus avantageuse
que I'autre suivant les circonstances.

La difficulié est la résolution de nombreuses équations
linéaires ; le but 3 atteindre est d’en avoir le moins pos-
sible. '

Dans la premiére méthode, il y a p équations; dans la
seconde,ilyena g—=nr—p. On emploiefa dongia premiére
sin est plus grand que 2p, la seconde si » est plus petit
que 2 p. S T
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173. Nous avons cherché & rendre minimum
2h(z—>)?,

ou %; est le poids de I'observation i,
On peut ramener le probléme au cas ol tous les poids
sont égaux. Posons

5;’=5i\/E:\/lTiFi(uh Usy ooy Up)
zy=x\ s
hi(s:— z:)? =_(\/7l;5z—.\/7i$t)éj= (s — =)

et I'on a & rendre minimum une expression telle que

Z (5"-— ‘;Eijza

et

alors

17%k. Nous avons vu qu’on pouvait diriger les calculs de
deux maniéres. Voici un exemple de chacune.

Premier exemple. — On observe un point M d’un certain

Sy o
Fig. 18,

nombre de stations Sy, S,, S;, ..., dont la position est par-
faitement conpue; on mesure I'angle de MS,, par exemple,
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avec une direction fixe MS,, en d’aulres lermes Pazimut
de M, soit ¢, ; et ainsi de suite.

Quelle est la position la plus probable du point M d’aprés
ces visées ?

Soient #, y les coordonnéés de M; a;, b; celles de S;;
9; I'angle de MS; avec M S, pris comme axe des abscisses :

Y —b:

;= arc tang
Qi 8 —a

Les équations en g; sont, en général, incompatibles, les
lignes de visées ne passant pas exactement par M et for-
mant aulour de ce point un petit polygone.

Un point quelconque pris 2 I'intérieur de ce polygone
sera une premiére approxima-
tion, My( 24, ¥,). Je pose

So

2=2,+E, .

Y =Yo+n;

Mo £ et m seront de trés petites
Fig. 1o. quantités.
Posons )
Q= ¢+ &y

(Dans le cas de la figure 19, w, serait négatif.)
D’ailleurs

0 ap .yo—bi.
cp,»_alctangw

0 — @i

Développons ¢; suivant les puissances croissantes de £
et 7, en nous arrétant aux termes du premier degré :

n{zo— a;) '_E(,Yo'-‘ b,)
(Zo— @) - (yo— b:)*

Q=97 +
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Soit
Ar—— Yo— bi ,
’ (2o— ;P 4+ (yo— bi)*
B‘— Lo— aA;
FT (@e— @i+ (Yo— br)?
Alors

;= p;— ¢} =A;£+Bm.
La valeur observée de ¢; est ¢;,
Y= @? + &
e; sera la valeur observée deé w; Les équations que
donnent les observalions seraient les suivantes :
A= AiE -+ B

Ces équations sont, en général, incompatibles, parce que
les observations ne sont pas exactes ; il faut choisir etn de
fagon que . _

Z(A,E + Bm— 8,’)2
soit minimum.
Je différentie par rapport a4 £ et & 7 :
ZA;(A.,E +Bm—¢)=o,
ZB,(A;E +Bm— EL-) =03
d’ou deux.équations linéaires pour déterminer £ et ,
EZA* +-nZAB =ZAe,
(ZAB+0n32B? =2Be.

175. Deuxiéme exemple. — Supposons qu’on ait mesuré
neuf angles : soient 5; les valeurs de ces angles, z; les
valeurs observées, y; les erreurs. Imaginons qu’on ait entre
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ces neuf angles les quatre relations de condition

zi'i‘52+ L3 T,
Sy 5=,
Byt By—i- By =T,
Z3—t G+ Zg— 2 T.

h, étant une quantité trés petite donnée par ’observation,
Pexcés sur deux droits de la somme des angles observés,

2+ Ty Z3=T + Iy,
d’ou
Vi+ Yoty =Ny.
De méme
Yt yst+ye=hy,

Yot ys--yo=hs.
La quatriéme équation de condition exprime que
VsVt yr=Iy.
Il s’agit de déterminer les y de facon que la somme
2yt
soit minimum.
Je vais introduire quatre quantités auxiliairgs, &, &,, &, &,
correspondant aux quatre quantités A, A,;, A, £,. Ainsi,
pour y;, je me servirai du coefficient de y; dans la premiére

équation, ou il est 1, puis dans la deuxiéme, puis dans la
troisiéme, ol il est o, puis dans la quatriéme, ot il est1:

Ys=¢& 1+ &.
On trouve de méme

Yi=Y2=¢8,

Y3=Ye—E5a

Ys=—Yo—E¢s,

.Y'i:—"ez —+= €4y
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Pour déterminer les ¢, je remplace les y par leur valeur.

351""‘ 54: kl’
Bea ey =hy,
383‘*"35:,13,
&+ gg+ &+ 35, = I3
d’ou -
(g tete)+ 3, =R 4-h+ hs
et

Be,= 8y — hiy— hy— gy

et ainsi de suite.

Ce procédé est ici plus commode que I'autre. Il y a neut
angles et quatre équations de condition, d’ol cing arbi-
traires; nous-avons eu & résoudre quatre équations i quatre
inconnues, et par 'autre méthode nous aurions eu cing
équations & cing inconnues.

176, Autre exemple. — On a visé un certain nombre de
points M, M., ..., M, qui ne sont pas en ligne droite et qui‘
devraient ’étre : quelle est la droite la plus probable?

11 s’agit de déterminer » nouveaux points en ligne droile,
de telle facon que la somme des carrés des erreurs soit mi-
nimum. '

L’erreur est double : elle porte sur 'abscisse et elle porte.
sur I'ordonnée. 8i je suppose que la probabilité d’une erreur
sur P'abscisse soit la méme que la probabilité d’'une erreur
sur Pordonnée; la somme des carrés des erreurs sur 'abscisse
et sur Pordonnée sera.la somme de quantités telles que

. 2
M;P,;.

Nous avons besoin, en réalité, non des points P;, mais de
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Ia droite D qui passe par les points P; : je dis que M;P; doit
étre perpendiculaire a D.

Si elle ne 1’était pas, soit M;P} cette perpendiculaire; en
remplacant M;P; par M;P;; je diminuerai la somme qu’il
s’agit de rendre minimum, et par conséquent elle n’était pas
minimum.

Je ne m’occupe plus des P: je vais chercher une droite
telle que la somme des carrés des distances des points M; &
cetle droile soit minimum. )

C'est le moment d’inertie des points par rapport i celle
droite qu’il faut rendre minimum, en supposant que chacun
des points ait été affeclé d’'une masse égale 2 1.

Comme premiére propriété, la ‘droile passe par le centre
de gravité. Si I'on fait tourner la droite, on sait que le mo-
ment d’inertie varie suivant une loi trés simple, qui améne
& la définition de I'ellipsoide d’inertie. Ici, cet_ellipsoide
serait infiniment aplati, puisque les points sontdans un plan;
la droite est donc le grand axe de I'ellipse & laquelle il se
réduit. Celte ellipse d’inertie serait d’ailleurs uné elli pse trés
allongée, puisque les points sont sensiblement en ligne
droite.

177. Dans le cas ol 'on vise un point dans un plan, la pro-
babilité d’une erreur en abscisse peut n’étre pas la méme que
celle d’'une erreur en ordonnée. Les deux erreurs peuv‘ent
aussi ne pas étre indépendantes. Nous avons étudié ce point
en détail dans le Chapitre précédent: ‘

Nous avons été conduits a considérer, dans le cas du point
visé, une série de pelites ellipses; Ia probabilité que les
coordonnées du point soient comprises entre x et = + dz,
y et y +dy, s’est exprimée par une fonction

e®dz dy,
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et le polynome du second degré P, égalé & une constante,
nous a donné I'équation d’une de ces ellipses.

Revenons aux points en ligne droite.

Du pointM,; comme centre je décris une ellipse homothé-
tique a I’ellipse normale, et tangente a D. Je fais la somme
des carrés des grands axes des ellipses ainsi décrites autour
des divers points M, et j’écris qu’elle est minimum.

Ce cas se raméne aisément au précédent. Par une trans-
formation homographique, ces ellipses peuvent devenir des
cercles. Si, par exemple, le petit axe est la moitié du grand
axe, on multiplie toutes les abscisses par 2, et 'on n’a plus
qu’a chercher le moment d’inertie comme tout 4 I'heure. "
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CALCUL DE L’ERREUR A CRAINDRE, *

" 178. Admettons la loi de Gauss. L.

Un certain nombre d’observations nous.ont donné comme.
résultats de mesure z,, Zs, ..., Ty Il s’agit .de savoir la
valear de % et celle de 5 : tout ce que nous connaissons,
C’eSt &y, X3, ...y Zp, 6l de plus nous admettons que la loi des
erreurs est celle de Gauss.

Posons
T— 5= Y

Demandons-nous la probabilité pour que s soit compris
entre z et z--dz, et pour que A soit.en méme temps com-
pris entre h et &+ dh.

Cest un probléme de probabilité de cause: la cause
inconnue, c’est le double fait ci-dessus; I'effet connu, c’est
que n obsérvations ont donné z,, &, ..., .;v,L.

En représentant, comme précédemment, par w:la proba-
bilité @ priori de la cause envisagée, el par p;la probabilité
d’un événement qui s’est produit si 'on admet que la cause
a été mise en jeu, la probabilité a posteriori de la cause
sera ’

BPr |
2w p:

Ici )

w;=4Y(5, k) dz dh,



CALGUL DE L’ERREUR A 'CRAINDRE. 253

sous la forme la plus générale et sans faire ¢ =—1: I'idée
que nous nous faisons e prioride 'habileté de I'observateur
doit influer sur la probabilité que nous aitribuons 2 4. ) '

p:.est la probabilité que les observations ont donné des
résultéls compris entre k

z, et &+dz;, z, et ‘@-{—dx,, ceey et zp+ dx,,

Posons

D=g¢(z;—32) (21— 2)...9(zn—2),

ol
Sy -
alors
pi=Ndz,dz,...dz,,
et

wip: _ Wdsdhde dz,...dz,

2w p; me'p ds dhdgg;d‘z{z. ..dz,

On n’intégre pas par rapport aux z, dont les différentielles
disparaissent haut et bas. Par rapport & z, on intégrera de
— o 3 -, et'par rapport a £ de o & -+,

179. On peut écrire

_ N

P=(z)—2)*+ (22— 2)*+...+ (2, —3)%

si

P est un polynome du second degré en s qui atteint son
minimum quand s est Ia moyenne arithmétique des quan-
lités z; représentons ce minimum, qui est positif, par nu?
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Je pose
y=5— x,-{—a;,—:. . .-i--'L‘,,,’
d’ol
ds=dy
et
P=n(y*+ a?).
Alors
zmipi

devient

n
L2 p—nhity +ar) Ydydh

/ B> e~nhiy ot s dy dh

Pour y, comme pour 3, on intégrera de —» i + .

180. Cherchons la probabilité, pour £ seulement, d’étre
compris entre % et A +dh, y ayant toutes les valeurs

possibles,
4w n

dh f 2 e—nh(y*+o) ddy

) 3w n
j dh f IE e+ dy
[} —w

¢ dépendait de 5 el %; il dépend maintenant de y et A.
Restreignons d’abord le probléme en supposant toutes les
valeurs de y également probables, c’est-a-dire ¢ indépendant
de y.

On a

+ i
f e—nh(y*+a?) d)’ — e—nhe? f e—nhy? d)’ — e—nha’\/— .Lh.
. ) nh.
—o —_— .
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La probabilité relative a 2 seul devient alors

n—1

dh.k % enhety
fmdh'knT—ie—nhu’q,
]

181. Quelle est d’abord la valeur la plus probable de.2?
Cherchons le maximum du numérateur, puisque la proba-
bilité lui est proportionnelle.

Ce numérateur peut s’écrire

"p‘ —ho? )7
| dhﬁ(\ﬁte i

Or le maximum de dh®? < f a lieu en général quand

! n@l
—'Z— + —=—=0o,
N [}
4
et, si » est trés grand, on peut négliger =; le maximum est

donc atteint en méme temps que celui de ®.

Ici ® est /& e~#**; écrivons que la dérivée logarithmique
est nulle :

2'_1_11, —oat=o.

On 4 ainsi la valeur la plus probable de 4.

On remarquera que, en supposant un nombre trés grand
d’observalions, la fonction arbitraire ¢ n’intervient pas. Ce
n’est pas étonnant : I'hypothése que nous avions fondée
a priori sur le plus ou moins d’habileté de l'observateur
disparait devant le grand nombre de résultats que nous
contrdlons.
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182. Quelle est la valeur probable de %#? Cette valeur
probablé est

@ n—1
f R TE ety dh

]
© n-—l

f h’T'e-nhqu an
0

ou
f I f @ dh
[ T
f F " di
¢

Si n est rés grand, nous savons_vers quelle Iimite tend
le rapport de ces deux intégrales; c’est

Y f(Ry) -y
flhe) — 7%

h, étant la valeur la plus probable. Ainsi la valeur probable
de AP est hZ. :

Cette conclusion n’est vraie qu’a la condition que » soit
trés grand et que p soit fini. S '

Faisons ¢ =1: nous arrivons 2 des intégrales eulériennes

A © n—1
f AR I‘(P Pt _p-irt
T 20 . 2 (na?) 2

- w n—1 n--1
f R enhwd) r (n - ) (o) *
0 .

2

Le rapport des: valeurs asymptotiques donne -

(=)

ce qui est bien notre conclusion. .
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Mais, sil’on ne suppose pas p fini, elle ne serait pas appli-

cable. Supposons p trés grand, égal & % par exemple :

C(20), ., (2pyPe*Vimp ..
T T prerany P

Lec second membre se réduit & 27e-P /2 (a?)~P.
On trouve donc pour la valeur moyenne de AP une
expression trés différente :

2Pe—P\/2 ou ( 2 )p\/..

(az)p ea?

183. Probabhilité de I'erreur commise. — Le problédme se
divise en trois :

1 On peut se proposer de calculer la probabilité a priori.

On n’a pas encore fait les observations; on sait seulement
gu'on va en faire n et qu'on appliquera la méthode des
moindres carrés. Nous eonnaissons aussi 'habileté de I'ob-
servateur. .

2° Le probléme est entiérement différent,sinous nesavons
pas & 'avance la valeur & attribuer 3 la constante qui entre
dans la formule de Gauss. Nous ne connaissons pas I’habi-
leté de l'observateur, mais nous connaissons les résultats
des observations.

3° Nous connaissons I'habileté de 1'observateur et les
résultats des observations.

18%. Premier probléme. — On ne connait pas les résultats,
mais on connait I'habileté de I'observateur. On suppose
alors que le poids -est le méme. '

Soient y1, ¥ -y yn les erreurs quon va commetire;

P. - 18



258 CHAPITRE XIV.

24, Ly, ..., &, seront les valeurs approchées des quantités
VIaies 3y Jay eeey 3pe
Celles-ci seront liées par ¢ =n —p équations de con-
dition :
D@2, 85y .0y 5p) =0.

Si Pon substitue & 2, 53, «-., 5, les quantités z;, 2, ..., Ty,
ces équations ne seront pas satisfaites, et I'on aura

‘I’i($ls Loy oo vy '”n) — M

ol p; est trés petit.

Je remplace z; par yi+ 5z, et je développe suivant les
puissances croissantes de y;, en m’arrétant aux termes du
premier degré :

Aiyl+' - -+A.ny,,_: Mg

Pour fixer les idées, faisons » =3, et supposons qu’il y
ait deux équations de condition

Ayi+ A+ Ay =i,
Biyi+ Boya+Byys=1p'"

©, @' 'sont trés petits, mais je ne connais pas leur valeur,
puisque les observations ne sont pas faites.

1l s’agit de calculer les corrections y; A effectuer sur les
valeurs observées z;; les corrections dépendent évidemment
de p et de g/, et nous aurons, par exemple,

F1=0(p, p').

Je ne connais pas la forme de 6, mais je puis développer
suivant les puissances croissantes de i et de ', et, comme
1és i sont trés petits, négliger les carrés des p.; je serai con-
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duit 4 poser
14

Yi=hp+ A,

Ya=hp + A,

Vs=lhapr+ 251,
en général

yi=hp 4+,
les A étant des constantes 4 déterminer. Gauss les déter-
mine de fagon que la valeur probable de (y;— y})?, c’est-
a-dire de

(Fe— e — X1 )%
soit minimum.

Il sagit de la valeur probable er supposant que L'on con-

 naissed’avance U habileté de Lobservateur, mais nonles résul-
tats. Sion connaissaitles deux, la solution serait en général

différente.

185. Pour bien faire eomprendre cette différence, je vais
examiner le cas le plus simple : on a observé plusieurs fois
la méme quantité sz,

On prend la moyenne des observations, ce qui est con-
forme 4 la méthode des moindres carrés.

L’erreur commise sur la moyenne sera

Tl e o
n

La probabilité @ priori de 'erreur commise, pour la pre-

miére observation, par exemple, sera ¢ (y;) dyi.
La probabilité @ priori pour que s soit compris entre z et
s+ ds sera ¢ (5)dz.

2
Cherchons la valeur probable de (‘7 1y ’:‘;"'—I—'y") ’

quand on ne cornait pas les résultats des observations, et
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qu’on connait ¢,

A:{/ﬂ..ff(."l‘*‘,ye—:...+.7n>2

X o(¥1) ¢(¥2)--9(Yn) Ay1 Y2 .. QY e

C’est la premiére valeur probable.
Sil'on connait 3 la fois I'habileté de I'observateur et les
résultats, on a une deuxiéme valeur probable trés différente

B_/‘(y,+,1f2+...+.1',,)2<P('y1)(?(y2) e @(re) U(5) dz. :

n

f?(yi) @(y2)---9(yn)Y(5) ds

Dans le premier cas, on avait affaire & » variables indé-
pendantes i, ¥a; e-es ¥ d’ol une intégrale multiple d'ordre »;
dans le second, on n’a plus qu'une seule variable z.

Supposons quau lieu d’appliquer la régle de la moyenne
et d’adopter, par conséquent, pour 3 la valeur A

Ly Tyt . Ty
’
n

on ait adopté une autre valeur

$1+x2+. ety
n

&3

Perreur commise eit été égale &

_7’1‘*'..1’2":- <-+¥n 4

&,

Nous aurions trouvé alers pour la valeur probable du
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carré de cette erreur sans connaitre les résultats

A—_:f...ff(yl-l-yz—:.;.._?.y" —I—e:):

X o(¥1)9(y2).--0(¥r)Ay1dys. . .AYns

et pour la valeur probable de ce mé&me carré connaissant les

résultats

. .[<.Y1+y= e d-Vn + 5)29(311) (e oo () b ds

n

f?(yz)?(.rz)- --9(yn) d(2)ds

Alors A atteint son minimum pour & = o, pourvu que la
JSonction ¢ soit paire.

Au contraire, pour que B atteigne son minimum pour e =o,
il faut que la lot de Gauss soit vraie.

Gauss s’était placé au premier point de vue dans l'analyse
que nous avons reproduite au Chapitre XI, paragraphes 129
et suivants, et il avait ainsi démontré que la régle de la

moyenne est toujours légitime.

1l s’était placé au second point de vue dans I'analyse que
nous avons reproduite au Chapitre X, paragraphes 108 et.
suivahts, et il avait démontré que cette régle n’est légitime
que si la loi de Gauss est vraie.

186. Revenons au probléme quinous occupe et cherchons
& déterminer les A. 1l s’agit de rendre minimum

(1—Ap—2A p)%

- et p' sont des fonclions linéaires des y; donc c’est un
polynome homogéne et du deuxiéme degré, par rapport
A Y1y Yoy «o» ¥Yns quil faut rendre minimum.

Par hypothése, les poids sont les mémes.
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Soit m? 1a valeur probable de y?; m* sera aussi la valeur
probable de y3, et celle de y3.

Si nous avions 2 faire trois observations, nous n’aurions
pas le droit de supposer a l’avarce y, plus grand que y, ou
que ¥s.

La valeur probable du produit y,y, sera nulle : elle sera
le produit de la valeur probable de y; par la valeur probable
de y,, et la valeur probable de y, est nulle puisqu’il n’y a pas
d’erreurs systématiques. Cela est vrai, parce qu’on ne connait
pas les résultats observés, et ne le serait plus si on les con-
naissait.

Comment frouver la valeur probable du polynome? On
remplace tous les termes carrés par m?, tous les doubles
produits par o.

Ce polynome, si l'on substitue 3 p, et p' leur expression
en fonction des y, devient

(r1—MA 1 —A By P+
le coefficient de y? est (AjA;+ X B;—1)*; celui de y§ est
(11Az+ .I.\Ii Bz)z; celui de J’g est (;\1A3+ 7\,1 B3)2.
Done (y,— ke — A p')? est égal &

m? [(Al li—l‘ Bi 7\’1'— 1 )2 -+ (AZ)\1+ lell )2 -+ (A3)\1+B3l’1)2 ]s

Yoila ce qu’il faut rendre minimum.

187. Appelons m*P le second membre : il représente la
valeur probable du carré de 'erreur, (y;— ¥1)? qui sub-
siste aprés la correction.

Egalons 2 zéro les deux dérivées

dp _ 4P
d\, — dk,

:‘.O,
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c’est-a-dire
Ay(A By X —1) 4 Ay (A + B, M) ++ A (Agh, +Bs ) =o,
et, par symétrie,
Bi(As A By A] —1) +Ba (A, A B 2)) +B; (A3, 4+ B3 X)) —o.
Ce systéme peul s’écrire
MZA® X, SAB=A,,
MZAB+ 2, 2B® =B,.
Il est linéaire par rapporta A, et ;.
Ty ajoute I’équation qui donne j
Ap- 7\'11*'23’.'1-

En éliminant A, et A;

3A? 3AB A,
3AB 3B B, |—o.
® D4

De I on tire y{, et ’on pourrait raisonner de méme pour
avoir y; et yi.
188. Telles sont les corrections & faire pour rendre

minimum la valeur probable du carré de l'erreur aprés la

correction.
Elles sont conformes a la méthode des moindres carrés.

En effet, yi, y;, y; vérifient :
Aryi+ Ay, + Ay =g,
B:yi+B:yy+Bays =y
Pour calculer les y', il faut rendre minimum la somme
des y32.

Done
Zyidy;—o.
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D’autre part, _
ZA,' dyi =o,

3B dy,=o.

La premiére de ces deux équations doit étre une consé-
quence des deux autres; donc

Yi—eA+¢€B,
d'olt _
eZA2+ ' ZAB =,
et, par symétrie,
eZAB + £ EB2=p'.

En éliminant e et ¢’ entre ces trois équations,

A ZAB | .
ZAB Z2B* pf [ =o.
A B, 7:

Le déterminant est le méme que le précédent. ,

Ainsi le résultat est le méme, qu’on applique la méthode
des moindres carrés, ou bien qu’on fasse la correction de -
fagon a rendre minimum la valeur probable du carré de I'er-
reur aprés correction.

189. On peut se demander maintenant quelle est celte
valeur minimum : c’est celle de m?P. La valeur de P peut
&tre mise sous une forme plus simple. Rendons-la homo-
géne,

P = (A; A+ By N, — A1)2+ (Ao ks -+ Bo X )2+ (Ash+ B33,
et appliquons le théoréme des fonctions hbmogénes; on a

dap dP ., dP,,
2P-—ﬁ;)&1+d—)\,lll+ m)\.ln
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dp  dp Y
Or an et Y sont nuls; A} —1; il reste
2P_—_'-:ii7%,
1 dP
P:E m:"‘Ai;‘t‘—B?)"r

I.c produit par m? est la valeur probable du carré de Y'er~
reur qui subsiste aprés la correction.

Quand les observations deviennent de plus en plus nom-
breuses, la valeur probable du carré de erreur va en dimi-
nuant.

190. Introduisons une Liualriéme quantité et une troi- -
siéme équation de condition

Ciyi+Coyr+Coys+Coyi=p'.

Tout A I'heure nous avions a rendre minimum

() (Fi—hp—X )%

maintenant ¢’est

(2) (i—hp— N =)

Il y a une indéterminée de plus, 7&”; ; le minimum de
I’expression (2) est évidlemment plus petit que celui de
I’ expression (1); car il suffit de faire A{—=o dans I'expres-
sion (2) pour retomber sur I'expression (1).

191. Allons plus loin. Soit ¥ 'erreur réellement commise.

¥ étant la correction, y— y' est I'erreur qui subsiste
aprés la correction. '

3y* est la somme des carrés des erreurs commises; la
valeur probable de cette somme est nm?,
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Cherchouns la valeur probable de la somme des carrés des
correclions, 2_7”; et la valeur probable de la somme des
carrés des erreurs aprés corrections, Z(y — ¥')*

192. Jobserve que nous avons

Y=g+ Kpr's
¥ est une fonction linéaire des p, qui sont des fonclions
linéaires des y. Donc y' est une fonclion linéaire des y.
Ces fonctions ¥’ ne sont pas linéairement indépendantes,
car elles peuvent s’exprimer linéairement en fonction de
" deux d’entre elles, dans le cas présent, et en général en
founction d'autant d’entre elles qu'il y a de quantités p, c’est-
a-dire de n —p d’entre elles, puisqu’il y a autant de p que
d’équations de condition.
Considérons les y:— y: + ce sont aussi des fonctions
linéaires des y, mais pas linéairement indépendantes; elles
sont liées par les conditions

A= 7)) + Aa(7a—2%) +As (s —y3) =0,
B, (y1— 1) +Bo(32—73) +Bs(y:—y3) =o-
1l y a ici deux relations linéaires; en général, il yen a p.
Ainsi les y' s’expriment en fonction linéaire de »—p
d’entre elles; et les y — ¥’ en fonction linéaire de p d’entre
elles.

193. Je dis qu'on a identiquement

2yiye=2)7.
En effet :
y;.'_—_ eA;+ ¢ B, )
Syiyi=eZA;yi+e EByi=ep + &',
Zyp =e3Ayi+ e IByi=ep ey
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Autre identité
Syt =2v2+E(y—y )"
En effet, en développant Z(y — )%,
=3y + 3y — o3 yy'+ 2y,

ce qui est bien une identité, puisque en vertu de la précé-
dente identité
Zyt—aZyy' +Zy?=—o.

19%. Cherchons la valeur probable E;’-’z. Cest une forme
quadratique par rapport aux y.

On multiplie m? par la somme des coefficients des termes
carrés, ou, autrement, on considére I'équation er S.

Soient F et ¥/ deux formes quadratiques par rapporta r
variables; si S est une constante, ’ '

F — SF/

sera encore une forme gquadratique par rapport aux n va-
riables.

En écrivant que le discriminant est nul, on obtient une
équation d’ordre n en 8, dite équation en S.

La propriété de cette équation est de ne pas changer quand
on fait un changement linéaire de variables : ¢’est une équa-
tion invariante.

Supposons maintenant que nous nous proposions de cal-
culer la valeur probable d’'une forme quadratique F; je
prends F'—= Xy Ecrivons que le discriminant de

F—8Zy®
est nul.
La somme des racines de cette équation estla somme des

coefficients des carrés.
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Soit
F=Ayi+Ayl+A'yi+oBy,y;+2B' v+ 2By, 2.
Le discriminant donne

A—S8 B B’
B" A'—S B
B’ B A"—8§

4]

ou
— 8- (A 4+ A+ A")S2 4. .=o0.

La somme des racines est bien A + A’ + A”; d’autre part,
la valeur probable de y? étant m? et celle de y,y. étanto,

celle de F sera
m2(A -+ A4+ A").

Comme régle, on forme donc F—SZy* on prend la

somme des racines de I'équation en S et on- multiplie
par m?2.

195. Appliquons ceci 2 la forme quadratique Zy>.
Soit la forme
®=Zy2—8Zy
ou, d’aprés le paragraphe 193,
@=(1—S)2y*—SZ(y—y')"

Formons I'équation en S et cherchons la somme des
‘racines. :

Les quantités y' s'expriment linéairement en fonction de
n — p d’entre elles; Zy'? se décompose donc en une somme
de n —p carrés, et-I'on a, les £ étant des fonctions linéaires

des y,
Syr=8+E+.. .+

Les y — y' s’expriment en fonction de p d’entre elles, et
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Ton a, les n étant des fonctions linéaires des y,
(y—y r=ai+n;+...+ 05

Les n fonctions linéaires ainsi obtenues sont linéairement
indépendantes. Remarquons en effet qu’on a

Syr=2F4- 20t
Le premier membre est une somme de n carrés

2 2 2,
1 .72’ T I 6

N

le discriminant de la forme du premier membre est i. Le
second membre ne peut avoir pour discriminant o. On a
ainsi

P=(1—8)ZE* — S 32

Le discriminant est

(8 —1)" P8, —=0;

n — p racines sont égales a 1, et p égales 4 o, la somme des
racines est n — p.

- La valeur probable de Zy* est nm?*; d’aprés la régle expo-
sée plus haat, la valeur probable de Zy® sera

3yE=(n—p)m.
Donc
2y —y'y=pm,
par différence.

Ainsi : 1° la valeur probable de la somme des carrés des
erreurs commises est nm?; 2° la valeur probable de la
somme des carrés des corrections faites est (» — p) m?; 3°la
valeur probable de la somme des carrés des erreurs aprés
correctlions est pm?,
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196. La valeur probable de 2_772 est plus petite que la
valeur probable de Zy*.

C’était aisé a prévoir.

Nous cherchons & déterminer les corrections de fagon que
la somme des carrés des corrections soit minimum : ¢’est le
principe méme de la méthode des moindres carrés.

A mesure que les observations augmentent, si nous con-
sidérons I'erreur commise sur une observation, nous allons
démontrer qu’elle tend vers zéro.

Supposons que les observalions augmentent constamment;
le nombre p demeure constant, ainsi que pm?; le nombre des
termes va en augmentant:ilyades chances pour que chaque
terme diminue constamment.

Si nous considérons la plus petite des quantités (yz— 7%)%»

. e pros , pm?
elle sera certainement inférieure 3 —

Observons une méme quantité n fois; une seule variable
indépendante : p—1.

Sy — 7 =

Nous avons r termes, r observations faites dans les mémes

conditions; donc
2

O—7r=2=.
y—rr=-

~ 197. Jusqu’a présent, nous avons supposé que la précision
était connue, mais que les observations n’étaient pas faites.
Le probléme se pose autrement; on ne sait rien sur la
précision, mais les observations sont faites.
Nous voulons en conclufe la valeur de % ou celle de m*
Voici la solution.
Les y ne sont pas connues; les y’ le sont par la méthode
des moindres carrés. Zy'? est connu.
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J’égale sa valeur & la valeur probable calculée a prior:

zylz-:' (IL —P)mzs
d’ou m2.

198. Cette méthode a été critiquée par J. Bertrand.

En effet, si on I'avait appliquée & une autre combi-
naison, par exemple 2y, on en aurait déduit une valeur
de m qui n’elt pas été la méme. La méthode peut devenir
éuspecte.

C’est un probléme de probabilité des causes, et nous appli-
querons les régles de ce calcul. '

On demande la probabilité a posteriori pour que % soit
compris entre certaines limites.

Cette probabilité est

2 pio;

®; eslla probabilité a priori de la cause, c’est-a-dire pour
que . soit compris entre A et 2 --dh; p; est la probabilité
pour que, si la cause a agi, les observations aient donné des
résultats respectivement compris entre x; et x; -+ dzy, 2, et
Zy+ a’xg', vony Ty 0L Zp+dz,.

Cherchons la valeur probable d’une fonction de &, f(%);
cette valeur probable est

7~ _ 2 J(h) piw;
f( ) -— zpz‘mi ¢

- Faisons de suite la remarque que le résultat va dépendre
de la probabilité @ priori; le résuliat de Gauss ne peut donc
déja étre tout a fait exact.

Si je détermine 4 par

SRy =f(k),
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cette valeur probable de % dépendra de la. fonctlion f.
Si je cherche la valeur la plus probable, ce sera la méme -
chose.
On peut se tirer d’affaire & une condition : c’est que le
nombre n soit trés grand. Le facteur =; n’a plus grande
influence; ainsi, pour

- f(R)=HY,

toutes les méthodes conduisent au méme résultat, si toute-
fois le nombre des observations est trés grand.

199. Lorsqu’on observe une quantité s, et que les obser-
vations ont donné z,, @, ..., z,, on peut représenler ; et

P:i par
w;—{(h, 5)dh dz,
Pi-_—-—]Idw‘i d?l,‘2 coe d.z‘n.

La probabilité a posteriori pour que % soit compris entre
L et It 4+ dh, et z entre 5 et 54 d3, est

U7, zYdhdsdz, dx,. .. dz,
fllq;(k, z)dhdsdz,dx, . .. dz,

Les différentielles day, dz., ..., dz, disparaissent dans ce
rapport, et il faut intégrer par rapportd 2 de o & -+ oo et par
rapport & 5 de'— o0 & - 0.

Tmaginons que, au lieu d’'une quantité s, il y en ait n,
515 B2y «+vy 5, qui dépendent de p variables uy, u,, ..., u,,
et que les valeurs observées des z soient =, ., ..., 2,; les
erreurs commises sont y,,‘yg, cees Vno

®; sera la probabilité a priori de la cause : ici, pour que
k soit compris entre % et & + dk, et pour que , soit com-



CALCUL DE L’ERREUR A CRAINDRE. 273

pris entre u, et uy+ du,, u, entre u, et uy-+ dus, ...,
wi=Y(h, wyy g, ..., up)dhduydu,. .. du,.
p: sera la probabilité de I'effet en supposant que 'la cause
ait agi
pi=dz, dz,...dz,,

o= \/—Z—e'l‘z-"’.
T

La probabilité @ posteriori sera

LY

ou

Wd(r, wy, uy,y ..., up)dhdu,du,...du,dz,dz, ... dz,
/Hq;(lz, gy Usy oo, Up)dhduydu,. .. dupdz, d,. .. dz,

11 faut intégrer par rapport 4 2 de o & 4- o, et par rapport
aux uwde —ow A 4 o0 ; quant aux différentielles des z, elles
disparaissent comme précédemment.

La probabilité cherchée s’éerit done

Uy dhdu du,... dup
f WY di due, dus . . . du,

200. Elle dépend de la fonction ¢ qui est entiérement
arbitraire, et qui est soumise i I'idée que nous nous faisons
a priori de la valeur des « et de I'exactitude que nous attri-
buons @ priori aux observations; mais ¢ ne joue pas le plus
grand role si les observations sont nombreuses.

Je vais appliquer & cetle fonction ¢ une forme particu-
liére, en supposant qu’elle ne dépend pas de 4.

On justifie cette maniére de voir en disant que les mesures
donneront en général aux u« des valeurs trés voisines les
unes des aulres; qu’elles sont comprises dans un petit inter-

P, 19
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valle oit la valeur de z variera peu si les observations sont
concordantes.
La valeur probable de %Y sera

fI[q;h"_ dhdu,du, ... du,

V==

A fl[\{/ dhdu,du, ... du,

Ces deux intégrales doivent étre calculées de la méme
maniére : & y varie de o & +co etles ude —m a4 + .

901. Qu’est-ce que Zy*? C’est une fonction de x; qui est
connu, et de s; qui est une fonction des u.

Par la méthode des moindres carrés, on obtient comme
valeur 2 adopter pour u; la valeur-u% : les valeurs des «
ainsi définies ne sont pas exacles, mais elles sont les plus
couvenables a adopter,

;= u? + v;

v; étant trés petit. . _
" Les y:sont des fonctions des ¢;, et on peut les considérer
comme des fonctions linéaires des ¢;, en négligeant les
carrés.
Le polynome
=P

sera du second degré par rapport aux ¢; mais non homo-
géne; il atteint son minimum quand les ¢; sont nuls.
Les équations :
dp

—_— =0
dv‘-

doivent &tre satisfaites quand les ¢; sont nuls.
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Done P ne renferme que des termes du second degré et
du degré zéro; il n’y a pas de termes du premier degré.

P:Po+ Pg-

P, est le minimum de Zy?, ce qu’on a appelé Zy'2, dont
la valeur probable est (n — p) m2. Donc P, est trés grand en
général, et il y a d’autant plus de chances qu'il soit grand,
qu’il y a plus d’observations.

Po=(n—p)A,

A élant une constante.

Le polynome P, est oblenu en additionnant entre eux les
termes du second degré; il y a un trés grand nombre de
careés, il y en a nr, et les coefficients du polynome P, sont
du méme ordre de grandeur que rn.

P,=(n—p)Q,

Q étant de 'ordre de grandeur de A.
La valeur probable de 7Y sera

k]

=

: ,
f b Ay (%) e~Mr—PA+Q dh do, do, . . . do,

H

F
f ¢ (g) e~k =P W+Q dfy dpy dv, ... dv,

on intégre par rapport 3 2z deo & -+, et par rapport aux
vde —w a +o, ’

202, La premiére intégfale porte sur

e—lin—plA
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qui dépend de % et sur
7 e—hin—p1Q

qui dépend des ¢.
Il faut calculer haut et bas

f eha—Pdy, do,. .. do,.
- Q est un polynome homogéne et du second degré par rap-

W;== ¢; \/T.

hQ devient un polynome Q' homogéne et du second degré

port aux v ; je pose

par rapport aux e.
.L'intégrale devient

P

f =1 e, do, . . . dey K 2.

Les limites de I'intégrale restent les mémes, et la valeur

de l'intégrale est

ot B ne dépend pas de A.

Alors :
- _z n—p
f dhy h'r *h * e~iAn—pB
0

P= :
© LL n—p
[ dhim %h * e~haAtn—PB
Yo
ou
© n—p
LURA 2 emhAm—PdR
-v__ Yo .
= P .

bh 2 e hAm—pidh’
;
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Je pose

o= \/ze_“‘,

f ¢ B @ dh
0

Y@n—> dh

0

= 3

formule qui dépend de ¢.

203. Si nous voulions pousser plus loin, il faudrait intro-
duire une hypothése sur . Cependant, quand on suppose
n — p trés grand, la fonction ¢ n’a plus d'influence.

Lorsquon a ’

et qu’on fait croitre » indéfiniment, la limite de ce rapport
est

F (ko)

Fi(h)

ol &, est la valeur qui rend ® maximum.

On a donc ici A
7 F: \l}(hn)]l"
$(h0)

¢’est-a-dire

A =Fh},

h, étant la valeur qui rend ® maximum. :

A cette condition de n trés grand, la valeur probable de
R ne dépend plus de ¢; la valeur probable de % est tou-
jours k,, quel que soit v. -
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Il n’en serait pas de méme si I'on ne supposalt, pas n trés
grand.

De plus, » doit é&tre trés grand, non seulement en valeur
absolué, mais par rapport 4 p d’une part et & v d’autre
part.

Ainsi, si -

. i
il faudrait rendre maximum non plus ®, mais @72,

20k. Si r n’était pas trés grand, on aurail & rendre maxi-
mum
Y@ >,
dott
() +(n )‘D’(h)
[103) (%)

si r est grand, la valeur de 2 est & trés peu prés celle qui
rend maximum ®(%4). On a

=o;

car ‘ 4
Zy*=(n—p)A;

ce résultat est conforme 2 la loi de Gauss,
Zyt=(n—p)m2.

La valeur probable du carré de I'erreur est

T— T3
ah,
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et par suite
_r—Dp,
b= 53y
c'est bien la méme valeur.
Tl ne faudrait pas attacher grande importance & cequ'ona
raisonné sur » — p au lieu de n, parce que r est trés grand

n— ..
P est voisin de 1.

et que

La régle est donc justifiée si le nombre des observations

est trés grand.



- CHAPITRE XV.

THEORIE DE L'INTERPOLATION.

203. Je vais appliquer la méthode des moindres carrés
une question nouvelle, la reckerche d’une fonction incon-

nue f(x).

Nous mesurons certaines valeurs de cette fonction.

f(al) :Als
f(a?.) :Aiv
f(an) =A,.

Construisons la courbe
y=f(z),

dont on a ainsi un certain nombre de points.

On pourrait toujours, par ces points M, M,, ..., M, faire
passer une courbe, mais cette solution ne serait paslameil-
leure : on fait passer une courbe prés de ces points, aussi
continue que possible.

Un autre procédé présente dussi un certain degré d’arbi-
traire comme le procédé géométrique: je veux que ma
courbe soit de degré ¢ aussi petit que possible, ’

f(@2)=Cy+ Gz +...+ Cp27;
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g est plus petit que » — 1; car si g était égal & n—1, on
aurait une fonction satisfaisant exaclement aux conditions.

Quelle valeur attribuer 4 ¢? Cette valeur est arbitraire.
On la choisit d’abord assez petite, puis, si elle est insuffi-
sante, on introduitun terme de plus dans le second membre,
et ainsi de suite.

206. Laissons de cdté ce mode de titonnements et sup-
posons ¢ choisi. '

Nous déterminerons les coefficients du polynome de telle
facon que

2[/(a:) — AP

soit minimum.

J () est linéaire parrapport aux coefficients C.

Je vais poser

Flz)—=(z—a) (z—a,)...(2—a,).

La question se rattache au développement en fraction con- -

tinue du'rapport
Fa),
F(z)

Ce développement s’opére comme si 'on cherchaitle plus
grand eommun diviseur de F et de F'. On aura successive-

ment
F=Q,F+R,

F'=Q.R;+R,,
Ri': QSB2+ B31

Rn._;g—_'— Qn—-1 RIL—Z -+ Rn—i,
Roe=0QrRp—y.

Il n’y a pas de terme R, dans la derniére équation, car
R,L =o0.



282 CHAPITRE XV.

En général, F est de degré n, F' de degré n—r, R; de
degré n— 2, R, de degré n— p —1, R,_, de degré o et tous
les Q de degré 1. : '

Ona
¥ 1
F R,
o+ &
R 1
FF~ . R
Q.+ lTl
Rn—2 __ 1 5
Ru—3 - Rn-l
Qu1+ R,
Bo T,
R, Q.
Ainsi
¥ 1
—F‘ —
Q-+ ! .
Q2+ Q3+-. - I
I
Qn—-1 -+ 'Q;'

207. Nous avons & considérer les réduites successives de
ce développement. Comme
F—QF =Ry,

a la place de
F, —_ Qg [{1: Rz,

je puis écrire
— Q. F +F(1+Q,Q,) =R..

Si je pose
N1:I1 D1:Q1,
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j'aurai
N;F—D,F=R,.

8i je pose
No=—0Q,, Dy=—(1+Q:Qy)
jaurai
NgF — DgF’_—_ Rg.
Nous exprimerons de la méme maniére un quelconque
des restes successifs, ‘
NF—D,F =R,
N F—Di = Ry

Comme )
Ri= Qi Ry + Ry,

Ripy=(N:F — D;F') — Qua(Nety F — Dy F'),
si je pose
Nz'+2 = Nz"_ Qi+z Ni+l’
Di+2 = Di— Qi+2Di+u
j’aurai encore
Rira=Npp o F — Dz:+2F,-
Sur ces relations de récurrence, on constate que

Rh Rza LI et Rn—z

sont respectivement de degré n—2,n—3, ... et 1, et
que R,_; est une constante. N; est de degré o, N, de degré
I, ..., N; de degré i —1. On voit aisément que, si cette pro-
position est vraie pour N; et N, elle Vest encore pour N;,.,.
D; est de degré 7.

208. Je dis maintenant que N; et D; sont le numérateur et
le dénominateur de la réduite d’ordre 7.
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Les relations de récurrence rendent ceci évident; mais
on peut le voir autrement.
J’écris la suite
F=Q,F+R;,
F'=Q.R;+R,,

Rie=Q:R;y+ Ry,
d’ou je déduis

I

I

FI
T '
Q1+ Qg—l—. I

e ————

Q.+ ._Bf.
TR

i—1
Je puis encore écrire I'’équation suivante

N:F —D;F'=R,
Supposons que l'on veuille -calculer la réduite

oy ¥

ﬁi:Qt’*" !

Q.+ 1
2L 1,
Q;

Je n'ai qu'a faire R;—o dans ’égalité précédente, et faire
aussi :
F= ﬁ;, A OC,‘;
Bi=Qi:+ R} »
;= QR+ R},

les R étant devenus des R'.
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On a entre les R’ également des relations de récurrence,

R;=0Q;R;+R3,

’ Y 7
Ri_,= QiB-i—l ;

R; est nul; done, N; et D; étant les mémes que plus haut,

Ni@i_ D,-oc,-: o,
w _ N
B: D;

N; . , e
D—‘ est bien la Zi*me réduite.
i

Quelle relation y a-t-il entre cette réduite et le probléme
proposé?

209. L’équation fondamentale est
N,’E ——'DfF’_-—_ R[.

Faisons attention au degré de tous ces polynomes. Rappe-
lons que : N; est dedegré i —1; F estde degré r; D; est de
degré i; F' est de degré n—i1; R; est de degré n—i1— 4.

De I'équation fondamentale je tire:

D,

=N, —

R;
F .

F

Je multiplie les deux membres par =¥,

R
SDE

z*R;
F

Je m’en vais évaluer la somme des résidus dans les deux
membres; notons d’abord que pour ce calecul nous ne devons
tenir compte que des deux fractions ot F entre au dénomi-
nateur. '
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Supposons ensuile que, dans une fraction rationnelle, le
degré du numérateur soit d'une unité inférieur  celui du
dénominateur, par exemple

Al zrt Bz 24, .
Alwr+~Baxr1+... ;

cette fraction se décomposera en

A B
2x—-—a+z(x—.—-a)7~+""

Si je multiplie par =,

2 Az -
xr—a
tendra vers 2A, ou la somme des résidus, quand z croitra
indéfiniment, les autres 2 (¢’est-a-dire celles ot « — a entre
au dénominateur d une puissance plus grande que 1) s’annu-
leront.

Mais

1im%1-)- =o, pour x —co,

si le degré de «P est plus petit que celui de Q. Donc:
la somme des résidus sera nulle si le degré du numérateur
est inférieur de plus d’une unité i celui du dénominateur.

Considérons
: w!"R,-_

F )

le dénominateur est de degré n, le numérateur de degré
n—1—I-+p. Si
n—I1—Il+p<<n—1i,
¢’est-a-dire .
r<ti

la somme des résidus sera nulle.
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Ainsi, quand p. est égal 3 0,1, ...,{ — 1, la somme des résidus
est nulle.

210. Quand on a affaire & la [raclion rationnelle —l?-, que

Q

Q n’a pas de racines multiples et s’annule pour z —=a, le
résidu pour x =« est
P(a)
Q(a)
Prenons pour a 'une des valeurs qui nous a servi & cal-
culer £ () ; le résidu par rapport 3 a de

"ZESJ'I),'FI
F
sera
a*D;:(a) ¥ (a)
_I_‘"(a) 2
ou

at Di((l).
Ainsi,. pourvu que g soit plus petit que
Zat*D;(a)=o,
la sommation étant étendue i toutes les valeurs de a,
Qq, 729 ooy ‘a,,'.
Il en résulte que, si P;_, est un polynome quelconque
d’ordre i — 1, ’
2P; (a)D;(a)=o.
Prenons
P y=Dg;

alors
2D.(a)Di(a)=o.

Cette équation est vraie pourvu que & soit plus petit que .
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Mais, comme rien ne distingue les deux indices, cette
équation est encore vraie loutes les fois que & est différent
de 7.

Les polynomes de Legendre ont une propriété analogue;
pour deux d’entre eux

Vmy Vo

+1
[ vwmmde=o;
1

on a

ici, au lieu d'intégrales, on considére des sommes finies.

211. Nous voulons obtenir un polynome d’ordre ¢ plus
petit que » — 1, dont les coefficients seront choisis de telle
sorte que

2[Ai—f(a)]?

" soit minimum.
8i f («) est un polynome d’ordre ¢, il peut toujours étre
mis sous la forme

F(#) = Co+Cy Dy{x) + Ca Dy () +. . .+ C, Dy ().

Il s’agit de déterminer les coefficients C de fagon d rendre
minimum la somme des carrés '

2(A—C—C;D,—C,Dy—...—C,D, )2
212. Développons ce carré.
Sur une premiére ligne, nous mettrons les termes carrés
2A+nC+CiIZD+CEEDE +.. .+~ CZED2.

Sur une seconde ligne, nous mettrons la somme des
termes reclangles tels que

—_ 2C02‘&—2C12AD1‘—'. “e— ZC,;EA.D(],



THEORIE DE L'INTERPOLATION. 289

ZAD;=A,D, (@) +...-+ A, Dy(a,).

Sur une troisiéme ligne nous mettrons une somme de
termes tels que

2 Co C:EZD;+-2 CiCkZDka.
Or
ZD;(a)=o,
ED; DL 0.
Restent la premiére et la deuxiéme lignes.  Je puis d’ail-
leurs abréger I'écrilure en posant

1=D,(2).
La somme des termes & rendre minimum se réduit a.
"ZA*+ ZCEED?—22C;ZAD,.
Je différentie par rapport & C; et je divise par 2; en éga-
lant 4 zéro la dérivée par rapport a G,,
C:ED}=Z2AD,,
d’olt ’'expression suivante pour C;,
Co— ZAD;
‘T IpE’
c'est-d-dire

o ArDi(@) + AsDi(as) .. .+ AuDi( )
7 Di(a)+Di(as) +...+ Df(ax)

L’analogie avec un autre probléme d’analyse -est: évi-
dente.

Quand on veut développer une fonction f (z) en série
procédant suivant les polynomes de Legendre, on arrive a

f(:v) = ZC,-X,-,

P. 20
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Ici les relations sont du méme genre, sauf que, au lien
d’intégrales, figurent des sommes.

213. Quel est I’avantage de ces polynomes D ?

Je suppose que 'on ait essayé d’abord de représenter les
observations par un polynome de degré ¢ : on a trouvé
alors Gy, C, ..., C,. On constate ensuite que la somme des
carrés des erreurs commises est inadmissible : on se résigne
alors A poursuivre avec un polynome de dégré g + 1. Tout
serait & recommencer, si I’on avait eu recours 4 un procédé
quelconque; ici, au contraire, on n’a qu’a ajouter un terme
Cy+1D 4+ (2) 1 les précédents coefficients C,, Cy, ..., Gy, ne
changent pas, comme on le voit sur 'expression de C;.

24k. Le probléme se pose déji quand on veutsimplement
interpoler une fonction : pourquoi prend-on habituellement
comne solution un polynome d’ordre n— 1? '

Voici une fonction f(z), holomorphe & Pintérieur d’un
- certain contour, d’un cercle par exemple. Les valeurs que
nous avons données i la variable sont petites par rapport au
rayon du cercle.

Pour les valeurs a,, a,, . - ., a, de la variable, on connait
la valeur de la fonction. Il s’agit de connaitre la valeur de
Ia fonction pour une valeur x & Uintérieur du cercle.

L’intégrale '

f _ f(z)d=
(5——.1?) (5’—“1) (5_"12)' . '(z — Q)



THEORIE DE L'INTERPOLATION. 29t

s’annule prise le long du cercle. D’aulre part,

j— 1t f(sYds

~2ir) G—2)(5—a1) (5 —a3)...(5 —az)

est la somme des résidus de la fonction f(z) pour les poles
Z, @yy Ay « » .y Ay, CESL-0-dire

f@) N fla)

T—a) @ —a) @ —tm) (G Z) @) (@)

Jappelle en généralP;le polynome qu’on obtient en sup-
primant dans

5_‘7)) (z’_ai)(z—az)---(z_—rau)
le facteur s — a;, et enremplacant s par ;. Je pose aussi
Flz)=(z—a;) (z— q,) oo —a,).

Alors

_ Sl=) | flayy | fla.) J(an)
I=Ff= T7p, T7T, R

d’ou

f@) :—Z—f(“fg(’”) +IF ().

215. Telle est la formule générale de I'interpolation; au.
second membre figurent: 1° un polynome entier; 2° lerreur
commise.

Cette erreur est

JF = L fle)ds ¢ —ay z—a, x—a,
T Tein) s—x s5—a 5—a, s—a,

SiR désigne le rayon de convergence, et que z soit assez

voisin de a; pour que

Ix—az,l<§,
2
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—a; . r -
aL sera plus pelit que 5> et sous le
i

: z
chacun des facteurs

signefil y a n de ces facteurs.

Donc JF sera trés pelit si » est trés grand.

8’il était seulement probable que le rayon de conver-
gence ait une certaine valeur, on serait en présence d’une
guestion de probabilité.

216. Je suppose quel’on sache a piori que la fonction f(z)
est développable, dans un cerlain domaine, suivant les
puissances croissantes de z,

fl@)=A+ Az +....

Nous ne savons rien sur les A, sauf que la probabilité
pour que I'un d’eux, A;, soit compris entre certaines limiltes,

Ri gy
\/—E-e Y dy.

Nous connaissons par rn observatlions

yety-+dy, est

f(ai) :Bi:
flas) =B
JS(an) =B

Nous cherchons. la valeur probable de f(#) pour une
autre valeur de .

Cestun calcul d’interpolation, avec cette différence que
nous cherchons un polynome limite.

Je me héte d’ajouter que je considére la quesﬁon comme
un simple exercice de calcul, car jai introduit erbitrai-
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rement la loi de Gauss; autrement le probléme resterait
indéterminé.

217, Nousavons i délerminer les coefficients A, en nombre
infini, de la fonction, 4 I’aide de » observations : ici, il y a
plus d’inconnues que d’observations, et nous ne pouvons
nous guider que par I'idée que nous nous faisons e priori
de la loi de probabilité.

Nous nous élevons ainsi en généralité plus encore que
nous ne I'avons jamais fait jusqu’ici, puisque nous avons a
déterminer une fonction inconnue.

Je vais d’abord ne prendre qu’un nombre fini de coeffi-
cients.

218. D’une maniére générale, soit un nombre fini d’incon-
nues,
Uy, Uz oeey Upj
p est connu.
Je suppose que la probabilité, pour que ; soit compris
eatre u et u -+ du, est représentée par la loi de Gauss,.

b e~k dy,
T

La probabilité pour que I'un des u s’écarte de zéro sera
d’autant plus petite que % sera plus grand.

Nous connaissons les valeurs de certaines fonctions
des u, , ‘

Ly Loy sesy Zpy

en supposant les observations parfaitement exactes.

n est plus pelit que p, il'y a plus d’inconnues que d’ob~
servations. )

Je suppose que les x sont fonctions linéaires des «; c'est
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ainsi_que, dans Vexemple qui .précéde, -les B étaient
fonctions linéaires des A et qu’on avait

B.=A,+Ajar+....

Je pose donc

ye=CLu;+ Cius+...+ CRu;s.

Les observations nous ont appris que y; est compris entre
zp et zp + dzp. Chercher les «, c’est résoudre un probléme
de probabilité de causes. Les causes, c’est que les u sont
6ompi'is entre certaines limites; les effets observés, c'est
que les 2 sont compris dans certaines limites.

La formule

Pi®;
2p:w;

va se simplifier ici.

919, Si les = ont des valeurs déterminées, les fonctions
linéaires z; auront également des valeurs déterminées, et
la probabilité de ces valeurs sera la certitude; suivant ‘que
ces fonctions tomberont ou non entre les limites données
par I'observation, la “probabilité sera 1 ou o. Donc la for-
mule de la probabilité a posteriori se simplifie en

w; -
E;i’

si I'on a représenté par p; la probabilité de U'effet quand Ia
cause agit. '
3w, porte sur toutes les probabilités relatives aux valeurs
des u compatibles avecles observations; =; est la probabi-
1ité a priori pour que les diverses quantités z_soient com-
prises entre certaines limites.
La Kéme incorinue @ pour probabilité d’étre comprise entre
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by,
—E g—lnut g
T

@, comporte p facteurs analogues,

fhihy. ..l
®r= 1 :Tp P e—(ug+houg.lp u?,) du, du,. .. (L'lt,,;

j écrirai pour abréger

w et wy -+ duy,

wi=0du,du,...du,,
d’ol

Sw= f W du, dus .. . du,.
11 faut intégrer pour toutes les valeurs des z compatibles

avec les observations, c'est-i-dire satisfaisant aux inéga-
lités

z,<<Cruy+Ciunt. ..+ CRu,<<xp-+dzp.
La probabilité cherchée sera

w; _ HNdu,du,...du,
So, ) 2
= f W duy dus ... diey

quand les u satisferont aux inégalités ci-dessus. Sinon:I'on
aura o comme probabilité.

920. Si je cherche la valeur probdble d’une fonction quel-
conque F des u,

o ,‘/‘FI[duidu2 ... dug

F_— . -
fI['dul'duz. .. dug
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Nous allons transformer ces deux intégrales.
Ona ,
2 )Yr< Zp+ dxp.
Je vais prendre pour inconnues 3, Yas oo Yny €0 §'y
adjoindrai p —n fonctions linéaires des w tout a fait quel-
CONQUES, 51y Bay oeny Sp_pe

Udu,du,...du,
va se transformer en
A dy, dy;...dy,dsids,. . .dsp_,.
A est le déterminant fonctionnel des « par rapport aux ¥

et aux s; comme ce sont des fonctions linéaires, A est
constant. Il vient :

f FILdy, dy,...dy, ds, ds,. . .dspn
F=

fII dy dys...dy,ds ds,... ds,_,

Nous avons 2 intégrer d’abord par rapport aux y; y, par
exemple variera depuis z, jusqu'a x, +dx,, c¢'est-a-dire

trés peu; la fonction sous le signe f va resler sensiblement
constante, et ’on pourra écrire
dz, dx,. . .d.z'u/ll"ﬂ dzsydszy...dsp_,

F= :
dxy dz,. . .dx,,fﬂ ds1ds,. . .dsp_,

Les différentielles des « disparaitront.

FII et Il sont des fonctions des 5, et nous intégrerons
par rapport aux 5 de —w & 4+ .

I est le produit d’un facteur constant par une exponen-
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. _ : 2 =
tielle, e~ (hwi+hadr.hyifp) . Peyposant est un polynome — P

du second ordre et non homogéne par rapport aux s.

221. Supposons F fonction linéaire des s. Cherchons la
valeur probable de F.

Les valeurs probables des différentes quantités s s’ob-
tiennent en cherchant les valeurs qui rendent minimum
lexposant P : soit 57 la valeur de =; qui rend P minimum.

Alors

- P=Py+P,.

P, est une constante, et P, est un polynome homogéne
et du second degré par rapport aux quantités s;— 37. -
-L’intégrale

f(si— ) ePds dzs,...dsy ,

porte sur une fonction impaire par rapport 4 5;—s}; en
intégrant de — « ¥+, on aura zéro pour la valeur de
cette intégrale.

On cn déduit que, siF est égale a F, quand on y remplace
s par 57,

f(F ~—Fo)ePds ds,...dspp

est nulle, prise de — e & + .
De méme

f(F —F)ds,ds,. . .ds,_,=—0;
et par suile

f Flds, dss. . .dsp—n=TF, [ W dsy dss. . . d5ps
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c’est-a-dire
_F=F,.

_Ainsi on obtiendra la valeur probable de F en substituant
a z; les valeurs qui rendent minimum le pelynome P.

922. Appliquons ces principes au probléme posé au para-
graphe 216.

Au sujet de f(z), nos inconnues u sont les A et nous
avons

P = i A2 -~y AS 4. . .- B AT L

11 faut rendre ce polynome minimum.
Les valeurs des A seront d’ailleurs arbitraires, sauf les
relations linéaires données par les observations

flan) =By

Ecrivons que P est minimum. L’accroissement 4P devra
" étre nul quand les-A; s’accroitront de dA;

dP = hoAy dAo+. ..+ hiA; dAi+. . . =o.
Les accroissements dA,, . , dA; ... sont liés par
df(az) =o.
"Or, f(a,) par exemple est gal &
fla) =Ag+Ajay+.. o+ Aal+. . ..

Done
dAo+a1 dA.l"l". . -+¢Zi dA[+. «.==0,
Ao+ dAy ...+ dAs-...=o,

seseseanve 48 s csecscsssassan sevaey

dAy- @ndAst.. .- @ dA;+...=o.
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223. Pour que P soit minimum, la premiére équation
dP —o

doit &tre satisfaite quels que soient les dA ; cette premiére
équation doit étre une conséquence des r autres relations
entre dA.

Soient ¢, €, ..., &, des coefficients convenablement
choisis, par lesquels nous multiplions respectivement les
deux membres de chacune de ces »n relations,

B Ai=eal - g0, . . . Ea @y,

- ol —m (xai)i (xaz)i (.:v(l,,,)i
Ayxi=—c¢g i & T ... E Ty
Si je pose
o(z)= 7 +x+$2+ +$i
@)= TRy e

le coefficient de ¢, dans
flz)=2A;z*

sera o (za,), etc.
1l vient done finalement

f(@)=¢ o(za)) +e9(2a)+...+ e 0(2an).

Nous disposerons des coefficients ¢ de fagon & satisfaire
aux observations, d’olt » équalions & n inconnues.

224, La forme de f(z) dépend des k. Pour que la-série
qui représente ¢ () soit convergente, il faut que les coef-
ficients & augmentent avec une rapidilé suffisante.

8iVon a

lzl<p et la|<p,
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¢’est-a-dire
[zan l <p%

la série sera convergente quand
hi> Y.

En somme, cela revient A dire que la probabilité pour que
les derniers coefficients en /; s’écartent de zéro devient de
plus en plus faible. Il suffit de supposer qu’a partir du niéme
rang les /% sont infinis. Dans ¢ (z), les termes exirémes oit
entrent %,, 2;.4... s'annuleront et ¢ (2) sera un polynome
d’ordre 7. ‘



CHAPITRE XVIL

QUESTIONS DIVERSES.

225. Battage des cartes. — Je me suis occupé dans l'in-
troduction des problémes relatifs au joueur qui bat un jeu
de cartes. Pourquoi, quand le jeu a été battu assezlongtemps,
admettons-nous que toutes les permutations des cartes, c’est-
a-dire tous les ordres dans lesquels ces cartes peuvent étre
rangées, doivent étre également probables? Cest ce que
nous allons examiner de plus prés.

Soit ¢ le nombre des cartes; soit S; une permutation
quelconque, c’est-d-dire l'opération qui consiste a faire
passer au rang « la carte qui avant la permutation occupait
le rang B3; « étant une fonction déterminée de 3. Le nombre
total des permutations possibles est ¢! 1l y aura un certain
ordre des cartes que nous considérerons comme normal,
et que nous désignerons par S,; et nous représenterons par
. §; l'ordre dans lequel se trouveront rangées les caries,
lorsque, primitivement rangées dans 'ordre normal, elles
subiront la permutation S;. Ainsi §, représentera a la fois
I'ordre normal, et la permutation idertique, celle quin’altére
pas Pordre des cartes. €ela bosé, deux permutations consé-
cutives S; et S; équivaudront & une permutation unique S,
et c’est ce que j'exprimerai par la relation

€))] - 85,8;=8;.



302 CHAPITRE XVI.

Un ensemble de permutations forme un groupe quand le
produit de deux permutations quelconques de I'ensemble
appartient 4 I'ensemble. '

Soient donc

Se, Sy ...y S,

les diverses permutations d’un groupe G et les ordres corres-
pondants des cartes. Supposons que nous sachions que
Pordre du jeu appariient & ce groupe, et que les diverses
permutations du groupe aient pour probabilités respectives

P07‘~ Pn sy _Pl‘;

de telle sorte que
p0+Pl+' . .+Pr—:—1.

Nous pouvons représenter symboliquement cette loi de
probabilité par un nombre complexe. On sait que U'on a
inauguré des nombres complexes de la forme

X:a3030+ Zy85+. ..+ Xy

ol les # sont des quantités ordinaires et les e des unités
complexes. Les opérations sur ces nombres complexes se
font d’aprés les régles ordinaires du calcul, avec cette dif-
férence que la multiplication, qui reste distributive et asso-
ciative, peut ne pas éire commutative. On définit un systéme
de nombres complexes, en se donnant la régle de multipli- .
cation, c’est-a-dire en définissant le produit e;e; de deux
unités complexes quelconques.

Nous allons définir un systéme de nombres complexes A
correspondant a notre groupe G; & chacune des permutations
S; de ce groupe, nous ferons correspondre une uynité
complexe e;; et si I'on a 'équation (1) 8;S; = 8;, nous con~
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viendrons que le produit e;e; est égal & e;. Cette régle est
admissible, puisqu’elle est associative. o

Nous pourrons alors représenter symboliquement 1a loi
de probabilité envisagée par le nombre complexe

P=p,e+ pres-t-...+-pre,.

996. Le Jjoueur qui bat les cartes a des habitudes, de sorte
qu’a chaque coup, il'y a une probabilité p; pour qu’il fasse
subir aux eartes la permutation S;, Cette loi de probabilité,
qui nous est d’ailleurs inconnue, est représentée symboli-
quement par le nombre P=—23p;e;. Si 'on est parti de
I'ordre normal, la probabilité pour qu’aprés un coup on ait
Pordre 8; sera p;, de sorte que la loi de probabilité des dif-
férents ordres sera encore représentée symboliquement par
P. Si au lieu de partir de U'ordre normal S, nous étions
partis d’'un ordre quelconque S;, la loi de probabilité aurait
été représentée par ¢;P. Si avant le coup la Ioi de probabi-
Iité était représentée par le nombre complexe Q, elle le
sera aprés le coup par QP. Si donc nous partons de I'ordre
normal et que nous battions » coups, Ja loi de probabilité
sera représentée finalement par le nombre complexe P~,

Ce que nous voulons démontrer ¢’est que, si n est trés
grand, on aura sensiblement

I
r-1

pPr— (eo+el+.,.—Fe,.),

c’est-a-dire que tous les ordres possibles seront également
probables. Et ce résultat sera indépendant de P, c’est-i-dire
de la loi inconnue de probabilité, des habitudes inconnues
du joueur. '

297. M. Cartan a introduit dans la théorie des nombres
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complexes la notion de équation caractéristique. Soient A
un nombre complexe donné, X un nombre-complexeinconnu,
o un nombre ordinaire inconnu; considérons I’équation

(2) AX=0X.

Les deux membres $6nt des nombres complexes, et en
égalant les coefficients de e, ey, ..., €,, on aura r -- 1 équations
entre les 7 +1 coefficients #; du nombre complexe inconnu
X; ces équations sont linéaires d’'une part par rapport aux z;,
et d’autre part par rapport & @ et aux r + 1 coefficients a;
du nombre A. Nous avons donc r +1 équations linéaires
par rapport aux r -1 inconnues ;. Ecrivons que le déter-
minant A de ces équatidns est nul; nous aurons une équa-
tion algébrique d’ordre » + 1 qui déterminera . D’aprés le
théoréme des substitutions linéaires, 2 chaque racine simple
de cette équation A —o, correspondra un nombre complexe
X satisfaisant & (2). A une racine double correspondront
deux nombres complexes X et X;, tels que

(2 bis) AX:C!)X., A.Xl: G)Xl‘*‘EiX-
A une racine triple, trois nombres X, X, X,, tels que
(2ter) AX=0X, AX;=oX;+&X, AX;=9X,+¢X;,

et ainsi de suite; les s sont des nombres constants ordinaires

qu’on peut supposer égaux 2 o ou i 1. Remarquons que, si
£1==8€,==0, 0N aura

AGX +4 X +0X,) =0 (AX + 4 X, + 2:.X,)

quelles que soient les constantes A, Ay, A, (qui sont, bien
entendu, des nombres ordinaires).

Dans le cas des nombres complexes dérivés des: groupes,
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il y a quelques simplifications. Soit X un nombre complexe
quelconque et posons

e X=Y=2y;e;;

on voit tout de suite que les y ne sont autre chose queles 2
rangés dans un ordre différent. Il en est de méme si I'on
pose Xe; =7Y; on a d'ailleurs

e X=Xe =X,
de sorte que ’équation (2) peut s’écrire

(A—weg)X =o.

228. Je forme I'équation caractéristique du nombre P
PX=wX

et je me propose de montrer d’abord qu’elle a une racine
égale & 1, et toutes les autres plus pelites que 1 en valeur
absolue.
Soit en effet
PX= Ey,-e,-;
on aura

Yi= & PrZr,

les indices £, k et % étant liés par la relalion eze,—e;, de
sorte que, si j’écris

Yi=Zpu:zs,

les pn: ne seront autre chose que les p; dans un autre
ordre. I’équation (2) nous donnera alors

(3) ZPri®p= 0%

Nous pourrons satisfaire & ces équations (3) en prenant
P. 21
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tous les =; égaux entre eux, d’oll nous déduirons

E_p},_i: .

Mais
Epri—=Zpr=rt,

d’olt @ =1 ce qui montre d’abord qu’ily a une racine égale

ar.
En ce qui concerne les autres racines, les équations (3)

nous donneront

(4) 3| prazn|Z| 0z

ou, puisque tous les p sontréels et positifs,
Spni|xn|Z|o]]z:]

Ajoutons toutes ces inégalités; il viendra .

Ei‘zll,ph.il‘”hIZlmlzlwiL V

Mais
Zpri=1.
Done
2:Zppns| Zn |=Z|zn],
d’ou s
Slazp|2|e]| 2],
d’ol

w21

Ainsi aucune racine ne peut étre plus grande que 1 en

- valeur absolue. 7
€. Q. F. D.

239, Soit » une racine différente de 1; considérons un
nombre complexe appartenant i celte racine o, ¢’est-a-dire,
d’aprés- la phraséologie adoptée par M. Cartan, un ‘des
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nombres X, X, ..., tels que

PX=0X, PX, =X+ X, o3

je dis que, pour tous ces nombres complexes,
Sa;—o.

En effet, remplagons dans tous nos nombres complexes
toutes les unités complexes e; par l'unité ordinaire; les
égalités qui peuvent exister entre ces nombres complexes
subsisteront. Si 'on a

P :Ep,-e,-, X:Za:,-ei, X1:Za;} €,y

ces nombres complexes aprés la substitution deviendrong
respectivement

Xp;=1, 2z, 2,
et nos égalités deviendront
2z —wla;, 2el—wizl+ g2y,

el par conséqueat, si ® n’est pas égal & 1,

Szi—o, Szl=o.

230. Nous avons.dit qu’il y a une racine égale 4 1;il reste
a savoir s’il ne peut pas y avoir plusieurs racines -dont le
module soit égal & 1, ou encore si 1 n’est pas racine multiple.
Pour que l'inégalité (4) se réduise 3 une égalité, il faut que
tous les z; aient méme module, et, comme ces x; ne sont
déterminés que par leurs rapports, nous pouvons supposer
qu’ils sont tous réels et positifs. Comme les p sont tous réels
et positifs, il en sera de méme de w, cest-d-dire que .nous

aurons
©=I.
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Soit alors ; le plus grand de tous les #;; nous aurons
ZpnjensZpn;oi= %,

cette inégalité ne pouvant se réduire & une égalité que si
tous les pp; sont nuls, sauf ceux qui multiplient un 7 égal
a ;. Mais 'équation (3) nous donne '

Eph_,-w,lz WE;=Zj.
Nous devons donc conclure que
prj=o0 si  za<Zj

ce qui nous montre déja que,rsi aucun des p; et par con-
séquent aucun des pp; n'est nul, tous les z; seront égaux.
Nous dirons que la permutation S;appartientala catégorie
C, si z; est égal & z;, ¢’est-d-dire au plus grand des x.
Je dirai d’autre part que la substitution S; appartient 2
I'ensemble E si, ‘toutes les fois que S; appartient & la caté-
gorie G, il en est de méme de

8= S7'S;.

La condition nécessaire pour que p;= pp; puisse ne pas
atre nul, c’est alors que S; appartienne a I’ensemble E.
. Je dis maintenant que l'ensemble E constitue un sous-
groupe de G. Si en effet 5; et S. appartiennent a cet
ensemble, cela veut dire que S; ne peut appartenir a G,
sans qu'il en soit’ de .méme de §;1S; et de 8,~1S;. Mais
alors il devra en étre de méme de

St (Sgi 85)= (Sesk)_"1 Si’
ce qui veut dire que S.5. appartiendra aussi 3 C.

Donc la circonstance qui nous occupe ne pourra se pré-
senter que si lous les p; sont nuls, sauf ceux qui corres-
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pondent aux permutations d’'un certain sous-groupe, c'est-
A-dire si 'on sait d’avance que le joueur en battant les cartes
n’exécutera jamais que des permutations appartenant  :ce
sous-groupe.

Si on laisse de c6té ce cas d’exception unique, 'équation

PX=X

ne peut éire satisfaite que si tous les x; sont égaux entre
eux.

231. Une possibilité subsisterait encore ; on pourrait
supposer qu’il existe un nombre complexe X, tel que

(5) PX1:X1+51X7 glzoy
X= ¢+e+... e

et que la racine 1 est multiple. Mais de I'équation (1) on
déduit .
PeX, =X, + ng X.

Les eoefficients de X; et de £, X ne dépendent pas de n;

ceux de P»dépendent de r, mais ils restent réels et positifs,
et leur somme demeure égale & 1; puisque P~ représente
symboliquement la loi des probabilités aprés » coups.
" Les coefficients de P»X restent donc limités. Au contraire,
ceux de X,+n51X sont des polynomes du 1°* degré en n;
ils ne peuvent donc étre limités; I'équation (5) est donc
impossible.

Si nous reprenons I'équation de la forme

PX=0X,.

- nous avons vu que o est donné par une équation -d’ordre’
r—+1; et qu'a une racine d’ordre de multiplicité p, appar-
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tiennent p. nombres complexes distincts. La somme des
ordres de multiplicité étant r-1, il y aura r +1 nombres
complexes appartenant aux diverses racines, et ils seront
linéairement indépendants. Un nombre complexe quelcon- -
que peut donc étre considéré comme une combinaison
linéaire de ceux qui appartiennent aux diverses racines.

Dans le cas qui nous occupe, un seul nombre appartient
a la racine 1, c’est ’

ete ...+ €;

tous les autres appartiennent 4 des racines <1 en valeur
absolue, et la somme des coefficients de chacun de ces
nombres complexes est nulle. Il résulte de 1 que tout
nrombre complexe, tel que la somme de ses coefficients soit
nulle, peut étre regardé comme une combinaison linéaire
des nombres complezxes qui appartiennent auzx racines << 1

en valeur absolue.

232. Considérons- maintenant une racine o telle que
| @ | <<1; nous aurons, sicetle racine est multiple,

PX=0X, PX;—=oX,4+&X, PX;=0X;+5X,, ...,
et nous en déduirons aisément
PrX=0"X, PrX,=a*X,+ nat1¢X,

nn—1 :
P"‘ng Cd:"X_2+ nept-t 52X1+ % m"*’eisgx,, e

n(n—1 . .
Comme o%, nw?, —(—2———) »"—%, ... tendentvers zéro-quand

n crofit indéfiniment, on voit que, pour un nombre complexe

X quelconque appartenant & une racine <<1 en valeur
absolue, on a

limP»X —o (n=o0).
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Mais tout nombre complexe est une combinaison de ceux
qui appartiennent aux racines <f, pourva que lasomme de
ses coefficients soit égale & zéro.

On aura donc encore

limP*X=o
toutes Ies fois que la somme des coefficients de X sera
nulle.

Si au contraire X appartient a la racine 1, c’est-3-dire si
tous ses coefficients sont égaux entre eux, on aura

PrX =X,
Si X est un nombre complexe quelconque, nous pourrons
poser
X =8 Xo -+ X.,,

ot § est la somme des coefficients de X, ol

Xc:

: (eo+e1+...-+¢€r)
P 0 ;S S

et ol la somme des coefficients de X' est nulle. On aura

alors
lim P»X = SX,.

Remarquons maintenant que

X, X =XX,=5X,.

'On aura en effet

e.
=Zze; X.,:Z r_'J_ T

er
XoX= ;——ka.j;
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ol 'on a posé #z; — #; en'admettant e;e;— ¢, ou bien .
7 v J

e .
XOX 22 > _: I,(ijk_,-).
k

Mais les @, ; qui figurent sous le signe X; sont, dans un
ordre différent, les x; eux-mémes, c’est-a-dire que
ijkJZZ$[: S,
d’oi finalement )
XoX. =8 Xo
et
lim(P*— X)X —o.

Mais X est un nombre complexe quelconque; nous pou-
vons donc prendre X = ¢;, d’ol

(Pr—X,) X = (PP —X,) ¢y=P"—X,.

Il reste donc :
IimP"’: Xo,

ce qui veut dire qu’a la limite, toutes les probabilités, ¢’est-
a-dire tous les coefficients du nombre complexe P# qui re-
présente symboliquement la loi de probabilité, sont égaux,
C’est ce que nous nous étions proposé de démontrer.

Je renverrai 3 quelques-uns des ouvrages o il est traité
des nombres complexes et de leursrapports avecles groupes.
Je citerai en premiére ligne les travaux de M. Frobenius
publiés-dans les Sitzungsberichte de I’Académie de Berlin
de 1896 a 1go1, et ensuite un mémoire de M. Cartan Sur les
groupes bilinéaires et les systémes de nombres complexes
(Arnales de la Faculté de Toulouse, t. XIT). Je me suis moi-
meéme occupé de la question, et je me suis en particulier
efforcé de rapprocher les résultats présentéé par ces deux
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savants éminents sous des formes trés différentes 3 Poccasion
d’'une étude Sur l’intégration algébrique des équations
lLinéaires, insérée dans le Jourral de Liouville, 5¢ série,
t. IX.

233, Répartition des décimales dansune table numérique.
— Supposons qu’on prenne dans une table de logarithmes
un grand nombre de logarithmes consécutifs et que l'on
considérelatroisi®me décimale par exemple. Onverraque les
dix chifires o, 1, 2, 3, ..., g sont également répartis sur cette
liste; et par conséquent la probabilité pour que celte troi-

siéme décimale soit paire est égale a 5" Un instinct invin-
)

cible porte & le penser, et d’ailleurs on peul le vérifier
posteriori, Y~a-1-il moyen de rendre compte de ce fait?
Envisageons les nombres

T
log{ 1+ — )
100000

ou nous donnerons 2 x toutes les valeurs entiéres depuis ¢
jusqu’d 100000, Considérons la fonction

F[log(z + —”—)]
100000

F (y) étant une fonction qui est égale & + 1, si la troisiéme
décimale de y estpaire, et & —1, si cette décimale estimpaire. -
Je me propose de démontrer que la valeur moyenﬁe deF (y)
est nulle ou trés pelite.

D’aprés la définition de F (), on a

F(y+gf;) —F(3),

ce qui montre que F (y) est une fonction périodique de
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Py L A
période 5057 il en est de méme de
sin(1000my),

fonction que nous envisagerons d’abord. Nous devons donc
évaluer la somme

10000

I . &€
8= Esm 1o0otlog| 14+ ——] |-
10000 , 100000,/

=1

Remplacons-la parlintégrale.

1
10 0007—(-—2-

T . z
J= f sin [IOOO'E log (x -+ ——=—>] dz.
10000 100000

Evaluons d'abord la différence S —J; nous nous appuie-
rons sur la formule de Taylor A .

-

o(n+hy=9(n)+ho(n)+ %‘?”(n—l—@h) (o< h<),

d’ol
nts
[ et@dm=o(n)+ 5N,
1 ,

=
2

ol 6’ est compris entre —1 et -+1, ol M est le' maximum
de | 0" ()| dans intervalle considéré. Si nous prenons

. Z
o(x)=sin [moon log <I -+ ——)],
100 000

et que nous fassions n =1, 2, ..., 10000 &t que nous ajou-
tions; il viendra '
¥

J—8=——30'M.

~ 120000
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Qu’est-ce que M? Posons pour abréger
x ax
IOOOTEIOg(I—l— m):y; Tooo0s = %
il viendra

¢' (%) ==1000T

—_ cos
100000 1+ 5 ¥

L T .
o ——(10007)? sin
o"(») (10007) (100000)* (1 +5)% r
. .
—1I0 cos
! 007'c(xooooo)‘l (1+ 35)? Vs
d’ol
, T T 1
M< (100)? + (100)*1000 <
d’otlt

’
1000

Evaluons maintenant la limite supérieure de J. Posons

—-—— z — J— ~
—-v—m’ o =—=1000T, ZL_.].Og(I"F.a),
dou

J= Iof sinaeueds —10 fsino:u erdu.
%4
L’intégration par pariies me donne

J cosoru et “ cosau
—=— -+ e*du,
10 o o
1,y
J el - et X et di < 2.6t
10 P o o
O g
P
10000
e¥—] - ——, eth—1 -
200000

— =1I,I.
100000



316 GHAPITRE XVI.

Done

2,2 1
< ——»

<
I00T 100

ou, en comparant avec la limite |J — 8|,

18]< 1o

23%. La démonstration a été donnée sur un exemple trés
particulier, mais il est aisé d’en apercevoir le véritable sens
et par conséquent la portée générale.

On s’est appuyé en réalité sur trois faits :

1° Les dérivées successives du logarithme restent finies
dans I'intervalle considéré;

2° Le nombre o = roooT est trés grand;

3° Bien que grand d’'une maniére absolue, il est trés petit
par rapport au nombre 100000 qui figure an dénominateur
dans I'expression

log{ 1+ ———)-
100000
On voit que ces mémes circonstances se reproduiront
dans un grand nombre de cas analogues, et que les mémes

raisonnements seront applicables a toutes les [onctions
continues, Soit plus généralement a évaluer la somme

otz est un trés grand nombre, F une fonclion périodique
limitée; B un nombre trés petitet tel que «f soitlui-méme
trés pelit, et olt 'on donne & « toutes les valeurs entiéres

depuis r jusqu'a B Nous comparerons cette somme a 'inté-
grale

J:fF[o: o{s)] ds.
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Il viendra comme plus haut
J—8= B Z6M,
12
M étant le maximum de la dérivée seconde de F [0 ()]
par rapport 3 x; or cette dérivée seconde est égale &
(0(5)2 Fr ?Iz_{_ a@z T CP"’

les lettres accentuées désignant les dérivées de ¥ et ¢ par
rapport & leurs arguments respectifs a¢ et 3. On voit que,
si ces dérivées sont limitées, J — S est de I'ordre de (af3)*.

Soit maintenant @ («) la fonction primitive de F (z) de
telle sorte que

Fu)=0 (&);
Pintégration par parties nous donnera

ds ® ds I a*s
J— / — e — — —_—
J_‘[@(a@)d(?dcp_“dcp p (I)dcp2d(P’

ce qui montre que J est del'ordre le' 11 suffit done, pour que

. N 1 .
notre raisonnement soit applicable, que = et («xf)* soient
trés petits.

233. Deux difficultés subsistent encore cependant. Le résul-

tat n’est-t-il pas vrai alors méme que «3 n’est pas trés petit,
1 . ' . .

pourvu que 3 et— le soient. Supposons qu’au lieu de rai-

sonner sur la troisidme décimale d’unetable & 5 décimales,
nous ayens raisonné sur la cinquiéme, au lien de prendre

T

o, =—1000T, B:m,-
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nous aurions da prendre
f

@ =1000007, ﬁ:m,

et.af n'aurait plus été trés petit. Et cependant I'instinct, qui
nous pousse i croire que la troisiéme décimale doit étre
uniformément répartie, est aussi puissant en ce qui con-
cerne la cinquiéme.

En ce qui concerne I'évaluation de J, il ne peut y avoir
de difficulté méme si a3 n’estpas trés petit; on n’aurait done
A s’occuper que de la différence J —S. D’autre part, la fone-
tion périodique F que nous avions définie au début de cette
étude et qui s'introduit quand on veut étudier la répartition
des décimales dans une table de logarithmes, cette fonction
alaquelle nous avions substitué un sinus pour faciliter le eal-
cul, étail égale & =1 suivant qu’un certain chiffre était pair
ou impair. C'était donc une fonction discontinue, et nous ne
pouvons nous appuyer, dans le calcul de J — 8 sur ce fait que
ses dérivées sont limitées.

On pourrait, il est vrai, développer cette fonction pério-
dique F en série de Fourier, et I’on serait ramené & des sinus
auxquels on pourrait chercher a appliquer ce qui précéde;
mais pour les termes d’ordre élevé de cette série, le nombre
« serait trés grand et le produit «f3 ne serait pas trés petil;
on retomberait done sur la premiére difficuité. '

236. Force est donc de recourir & d’autres considérations.
Soit F(z) une fonction dont les dérivées sont limitées. For-

mons une table olt nous donnerons i 2 toutes les valeurs mul-
. -

10000 B
quiéme décimale soit toujours égale 2 o? On aurait alors

v n
F _— — + &,
10000 10000

tiples de - Est-il possible que dans cette table Ia cin-
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. . I : .
ol v et n sont des entiers et e<C T00000" Nous nous apputie-

000
rons sur la formule connue

F(z+2h) + F(z) —2F¥ (2 + h) = R*F'(z -+ 20h)
(o< O<x).
Donnons & z une valeur multiple de —L et faisons
10000

o I
~ 10000

Soient n, et ¢, n, et &, 7; et &; les valeurs de r et ¢ corres-
pondant & z, z+ k, 2 +2h; il viendra ’

ny+n3—2

n
X3 (e 15005 2 g3 — 28

Comme ¢ est plus petit que nous pourrons poser

100000

_48

100000 (0<n),

& E3— 28 =

ny+ n;—a2n,—N,
d’ou
) (N -+ 4—9> 10000.
1o

Si F” qui est limité n’est pas de I'ordre de 10000, il faut

que N=o; ou -
Ny~ ng== 2Ny,

c'est-a-dire que les entiers n, ou encore les nombres qui
figurent dans notre table, soient représentés par un poly-
nome du 1°* degré; ou encore que les différences secondes
de notre table soient toutes nulles. Cela n’est évidemment
qu’un cas trés particulier, et, pour la plupart des fonctions,
on pourra affirmer que cela n’a pas lieu.
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On voit par 14, sans que jinsiste davantage, sur quelles
bases on pourrait appuyer une théorie de Ia probalﬁilité de
la répartition des décimales dans une table numérique.

237. Mélange des liquides. — Je ne dirai que quelques
mots d’'une autre question dont 'importance est trés grande,
mais que je ne suis pas en mesure 'de résoudre. Considérons
un liquide enfermé dans un vase qu’il remplit entiérement.
Les molécules de ce liquide sont en mouvement permanent;
les lois de ce mouvement sont connues, et elles s’expriment
par des équations différentielles que je considére comme
données. Soient =z, y, 5 les coordonnées d’une molécule;
on aura pour les composantes de sa vitesse

dz dy

-a—t-::X, -d;t-::Y,

ds
de T

8i le mouvement est permanent, X, Y, Z sont des fonc-
tions des coordonnées z, y, s indépendantes du temps ¢, et
je suppose que ces fonctions soient données. Le liquide
étant incompressible, on aura la relation '
dX dY di __

dz + 33; + s %
SiI’équalion de la paroi du vase est
o(zy ¥y, 5)=0,
on aura en tous les points de cette paroi la relation

do do  ,do _
Xd-;-l-Yd—y- +Z"i—'3'—0a
qui exprime que la composante normale de la vitesse: est

nulle.
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Cela posé, j'imagine qué certaines molécules du liquide
se distinguent des autres par quelque qualité apparente,
qu’elles soient de couleur rose par exemple, tandis que les
autres sont incolores; mais qu’elles obéissent d'ailleurs a la
méme loi de mouvement.

Au temps ¢t=o, elles sont distribuées d’une maniére
quelconque dans le vase; l'expérience courante nous
apprend qu’au bout d’'an certain temps elles seront entié-
rement mélangées avec les autres; elles seront uniformé-
ment répandues dans le vase.

Considérons un volume ¢ intérieur au vase; quelle est, &
un instant quelconque, la quantité de liquide rose qui y est
contenue, ou, si ’on aime mieux, quelle estla probabilité P
pour quune molécule prise au hasard dans cette région
soit rose ? Si la répartition est uniforme, cette probabilité
sera une constante, quel que soit le volume ¢ choisi a I'in-
térieur du vase.

Sil’on envisage deux volumes ¢, et v, pour lesquels cette
probabilité soit P, et P,;, et quon appelle P la probabilité
relative au volume total ¢; + v,, on aura évidemment

P(V1+ Vg) :P191+P292,

et nous pourrons écrire, pour un volume quelconque,

Pv:fpd‘r,

Py

olt Vintégration est étendue & tous les éléments dr du
volume ¢ et oll p est la probabilité relative au volume dx.

Cette probabilité p est une fonction de =, y, 5, ¢ définie
par I'équation

dp dp _ v&pP 59 _
. -‘—l?-i—le‘—z;-*-Ya—J-’-—l—zdz—-O.
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Considérons- alors deux volumes quelconques ¢ et v, et
les probabilités correspondantes P et P’; peut-on admettre

que, quelle que soit Ia‘dislribution initiale du liquide, c'est-
: 7

3-dire la valeur de p pour £=o, le rapport % tendra vers 1
quand ¢ croitra indéfiniment, et cela d’autant plus vite que
les deux volumes ¢ et ¢’ seront plus grands et d’une forme
plus simple ?

Sinous ne pouvons admettre cela, pouvons-nous admettr
au 1oins gue le rappont

T

f P dr
0 -
L
/ iPtde-
0

teird vers.z quarid T croft indéfiniment?

238. Telle cst la question qui se. pose et qui n’est pas
encore résolue; je voudrais expliquer en quelques mots ce
qui-en fait 1’impobtance. Imuginons un:systéme mécanique
de situation définie par n coordonunées ‘gi,-gs, - .y Gu;
son mouvement satisfera aux équations de Hamilton,

dg: _dF  dp:_ _ dF
dt dpi’ dt a'%

T est l'énergie cinétique, U l’énergie potentielle,
< daT s 1z
F =T + U l'energ1e totale, etl'on a p, =47 Considérons
Z
q,,qz, . q,,, P1y P2y - vy P, COMme les coordonnées d'un
paint dans l'espace & 2n dimensions. Ecrivons les equauons
de Hamilton sous la forme

dql dF dp, 5 dF

=Q= > Cde =P=—gg
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Ces équations seront de méme forme que celles du mou~
vement de notre liquide, car elles satisferont 4 la condition

aQ; ap;
Z -d—ql— +2 d_pi =0

analogue & la condition -d'incompressibilité. Nous avons
donc, pour ainsi dire, 2 étudier le mouvement d’un liquide
dans un vase & 2 n dimensions. Quelle que soit la probabi-
lité de telle ou telle siguation du systéme & linstant zéro,

n’allons-nous pas avoir une probabilité uniforme pour'cette
situation a I’instant t,'pourvu‘qu'e £ soit assez grand ?
Cest 1a ce qu’on postule dans la théorie cinélique des
" gaz, et en particulier quand on veut établir le théoréme de
Boltzmann-Maxwell. Il y aurait donc un grand intérét i
justifier ce postulat.

939. Le postulat doit étre vrai en général; mais il est
certain qu’il comporte des cas d’exception. Si les équations

différentielles )
gyt
comportent une intégrale
F (=, y, ) = const.,

ol F est une fonction uniforme, l'intégrale

‘quzfp dr,

étendue au volume limité par deux surfaces
F(z,y,5)=a, F(z, y,5)=0b

sera une constante; si alors nous .envisageons deux sem-
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blables volumes ¢ et ¢/, définis respectivement par les iné-
galités
a<F<b, a<F<b,

et que nous appelions P et'P’ les probabilités correspon-
P/ . as

dantes, le rapportF sera une constante indépendante du

temps, et, comme d’ailleurs la valeur initiale de cette cons-
tante est arbitraire, il ne pourra tendre vers 1.

Voici comment, dans ce cas, doit étre modifié notre pos-

tulat. Considérons le volume limilé par les deux surfaces

infiniment voisines

a<F <a-+da.

Soient V(a) da ce volume, P(a) da I'intégrale f pdz cor-
respondante. )

Considérons maintenant deux volumes quelconques
o' et ¢*, Soient P’ et P’ les deux probabilités correspon-
dantes. Soient V/(@) da le volume commun & V(a) da etd ¢,
et de méme V7(a)da le volume commun & V(a) daet ¢";

o fV' (@) da

En d’autres termes, dans chacune des couches infiniment
minces, définies par les inégalités a <F < @ +da, la pro-
babilité sera firalement répartie d’'une maniére uniforme,
mais la « densité » de celte probabilité finale variera d’une
de ces couches a l'autre. :

C’est précisément cette circonstance qui se présente dans
le cas des équations de Hamilton gui admettent l’équatiori
des forces vives F — const. ‘

on aura pour f=—w

lim
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Mais ce n’est pas [ la seule exception possible. Supposons
que les équations n’admettent pas l'intégrale générale

~ F = const., mais qu’elles admettent I'intégrale particuliére
F —o, c’est-a-dire que I'équation F —o entraine la sui-

vante,
dF dF dF

X5=+Y—— 4+ Z— =o.
dz T dy T4z
Alors la surface fermée F —o divisera le vase en deux
régions; dans chacune de ces régions, la probabilité sera
finalement répartie d’'une maniére uniforme, mais la den-
sité de cette probabilité finale ne sera pas la méme dans les

deux régions.

240, Autre cas d’exception. Pourbien le faire comprendre,
je prends d’abord un exemple particulier. Je suppose d’abord
qu’ily ait une intégrale F—=const. et que la surface F=o soit
un tore. Si Ie postulat était vrai, méme avec la modification
envisagée au numéro précédent, Ja probabilité finale devrait
étre uniformément répartie dans la couche infiniment
mince comprise entre les deux surfaces F—=o et F —=¢, olie
est trés petit. Pour représenter la position d’un point sur le
tore F—=o, nous nous servirons de deux angles; I'un ¢ sera
la longitude, Iautre o sera 'angle compté sur la section
méridienne et qu’on pourrait appeler la latitude s’il ne
variait de o° & 360°, au lieu de varier de —go°® & --go°.
Soient alors

é(ﬂ =@, @ =Q
dt
les équations différentielles du mouvement, et supposons
d’abord que @ et Q soient des constantes. Nous pouvons
supposer que la surface F=¢ a été choisie de telle sorte
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que ces »équati'oné soient compatibles avec la condition d'in-
compressibilité (cela revient a supposer que la distance
normale des deux surfaces F—o et F=¢ est en raison
inverse de la distance a l’axe de révolution). Nous aurons

alors
o=@+ D¢, o = wo+ L2¢,

@, et », étant les valeurs initiales de ¢ et de w; dans ces
conditions la valeur probable de 'expression

sin(me + rw + ),
ol m et n sont des entiers et 2 une eonstante, sera
fpo sin(m¢ + nw + k) do, dw,,
ol p, est une fonction donnée et d’ailleurs arbitraire de g,
et de w,. Cela fait
Asin(m® + rQ)t + B cos(m® + nQ)¢,

A cos
B :fpo sin mo,+ no,+ h d, dwy.

4

1l est manifeste que cette expression oscillera sans tendre
vers aucune limite déterminée. Le premier postulat n’est
doncpas vrai dans ce cas.Iln’en est pas deméme du deuxiéme

postulat qui se rapporte i I'intégrale f Pdt. Nous avons
[}

en effet & envisager 'expression

2T . .
%f dt[fposin(mcp—l—nu)—{-k)d(podmo]
0
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qui est égale 2

r),
r‘l‘O

Cette expression tend vers %éro quand T grandit indéfi-
niment, sauf dans le cas o m® + nQ est nul.
Or 7 ® -+ nQ peut s’annuler d’abord si @ et Q étant com-

T . T , ‘
sin(m® + nQ)tde+ ,‘-i—,f cos(m® -+ nQ)tdt.
0

M . .
mensurables entre eux, le rapportTl- est égal a S Dans

ce cas, la trajectoire décrite par une molécule liquide est
une courbe fermée, ayant pour équation

F—o, F, = const.;

nious n’avons donc plus seulement une intégrale uniforme,
mais nous en avons deux, et nous retombons sur le. cas
d’exception du numéro précédent.

Le coefficient m® + nQ peut encore s’annuler si ® et
sont incommensurables et si m et ~ sont nuls. Soit alors ®
une fonction périodique quelconque de- » et de ¢; envisar
geons'sa valeur probable

In(z) :fPOG dwy dgo
et I'intégrale .
- ,
= f I0(¢) de.
l (1}

Nous pouvons développer @ en série de Fourier. A chacun
des termes de cetlte séridé correspondra un terme de J.
D’aprés ce qui précéde, tous ces termes de J tendront vers
zéro pour T trés grand, sauf le terme olt m = n =o, c'est-
a-dire celui qui correspond 2 la valeur moyenne de ‘@, au
terme constant de la série de Fourier.

Un raisonnement tout pareil & celui du paragraphe 239
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nous montrerait que cela signifie que la probabilité repré-

sentée par I'intégrale | @ dt est uniformément répartie.

241, 1l est essentiel de se rendre compte des véritables
raisons de la nouvelle exception que nous venons de
signaler. Considérons une des molécules de notre liquide
‘qui occupera au temps o le point #,, ¥, 5, et au temps £ le
point @, y, 5; considérons ensuite les molécules qui au
tempé o remplissent une sphére de rayon e ayant pour
centre le point z,, ¥, 305 au temps ¢ elles remplironl un
volume trés petit; ce volume, si ¢ est infiniment petit, sera
assimilable & un ellipsoide ayant pour centre le point
z, ¥, 5.

Comment se comportera cet ellipsoide quand on fera
varier ¢? En général, ses axes deviendront de plus en 'plus
inégausx, de telle sorte que le rapport de ces axes tende vers
Pinfini. Cela est essentiel pour que le postulat soit vrai;
dans le cas d’exception signalé, il n’en est pas ainsi; si nous
appelons zy,, ¥4, 5, les coordonnées initiales d’'une molécule,
et que nous décrivions, du point zy, ¥,, 5, comme centre,
une sphére de rayon &, cette sphére découpera sur la sur-
face du tore une aire qu’on pourra assimiler & un cercle de
rayon trés petit. Quand ¢ croitra, cette aire va se déplacer
sur la surface du tore en restant assimilable & une petite
ellipse; mais l'aplatissement de cette ellipse, au lieu de
croftre sans limite, va osciller entre certaines limites, ainsi
‘qu’il est aisé de s’en rendre compte. Si nous considérions
pour un instant o et ¢ comme les coordonnées d’un point
dans un plan, nous aurions une représentation de la surface
- de notre tore sur un plan; notre petile ellipse serait alors.
représentée sur le plan par une auatre petite ellipse qui
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resterait toujours égale o elle-méme; st doncnous revenons
a I’ellipse infiniment petite tracée surle tore, le rapport de
ses axes ne dépendra que du rayon du paraliéle du tore
sur lequel se trouve son centre, en d’autres termes ce sera
une fonction linéaire de cos »; ce sera donc une fonction
périodique du temps.

242. Voyons maintenant un exemple ol ceite exception
ne se présente pas, mais en nous borpant toujours a un cas
particulier. Reprenons notre tore F =o, et nos équations

-~ do de

%:@, '217:9’

mais sans que ® et Q soient des constantes; nous pourrons
toujours disposer de la surface F —=¢ de fagon & satisfaire a
la condition d’incompressibilité. Supposons

®=aoM, Q=8M,

ou « et B sont deux constantes dont le rapport est incom-
mensurable et M une fonction périodique de ¢ et de » qui
ne peut ni s’annuler, ni devenir infinie.
Nous pourrons introduire une fonction auxiliaire 7 telle
que
% =a, f—:% =5, g—; =M,
d’olt

‘ d:
¢=or+¢, ©=0r+w, ;—_—fﬁr;

KII_ est une fonction de 7, et de plus une fonction périedique

de wy et de g,. Considérée comme fonction de 7, elle est
développable en série trigonométrique de la forme

ZAcos(yt+h)
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ot les coefficients ne sont pas entiers; c’est ce que
M. Esclangon appelle une fonction quasi-périodigue; on
tirera de la

t=AeT + f(7, o5 Po)s

J étant une fonction quasi-périodique, et ensuite (dans cer-
tains cas)

t .
‘ T:Xo' + fi(2, ®,, Po)s

J' étant une fonction quasi-périodique de ¢. Si A, dépendait
de «, et de g,, 'analyse pourrait se faire sans difficuité;
mais il n’en est rien. A, qui est le terme indépendant de ¢,

c’est-a-dire de w et de ¢ dans le développement de'ﬁa

ne dépend ni de oy, ni de g,. -
Considérons la différence

Fi(8 0ot §o+1) — f1 (2 @0y 90),

oll ¢ et 1 sont trés petits; c’est encore une fonction quasi-
périodique; si cette fonction reste limitée quand ¢ varie de
— o0 & - oo, nous retrouverons des- résultats analogues a
ceux du numéro précédent, et le postulat ne sera pas vrai.
Si au contraire cette fonction quasi-périedique peut croftre.
au dela de toute limite (et j’ai montré dans le Bulletin
astronomique, Tome I, qu’il y a des fonctions quasi-pério-
diques pour lesquelles cela arrive) le postulat est proba-
blement vrai ,mais nous rencontrerions pour I'établir toutes
les difficultés qui s’attachent & la théorie des fonctions
quasi-périodiques. ' »

Tl en serait encore de méme si nous supposions, d’'une
facon plus générale,

D=—g-+ed;, Q=p+eLy,
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o et 3 étant des constantes, e une constante trés petite,
® et Q des fonctions périodiques de ¢ et de w. On pourrait
alors intégrer par approximations successives en dévelop-
pant suivant les puissances de ¢, et 'on trouverait

o =at+ f (£ o, Po)s
W= bt+f1(t: Wgy CPo),

a et b étant des constantes, f et f; des fonctions pério-
diques par rapport & , et & ¢, et quasi-périodiques par
rapport & ¢ Seulement, ici encore, @ et 6 ne dépendraient
pas de w, et g,, de sorte que nous retrouverions les mémes
difficultés.

943. Les difficultés que nous avons rencontrées dans ce
cas si simple montrent celles qui nous attendraient dans
le cas général. Disons quelques mots seulement d’'un mode
de raisonnement par & peu prés auquel on pourrait étre
tenté d’avoir recours. Divisons le volume du vase en
un nombre trés grand r de volumes égaux; soient
U1y Pgy «-os ¥y, CES volumes'; soit p; la probabilité pour
qu’une molécule se trouve dans le volume v;; soient

L1y Loy ceey Zp
r variables auxiliaires et considérons I'expression.
P=piz,+p.Zs+...+ PnZhp-

Soit g la probabilité pour que la molécule se trouve
3 linstant £-—7 dans le volume p; en admettant gu’on
sache qu’elle se trouvait 3 'instant ¢ dans le volume ¢;. Si
alors la loi de probabilité, & instant ¢, est représentée par
expression P, elle sera représentée, & instant £+ 7, par
Pexpression PS8, qui représente ce que devient P quand on
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1ui fait subir la transformation linéaire S, c’est-3-dire quand
on y change z; en

91621+ Qox Xt o o Gu ; Zp.

a2

A Vinstant ¢+-21 elle sera représentée par PS?% et a
Pinstant ¢ + A7 par P82 Il serait aisé de démontrer que,
quand % croitindéfiniment, Ia loi de probabilité représentée
par PS” tend vers une loi de probabilité uniforme.

Mais ce raisonnement préte 4 une ohjection grave. Il
n'est pas démontré que la probabilité pour qu’'une molécule
soit & Vinstant £+ 27 dans le'volume ¢; en admettant qu'on
sache qu’elle était a l'instant £+ « dans le volume ¢, reste -
la méme si I'on ne sait pas du tout ol elle était & 'instant ¢,
ou bien si I'on sait qu’elle &tait & cet instant dans le volume
.92 par exemple. '

Jai cru devoir le citer néanmoins parce que c’est sur ce
type que sont construits beaucoup de raisonnements dans
la théorie cinétique des gaz, et que dans certains cas ils
peuvent devenir plausibles; ainsi, quand on envisage la
probabilité pour qu'une molécule gazeuse subisse une
déviation donnée par un choc avec une autre molécule,
celte probabilité ne sera guére affectée par les choes anté-
rieurs subis par la méme molécule.

Une grande partie des difficultés disparaitrait si 'on
supposait que les fonctions X, Y, Z ne sont pas entiérement
données, mais qu’elles dépehdent d’une fonection de ¢ (ou
méme de plusjeurs fonetions) dont la valeur est inconnue,
et o1 'on ne connaitrait seulement que la probabilité pour
que cétte fonction ait une valeur comprise entre des limites
données, @ et a +da, par exemple. On pourrait alors rai-
sonner &4 peu prés comme nous l'avons fait & propos da
battage des cartes. '



QUESTIONS DIVERSES, 333

Prenons un exemple dans la théorie cinétique des gaz.
Supposons des molécules gazeuses enfermées dans un vase
en forme de parallélépipéde rectangle, pouvant choquer
les parois, mais ne pouvant se choquer entre elles. Si elles
ont foutes la méme vitesse, elles ne seront pas uniformément
réparties dans le vase au bout d'un temps quelconque, si
elles ne le sont pas au temps ¢ —=o. Elles le seront, au con-
traire, si leur vitesse varie suivant une loi de probabilité
quelconque, suivant la loi de Maxwell, par exemple, et
cela quelle que soit cette loi.

FIN.
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