
PRIX BOLYAI. 

PROCES VERBAL DES SI~ANCES DE LA COMMISSION INTERNATIONALE DE 1910. 

A l'occasion du centi6me anniversaire de la naissance de JEAN BOLYAI, l'Aca- 
d~mie Hongroise des Sciences, voulant perp6tuer le souvenir de cet illustre savant,  

ainsi que celui du profond penseur que fut FARKAS BOLYAI, son p6rc et son mai- 

tre, avait  d~cid6 de fonder un prix international qui devait  porter  le nom du 

prix Bolyai. Ce prix devait  @tre d~cern{~ pour la premiere fois en i9o 5, puis de 
5 en 5 ans ~ l 'auteur du meilleur ouvrage de math6matiques paru au cours 

des 5 ann~es pr~c6dentes, en prenant en consideration route son oeuvre ant6- 

rieure. 
D'apr~s le r6glement du prix, l'Aead~mie avait  confi6 le soin de le dfieerner 

pour les ann6es i9o5--I909 & une Commission compos~e de deux membres r~si- 
dants:  M. JULES KbNm, seer6taire de la classe des Sciences, M. GUSTAVE RADOS, 

membre de la C]asse, et deux membres 6trangers: M. G~STA ~V[ITTAG-LEFFLER mem- 

bre de l'Acad~mie des Sciences su6doise, M. HENRI POINCAR]~ membre de l ' Inst i tut  

de France. 
La Commission s'est r6unie s Budapest  le 17 et I8 october I9io et elle a 

d~sign6 comm~ president NI. JULES K6Nm et comme rapporteur  M. HENRI POINCAR~. 

Parmi les t ravaux les plus dignes d 'at tention publi6s dans les 5 derni6res 

ann6es, la Commission h particuli6rement remarqu6 ceux de M. DAVID HILBERT, 

qui par la profondeur de la pens6e, l'originalit6 des m6thodes, la rigueur logiquo 

des ddmonstrations, out  d~j~ exert6 une influence consid6rable sur les progr6s 

des sciences math6matiques. 
Apr6s avoir examin6 les titres divers de cet auteur, et prenant  en eonsid6- 

ration non seulement ses t ravaux des 5 derni6res ann4es, mais ses recherches 

ant6rieures et l 'ensemble de sa carri6re scientifique, la Commission a unanime- 

ment d6cid6 de d6cerner le prix Bolyai de l'Acad6mie des Sciences hongroise pour 

les ann6es I9o5--z9o 9 ~, 

M. DAWD HILBERT. 
Acta raathematica. 35. Imprim6 le 8 f~vrier 1911. 1 
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Les motifs de cette d~cision seront exposes dans le rapport  de M. POI~CAR~.. 
Ce proc~s verbal a ~t6 accept6 s l'unanimit~. 

Budapest, i8 october ~9IO. 

Sign~: 

KSNIG, pr6sident. POINCAR~., rapporteur. 
I~ITTAG-LEFFLER. 

RADOS. 

Rapport 
par 

HENRI  POINCAR]~. 

Les probl~mes trait~s par M. I-IILBERT sont tellement varies et leur impor- 

tance est si 6vidente qu'un long pr~ambule ne nous semble pas n~cessaire. Je  
crois preferable d 'entrer  imm~diatement dans l'expos~ d~taill6 de ses principaux 
m6moires. Le lecteur en presence de r~sultats si consid~rables tirera la conclu- 

sion de lui-meme. 

Les Invariants. 

Les premiers t ravaux de M. HILBERT sont relatifs ~t Ia th~orie des invari- 
ants.  On sait avec quelle passion cette partie des math~matiques a ~t~ cultiv~e 
vers le milieu du si~cle dernier et combien elle a ~t~ d~]aiss~e depuis. II  semblait 
en effet que ]es CLEBSCH, les GORDA~, les CAYLEY, les SYLVESTER eussent ~puis6 
tout ce qu'on pouvait tirer des m~thodes anciennes et qu'il n 'y eQt plus apr~s 
eux que peu de chose ~ glaner. Mais les progr~s de l'Alg~bre et de l'Arithm~ti- 
que, et en particulier la th6orie des nombres entiers alg~briques, l 'extension qu'on 
en fit bientSt aux polynSmes entiers, la th~orie des modules de KRONECKER, 
allaient permettre d 'aborder la question par un c5t6 encore inexplor~. C'est ce 

qu'a fait M. I-IILBERT en s 'a t taquant  tout d'abord au c61~bre th6or~me de GORDAN, 
d'apr~s lequel t o u s l e s  invariants d 'un syst~me de formes peuvent s 'exprimer 
d'une fa~on rationnelle et enti~re en fonctions d 'un nombre fini d 'entre eux. On 

ne saurait mieux mesurer le progr~s accompli qu'en comparant le volume que 
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GORDAN avait  dfi consaerer L sa d4monstration aux quelques lignes dont  HILBEET 

a pu se contenter. La m6thode gagnait en g4n4ralit~ au tant  qu'en simplicit4 et 

on pouvait  entrevoir toute une s~rie de g4n4ralisations possibles. Un lemme tr~s 

simple inspir4 par les id6es de KRONECKER avait rendu ce r~sultat possible. 
Consid6rons une s6rie ind~finie de formes F d6pendant de n variables, on 

peut  t rouver parmi elles un nombre fini de formes F,  . . . . .  F~ telles qu'une forme 

queleonque F de la s4rie puisse ~tre ~gal~e 

(I) F--A,F, + ... + A~F~ 

les A 6tant des formes d6pendant des m~mes variables. C'est 1s upe cons4quence 

de la notion fondamentale de module introduite par KRO~TECKER darts la science. 

Cela veut  dire dans le langage de KRONECKER que |es diviseurs communs ~ plu- 

sieurs modules, eeux-ei fussent-ils en nombre infini, sont les sous multiples de 

Fun d 'entre eux qui est leur plus gr~nd commun diviseur, et dans le ]angage 

g$om6trique (en supposant 4 variables et les regardant comme les eoordonnSes 
homog~nes d 'un point dans l'espace) que l'ensemble des points communs ~ un 

nombre infini de surfaces alg6briques se compose d 'un nombre fini de points iso- 
16s et d 'un hombre fini de courbes gauches alg4briques. 

Mais ce n'est pas tout,  supposons que les F soient les invariants d 'un sy- 

st~me de formes et les A des fonctions des coefficients de ces formes. On peut  

toujours supposer que les A sont aussi des invariants, sans quoi on pourrait  effec- 

tuer sur les formes une transformation lin$aire arbitraire. Alors dans la relation 

(i) ainsi transform~e, figureraient les coefficients de cette transformation. En 
appliquant ~ la relation (i) transform4e, un certain processus de diff4rentiations 

successives (les diffSrentiations s 'effectuant par rapport  aux co6fficients de la 

tronsformation lin~aire) on arrive ~ une relation de m~me forme que I mais o4 

les A sont des invariants. La d~monstration du th~or~me de GORDAN s'en d4duit 
imm6diatement. 

Mais ce n'est pas tout;  entre ces invariants fondamentaux, il y a un cer- 

tain nombre de relations appel~es syzygies. Toutes les syzygies peuvent  se d4- 

duire d 'un nombre fini d 'entre elles par  addition et multiplication. Entre  c e s  

syzygies fondamentales du Ier ordre, il y a des syzygies du 2 a ordre, qui peu- 

vent  aussi se d6duire d 'un nombre fini d 'entre elles par  addition et multiplication 
et ainsi de suite. 

IV[. ]-IILBERT d6duit ce r6sultat d 'un th6or~me g~n~ral d'alg~bre, gonsid~rons 
un syst~me d'~quations lin6aires de la forme: 

2 F~k Xi = o 
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off les F sont des formes donn~es et les X des formes ineonnues homog~nes par 

rapport  ~ certaines variables; l'~tude des solutions de ce syst~me et des relations 
qui les lient conduit ~ consid4rer une s~rie de syst~mes d~riv6s jusqu'~ ee qu'on 

arrive s un syst~me d6riv6 qui n 'admet plus aucune solution. C'est ainsi d'ail- 

leurs que M. H1LB~.RT rut amen~ h d~terminer et ~ ~tudier le nombre X ( R )  des 
conditions distinctes auxquelles dolt satisfaire une forme de degr6 R pour 6tre 

congrue ~ zdro par rapport  ~ u n  module donn~. 

Mais pour compl4ter la th~orie, il ne suffisait pas d'~.tablir l 'existence d 'un 

syst~me d'invariants fondamentaux, i| fallait donner les moyens de le former ef- 

feetivement, et ce probl~me a ~t~ ramen~ par l 'auteur ~ une question qui se  

rat tache s la th~orie des nombres entiers alg~briques 4tendue aux polynSmes entiers. 

Le probl~me est ainsi d~compos4 en trois autres. 

~ Trouver des invariants J , ,  en fonctions desquels t o u s l e s  autres puissent 

s 'exprimer sous une forme enti~re et alggbri~ue, c'est-h-dire tels qu'un invariant 
quelconque J satisfasse ~ une ~quation alg~brique 

Jk § Gt j k -1  + G,~ jk -~  + .. .  + Ga-1 J § GI, -~ o 

les  G ~tant des polynSmes entiers par rapport  aux jm.  

2 o Trouver  des invariants en fonctions desquels tous les autres puisseng s'ex- 
primer rationnellement. 

3 o Trouver des invariants en fonction desquels t ous l e s  autres puissent s'ex- 
primer sous forme enti~re et rationneUe. 

De ces trois probl~mes le premier est le plus diffieile. Si on le suppose 

r~solu, l 'ensemble des invariants se pr~sente eomme un corps alggbrique, et le 

premier pas ~ faire o'est de d~terminer le degr6 de ce corps; e'est s quoi parvient 

M. HILBERT au moins pour les formes binaires en ~valuant de deux mani~res 

diff6rentes le nombre rp (a) des invariants lin6airement ind~pendants de degr~ 

a, ou plug6t la valeur asymptotique de cette fonetion num6rique e l ( a ) p o u r  a 
tr~s grand. 

Une fois le premier probl~me r~solu, la solution des deux autres se ram~ne 

une question elassique de l 'arithm6tique des polyn6mes et de la th6orie des 

corps a]g~briques. I1 s'agit done de grouver les invariants fondamentaux ~ l'aide 
dosquels t o u s l e s  autres s 'expriment sous forme entibre et alg6brique. 

A eet effet M. HrLBERT remarque que ce sent eeux qui ne peuvent  s'an- 

nuler sans que tous les autres s'annulent. On conceit ainsi que la recherche de 
ces invariants fondamentaux sera singulib.rement facilit6e par  l'~tude des /ormes 

nulles, e'est-h-dire do celles dent  les coefficients num6riques song choisis de telle 

sorte que los valeurs num6riques de t o u s l e s  invariants soient nulles. 
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Dans le cas des formes binaires, les formes nulles sent  celles qui sent divi- 

sibles par une puissance suffisamment 61ev6e d 'un facteur lin6aire; mais dans les 

autres cas le problSme est plus d61icat. L 'auteur  met d 'abord  en ~vidence un 

certain nombre de th6or~mes. 

Consid6rons une forme k coefficients num6riques et sa transform6e par  une 

substitution lin6aire quelconque; les coefficients de cette traniform~e seront des 

polynSmes entiers par rapport  aux coefficients de la substitution. Si le d6termi- 

nant  de la substitution est une fonction algdbrique et enti~re de ces polyn6mes 

entiers, la forme propos6e n'est pas une forme nulle. Dans le eas contraire, e'est 
une forme nulle. 

Consid6rons d 'autre part  les transform6es d'une forme par une substi tution 

lindaire d6pendant d 'un param~tre arbitraire t et de telle fa~on que les coefficients 

de cette substi tutiou soient des s6ries d~veloppables suivant les puissances enti~- 

res positives ou n6gatives mais croissantes de ce param6tre. S'il s 'agit d 'une 

forme nulle, on peut  choisir une substi tution de cette nature de telle sorte que 

son d6terminant devienne infini pour  t = o, tandis que les coefficients de la forme 

transform6e restent finis. M. HILBERT montre que cette condition est n6cessaire 

pour que la forme propos6e soit nulle, et il est d'ailleurs 6vident qu'el]e est suffi- 

sante. A ehaque forme nulle correspond done une et peut-6tre plusieurs substi- 

tutions lin~aires jouissant de la propri6t6 6none6e. Cela pos~, l 'auteur d6montre 

que par tant  d 'une forme nulle quelconque, on peut  par une transformation lin6- 

aire la transformer en une forme nulle canonique. Une forme est dite canoni- 

que quand la substitution lin6aire qui lui correspond et qui jouit  par rapport  

elle de la propri6t6 que nous venons d'6noncer est de la forme simple: 

t 21 O O 

0 l )a 0 

0 0 t )'s 

La recherche des formes nulles est ainsi ramen6e g celle des formes nulles 

canoniques qui est beaucoup plus simple. On trouve que les formes nulles eano- 

niques sent celles auxquelles il manque certains termes; ~t la d6termination des 

termes qui doivent manquer peut se faire ais6ment grace h u n  schema ge'om6tri- 

que simple. On volt sous quel aspect nouveau et 616gant se pr6sentent aujourd'-  

hui, grace ~ M. HILBERT, des probl~mes qui avaient  tent6 rant de g6om~tres il 
y a cinquante ans. 

Le hombre e. 

M. I-IERMITE a l e  premier d6montr6 que le nombre e est transcendant et peu 

de temps apr~s M. LINDi~MaNIr 6tendait ce r~sultat au nombre z.  C'6tait 1~ une 
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conqu6te importante pour la science, mais les m~thodes d'HERMITE ~taient en- 

core susceptibles de perfectionnements; quelque ing~nieuses et quelque originales 
qu'elles fussent, on sentait qu'elles ne conduisaient pas au but  par le chemin le 

plus court. Ce chemin le plus court, M. HILBERT l'a trouv6 et il semble qu'on ne 

puisse plus apporter  d6sormais k la d6monstration de simplification nouvelle. 

C'~tait la sec'onde fois que M. HILBERT donnait d 'une th~or~me connu, mais 

qu'on no pouvait  6tablir que par des considerations ardues, une d~monstration 

d 'une Stonnante simplicitY. Cette facult~ de simplifier ce qui avait  d 'abord sem- 

bl~ complexe se pr~sentait ainsi comme un des earact~res de son talent. 

Arithm~tique.  

Les t ravaux arithm~tiques de 1~I. I-~ILBERT ont principalement port~ sur les 

corps alg6briques. L'ensemble des nombres qui peuvent  s'exprimer rationnelle- 

ment en fonctions d 'un ou de plusieurs hombres alg~briques constitue un domaine 

de rationalitY, et l'ensemble des nombres de ce domaine qui sont des entiers al- 

gSbriques eonstitue un corps. Si on envisage ensuite tous les nombres a]g~bri- 

ques d 'un corps qui peuvent 6tre mis sous la forme: 

oil les a sont des nombres donnds du corps, et les x des nombres ind4termin~s de 

ee m6me corps, l 'ensemble de ces nombres est ce qu'on appelle un iddal. Ce qui 

fait l'int~rSt de eette consideration e'est que les id~aux ob~issent en ce qui con- 

cerne leur divisiblit6 aux lois habituelles de l 'Arithm~tique et qu'en particulier 

tout  ideal est d~composable d'une mani~re et d 'une seule en id~aux premiers. 

C'est l~ le thgor~me /ondamental de Dedekind. 
D'autre  part, nous pouvons consid~rer des nombres qui satisfont s une ~qua- 

tion alg~brique dont  les coefficients appartiennent k un domaine D de rationalitY. 

Ces nombres et eeux .qui peuvent s'exprimer rationnellement par leur moyen 

d~finiront un nouveau domaine de rationalit6 D f plus ~tendu que D; et un corps 
alg4brique K r plus dtendu que le corps K qui correspond s D. On peut  alors 

rapportvr le corps K r, non pas aux nombres rationuels vulgaires et au corps des 

entiers de l 'arithm6tique ordinarie, mais au domaine D et au corps alg6brique K. 

On pourra alors parler du degr~ relati] de K r par rapport  ~ K,  de la norme rela- 
tive d'un nombre alg6brique de K ~ par rapport  ~ K etc. I1 y aura des corps 

relativement quadratiques obtenus par l 'adjonction au domaine D d 'un radical 

V-~, ~u ~tant un nombre du domaine D, et des corps relativement ab~liens, obte- 
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nus par ] 'adjonetion ~ D des racines d 'une ~quation ab~]ienne. I1 y a 1s une 

sorte de g~n~ralisation des idles de DEDEKIND, que HILBERT n'est sans doute 

pas le premier ~ avoir entrevue, mais dent  il a tir~ un parti  inattendu. 

Nous devons aussi parler des corps galoisiens, dent  r$quation g6n6ratrice est 
une ~quation de GALO~S. Un corps quelconque est contenu dans un corps galoi- 

sien, de la m6me fa~on que le corps K dent  nous parlions tout  ~ l 'heure est 

contenu dans le corps Kr; et ce corps galoisien s 'obtient sans peine en adjoignant 

au domaine de rationalitY, non seu]ement l 'une des racines de l'~quation alg6- 

brique g~n6ratrice de K', mais toutes ses raeines. Les questions relatives ~ un 

corps quelconque sent ainsi ramen~es aux probl~mes analogues pour  les corps 

galoisiens. 
Apr~s avoir montr~ comment on pouvait ,  par  la discussion d'une congru- 

ence, former tous les id~aux de norme donn6e, M. :HILBERT a cherch~ une d~- 

monstration nouvelle du th6or~me fondamental de DEDEKIND; il l 'a 6tabli d 'abord 

pour les corps galoisiens et l'a ~tendu ensuite sans peine s un corps quelconque. 

1~I. I-IILBERT fut ainsi conduit ~ ~tudier la th6orie g6n~rale des corps galoi- 

siens, et i lintroduisit une foule de notions nouvelles, en d6finissant une s6rie de 

sous-corps, correspondant ~ divers sous-groupes du groupe de GALOIS de l'6qua- 
tion g6n~ratrice; ces sous-groupes sent  d6finis par certaines relations qu'ils ont 

avec un id6al premier queleonque du corps, et l '6tude de ces sous-corps nous 

ouvre des aper~us nouveaux et int6ressants sur la structure du corps. 
Mais les t ravaux de M. I-IILBERT ont eu pour objet  principal l '$tude des 

corps relativement quadratiques et relativement ab6tiens. Un des  points essen- 

tiels de ]a th~orie des hombres est la loi de r6ciprocit6 de GAUSS au sujet des 

r~sidus quadratiques; on sait~avec quelle predilection le grand g6om~tre est re- 

venu sur cette question et combien il a multipli~ les d6monstrations. 
Cette loi de r6ciprocit6 est susceptible de g~n~ralisations int~ressantes lors- 

que l'on passe du domaine des nombres rationnels ordinaires s un domaine de 

rationalit6 quelconque. M. HILBERT a pu r~aliser cette g~n~ralisation dans le cas 

oi~ le corps K est imaginaire e t a  un nombre de classes impair. I1 a introduit 

un symbole analogue ~ celui de LEGENDRE, et la loi de r6eiprocit6 s laquelle il 

est parvenu so pr~sente sous une forme simple; le produit  d 'un certain hombre 

de pareils symboles doit ~tre 6gal ~ ~. Cette g6n6ra]isation pr6sente d 'au tant  
plus d'int6r6t que l 'auteur a pu montrer qu'il y a des genres correspondants 

la moiti~ de t o u s l e s  syst~mes imaginables de caract~res, r6sultat qui doit ~tre 

rapproch~ de celui de GAuss et qui permet  l 'extension h u n  domaine de ratio- 

nalit~ quelconque de cette notion du genre des formes quadratiques qu i  fair 

l 'objet d 'un des chapitres les plus a t t rayants  des Disquisitiones Arithmeticae. 
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Pour aller plus loin, M. HILBERT est oblig~ d'introduire une notion nouvelle 

et de modifier la d~finitiou de la classe. Deux id~aux appartiennent ~ la m6me 

classe au sons large ou aneien si leur rapport  est un nombre alg~brique existant 

quelconque; ils appartiennent ~ la m6me classe au sens ~troit ou nouveau si leur 

rappor t  est un nombre alg6brique existant qui est positi/ ainsi que tous sea con- 

juguds. Les nombres de classes, entendus soit au sons large, soit au sens 4troit 

sent  6videmment en relation intime et l 'auteur explique quelle est la nature de 

cette relation. Mais cette d~finition nouvelle permet k M. HILB~RT d'exprimer 

dans un langage plus simple les th6or~mes qu'il avait  en vue. Ces th~or~mes 

~nonc6s sous leur forme la plus gSn~rale sent comme le dit HILBERT d'une re- 

marquable simplieit~ et d 'une beautd cristalline; leur dSmonstration complete 

apparaissait  ~ l 'auteur comme le but  final de ses ~tudes sur los corps alg4briques. 

C'est sous cette forme g~n~rale que nous les Snoncerons. 

Si k est un corps quelconque il existe un groupe K k qu'on peut  appeler 

son Klassenk6rper. Son degr6 relatif est 4gal au nombre des classes au sens ~troit. 

II est non-ramifi~, e'est h dire qu 'aucun id6al premier de k n'est  divisible par le 

carr~ d 'un ideal premier de K k et il contient t ous l e s  corps non ramifi6s rela- 

t ivement ab~liens par  rapport  ~ k. 

Son groupe relatif est isomorphe au groupe ab61ien qui d6finit la composition 

des classes d'id6aux de k. 
Les ideaux premiers de k quoique premiers par rapport  h k ne le sent  pas 

en g~n~ral par rapport  ~ K/~;. ils peuvent  donc ~itre d$compos6s en facteurs 

idSaux premiers par rapport  h K k ;  le nombre do ces facteurs et la puissance h 

laquelle ils sent ~lev~s, en un mot le mode de d~composition d4pendent unique- 

ment de la classe ~ ]aquelle appart ient  dans le corps k l'id4al envisage. 

Appelons ambige un nombre de K k qui est positif ainsi que tous ses con- 

jugu~s et qui no diff~re de cos conjugu~s que par un facteur qui est une units 

complexe. 

Chaque ambige de K k correspond ~ un ideal de k et r$ciproquement. Cette 

propri~t6 est caraet~ristique du corps K k parmi tous los corps relativement ab6- 

liens par rapport  ~ k. 

On voit quelle est la port4e de ces th4orbmes et quelle lumi~re elle jet te 
sur la notion de c]asse puisque les relations mutuelles des classes d'id6aux sent 

reproduites comme par une image fiddle par celles des entiers alg~briques d 'un 

corps. 

A la v~rit~, M. HILBERT n'a d6montr~ compl~tement cos th~orbmes que dans 
des cas particuliers mais cos cas particuliers sent tr~s nombreux, tr~s varies et 

trbs (itendus. Il est d'ailleurs, dit il, persuad~ que sos m~thodes sent appliea- 
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bles au cas gtnSral. Tout  en partageant sa conviction, nous sommes obliges de 

faire des r~serves, tant  que cet espoir, si l~gitime qu'il soit, n'a pas ~t6 effective- 

ment r~alis~. 
Nous avons parl~ plus haut  de la loi de r~ciprocit~ relative aux restes qua- 

dratiques;  nous anrions dfl ajouter que M. HILBERT a donn~ une loi analogue 

pour les restes de puissances quelconques, au moins pour eertains corps parti- 

culicrs. 
En rSsum~, l ' introduetion des id~aux par KUMMER et DEDEKIND a ~t~ un 

p r o g r ~ s  considerable, e l l e a  g~n~ralis~ et  ~clair~ en m~me temps les r~su!tats 

classiques de G~uss sur les formes quadratiques et leur composition. Les t ravaux 

de M. HILBERT que nous venons d 'analyser constituent un nouveau pas en avant  

et qui n'est pas moins important  que le premier. 

Th~or~me de Waring. 

Parlons maintenant d 'un autre travail arithm~tique enti~rement different. 

II s 'agit de d~montrer le th$or~me de WAmNG d'apr~s lequel tout  entier peut  

~tre d~eompos6 en une somme d e  iV puissances n% N ne d~pendant que de 

n, de m~me qu'il peut  par exemple 6tre toujours d6compos~ en une somme 

d e  4 carr~s. Inutile de rappeler que ce th~or~me avait jusqu'iei ~t~ simple ment  

~nonc6. 
Ce qui m~rite surtout  d'attirer l 'at tention dans la d6monstration de M. HILBERT, 

c'est qu'elle repose sur une fa~on nouvelle d'introduire les variables continues dans 

la th~orie des nombres. 
On par t  d'une identit6 o~t une int~grale 25uP te est ~gal~e ~ la puissance m �9 

de la somme de cinq carrSs. D6composant le domaine d'int~gration en domaines 

plus petits de fa~on ~ avoir une s~rie de valeurs approch~es de l'int6grale, comme 

s'il s'agissait de l'~valuer par quadratures m~caniques, et par los m~thodes de 
passage k la limite famili~res ~ l 'auteur, on arrive ~ une autre identitY: 

(xl + .-- + x~) m--  ~rh Yh ~'~ 

oh les rh sont des hombres positifs rationnels et les Y des fonctions lin6aires des 

x ~ coefficients entiers. Les coefficients r et  eeux des Y, ainsi que le nombre de 

ces fonctions lin~aires ne d~pendent que de m. 
Jusqu'ici nous ne sommes pas sortis de | 'alg~bre, s i c e  n'est pour montrer  

que les coefficients r et eeux de Y sont rationnels. Pour  aller plus loin l 'auteur 

~tablit une s6rie de lemmes dont  l'~nonc~ est trop compliqu~ p o u r  pouvoir ~tre 

reproduit ici et qui l 'am~nent finalement ~ la d~monstration complete du th~o- 
Acta mathematiea. 35. Imprlm~ 1~ 8 f~vrier 1911. 
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r~me. Nous ne devons pas douter  que ces consid6rations, qui permettent  ainsi 

d 'obtenir  des relations arithm6tiques ~en les faisant sortir d'identit4s off figu- 

rent  des int6grales d6finies, nc puissent un jour, quand on en aura bien com- 

pris le sens, 6tre appliqu6es ~ des probl~mes bien plus 6tendus que celui de 

WARING. 

fl~om~trie, 

J 'arr ive aux t ravaux si originaux de M. HILBERT sur les fondements de la 

g6om~trie. II y a dans l'histoire de cette philosophic g6om6trique, trois 6poques 

principales; la i ~r~ est ce]le off des penseurs ~ ]a t~te desquels nous devons citer 

BOLYAI, ont  fond~ la g6om~trie non-euclidienne; la 2 d~ est eelle oh HELMHOLTZ 

et LIE ont montr6 |e r51e en g6om6trie de la notion d e  mouvement et de groupe; 

l a  3 ~ a 6t6 ouverte par I-IILBERT. L 'auteur  allemand se place au point  de rue  
|ogique. Quels sont les axiomes que l'on Snonce et ceux que l'on sous-entend; 

quel en est le v6ritable contenu logique et qu'en pourrait-on tirer par la simple 

application des r~gles logiques et sans nouvel appel ~t l 'intuition? Sont-ils enfin 

ind6pendants, ou pourrait-on au contraire les d~duire les uns des autres? Voilh 

quel]es sont les questions ~ traiter. 
M. HILBERT commence donc par 6tablir la liste complete des axiomes, en 

s'effor~ant de n'en pas oub]ier un; cela n'est pas aussi facile qu'on pourrait  

croire et EUCLIDE lui-m~me en applique qu'il n'6nonce pas. L'intuition g6om6- 

trique nous est tellement famili~re que nous faisons usage des vSrit~s intuitives 

pour ainsi dire sans nous en apercevoir. De 1~ pour atteindre le but  que se 

proposait HLLBERT, ]a n6cessit6 de ne pas accorder ~ l 'intuition la plus petite 

place. 

Le savant  Professeur r6partit  les axiomes en cinq groupes. 

I. Axiome der Verkniipfung (je traduirai par axiomes projecti/s au lieu de 

chercher une traduction litt~rale, eomme par exemple axiomes de la connection, 

qui ne saurait 6tre satisfaisante). 

II. Axiome der Anordnung (axiomes de l'ordre). 

III .  Axiomes de la Congruence ou axiomes m6triques. 

IV. Axiome d'EucLID~. 

V. Axiome d'ARCmM/~D~. 
Parmi les axiomes projectifs, nous distinguerons eeux du plan e t  eeux de 

l'espace; les premiers sont ceux qui ddrivent de la proposition bien eonnue: par 

deux points passe une droite et une seule. 

Passons au second groupe, celui des axiomes de l'ordre. Voiei l'6nonc6 des 

deux premiers: 
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))Si trois points sont sur une m6me droite, il y a entre eux une certaine 

relation quc nous exprimons en disant que run  des points, et un seulement, est 

entre les deux autres. Si C est entre A e t  B, si D est entre A e t  G, D sera 

aussi entre A et B etc.)) 
Ici encore on remarquera que nous ne raisons pas intervenir l ' intuition; 

nous ne cherchons pas s approfondir le sens du mot entre, toute relation satis- 

faisant aux axiomes pourrait  6tre d6sign6e par  le m6me mot. 
Le troisibme groupe comprend les axiomes m6triques off nous distinguerons 

trois sous-groupes, relatifs respectivement aux longueurs, aux angles, et aux 

triangles. 
Un point important  iei n 'est  pas trait6; il aurait  fallu compl6ter la liste 

des axiomes en disant que le segment AB est congruent au segment inverse 

BA. Cet axiome implique ]a sym6trie de l'espace et l'6galit6 des angles ~ la 

base dans un triangle isoc61e. 1~I. ~IILBERT ne traite pas ici cet te  question, 

mais il en a fair l 'objet  d 'un m6moire sur lequel nous reviendrons plus loin. 
Le quatri~me groupe ne eomprend que le postulatum d'EUCLIDE. 

Le cinqui6me groupe comprend deux axiomes; le premier e t  le plus important  

est celui d'ARCHIMI~DE. 
Soient deux points quelconques A e t  B sur une droite D; scit a un segment 

quelconque; construisons sur D, ~ partir  du point  A, et dans la direction AB, 
une s4rie de segments tous 4gaux entre eux et 6gaux ~ a: AA1, A1A2,... An-~ An; 
on pourra toujours prendre n assez grand pour que le point B se trouve sur 

l 'un de ces segments. 
C'est-h-dire que, si l'on se donne deux longueurs quelconques 1 et L, on 

peut  toujours t rouver  un nombre entier n assez grand pour que, en ajoutant  n 

fois k clle-m6me la longueur l, on obtienne une longueur totale plus grande 

quc L. 
Le second est l 'Axiom der Vollstiindigkeit dont  j 'expliquerai plus loin 

le sens. 

Ind~pendance des axiomes. La liste des axiomes une fois dress6e, il faut 

voir si elle est exempte de contradictions. Nous savons bien que oui, puisque 
la g6om6trie existe; et M. H I L ~ a T  avait  d 'abord r6pondu oui en construisant 

une g6om6trie. Mais, chose ' etrange, cette g4om6trie n'est  pas tout  k fair la 

nStre, son espaee n'est  pas le nStre, ou du  moins ce n'en est qu 'une partie. 

Dans l 'espace de M. HILBERT, il n 'y a pas t o u s l e s  points qui sont dans le nStre, 

mais ceux seulement qu'on peut, en par tant  de deux points donn6s, construire 

par  le moyen de la r6gle et du compas. Dans cet espace, par  exemple, il n'exis- 

terait  pas d'angle de 10 ~ 
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Dans sa seconde 6dition, M. HILBERT a voulu eompl6ter sa liste de fa~on 
h retrouver notre g~om6trie et h n'en pas retrouver d'autre,  c'est pour eela qu'il 
introduisit l 'Axiom der Vollst~ndigkeit qu'il ~nonce comme il suit: 

Au syst~me des points, droites et plans, il est impossible d'adjoindre un 
autre  syst~me d'objets tel que le syst~me complet satisfasse h t ous l e s  autres 

axiomes. 
II est clair alors que cet espace dont  je parlais, qui ne eontient pas tous 

les points de notre espace ne satisfait pas h c e  nouvel axiome, ear on peut  lui 
adjoindre ceux des points de notre espace qu'il ne contenait  pas, sans eesser de 

satisfaire b. t ous l e s  axiomes. 
Il y a donc une infinit6 de g6om~tries qui satisfont h tous les axiomes, moins 

l 'Axiom der VoUsts mais il n 'y  en a qu'une, la nStre, qui satisfasse en 

outre h ce dernier axiome. 
On doit se demander ensuite si les axiomes sont ind~pendants, c'est-h-dire 

si l 'on peut sacrifier l 'un des cinq groupes en conservant les quatre autres et 
obtenir n4anmoins une g~om6trie coh~rente. C'est ainsi qu'en supprimant le 
groupe IV (postulatum d'EucLID~.) on obtient la g~om~trie non-euclidienne de 

BOLYAI. 
On peut 6galement suprimer le groupe III.  M. HILBERT a r6ussi h conserver 

]es groupes I, II, IV et V, ainsi que les deux sous-groupes des axiomes m6triques 
des segments et des angles, tout  en rejetant l'axiome m4trique des triangles, 

c'est k-dire la proposition III, 6. 
La g~om~trie non archim~dienne. Mais la conception la plus originale de M. 

HILBERT, e'est celle de la G6om~trie non archim~dienne, off t ous l e s  axiomes 
restent vrais, sauf eelui d'ARCHIM~D~. Pour cela il fallait d'abord construire un 
syst$me de nombres non archimddiens c'est-h-dire un syst~me d'~l~ments entre 
]esquels on pfit coneevoir des relations d'$galit6 et d'in~galit~ et auxquels on pfit 
appliquer des op6rations eorrespondant h l 'addition et h la multiplication arith- 
m~tiques, et cela de fa~on s satisfaire aux conditions suivantes: 

1 ~ Les r~gles arithm6tiques de l 'addition et de la multiplication (commuta- 
tivit~, associativit~, distributivit6, etc.; Arithmetische Axiome der Verkniip/ung) 

subsistent sans changement. 
2 o Les r~g|es du ealcul et de la transformation des in~galit4s (Arithmetische 

Axiome der Anordnung) subsistent Sgalement. 
3 o L'axiome d'ARCHIM~D~, n'est pas vrai. 
On peut arriver h e e  rSsultat en choisissant pour 616ments, des s~ries de la 

forme suivante: 

A0t "~ + AI~ m-1 + A2t m-t + . . . . . .  , 
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off m est un entier positif ou n6gatif et oil les coefficients .4 sont r6els, et en 
convenant d'appliquer k ces s6ries les r~gles ordinaires de l 'addition et de la 
multiplication. I1 faut ensuite d6finir les conditions d'in6galit6 de ces s6ries, de 
fa~on ~ rawer nos 616ments dans un ordre d6termin6. Nous y arriverons par la 
convention suivante: nous attr ibuerons ~ notre s6rie le signe de A0 et nous dirons 

qu'une s6rie est plus petite qu'une autre quand retranch6e de celle-ci, elle donne 
une diff6rence positive. 

II est clair qu'avec cette convention, les r~gles du calcul des in6galit6s 
subsistent; mais l 'axiome d'ARCHIM~IDE n'est plus vrai. 

Nos hombres vulgaires rentrent  comme cas particuliers parmi ces nombrcs 

non archimgdiens. Los nouveaux hombres viennent s'intercaler pour ainsi dire 
dans la. s6rie de nos hombres vulgaires, de te]le faqon qu'il y ait, par exemple, 
une infinit6 de nombres nouvcaux plus petits qu'un nombre vulgaire donn6 A e t  
plus grands que tous les nombres vulgaires inf6rieurs ~ A. 

Cela pos6, imaginons un espace ~ trois dimensions oil les coordonn6es d ' u n  
point seraient mesur6es, non pas par des nombrcs vulgaires, mais par  des hom- 
bres non archim6diens, mais oil les 6quations habituelles de la droite e t  du plan 
subsisteraient, de m~me que les expressions analytiques des angles et des lon- 
gueurs. I1 est clair que dans cet espace tous les axiomes resteraient vrais, saul 
celui d'Archim~de. 

Sur une droite quelconque entre nos points vulgaires, viendraient s'intercaler 
des points nouveaux. I1 y aura 6galemcnt sur cette droite une infinit6 de 
points nouveaux qui seront ~ droite de tous les points vulgaires. En r6sum6, 
notre espace vu|gaire n'est qu'une partie de l'espaee non-archim6dien. 

On voit quelle est la port6e de cette invention et en quoi elle constitue 
dans la marche de nos id6es un pas presque aussi hardi que celui que BOLYAI 
nous a fair faire; la g6om6trie non-euclidienne respectait pour ainsi dire notre 
conception qualitative du continu g6om6trique tout  en bouleversant nos idles sur 
la mesure de ce continu. La g6om6trie non-archim6dienne d6truit cctte con- 
ception; elle diss~que le eontinu pour y introduire des 616ments nouveaux. 

Dans cette conception si audacieuce HILBERT avait eu un pr6curseur. Dans 
ses fondements de la g6om6trie, VERON~SE avait eu une id6e analogue. Le chapitre 
VI de son introduction est le d6veloppement d 'une v6ritable arithm6tique eL 
d 'une v6ritable g6om6trie non-archim6diennes oil les nombres transfinis de CANTOR 
jouent un rSle pr6pond6rant. Toutefois par l'616gance et la simplicit6 de son 
exposition, p a r  la profondeur de ses vues philosophiques, par le parti  qu'il a 
tir6 de l'id6e fondamentale, HILBERT a bien fait sa chose de la nouvelle g6om6trie. 

La ~om~trie non ar~u&ienne. Le th~or~me fondamental  de la G~ometrie 
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projective est le th~or~me de D~.SABGUES. Deux triangles sent dits homol~uea 
lorsque les droites qui joignent les sommets correspondants se coupent en un 
m~me point. DESARGUES a d~montr6 que les points d'intersection des cSt~s 
correspondants de deux triangles homologues sent  sur une m~me ligne droite; la 
r~ciproque est ~galement vraie. 

Le th6or~me de DESARGUES peut s'~tablir de deux mani~res. 
i ~ En se servant des axiomes projectifs du plan et des axiomcs m6triques 

du plan; 

20 En se servant des axiomes projectifs du plan et de ceux de l'espace. 
Le th~or~me pourrait  donc ~tre d~couvert par un animal ~ deux dimensions, 

qui une troisi~me dimension paral t rai t  aussi  inconcevable qu'~ nous une qua- 

tri~me, qui par cons6quent ignorerait les axiomes projectifs de l'espace, mais qui 
aurait  vu se d~placer, dans ]e plan qu'il habite, des figures invariables analogues 

nos corps so]ides, et qui, par consequent connaitrai t  les axiomes m~triques. 
Le th~or~me pourrait  @tre d6couvert ~galement par un animal ~ trois dimensions 
qui connaitrait  les axiomes projectifs de l'espace, mais qui, n 'ayant  jamais vu 
se d~placer de corps so]ides, ignorerait les axiomes m~triques. 

Mais pourrait-on 6tablir le th6or6me de DESAROUES sans se servir ni des 
axiomes projectifs de l'espace, ni des axiomes m6triques, mais seulement des 
axiomes projectifs du plan? On pensait que non, mais on n'en 6fair pas stir. 
M. HILBERT a tranch6 la question en eonstruisant une g~om~trie non arguesienne, 
qui est, bien entendu, une g6om6trie plane. 

I_~ G~om~trie nov ~scalienne. M. HILBERT ne s'arr~te pas I~. et il intro- 
duit encore une nouvelle conception. Pour bien la comprendre, il nous faut  
d 'abord retourner un instant dans le domaine de l 'Arithm6tique. Nous avons vu 
plus haut  s'61argir la notion de nombre, par l ' introduction des nombres non 
areh imddie~. I1 nous faut une classification de ces hombres nouveaux, et pour 
l 'obtenir nous aliens classer d,abord les axiomes de l 'Arithm6tique en quatre 
groupes qui seront: 

I ~ Les lois d'associativit6 et de commutativit6 de l'addition, la loi d'asso- 
ciativit6 de la multiplication, les deux lois de distributivit~ de la multiplication; 
ou en resum6 routes les r6gles de l 'addition et de la multiplication, saul la loi 
de commutativit6 de la multiplication. 

2 ~ Les axiomes de l 'ordre c'est-h-dire les r6gles du calcul des in6galit6s. 
30 La loi de commutativit6 de la multiplication d'apr6s laqueUe on peut 

intervertir  l 'ordre des facteurs sans changer le produit. 
40 L'axiome d'ARCHIM~DE. 

Les nombres qui admett ront  ]es deux premiers groupes seront dits c~rgu&iens; 
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ils pourront 6fro Tascaliens ou non pascaliens selon qu'ils satisferont ou ne satis- 

feront pas ~ l 'axiome du troisi~me groupe; ils seront archimgdiens ou non archi- 

mddiens, suivant qu'ils satisferont ou non s l 'axiome du quatri~me groupe. Nous 
ne tarderons pas ~ voir la raison de ces d~nominations. 

Les hombres ordinaires sent  s la fois argu~siens, pascaliens et arehim~diens. 

On peut  d6montrer ]a loi de commutativit6 en par tant  des axiomes des deux 

premiers groupes et de l'axiome d'ARCHIM~DE; il n 'y  a done pas de nombres 

argu6siens, arehim~diens et non pascaliens. 

Il est ais~ de former, en revanche, un syst~me de nombres argu~siens, non 

pascaliens et non archim~diens. Les ~l~ments de ce syst~me seront des s~ries de 

la forme: 

S =  ToS '~ + T , s  "-1 + . . . ,  

o/1 a est un symbole analogue & t, n u n  entier positif ou n~gatif, et T0, T 1 , . . .  

des nombres du syst~me T; si done on rempla~ait les coefficients T0, Tt . . . .  

par les s~ries en t correspondantes, on aurait une s~rie d~pendant ~ la fois de t 

et de 8. On additionnera les s6ries S d'aprSs les r~gles ordinaires, et de m~me 

pour la multiplication de ces sSries, on admettra  Its rSgles de distributivit6 et 

d'associativit~, mais on admettra  que la loi de eommutativit~ n'est pas vraie et 

qu 'au contraire s t - - - - t s .  

I1 reste ~ ranger les s6ries dans un ordre d~termin~ pour satisfaire aux axi- 

omes de l'ordre. Pour  cela, on at tr ibuera ~ la s6rie S l e  signe du premier 

coefficient To; on dira qu'une s6rie est plus petite qu'une autre, quand retran- 

ch~e de eelle ci, elle donnera une diff6renee positive. C'est done toujours la 
m6me r~gle: t e s t  regard~ comme tr~s grand par rapport  ~ un nombre r~el ordi- 

naire queleonque, et s est regard~ comme tr~s grand par rappor t  ~ un nombro 
quelconque du syst~me T. 

La loi de commutativit6 n ' ~ a u t  pas vraie, co sent bien des nombres non 
pasealiens. 

Avant  d'aller plus loin, jc rappelle que HA~ILTO~r a depuis longtemps intro- 

duit un syst~me de nombres complexes off ]a multiplication n'est pas commu- 

tat ive;  ce sent  les quaternions, dent  les Anglais font un si frequent usage en 

Physique math~matique. Mais, pour les quaternions les axiomes de rordre ne 

sent  pas vrais; ce qu'il y a done d'originM dans la conception de M HILBERT, 

c'est que ses nouveaux nombres satisfont aux axiomes de rordre,  sans satisfaire 
la r~gle de commutativit~. 

Revenons ~ la G~om6trie. Admettons les axiomes des trois premiers groupes, 

c'est-k-dire les axiomes projectifs du plan et de l'espace, les axiomes de rordre  
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et  le postulat  d'EUCLIDE; le th~or~me de DESARGUES s'en d~duira, puisqu'il est 

une consequence des axiomes projeetifs de l'espace. 

Nous voulons constituer notre g~om~trie sans nous serrir des axiomes m~tri- 
ques; le "mot de longueur n'a donc encore pour nous aueun sens; nous n 'avons 

pas ]e droit de nous servir du compas; en revanche, nous pouvons nous servir 

de la r~gle, puisque nous admettons que par deux points on peut  faire passer 

une droite, en ver tu  de l 'un des axiomes projeetifs; nous savons ~galement mener 

par  un point  une paral|~le & une droite donn6e, puisque nous admettons le pos- 

tulatum d'EUCLIDE. Voyons ce que~nous pouvons faire avec ces ressources. 

Nous pouvons d6finir l 'homoth6tie de deux figures; et par eJ|e les propor- 

tions. Nous pouvons aussi d~finir l'~galit~ dans une certaine mesure. 

Les deux eSt6s opposes d 'un  parall~logramme seront ~gaux par d~]initio~; 
nous savons ainsi reconnaitre si deux segments sont 6gaux entre eux, ~Dourr~ 

qu'ils soient l~arall~les. 
Grace ~. ces conventions, nous sommes maintenant en mesure de comparer 

les longueurs de deux segments, mais pourvu que ces segments soient parall~les. 
La comparaison de deux longueurs dont  la direction est diff6rente n'a aueun 

sens, et il faudrait  pour ainsi dire une unit6 de longueur diff6rente pour ehaque 

direction. Inutile d 'ajouter  que le mot angle n'a aueun sens. 
Les longueurs seront ainsi exprim6es par des nombres; mais ce ne seront 

pas forc~iment des hombres ordinaires. Tout  ee que nous pouvons dire, c'est que 

si le th6orbme de DESARGU~S est vrai comme nous l 'admettons, ees nombres 

appart iendront  h u n  syst$me argudsien. Inversement, 6rant donn6 un syst~me 

quelconque S de nombres argu6siens, on peut  eonstruire une g6om6trie telle que les 

longueurs des segments d'une droite soient justement exprim6es par  ees hombres. 

L'~iquation du plan sera une 6quation lin6aire comme darts la g6om~trie 

analytique ordinaire; mais eomme darts le systbme S la multiplication ne sera 

pas commutative,  en gfn6ral, il importe de faire une distinction et de dire que 

dans ehacun des termes de eette ~!quation lin6aire, ee sera la coordonn6e qui 

jouera le rSle de multiplicande et le coefficient constant  qui jouera le rSle de 

multiplicateur. 
Ainsi, h ehaque syst~me de nombres argu6siens, eorrespondra une g~!om6- 

trie nouvelle satisfaisant aux axiomes projeetifs, h eeux de l'ordre, au th6ori~me 

de DESARGUES et au postulatum d'EuCLmE. Quelle est maintenant la signification 

g4om6trique de l 'axiome arithm6tique du troisi~me groupe, e'est-h-dire de la r~gle 

de eommutativit6 de la multiplication? La traduction g{om~trique de cette r~gle, 
~'est le thdor$me de Pascal; je veux parler du th6orbme sur l 'hexagone inscrit 

dans une conique, en supposant que ce t t e  conique se r6duit ~. deux droites. 
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Ainsi le th~or~me de PASCAL sera vrai ou faux, selon que le syst~me 8 sera 

pascalien ou non pascalien; et, eomme il y a des syst~mes non pascaliens, i/ y 

aura ~galement des g~om~tries non pasealiennes. 
Le th~or~me de PASCAL peut  se d~montrer en partant~ des axiomes m4triques; 

il sera done vrai, si l 'on admet  que les figures peuvent  se transformer non seu- 

lement par homoth~tie et translation, comme nous venons de le faire, mais 

encore par rotation. 

Le th~oritme de PASCAL peut  ~galement se d~duire de l 'axiome d'ARCHIMt~DE, 
puisque nous venons de voir que tout  syst~me de hombres argu~siens et archi- 

m6diens est en m~me temps pascalien; route g~om~trie non pascalienne est done en 

m$me temps non arehimddienne. 
Le Streckeni~bertrager. Citons encore uno autre  conception de HILB~.RT. II 

4tudie les constructions que l 'on pourrait  faire, non pas k l'aide de Ia r~gIe et  

du compas, mais par le moyen de la r~gle et d 'un instrument partieulier, qu'il 

appelle Streckeni~bertrager, et qui permettrai t  de porter  sur une droite un seg- 

ment ~gal h u n  autre segment pris sur une autre droite. Le Streckeniibertrager 
n'est pas l '~quivalent du compas; ee dernier instrument permettrai t  de construire 

I'intersection de deux cercles, ou d 'un cercle et d 'une droite quelconque; le Stree- 
keni~bertrager nous donnerait  seulement l 'intersection d'un cercle et d 'une droite 

passant par le centre de ce cercle. M. ttILB~RT cherche done quelles sont les con- 

structions qui seront possibles avee ees deux instruments, et il arrive s une 

conclusion bien remarquable. 

Les constructions qui peuvent se faire par Ia r~gle et le compas, peuvent 

se faire dgalement par la r~gle et le Streekeni~bertrager, s i ce s  constructions sont 
telles que le rdsultat en soit tou]ours rdel. Il est clair en effet, que cette condition 

est n~eessaire, car un cercle est toujours eoup~ en deux points rgels par une droite 

men~e par son centre. Mais i] 4tait diffieile de prSvoir que cette condition 

serait ~galement suffisante. 

Mais ee n'est  pas tout ;  dans routes ees constructions, comme l'a remarqu~ 

le premier M. K0ascHs il serait possible de remplacer le Streclceni~bertrager pa r 

l'Eiehmass, instrument qui permet de porter  sur une droite quelconque s partir  

d 'un point  queleonque, non plus une longueur quelconque, mais une longueur 

6gale h l'unit~. 

Une question analogue est trait~e dans un autre article de M. I-IILB~RT: 

~ber die Gleichheit der Basiswinkel im glelchschenkligen Dreieck. 
Dans la g~om~trie plane ordinaire, le plan est sym~trique, ee qui se t raduit  

par  l'~gatit~ des angles ~ la base du triangle isoc~le. 

On doit faire figurer eette sym~trie du plan dans la liste des axiomes m~tri- 
Aeta mathematlca, 35. Imprim4 le 8 f4~rier 1911. 
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ques. Dans toutes les g~om6tries plus ou moins 6tranges dent nous aeons parl6 
jusqu'ici, dans celles du moins off ]'on admet les axiomes m6triques, dans la g~o- 
m~trie mdtrique non archimddienne, dans les g~om~tries nouvelles de M. DEH~, 
dans celles qui ont fair l'objet du m~moire ~fber eine neue Begri~ndung . . . .  cette 
sym~trie du plan est toujours suppos6e. Est-elle une consequence des autres 
axiomes m~triques? Oui, comme le montre M. HILBERT, si l'0n admet l'axiome 
d'ARCHIM~DE. Non, dans le cas contraire. I1 y a des g~omdtries non archimddi- 
ennes oh tous les axiomes m~triques sent era]s, /t ]'exception de celui de la 
sym6trie du plan. 

Dans cette g~om~trie, U n'est pas vrai que les angles k la base d'un tri- 
angle isoc~Ie soient ~gaux; i] n'est pas vrai que dans un triangle un c5t6 soit 

plus petit que la somme des deux autres; ]e thdoribme de PYTHAGORE sur ]e cart6 
de l'hypot~nuse n'est pas vrai. C'est pour cette raison, que eette gdom~trie 

s'appeUe non-pythagoricienne. 
J'arrive ~ un important m6moire de M. I-IILBERT qui est intituld Grundlagen 

der Geometric, qui porte par consequent ]e m~me titre que sa Hestschri/t, mais 
off il se place cependant ~ un point de rue tout different. Dans sa Hestschri/t, 
en effet, comme on l'a vu par l'Analyse qui precede, les rapports de la notion 
d'espace et de la notion du groupe, tels qu'ils r~sultent des travaux de LIE, sent 

laissds de cStd ou reldgu~s au second plan. Les propridt~s g~ndrales des groupes 
n'apparaissent pas dans la liste des axiomes fondamentaux. I1 n'en est pas de 
m~me dans le m~moire dent nous allons parler. 

Par rapport aux idles de LIE, le progr~s r6alis~ est considerable. LiE sup- 

posait que ses groupes dtaient d~fines par des dquations analytiques. Les hypo- 
theses de M. HILBERT sent beaucoup plus g6n~ra]es. Sans doute cela n'est pas 
encore enti~rement satisfaisant, puisque si la /orme du groupe est suppos~e 
quelconque, sa mati~re, c'est-~-dire le plan qui subit ]es transformations, reste 
assujetti ~ ~tre une ZaMenmannigfaltig[ceit au sens de LIE. Ce n'est pas moins 
un pas en avant, et d'ailleurs M. HILBERT analyse mieux qu'on ne l'avait fair 

a v a n t  lui l'id~e de Zahlenmannig/altigEeit et donne des apergus qui pourront 
devenir le germe d'une th~orie axiomatique de l'Analysis situs. 

I1 est impossible de n'~tre pas frappd du contraste entre le point de rue 
oh sa place ici 1~I. HILBERT et ce]ui qu'il avait adopt~ dans sa Hestschri/t. Dans 
cette Festschri]t ]es axiomes de continuit~ oceupaient le dernier rang et la grande 
affaire 4tait de savoir co que devenait ]a g4om~trie quand on les mettait de est,]. 
Ici au eontraire, c'est la continuit~ qui est le point de d~part et M. HILBERT 
s'est surtout prdoccup~ de voir ce qu'on tire de la continuit~ seu]e, jointe ~ ]a 
notion du groupe. 
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II nous reste ~ parler d 'un m6moire intitul6: Fldchen yon konstan~er Kriim- 

mun~. On sait que BELTRAMI a montr~ qu'il y a dans respace ordinaire des 
surfaces qui sont r image du plan non-euelidien, ce sont les surfaces ~ courbure 
constante n6gative; on salt quelle impulsion cette d6couverte a donn6e ~ la 
g6om6trie non-euclidienne. Mais est-il possible de repr6senter le p lan non.euclidien 
tout  entier sur une surface de BELTRAMI sans point singulier? M. HILBERT 
d6montre que non. 

En ce qui concerne les surfaces ~ courbure constante positives auxqueUes 
se rapporte la g6om6trie de RIEI~IANN, M. HILBERT d6montre que s part  la sphere 
il n 'y  a pas d 'autre surface ferm6e de cette sorte. 

Equations Int6grales. 

Dans ces derni~res ann~es, 1W. I:[ILBERT s'est surtout  occup6 de perfectionner 
la th~orie des 6quations int6grales. On salt que les fondements de cette th~orie 
ont ~t$ jet6s il y a quelques ann6es par M. FREDHOLM; depuis la f~condit6 de 
sa m6thode et la facilit~ avec laquelle cUe s'applique s t ous l e s  probl~mes de la 
physique math6matique se sont affirm~es chaque jour avec plus d'eclat. C'est 
1~ certainement une des d~couvertes les plus remarquables qui aient ~t6 faites 
en math~matiques et ~ elle seule, elle m6riterait les plus hautes r6compenses; si 

aujourd'hui  cependant ee n'est pas au premier inventeur, mais s r au t eu r  de 
perfectionnement~ importants que nous avons d$cid~ de d6eerner le prix Bolyai, c'est 
que nous avons dfl prendre en consid6ration, non-seu]ement les t ravaux de M. 
HILBERT sur les 6quations int~grales, mais l 'ensemble de son oeuvre qui int~resse 
les branches les plus diverses de la Science Math~matique et dont les autres 
parties de ce rapport permettent  d'appr~cier l'int~r~t. Mais nous ne pouvions 
aborder ce sujet sans rendre hommage au service immense que M. FREDHOLM a 
rendu ~ la Science. 

La th6orie de M. FREDHOL~I est une g6n~ralisation des propri~t~s ~l~men- 
taires des $quations lin6aires et des d6terminants. Cette g~n6ralisation pouvait 
~tre poursuivie de deux fa~ons diff6rentes; soit en envisageant une infinit~ discrete 

de variables li6es par une infinit~ d'~quations lin6aires ce qui conduit aux d6ter- 
minants d'ordre infini; soit on consid6rant une fonction inconnue ~ (x) (c'est-k-dire 
en derni~re analyse une infinit6 continue d'inconnues) et cherchant ~ la d~termi- 
her g ra ide d'~quations o/l cette fonction figure dans des int$grales sous le 
signe f .  C'est eette seconde voie oh s'est engag6 M. ~REDHOLM. 

Soit K ( x ,  y) une fonction qu'on appeUe le noyau; l'int6grale 
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f ~F (x) = / K  (x, y) ~ (y) d y 
l 

t ,  

prise entre des limites fixes, peut  6tre regard~e comme une transform~e de ep (x) 

par une sorte de transformation lin~aire et 6tre repr4sent~e par  Srf(x). 
Lee ~quations intSgrales peuvent  alors se mettre sous la forme: 

(~) a~p(:c) + Z S ~ ( x ) - - / ( x )  

off f(x) est une fonction donnde; l 'dquation est dite de la premiAre sorte si le 
coiifficient a est nu], et de la seconde sorte s i c e  coefficient est dgal ~ i. 

La relation (I) dolt 6tre satisfaite pour toutes les valeurs de y comprises 

dans le champ d'intdgration; elle dquivaut done & une infinit6 continue d'dqua- 
tions lindaires. 

FREDHOL• a traitd le eas des dquations de la seconde sorte ; la solution peut  
se mettre alors sous la forme du quotient de deux expressions analogues aux 

ddterminants et qui sont des fonctions enti~res de ),. Pour certaines valeurs de 

k, le ddnominateur s'annule. On peut  alors t rouver des fonctions rp(x)(appeldes 

/onctions propres) qui satisfont ~ l 'dquation (i) quand on y remplace /(x) par o. 

Le r~sultat suppose que le noyau K(x,y) est limit~; s'il n'en dtait pas ainsi 

on serait amend s envisager les noyaux rditdrds; si on r~p~te n fois la substitution 

linSaire S, on obtient une substitution de m6me forme avec un noyau different 

K,~(x,y); il suffit qu 'un de ees noyaux r6it~r~s K .  soit limit~ pour que la m6- 

thode reste applicable moyennant  un artifice tr~s simple. Or cela arrive dans un 

grand nombre de cas, comme l'a montr$ FREDHOLM. La g~n~ralisation pour  le 

eas off la fonction inconnue d4pend de plusieurs variables et pour celui off il y 

a plusieurs fonctions inconnues se fait sans difficultY. 

FREDI~OLM a appliqu6 ensuite sa m~thode k la rSsolution du probl~me de 

DIRICHLET et ~ celle d 'un probl~me d'61asticit~, montrant  ainsi par quelle vole on 

peut  aborder routes les questions de physique math~matique. 

Telle est ]a par t  du premier inventeur; quelle est maintenant eel|e de HILBERT 

Consid6rons d 'abord un nombre fini d'~quations lin~aires; si le d~terminant de 

ces ~quations est sym~trique, leurs premiers membres peuvent  6tre regard~s comme 

les d(iriv~es d 'une forme quadratique, et il en r6sulte pour lee 4quations de cette 

forme une s4rie de propri~t~s bien dignes d'int~r6t et bien connues des g~om~- 

tres. Le cas correspondant pour les ~quations" int~grales est celui off le noyau 

est symStrique, c'est-s off: 

K (x, y) ---- K (y, x) 
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C'est eelui auquel s 'at tache M. HILBERT. Les propri~tds des formes quadra- 
tiques d 'un nombre fini de variables peuvent 6tre g~n~ralis6es de fa~on ~ s'ap- 
pliquer aux ~quations int6grales de cette forme sym~trique. La g6n6ra]isation se 
fair par un simple passage ~ ]a limite; mais co passage pr6sentait des difficult6s 
dent  M. HILBERT s'est tir6 par  une m6thode dent  on doit admirer la simplicit6, 
la sfiret4 et la g~n~ralit~. Les d~veloppements auxquels on parvient sent  uni/or- 
mgment convergents; mais cette uniformit6 se pr6sente sous une forme nouvelle 
qui m6rite d 'at t irer  l 'attention. Dans les d6veloppements figure une fonction 
arbitraire u (x) (ou plusieurs) et le reste de la s6rie quand on y a pris n termes 
est inf~rieur h une limite qui ne d6pend que de n e t  ne d4pend pas de la fonc- 
tion arbitraire pourvu que cette fonction soit assujettie ~ l'in6galit6 

u~ (x) d x < I 

l'int6grale t t an t  prise entre des limites convenables. C'est l~ une consideration 

enti~rement nouvelle utilisable dans des probl~mes bien diff~rents. 
HmBERT retrouve ainsi quelques-uns des th$or6mes de FREDHOLM par une 

voie nouvelle; mais j'insisterai surtout  sur les r~sultats les plus 0riginaux. ~t 
Tout d'abord le d~nominateur des expressions de FR•DHOLM est une fonction 

de ), qui n 'admet que des z6ros r6els et c'est lh une g6n6ra|isation du th6or6me 

616mentaire relatif s ~)l'~quation en S.a Vient ensuite une formule off figurent 
sous le signe ~f deux fonctions arbitraires x (8) et y(s) et que l'on doit consid6rer 
comme la g6ndralisatiou des formules dl4mentaires qui permet tent  la d4eomposition 

d'une forme quadratique en une somme de carr6s. 
Mais j'ai hate d 'arriver ~. la question du d~veloppement d 'une fonction arbi- 

traire proc6dant suivant les fonctions propres. Ce d~veloppement analogue h 
la sdrie de FOURIER, OU ~t rant  d 'autres sdries que jouent un r6le capital en phy- 
sique mathdmatique est-il possible dans l e e a s  gdndral~. La condition suffisante 
pour qu'une fonction soit susceptible d 'un tel d6veloppement, c'est qu'on puisse 
la met t re  sous la forme ~gg (x), g (x) dtant continue. C'est llt la forme ddfinitive 
du r6sultat, tel qu' ~IILBERT l'dnonce dans sa 5o communication. Dans ]a i dr~ 

il avait dfi lui imposer certaines restrictions; nous devons ici citer le nora de M. 

SCHMIDT qui darts l ' intervalle avait fair para l t re  un travail qui a aid6 M. HILBERT 
s'affranchir de ees restrictions. La seule condition impos~e ~ notre fonction 

est de pouvoir se mettre  sous la forme Sg (x), et au premier abord elle parait  

assez comp[exe, mais dans un grand nombre de cas et par exemple si ]e noyau 
es t  une fonction de GREEN, elle exige seulement que la fonction poss6de un cer- 
tain nombre do d6r iv6es .  
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M. HILBERT fur conduit ensuite ~ ddvelopper sos vues de la mani6re suivante : 
il consid6re cette fois une forme quadratique ~ un nombre infini de variables et 
il en dtudie les transformations orthogonales; c'est comme s'il voulait 6tudier les 
diverses formes de l'dquation d 'une surface du second degr6 dans l'espace & un 
nombre infini de dimensions lorsqu'on la rapporte k divers syst6mes d'axes rect- 
angulaires. I1 forme ~ cet effet ce qu'il appelle la forme rdsolvante de la forme 
donn6e. Soit K(x)  la forme donn6e, K 0 , ,  z, y) la forme rdsolvante cherch6e; eUe 
sera ddfinie par l 'identit6: 

K ( $ , x , y ) _  I_zy. dK(x) dK($,x,y) 
2 dxr dxr = ~ xr yr. 

Lorsque la forme K (x) ne ddpend que d 'un nombre fini de variables, la forme 
rdsolvante se pr6sente comme le quotient de deux d6terminants qui sent des 
polyn6mes entiers en ).. L 'auteur  applique h ce quotient les proc6d6s de passage 
k la limite qui lui sent familiers; la limite du quotient existe m6me quand eelles 
du num6rateur et du d6nominateur n 'existent pas. 

Dans le eas d 'un hombre fini de variables, K ( 2 , x , y )  est une fonction ratio- 
helle de ), et cette fonction rationnelle peut  6tre d6compos6e en fractions simples. 

Qu' advient-il de cette d6composition quand le nombre des variables devient in- 
fini? Les p61es de la fonction rationnelle en k, peuvent dans ee cas ou bien tendre 
vers certains points limites en hombre infini, mais discrets. 

L'ensemble des ces points constitue co que l 'auteur appelle le ,pectre discon- 
tinu de la forme. Ils peuvent aussi admettre comme points limites tousles  points 
d 'un ou de plusieurs segments de l 'axe rdel. L'ensemble de ces segments con- 
stitue le spectre continu de la forme. 

Les fractions simples correspondant au spectre discontinu formeront par  leur 
ensemble une s6rie convergente; celles qui correspondent au spectre continu se 
ohangeront k la limite en une int6grale de la forme: 

~,--u 

off l 'on fait varier la variable d'int6gration ~ tout  le long des segments du spectre 
continu, et off ~ est une fonction convenable de ~. La fonction rationne|]e 
K(~ x, y) n'a done pas alors pour limite une fonction m6romorphe, mais une fonc- 
tion uniforme avec des coupures. La d6eomposition en 616ments simples ainsi 
transform6e reste valable. Si la forme donn6e est limit&, c'est-~-dire si elle ne 
peut d6passer une certaine valeur  quand la somme des carr6s des variables est 
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inf~rieure & i, on peut  d~duire de l~ une mani6re de simplifier cette forme par 
une transformation orthogonale, analogue & la simplification qu'6prouve l'~- 
quation d 'un ellipsoide quand on rapporte cette surface & ses axes. 

Parmi les formes quadratiques nous distinguerons celJes qui sont proprement 
r~tinues (vollstetig) c'est-k-dire celles dont  l 'accroissement tend vers z~ro, quand 

les accroissements des variables tendent  simultan6ment vers z6ro d 'une mani6re 
quelconque. Une pareille forme ne poss~de pas de spectre continu et i] en r~sulte 
des simplifications eonsid6rables dans les formules. 

D'autres th~or6mes sur les syst6mes de formes quadratlques simultan~s, sur �9 
les formes bilin6aires, sur la forme de HERMITE s'6tendent ~galement au cas d 'un 

hombre infini de variabJes. 
II y avait dans cette th~orie le germe d'une extension de la m~thode de 

FREDHOLM ~ des noyaux auxquels l 'analyse du g6om~tre su6dois n'~tait pas ap- 
plicable, et des ~16ves de HILBERT devaient mettre  ce fair en 6vidence. Quoi 
qu'il en soit, M. HILBERT s'occupa d'abord d'~tendre sa fa~on d'envisager les 
~quations int~grales aux cas off le noyau est dissym6trique. A cet effet il intro- 
duit un syst6me quelconque de fonctions orthogona]es, suivant lesquelles il est 
possible de d~velopper une fonetion arbitraire par des formules analogues ~ celle 
de FOURIER. AU lieu d 'une fonction inconnue, il prend comme inconnues les 
co6fficients du d~veloppement de cette fonction; une ~quation int6grale peut ainsi 
~tre remplac6e par un syst~me d'une infinit6 discrete d'~quations lin6aires entre 
une infinit6 discrete de variables. La th~orie des ~quations int6grales se trouve 
ainsi rattach~e d 'une par t  aux idles de M. vo~ KOCH sur les d6terminants infi- 
nis, et d 'autre  part  aux recherches de M. HILBERT que nous venons d 'analyser 
et off le r61e essentiel est jou~ par  des fonctions d~pendant d 'une infinit~ discr6te 
de variables. 

A chaque noyau correspondra ainsi une forme bilin~aire d~pendant d 'une 
infinit~ de  variables. Si ]e noyau est sym~trique, cette forme bilin~aire est sym~- 
trique et peut 6tre regard6e comme d6rivant d 'une forme quadratique. Si le noyau 
satisfait aux conditions ~nonc6es par FREDHOLI~I, on volt que cette forme quad- 
ratique est proprement continue et par consequent ne poss~de pas de spectre 
continu. C'est l& une mani6re de retrouver les r~sultats de FREDHOLI~ et si indi- 
recte qu'elle soit, elle ouvre des vues enti~rement neuves sur les raisons profon- 
des de ces r~sultats et par l& sur la possibilit~ de nouvelles g~n~ralisations. 

Les 6quations int6grales se pr~tent & la r~solution de certaines ~quations dif- 
f6rentielles dont ]es int6grales sont assujetties & eertaines conditions aux limites 
et c'est l& un probl~me fort  important  pour ]a physique math~matique. FRED- 

HOLm l 'avait r6solu dans quelques eas particuliers et M. PICARD avait g~n6ralis~ 
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ses m~thodes. M. HILB~RT devait  faire de la question une ~tude syst~matique. 
Consid~rons une ~quation diff~rentielle: 

du=/, 

oh u est une fonction inconnue d'une ou plusieurs variables, / une fonction con- 

nue et z/ une expression diff~rentielle lin~aire quelconque. Cette ~quation peut  

~tre consid~r4e au m6me titre qu'une ~quation int~grale eomme un syst~me infini 

d'~quations lin~aires liant une infinit6 continue de variables, comme une sorte 

de transformation lin~aire d'ordre infini permettant  de passer de / k u. Si on 

r6sout eette 4quation, on trouve:  

u--S/ 

S 1 se pr~sentant cette lois sous la forme d'une expression int~grale. Alors J 

et ~ sont les symboles de deux transformations lin~aires d'ordre infini inverses 

l 'une de l 'autre. Le noyau de eette expression int~grale S I e s t  ce qu'on appelle 

u n e  /onction de Green. Cette fonction avait  ~t~i reneontr~e pour ]a premiere lois 
dans le probl~me de DIRICHLET, c'~tait alors la fonction de GR~.E~ proprement dire, 

trop eonnue pour que j'insiste; on en avait  d4jk obtenu des g~n~ralisations di- 

verses. I1 appartenai t  ~ HILBERT de donner une th~orie complete. A chaque 

expression diff~rentielle ~/, suppos~e du 2 a ordre et de type  elliptique, k chaque 

systi~me de conditions aux limites, correspond une fonction de GREE~. Citons la 

formation des fonetions de GREEn dans le eas off l 'on n'a qu'une variable ind6- 

pendante et oh el]es se pr~sentent sous une forme particuli~rement simple, et la 

discussion des diverses formes que peuvent  affecter les conditions aux limites. 

Cela pos~, imaginons que l'on air r~solu le probl~me dans le eas d'une ~quation 

diff~rentielle auxiliaire peu diff4rente de celle qui est propose.e, n'en diff4rant pas 

en tout  cas par les termes du 2 a ordre; on pourra alors par une transformation 

simple ramener le probl~me h ]a r6solution d'une ~quation de FR~.DHOL~, Off le 
rOle du noyau est jou6 par la fonction de GR~.~N relative ~ l'~quation diff~ren- 

tielle auxiliaire. 

Toutefois la consideration de cette ~quation auxiliaire, la n~cessit~ de la choisir 

et de la r4soudre pouvait  encore constituer un embarras, M. HILB~.RT s'en est 

affranchi dans sa 6" communication. L'~quation diff~rentielle est encore trans- 

form~e en une ~quation de FREDHOLM, Off le rSle du noyau est jou~ par u n e  

fonetion que l 'auteur appelle Paramdtrix. Elle est assujettie h routes les condi- 

tions qui d4finissent la fonetion de G R E ~ ,  une seule except~e, la plus g6nante 

il est vrai; elle n'est pas astreinte ~ satisfaire h une ~quation diff~rentielle; elle 

res t e  donc arbitraire dans une tr~s large mesure. La transformation subie par 
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l '6quation diff6rentielle est comparable h celle qu'4prouverait  un syst~me d'~qua- 

tions lin~aires sion rempla~ait les variables primitives par des combinaisons lin4ai- 

res convenablement choisies de ces variables. La m~thode n'est  nullement re- 

streinte au cas off l '6quation diff6rentielle envisag~e est adjointe ~ elle-m6me. 

1VI. HILBERT a examin6 en passant une foule de questions relatives aux ~qua- 

tions int~grales et montr~ la possibilit~ de leur application dans les domaines les 
plus varies. I1 a par exemple ~tendu la m6thode au cas d 'un syst~me de deux 

~quations aux d~riv~es partielles de i er ordre du type elliptique, aux ~quations 

int~grales polaires, c'est-h-dire off le coefficient a dans l '~quation int~grale (i) au 

lieu d'6tre constamment ~gal ~ I e s t  une fonction de x et en partieulier est tgal 

tantSt ~ § tantSt ~ - - I .  
I1 l'a appliqu6e au probl~me de RIEMANN pour la formation des fonctions 

d 'une variable eomplexe assujetties ~ certaines conditions aux limites, au th~or~me 

des oscillations de KLEIN, ~ la formation des fonctions fuchsiennes, et en parti-  

culler au probl~me suivant: d~terminer ~ de fa~on que l'~quation. 

d dx [ (X--a) (x--b)(x--c) ~Yx J+ (x + ~)y~o 

soit une tquat ion fuchsienne. 

Une des applications les plus inattendues est celle que fair M. HILBERT h 

la th~orie des volumes et des surfaces de M~NEOWSK~, et par laquelle il rat tache 

la m~thode de FaEDHOL~ une question importante pour ceux qui s'int~ressent 

s l 'analyse philosophique des notions fondamentales de la gdom~trie. 

Principe de Dirichlet. 

On sait que RIEMANN avait  d6montr6 d 'un trait  de plume les th~or~mes 

fondamentaux sur le probl~me de ~)IRICHLET et la representation eonforme en 

s 'appuyant  sur ce qu'il appelait le principe de DIRICHLET; envisageant une certaine 

int6grale d6pendant d 'une fonction arbitraire U, et que nous appellerons l'int4- 

grale de DIRICHLET, il montrait  que cette int~grale ne peut  s'annuler et il en con- 

cluait qu'elle devai~ avoir un minimum, et quo co minimum ne pouvai t  6tre at- 

teint que quand la fonction U 6tait harmonique. Ce raisonnement ~tait fautif, 

comme on l 'a  montrd depuis, car il n 'est  pas certain que le minimum puisse 6tre 

effectivement atteint, et, s'il Pest, qu'il puisse l '6tre pour une fonction continue. 
Les r~sultats ~taient exacts eependant;  on a beaucoup .travaill6 sur cette 

question, on a montr6 que le probl~me de T)IR1CHLET peut  toujours 6tre r~solu, 

et on l'a m6me effectivement r~solu; il en est de m6me pour un grand nombre 

d'autres probl~mes de physique math6matique qui auraient pu autrefois paral t re  
Acta mathematlca. 35. Imprimd le 29 avril 1911. 4 
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abordables par la m6thode de RI~.MA~N. Ce n'est  pas ici le lieu de faire le long 

historique de ces t ravaux;  je me bornerai ~ mentionncr le point  final d'aboutis- 
sement qui est la m~thode de FREDHOLM. 

Il semblait que ce succ~s efit rejet~ pour jamais dans l'oubli l'aperTu de 

RIEMANI~ et le prineipe de DIRICHLET lui-m~me. Beaucoup le regrettaient cepen- 

dant ;  ils sentaient qu'on ~tait priv6 ainsi d'un instrument puissant et ils ne pou- 

vaient croire que la force de persuasion que conservait malgr~ tout  l 'argument 

de I:~IEMANN, et qui semblait rep0ser sur je ne sais pas quelle adaptat ion de la 
pens6e math~matique s la rSalit6 physique, ne fQt en r~alit5 qu'une pure illusion 

due k de mauvaises habitudes d'esprit. M. HILBERT voulut  rechercher s'il ne 

serait pas possible, avcc les nouvelles ressources de l 'analyse math~matique, de 

transformer l'aper~u de RIEMANN en une d~monstration rigoureuse. 

Voici comment il y est parvenu;  consid~rons l 'ensemble des fonctions U satis- 

faisant aux conditions propos~es; choisissons dans cet ensemble une suite ind~- 

finie S de fonctions telles que les int6grales de Dirichlet correspondantes tendent 

en d6croissant vers leur limite inf~rieure. I1 n'est pas certain qu'en chaque-point 

du domaine envisag6 cette suite S converge; e]le pourrait  osciller entre cert.aines 

limites. Mais on peut  d~tacher darts S une suite partielle S~, qui converge en 

un point M1 du domaine; dans $1, d~tachons une autre suite partielle $2 quieon- 

vergera toujours en M ,  mais qui de plus convergera encore en M2. En conti- 

nuant  de la sorte nous obtiendrons une suite qui convergera en autant  de points 

que nous voudrons; et par un artifice simple, nous en d~duirons une autre suite 

qui convergera en t o u s l e s  points d'un ensemble d~nombrable, par exemple en 

t o u s l e s  points dont  les coordonn~es sont rationnelles. Si l 'on pouvait  alors d6mon- 

trer que les d6riv~cs de toutes les fonctions de la suite sont inf6rieures en valeur 

absolue h une limite donn6e, on pourrait  conclure imm~diatement que la suite 

converge uniform~ment dans tout  le domaine et l 'application des r~gles du calcul 

des variations ne pr~senterait plus de difficult~ sp~ciale. 

Pour  ~tablir le point qui reste s d~montrer, M. HILBERT a employ~ deux 
artifices diff~rents, il n'a pas d6velopp6 le premier autant  qu'il serait d~sirable, 

et  il s'est sur tout  attaeh~ au second. Celui-ci consiste ~ remplacer la fonction 

u propos~e par |a fonction v qui s'en d~duit par une double quadrature ct dont  

elle est la d~riv~e seconde par rapport  aux deux variables ind~pendantes. Les 

dSriv~es de v 6rant les int6grales premieres de u, on peut  leur assigner une limite 

sup~rieure, s l 'aide de quelques in~galit~s faciles ~ d~montrer. Seulement il faut 

se r~signer s un d4tour nouveau et ~ u n  artifice d'ailleurs simple pour appliquer 
cette nouvelle fonction inconnue v les r~gles du calcul des variations qui s 'ap- 

pliquaient tout  naturellement h la fonction u. 
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I] est inutile d'insister sur la port~e de ces d~couvertes qui d~passe de beau- 

coup le probl~me special de DIRICHLV, T. NOUS ne devons pas nous 6tonner que 

de nombreux chercheurs se soient engag6s sur la voie ouverte par  M. HILB~RT. 
NOUS devons citer MM. LEVI, ZAREMBA et FUBINI ; mais je crois avant  tout  devoir 

signaler M. RITZ qui, s '~cartant un peu de la route commune, a imagin~ une 

m6thode de calcul num~,rique app]icable s tous les probl~mes de physique ma- 

th~matique, mais qui y a utilis6 plusieurs des proc~d6s ing6nieux cr6~s par son 

mMtrc M. HILBE~T. 

M. HII.BERT a r$cemmcnt appliqu6 sa m~thode ~ la question de la reprSsen- 
ration conforme. Je  n'analyserai p a s c e  m6moire dans le d~tail. J e  me bornerai 

dire qu'il fournit le moyen de faire cette representation pour un domaine limit~ 

par un nombre infini de courbes ou pour une surface de R~E~A~N simplement 

connexe d'une infinit~ de feuillets. C'est donc une solution nouvelle du probl~me 

de l 'uniformisation des fonctions analytiques. 

Divers. 

Nous avons pass6 cn revue les principaux sujets d%tudes o~ M. HILBERT a 
marqu6 sa trace, ceux pour lesquels il montrait  une sorte de predilection et oh 

il est revenu ~ diverses reprises; nous devons signaler encore d 'autres probl~mes 

dont il S'est occup6 occasionncllcment et sans y insister. Je  crois devoir me bor- 

ner ~ 6noncer dans uu ordre chronologique les r~sultats les plus saiUants qu'il a 

obtenus de la sorte. 

Si l'on excepte les formes binaires, les formes quadratiques, et les formes 
ternaires biquadratiques, la forme d~finie la p|us g~n~rale de son degr~ n'est pas 

d~composable en une somme de carr~s d 'autres formes en nombre fini. 

On peut  t rouver par  des proc6d6s 61~mentaires les solutions cn nombre entiers 

d 'une ~quation diophantiqune de genre nul. 
Si un po]ynSme entier d~pendant de plusieurs variables et de plusieurs para- 

m~tres est irr~ductible quand ces param~tres restent arbitraires, on peut  toujours 

at tr ibuer ~ cos param~tres des valeurs enti~res telles que le polynSme reste ir- 

r6ductible. 

Par  consequent il existe toujours des 6quations d'ordre n ~ coefficients entiers 

et admet tant  un groupe donn~. 

Le th~or~me fondamental de DEDEKIND sur les hombres complexes ~ multi- 
plication commutative peut  s%tablir ais6ment en s ' appuyant  sur Pun des lemmes 

fondamentaux de la th6orie des invariants de  M. HILBERT. 

L'~quation diophantique obtenue en ~galant ~ • i le discriminant d 'une ~qua- 
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tion alg~brique de degrd n, poss~de toujours des solutions rationnelles, mais sauf 

pour le 2 a et le 3 ~ degr~s ne poss~de pas de solutions enti~res. 

Parmi les surfaces rdelles du 4 e ordre, certaines formes, logiquement conce- 

vables ne sent pas possibles; par exemple il ne peut pas y e n  avoir qui soient 

compos~cs de i2 surfaces fermdes simplement connexes ou d'une surface unique 

a v e c  o n z e  t r o u s .  

C o n c l u s i o n s .  

hpr~s cet exposd, un long commentaire serait inutile. On voit quelle a dtd 

la varidtd des recherches de M. HILBERT, l ' importance des probl~mes auxquelles 

il s'est attaqud. Nous signalerons l'dldgance et la simplicitd des m6thodes, la 

clartd de l'exposition, le souci de l'absolue rigueur. En cherchant ~ 6tre parfai- 

tement rigoureux, on risque parfois d 'etre long, et ce n'est pas lh acheter trop 

cher une correction sans laquelle les mathdmatiques ne seraient rien. Mais M. 

HILB~.RT a su dviter ce que ces longueurs auraient pu avoir d 'un peu pdnible 

pour ses lecteurs, en ne leur laissant jamais perdre de rue  le fi] conducteur qui 

lui a servi h s'orienter. On voit tonjonrs ais~ment par quel enchalnement d'id~es 

il a ~td amend s se poser un probl~me et k en trouver la solution. On sent 

que, plus analyste que g~om~tre au sens ordinaire du mot, il a ndanmoins aper~u 

l'ensemble de son travail d 'un coup d'ceil, avant  d'en distinguer les ddtails, et il 

sait faire profiter le lecteur de cette vue d'ensemble. 

~r I-IILBERT a exerc4 une influence considdrable sur les progr~s r~cents des  

sciences mathdmatiques, non seulement par ses t ravaux personnels, mais par son 

enseignement, par les conseils qu'il donnait  & ses ~l~ves et qui ]eur permettaient 

de contribuer h leur tour h ce ddveloppement de nos connaissances en se ser- 

vant  des mdthodes er~es  par leur maitre. 

I1 n'est pas besoin, ce semble, d'en dire davantage pour justifier le choix 

de la Commission qui a ~td unanime ~ attribuer s M. I-IILBERT le prix Bolyai 

pour la pdriode 1905--1909. 


