SUR LA DIFFRACTION DES ONDES HERTZIENNES.

Par M. H. Poincaré (Paris).

Adunanza del 14 novembre 1909.

§ 1.
Equations générales du champ.

Le présent travail a un double but, I'application de la méthode de FrepHoLM aux
questions relatives aux ondes hertziennes et I'étude de la diffraction de ces ondes. La
pratique de la télégraphie sans fil a démontré que ces ondes, non-seulement contournent
des obstacles considérables, mais se propagent & de grandes distances malgré la courbure
de la Terre. On a coutume de dire que ces effets extraordinaires de diffraction sont
dis aux grandes longueurs d’onde employées et cela est exact, mais malgré ces grandes
longueurs d’onde, le phénoméne reste surprenant et mérite d’étre étudié de plus prés,
car il reste permis de se demander si Pexplication est suffisante, tant qu’un calcul plus
précis n’a pas levé les derniers doutes.

Jemploierai les notations de MAXWELL, mais avec quelques simplifications: 1° Je
choisirai les unités de fagon que la vitesse de la lumitre soit égale 4 1. 2° Je supposerai
les milieux non-magnétiques, de telle sorte que leur susceptibilité magnétique soit égale
4 1, les effets de cette susceptibilité paraissant en tous cas négligeables. 3° Je supposerai
que le pouvoir inducteur spécifique est partout égal & 1; car les seuls milieux que nous
aurons 4 envisager sont l'air et les corps conducteurs; 4 lintérieur de ces derniers
corps les courants de conduction sont tellement prépondérants sur les courants de dé-
placement que 'on ne sait pas déterminer le pouvoir inducteur; et d’ailleurs, sauf dans
une couche superficielle extrémement mince, le champ est nul.

Nous désignerons donc par F, G, H les composantes du potentiel vecteur; par
%, @, v celles de la force magnétique; par f, g, b celles du déplacement électrique; par
u, v, w celles du courant de conduction; par ¢ le potentiel scalaire; par p la densité
électrique, et nous aurons:

dH 4G

(1) d-——g;—*d?:
__ dF di
(2) 477)(——%—3;7
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dfy _dy dp
(3) 4w(u+g;)=d—§~—a,
@ A 14 +%=m
(5) dx+ +

Aux équations (1), (2), (3), il faut blen entendu adjoindre celles qu'on en déduit
par symétrie.

On remarquera que toutes les quantités sont définies expérimentalement sauf le
potentiel vecteur et le potentiel scalaire, et que les équations ellesmémes ne suffisent
pas pour définir complétement ces potentiels. Elles ne cesseront pas en effet d’étre sa-
tisfaites, si on remplace F, G, H, { par

do do do dod
F+”d'}"; G+Ey—’ H+W7 "l"‘*'&‘i"

-® étant une fonction arbitraire.
Pour achever de définir ces potentiels, il faut donc se donner une équation com-
plémentaire, c’est la suivante:

©) Gt =o

On obtient ainsi les potentiels de Lorentz. On trouve alors les équations suivantes:

2

dy
4mp = —AY,

& F
(7) 4WM—F—-AF,

dw_dv _d’a A
ol =) =T

ce qui permet de représenter 4, F et « par des potentiels retardés, représentation sur
laquelle nous reviendrons.

Nous emploierons généralement les potentiels de LoreNTz; et, sauf avis contraire,
ce sera toujours d’eux qu’il s’agira; cependant dans certains calculs, nous ferons usage
d’autres solutions.

Nous allons encore écrire les équations de MAXWELL dans un systéme quelconque
de coordonnées curvilignes, procédé que M. AsranaM a employé avec avantage. Soient
%'y ¥’y 7' les nouvelles coordonnées; nous supposerons que ces coordonnées soient ortho-
gonales, et que I'élément d’arc ds est donné par I'équation:

ds* = a*dx"” 4 b dy* 4’ dz”.
Si, par exemple, il s’agit des coordonnées polaires, de sorte que x’ soit le rayon
vecteur, y' la colatitude et 7’ la longitude, on aura:

a=1, b= x', ¢=x'"siny".
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Nous définirons F’', G', H' par lidentité:
Fdx'+ G'dy + Hdy = Fdx 4 Gdy 4 Hdy,
de telle sorte que les composantes du potentiel vecteur suivant les normales aux surfaces
x' = const., ' = const., ' = const. sojent :

F' G’ H!
a’ b ¢
Nous définirons de la méme manitre f', g', b'; o', £, ¥'; o', ¢, w', et nous
prendrons

b =1/, pdxdydz =p'dx'dy'dz’, ou p’=;—g—c.

Nous trouverons ainsi les équations suivantes:

,_ 4 (dH _dC
() v =45 —3)

__dF_dy
(2") 4‘"f=—ﬁ‘—a‘%,

(5 (v + ) =7 (- 1)
() > (L) =
)

bis d f(a'bc
™) : 2 dx' (T
Quant 4 Péquation (6), elle devient:
(6% S 4 (I_:'b_"') 4+ dy' _ o.

dx'\ a abe dt
Vis-&-vis d’oscillations de trés grandes fréquences, tout conducteur se comporte comme
un conducteur parfait. Ce n’est 13 qu’une premiére approximation, et dans une étude
récente, M. SOMMERFELD a cherché 4 se rendre compte de l’écart entre cette approxima-
tion et la réalité de la pratique. Nous nous contenterons néanmoins de cette premitre
approximation, et nous regarderons tous nos conducteurs comme parfaits, d’oti les con-
séquences suivantes:
1° A Pintérieur du conducteur le champ électrique est nul:

f:g:h:o

da __ dh dg)
at — 4"\gy T a)

o da , .
Donc 4 lintérieur du conducteur —— est nul, c’est-d-dire que, si 'on part du repos, le

dt

2° On trouve aisément:

champ magnétique est nul.
3° Les courants de conduction et Iélectricité libre p sont localisés 4 la surface des
conducteurs.
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4° L’examen des équations montre que les composantes tangentielles de la force
¢lectrique, et la composante normale de la force magnétique sont continues. Prenons
en effet pour axe des z la normale 4 la surface du conducteur. Nos quantités, et leurs
dérivées par rapport 4 x et 4 y seront finies; il ne peut y avoir doute que pour les
dérivées par rapport 4 z. Or on trouve:

dg _ dh‘l‘j*d—a gf“‘_‘l‘i"d_ﬂ dy  da  df
dx ~ dy Vgmdi’ dy T dx U ywdt’  dy T dx  dy’
ce qui dg df oY fi -di
qui montre que i i i sont finies, c’est-d-dire que f] g, v sont continues. €. Q. F. D.
Donc 2 la surface du conducteur, et du coté extérieur, les lignes de force électrique
aboutissent normalement 4 la surface, tandis que les lignes de force magnétique sont
tangentes 4 la surface. Pour voir que la premiére condition entraine la seconde, il
suffit de se rappeler ’équation

dy __(dg df
a=v(5—1)

5° Considérons encore une normale 4 la surface, prenonsla pour axe des z, et
considérons les parties de cette normale trés voisines de son pied; en ces points on
aura, d’aprés ce qui précéde,

f=g=yo
f dh
+ + dZ = b

ou, en intégrant et remarquant qud l’lntérleur h est nul, et étendant l'intégration 2
toute P’étendue de la couche superficielle ot il y a de Iélectricité libre :

k=fpdz.

Cette intégrale représente la densité superficielle de Pélectricité libre, tandis que p re-
présente la densité de volume. Cette densité superficielle est donc égale au déplacement
¢lectrique en un point trés voisin de la surface du c6té externe.

6° Considérons P’équation

et observons que dans la couche superficielle %J; et j—; sont finis, tandis que # et %E—

sont trés grands. Intégrons comme dans le cas précédent, et remarquons qu’d Pintérieur
f est nul, il viendra:

df 1. — %

Le second terme du premier membre et le premier du second sont négligeables;

et il reste:
f=— 47rfud(

d’otr
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a_—_47cfvd(.

Or f udz, f vdz représentent la densité superficielle des courants de conduction,

et de méme:

tandis que # et v en représentent la densit¢ de volume. Donc la force magnétique 3
la surface, du cOté externe, est perpendiculaire au courant de conduction, et lui est pro-
portionnelle.
Nous retrouverons ces deux derniers résultats en parlant des potentiels retardés.
7° Le courant de conduction étant superficiel, le vecteur #, v, w est tangent 4 la
surface.

§ 2

Les potentiels retardés.

Soit ¢(x, y, %, ) une fonction quelconque. Considérons les deux points x, y, z
(point attiré) et x’, y', ' (point attirant); soit

=V -y
leur distance. L’intégrale

® [[[o, 2 1=n-dxaya,

étendue 4 tout I'espace, s’appellera le potentiel retardé de ¢ et pourra étre représentée
par la notation

Elle satisfera 4 I’équation suivante (analogue 4 celle de Porssow):
av
AV — W = =470

Si alors on se reporte aux équations (7) du § précédent, on voit que ¢, F, G, H, «,
B, v, sont respectivement les potentiels retardés de
b % U, W,
(2) dw dv du dw dv du
dy “dz’  dxdx’ dxdy
Les oscillations auxquelles nous aurons affaire seront toujours, soit des oscillations
pendulaires simples, soit des oscillations pendulaires amorties. Cela nous permet de
supposer que toutes nos fonctions sont proportionnelles 4 une exponentielle ¢*. A la
vérité, nous obtenons ainsi une solution imaginaire de nos équations, et cette solution
ne saurait directement convenir; mais il est aisé, par un procéd¢ bien connu, d’en
déduire une solution réelle correspondant au cas de la nature. Il suffira de conserver
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la partie réelle de cette solution imaginaire, qui sera également une solution de nos
équations. Dans ces conditions, si la solution imaginaire se présente sous la forme
A eimt
»
la partie réelle de w définit la période, la partie imaginaire de o définit I'amortissement,
le module de 4 représente 'amplitude de la solution réelle, et son argument en repré-
sente la phase.
Si alors ¢ est proportionnel 4 ¢, intégrale (1) peut se mettre sous une nou-
velle forme. Soit d+' = dx'dy'dz’ I'élément de volume qui a son centre de gravité

au point attirant. Soit
o (xl ’ 2 t)
0 =2 Yy
n aura:
re—imr

p(x, ¥y Ky t—=1) =9
Notre intégrale deviendra alors:

€) P(p) = f q»'?—'dr’-

C’est alors un potentiel analogue au potentiel newtonien, mais avec une loi d’attraction
un peu différente. J'observerai que ce potentiel posséde les propriétés essentielles du
potentiel newtonien, en ce qui concerne la continuité. Si en effet jenvisage la différence

e—-u.or 1

r r

des deux expressions, correspondant aux deux sortes de potentiels, cette différence reste
finie pour 7 = o.
~ Mais nous avons encore 3 tenir compte d’une autre circonstance. Les quantités
(2) sont nulles, sauf dans une couche extrémement mince 4 la surface des conducteurs.

L’intégrale (3), qui est un potentiel de volume, va donc se transformer en un
potentiel de surface.

Désignons par

o U 7, W

les densités superficielles de Iélectricité et du courant de conduction. On a alors:

HZdeK, U=/udz,

les intégrales du 2® membre étant celles qui ont été envisagées 4 la fin du § précédent.
Nous pouvons alors écrire:

¢=fp'e_r dd’, szU'e—r do,

ot do' est Pélément de surface du conducteur ayant pour centre le point attirant,
tandis que g’ et U’ sont les valeurs de p et de U en ce point attirant. Les potentiels
scalaire et vecteur se présentent ainsi comme des potentiels de simple couche; ils sont
donc continus, tandis que leurs dérivées ne le sont pas.

En ce qui concerne la force magnétique, la chose est un peu plus compliquée.
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Nous pouvons observer que le courant de conduction étant superficiel, les composantes
U, V, W ne sont pas indépendantes; elles sont li¢es par la relation
IU+mV 4 nlW = o,
l, m, n désignant les cosinus directeurs de la normale & la surface du conducteur.
Considérons maintenant le vecteur dont les composantes sont:
a=tdw _dv g _de dw _dv_du
T dy  dz’ T dz  dx’ T dx  dy’

ce vecteur est nul en dehors de la couche superficielle; il est trés grand 4 lintérieur
de cette couche.

Mais il y a une distinction & faire, la composante normale de ce vecteur est tres
grande du 1% ordre si nous considérons D'épaisseur de la couche comme trés petite du
1° ordre, tandis que les composantes tangentielles sont trés grandes du 2 ordre. Il en
résulte que notre potentiel se décompose en un potentiel de double couche et un potentiel
de simple couche; c’est ce que nous allons examiner de plus pres.

Notre équation peut s’écrire:
.= f 40dv,

ot A' est la valeur de 4 au point attirant et 6 la fonction

—ir

. Soit d¢' un élément

de la surface du conducteur, une normale au conducteur, {’ la distance du point atti-
rant 4 cette surface comptée sur cette normale. Comme {’ est toujours trés petit, nous
pourrons supposer que la section droite d’un faisceau trés délié de normales est égale
3 kde', ot k=y+{'(c, +¢), ¢, et ¢, étant les deux courbures principales de la
surface, de sorte que
dv = kde' dl.

D’autre part, nous pourrons développer 8 suivant les puissances de {’ et négliger (",
ce qui donne:

]
0:00—’—{'3—5-

et enfin, toujours avec la méme approximation,

@ a:f(fA'dz')eokda'+/(/A'c'd:')jgzdc'

(et en effet dans le 2! terme qui est trés petit, k peut étre remplacé par sa valeur ap-
prochée qui est 1).
Cette formule nous apprend que a est la somme de deux potentiels: le premier de

simple couche, dont la densité superficielle est [ k4’d{’; et le second de double couche,

dont la densité superficielle est f 4.
Il reste 4 calculer ces densités, que j’écrirai, en supprimant les accents, f k44,

f AL dY, en les rapportant ainsi au point x, y, z; nous aurons aussi 4 calculer les

quantités correspondants f kBa{, etc. relatives 4 § et y.
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Occupons-nous d’abord du potentiel de simple couche, et par conséquent cherchons
4 &valuer en un point donné de la surface le vecteur

(5) /kAdZ, kadc, kadZ.

Supposons pour un instant que nous ayons pris pour axes des x et des y les tangentes
aux lignes de courbure et pour axe des z la normale au point considéré, de telle sorte
que d{ = dz tout le long de la normale considérée. Nous trouverons d’abord:

dv du d d av dUu
Jrea=fes= [(G-G) =i =g [r=5—TF

En effet, on a au point considéré f vdy = f vd{ = V; en est-l encore de méme

en un point infiniment voisin, ainsi qu’il est nécessaire pour qu’on ait le droit de diffé-
rentier par rapport 4 x? On a d{ = dzcose, ¢ étant angle des deux normales; cet
angle étant trés petit, on a encore d{ =dz 4 des infiniment petits prés du 2? ordre.
Les valeurs de v en deux points correspondants différent trés peu, la formule subsiste.
Les dérivées prises par rapport 4 x et 4 y sont trés grandes seulement du 1% ordre, les
dérivées par rapport 4 g sont du 2% ordre. Cela, & cause de la petitesse de {, nous
permet de faire k¥ = 1, dans tous les termes qui ne contiennent pas de dérivée par
rapport 3 %.

Comme U, V, W n’existent qu'd la surface du conducteur, leurs dérivées sont
prises en les supposant exprimées en fonctions de x et de y, regardées comme variables
indépendantes, tandis que z est regardée comme une fonction de x et de y définie
par Péquation de la surface du conducteur. Si Pon veut une définition indépendante
du choix des axes, j'écrirai I’égalité

f(de+ vy + Wd() :fvdc.

La 1% intégrale est étendue A une courbe fermée quelconque tracée sur la surface du
conducteur, et la seconde 4 tous les éléments d’aire d¢ de la portion de cette surface
limitée par cette courbe; cette équation définit la quantité v en chaque point de la
surface. On voit alors que la composante du vecteur (5) normale i la surface est
égale 2 v.

Passons aux composantes tangentielles et prenons d’abord:

f hAdl— f hddz— f dw f X d(~ d( g—:d(—(c,-l-cz) f %zdc

La 2% intégrale du 3° membre est nulle, et en eﬂ'et Pintégrale indéfinie se réduit 4 v
et sannule aux deux limites, c’est-d-dire en dehors de la couche superficielle.
Quant 4 la 1¥ elle se réduit 4

aw

dy
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en vertu du méme raisonnement que plus haut; mais on a trouvé plus haut
WU4mV4+ulW =0
et au point considéré on a
l=m=W=0, n=1I1
Si nous différentions cette équation par rapport i y, puis, qu'aprés la différentiation,
nous fassions | =m = W = o, n = 1, il reste:
dw dl dm
qy =—U iy —V IR
Il reste donc pour les composantes cherchées:

kadC_——U—— rin (+c,)fd 4%
[rBat=vg 47" +(c+c>fd 1z

Nous trouverons plus loin

2 rdr=—7,
dz
et nous avons d’ailleurs
dl dm
- == 0, F— == (,,

il restera donc

kadC =7,

/deZ:-—czU.

Avec des axes quelconques, nous trouverons pour la densité de la simple couche
qui figure dans P’équation (4):
b U b,V b W+ by,
les b ¢étant des coefficients dépendant, en chaque point de la surface, des deux courbures

principales et de l'orientation de la normale et des tangentes aux lignes de courbure.
Si, en effet,

et de méme

m,, n,;

Ly, m, n; Ly 29 L, m, n
sont les cosinus directeurs des deux tangentes aux lignes de courbure et de la normale,
on aura:

b, =11, —z¢),

h,=clm,—clm,

hy=c¢ln —cln,

h, =1

On voit que ces coeflicients restent finis partout, si les courbures restent finies. On
pourrait éliminer 'une des trois quantités U, V, W de cette expression, 3 Paide de
Véquation IU 4~ mV 4 n W = o.

q

Rend. Circ. Maiem. Palermo, t. XXIX (19 sem, 1910), — Stampato il 17 dicembre 1909, 23
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Passons au potentiel de double couche, C’est-d-dire au vecteur:

fACdZ, fBCd:, fctdc.

Prenons encore la normale pour axe des z; il viendra:

dw dv
Atdt:fAd:f__d_f—wi.
f zdz 7, 19 T

1

La premiére intégrale du 3° membre est négligeable 4 cause de la petitesse de 1
dans la couche superficielle; pour la 2% (qu'on ne peut plus négliger parce quil y
figure une dérivée prise par rapport 4 z) on trouve, en intégrant par parties,

dv
| —f‘ﬁ(d(_fvd(_lf.
On trouverait de méme:

fBZdC:—U, fCCdZ——:/li—fczd{—fZ—;(d(:o.

Les trois composantes de notre vecteur sont donc
(6) Vv, —U, o.
Et, avec des axes quelconques, la densité de la double couche qui figure dans I’équation

4) est ‘
) nV —mW.

Géométriquement, le vecteur (6) est tangent 4 la surface du conducteur et perpendiculaire
au courant.

On sait que le potentiel d’une double couche présente une discontinuité sur la
sutface du conducteur, tandis que sa dérivée normale est continue; au contraire le
potentiel d’une simple couche est continu, et sa dérivée normale discontinue.

Il est aisé d’estimer la valeur de ces discontinuités.

Le champ magnétique étant nul 4 l'intéricur, cela nous permet d’évaluer ce champ
pout des points trés voisins de la surface, mais du c6té externe. En ce qui concerne
d’abord le champ luiméme, Cest-d-dire «, B, y, il suffira d’envisager le potentiel de
double couche; a, B, y seront égaux, au facteur 4= prés, aux densités correspondantes
de la double couche. Si donc on prend pour axe des z la normale au point considéré,
on aura:

=4/, B=—4=U, Y=20
résultat déjd obtenu au § précédent.

) . ., . da d
Considérons maintenant les dérivées normales de «, {, vy, cest-d-dire i’ d_g’
d ‘ i )
Y ; elles seront égales, au facteur 4= prés, aux densités correspondantes de la simple
d( 3 ’
couche, d’ou

(oW

« g _ dy
E__M”IV’ d—z__47cczU, Ez_—mvv,
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et on a en effet:
da_dy  db_dy
dz — dx’ dz ~— dy’
parce que les composantes tangentielles f et ¢ sont nulles 2 la surface. Or on a
la 4 m@+ny=o,
parce que, 4 la surface, la force magnétique est tangentielle; d’ov, en différentiant et
remarquant qu’au point considéré | =m =y =o0, n = 1:

dy __ 4l dy  dl

dx . “dx B dx dy =~ %dy de
ou ; ;
it (P Y _ g
dx— %% dy Bes
d’ou enfin, en se rappelant les expressions de « et B,
%:—47:5{1’, a—p_4ch
On trouve, d’autre part,
dy _ da df
dz = dx  dy’

Or nous avons 4 la surface du conducteur, en un point quelconque,
we=g4x(nV —mW)
d’ot, en différentiant, ’
da av aw dm
dx = 47 ( dx+ dx m_d?_WW)

Mais au point considéré:

dn
ﬂ=m=W=o, n=1,
d’our
ds_, a7
dx 4T x
et de méme:
é_(i__ au
&y = Ty
1l reste donc
By _ (BT, cars
= — 47| iy )= 47 . Q. F. D.

Passons au potentiel qui donne ¢, et qui est un potentiel de simple couche dont
la densité est p. Considérons la composante normale de la force électrique; elle est
donnée par la formule

poh 4H_dY

dt ~ dz
et elle doit &tre égale du coté externe 4 4mp; le saut brusque subi par les potentiels

du 2¢ membre doit donc étre égal & 47p.; le premier terme — g estun potentiel
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. : . ay
de simple couche qui ne subit pas de saut brusque; quant au second terme —Hg cest
la dérivée normale d’un potentiel de simple couche de densité g; le saut brusque qu'’il
subit en valeur absolue est 4% p. C.Q. F.D.

§ 3.

Le probléme de Fredholm pour les corps de révolution.

Supposons que nous ayons deux conducteurs que j’appellerai le conductenr extérieur
et le conducteur intérieur ; le premier engendrera le champ extérieur et Pautre le champ
intérienr ; nous tréservons les notations

q"’ F ) G’ H7 f y *

pour les quantités relatives au champ intérienr ; nous désignerons par
q"*’ F*7 G*7 H*7 f*7 ce

les quantités correspondantes relatives au champ extérieur, et par

444 F4F4 ...
les quantités relatives au champ total. Si alors, comme dans le § précédent, nous repré-
sentons ces quantités par des potentiels retardés, les intégrales qui expriment ces quan-
titts devront étre étendues 4 la surface du conducteur intérieur seulement en ce qui
concerne le champ intérieur ¢, F, ...; 4 la surface du conducteur extérieur seulement
en ce qui concerne le champ extérieur, ¢*, F¥ ...; et enfin 4 la surface des deux
conducteurs en ce qui concerne le champ total. |

Dans le probleme de la réception des signaux, le conducteur extérieur est Pexci-
tateur, le conducteur intérieur est le récepteur; le champ extérieur doit étre regardé
comme donné, ainsi que la constante w, et c’est le champ intérieur qu’il s’agit de
déterminer.

Dans le probléme de P'émission des signaux, il n’y a qu’un seul conducteur, qui
est Pexcitateur, et qui sera regardé comme le conducteur intérieur. Le champ extérieur
est nul, et nous devons déterminer & la fois o et le champ intérieur.

Enfin, dans le probléme de la diffraction, le conducteur extérieur est lexcitateur,
le conducteur intérieur est le corps diffringent; le champ extérieur est donné ainsi que
la constante @, et c’est encore le champ intérieur qu’il s’agit de déterminer.

Nous allons chercher 4 ramener ces différents problémes 4 la résolution d’une
équation intégrale de FRepHOLM. Mais nous traiterons d’abord le cas ol tous les con-
ducteurs sont des corps de révolution autour d’'un méme axe, et ou le champ présente
aussi la méme symétrie, de telle sorte que les lignes de force magnétique soient des
cercles dans des plans perpendiculaires 4 I'axe, tandis que les lignes de courant et les
lignes de force électrique sont dans des plans méridiens.

Ecrivons qu’en un point trés voisin de la surface du conducteur intérieur, et du
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coté interne, la composante normale de la force électrique est nulle. Cette composante
normale, en ce qui concerne le champ intérieur, est

dF 4G dH d}

I TRl e rell P

en désignant par I, m, n les cosinus directeurs de la normale et par Z—i la dérivée

prise selon la normale. Quant 4 la composante normale du champ extérieur, elle doit
étre regardée comme connue, et nous la désignerons par N, de sorte que notre équation
o

s’écrit:

dF dG q»
i i o +
Or on a
dF )
—E__to)F

et dautre part F est un potentiel retardé de simple couche, de densité U, et que je
puis désigner par P(U) en employant la notation du § précédent. Notre équation
devient donc:

. d
® 0 [IP(U) + mP(7) + nP()] + = P() = N
ou P(U), P(V), P(W) sont des potentiels de simple couche qui sont représentés par des

intégrales définies; un peu plus d’attention doit étre prétée au terme

¢ = f ¢
On trouve d’ailleurs
d e—t@f e—’mf
(2) = ( ) cos &,

dn r

=% nous avons
dn’
en effet

€ étant 'angle du rayon vecteur 7 avec la normale au point attiré; mais en vertu des
propriétés connues des potentiels de simple couche, nous n’avons pas le droit d’écrire
simplement :

B _ [ de

ﬂ = d ﬂ po dO' .
Nous devons é&crire, du c6té interne,
dy d e="
Frill L Pa 4 —2mp
et du coté externe
dy d e

Ta= y'dn " —dd 4 2mp.
Notre équation devient donc
. d
®) o XIP(U) — 2mp+ [0 1

Sans la présence du 1% terme, elle aurait immédiatement la forme d’une équation de

—ir

de' = N.
r
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FrepnoLm; car N est une fonction donnée, p. est la fonction inconnue et expression
—idr

Tn 5 oSt une fonction connue de x, y, z, %, ¥’y ¢’ qui jouerait le réle de noyau.

Quant au terme iw ) IP(U), il se présente bien sous la forme d’une intégrale
analogue 2 celles de FREDHOLM, mais ou figurent, 4 la place de la fonction inconnue
v, d’autres fonctions inconnues U’, V', W'; il s’agit de la transformer de facon 2
n’avoir plus d’autre fonction inconnue que p'.

Cest ici qu’intervient la symétrie particuliere du champ. Soit s 'arc de méridien
compté depuis le pdle jusqu’au point x, y, z; soit R le rayon du paralléle correspondant,
et ¢ la longitude du point x, y, z; soient s’, R’ et ¢' les quantités correspondantes
pour le point x’, y’, 1'.

Soit

F=U v
de telle sorte que
dzg
I
Le courant qui traversera le parallitle de rayon R sera alors 2= JR; d’autre part, &
cause de la symétrie du champ, [ et p. ne dépendront que de s et pas de 9. L’équation
de continuité nous donnera:

(4) ———=Réﬁ=iwy.R.

D’ailleurs il vient

4 14 —‘wr dx’ r
SIF= ZlP(U)_.fZIU—dc ——f] i

Posons

d d
U=J35, r=J%,

dx'
Zl—JS—,_ cos b,

de telle sorte que 6 soit I'angle de la normale au point attiré avec la tangente au
méridien au point attirant, et remarquons que

de' = R'ds'de’;

il viendra .
ZlF:/]’R’cosOer ds'de’.
Introduisons une fonction L définie par I'équation
dL e
(5) 75 = ¢cos ] b’

d’ot, en intégrant par parties,

SIF= f]’R’ 4L jode = [ RL]— de]Rdsdcp’

La partie toute connue s’annule aux deux limites; et en effet les deux limites correspon-
dent aux deux péles ot R’ = o; il reste donc, en tenant compte de I’équation (4),

(6) ZlF:—imey.’R’ds’dqz’:—imey’dc’.
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L’équation (3) devient ainsi:

@) /y.’dc'[-diiﬁe-‘ ’ + m’L] —2np =N

r

et elle a la forme d’une équation de FREDHOLM.
L’¢quation (5) ne définit L qu'd une fonction arbitraire pres f(s, ¢, 9'); si on
change L en L 4 f(s, ¢, 9'), le 1¥° membre de (7) augmente de

® o [ufG o 0)dr = [d0sC 0 90 [Ruas].

Mais la charge totale du conducteur est nulle, on a donc

fy,’do" =o0

et, comme (' est indépendant de ¢’,

fR’y.'ds' =o.

L’expression (8) est donc toujours nulle comme il convient.
Pour montrer que la méthode de FrepHOLM est applicable 4 Iéquation (7), il
suffit d’établir que le noyau
d e-iwr
dn r

+ o’L
ne peut devenir infini que pour r = o, et seulement du 1% ordre. On a

d e—-imr d e-_imr I e—iwr
S —=cosk| —it — — .
dn r Edr r [ r ] r

—iwr

: e ., doe P
Cette expression ne peut devenir infinie que pour r =o; 4 la vérité —— est infinie

dr

est infinie seulement

—inr

du 2% ordre, mais alors cosZ s’annule, de sorte que ——

dn
du 1% ordre.

Le second membre de I’équation ()

—iwr

cos

ne pourrait non plus devenir infini que pour r==o0; mais si » =o0, on a aussi cosb =o,
parce que la tangente au méridien est perpendiculaire 4 la normale, de sorte que le

. . dL , . .
produit reste fini. Donc 75 Ct par conséquent L restent finis. Notre noyau remplit

donc bien les conditions exigées.
Sous la forme (7) l'intégrale de FREDHOLM est une intégrale double; mais il est
ais¢ de passer 4 une intégrale simple et &crire I'équation (7) sous la forme

() /yu’kds'——zwy—_:N,
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ot le noyau k est défini par l'intégrale

27 de—iwr . , ,
k.—:fo (ﬂ ; —|—mL)Rdtp.

§ 4
Le probléme de Fredholm pour le cas général.

Les formules précédentes ne s’appliqueraient plus dans le cas général; si le champ
n’est pas de révolution, le plus simple est de se servir des potentiels retardés qui expri-
ment la force magnétique.

Je vais prendre comme inconnue le vecteur U, 7, W; cela ne fait en réalité que
deux inconnues, puisque les trois composantes sont liées par la relation > U = o.
Jobtiendrai deux équations en écrivant que, en un point infiniment voisin de la surface
du conducteur et du coté interne, les deux composantes tangentielles de la force ma-
gnétique sont nulles.

Soit x, y, g le point attiré trés voisin de la surface et du coté interne. Si I, m _,
n., et I, m_, n, sont en ce point les cosinus directeurs des deux tangentes aux lignes
de courbure, on devra avoir:

leat::o, leocz-o.

Or nous avons vu que «, , y peuvent s’exprimer par des potentiels de double et de
simple couche, et que 'on a par exemple:

’ ! 4 d et ' I ’ 11 1 ’ ’ I [ -‘wr ’
ac:f(nV —m )L rd—]—f(C’lZlU —CSIUY® dc—]—fl
Dans cette formule I’y m', ', I', ..., U, ... représentent ce que dev1ennent lymyn, ...
au point attirant; de méme pour C’ et C.; la dérivée

d e-—iwr
dn' r

(4

représente la dérivée estimée suivant la normale au point attirant.
Ceci permet d’écrire:

) Xlla:ka[U'dd

ol jécris, par exemple,

2EU =LU +EV +EW, DEU=KEUAEV+ED

—lb" —l—m'

’
da’,

do +f}_k'U' _”dc—{—fvcose

avec
. vy '
kho=mn —n'm, kK=CLYILIL—-CI>ILLI,
k,y ks k,, K, se déduisant de k, et de | en permutant circulairement I, m , n 5 I

.7 ' [Tl ’ [ 1) ’ '
myy ny L,m, s, m, n; I',m, .

2

2
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D’autre part
cosb= LI,
de sorte que 0 est 'angle de la normale au point attirant avec la tangente 4 la ligne
de courbure au point attiré.
Quand le point x, y, g se rapproche indéfiniment de la surface, on sait, d’aprés
les propriétés du potentiel de double couche, qu’on ne peut plus représenter simplement

ce potentiel par l'intégrale
, d e—-imr )
Jyaw i,

ol & est la densité¢ de la double couche, mais qu’il faut écrire du coté externe:

’d e-—iwr ,
fsdn' - de' - 2md

/S’L ¢ rdc' — 270,
r

et du c6té interne:

dn’
Ici

' (]
¥=2kU
et, comme au point attiré k,, k,, k, se réduisent 4 1, m,, n,,
S=21U.
Nous devons donc compléter le 1¢* terme du 2¢ membre de (1) en ajoutant le terme
—2m ) 1. U qui représente — 2% 3.
L’équation que nous voulons écrire est que, pour le champ total, la composante
de notre force magnétique est nulle; ce qui donne

Dla=—>1a*

de sorte que nous trouvons:

—iwr iy —iwr

rd € ! ! le ’ ’ 4 !
(2) —lea*:—szle+ka,UW s +/Zk,U7~dc+ veosh® " ds'

Sans le dernier terme, cette équation aurait immédiatement la forme d’une équation
de FrepnoLw; car le champ extérieur étant donné, le premier membre — > I o* est
une fonction connue.

On obtiendra une seconde équation (2°%) en changeant I, m, n,; L, m
my, ny; —1l, —m, —n.

Il nous reste donc 4 transformer le dernier terme de (2). Pour nous rendre compte

de la fagon de faire cette transformation, considérons d’abord une portion de surface
plane; on a alors

2) nz

€n lz’ 2? z;

_dr _ v
. Tdy  dy
et si je pose '
tI>=cosG‘Z
r

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (1© sem. 1910). — Stampato il 18 dicembre 1909. 24
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ar:  4du
f (W - )d)dx dy'.
En intégrant par parties, je trouve que cette 1ntegra1e est égale a
fcb(U’dx’ + V"dy')—f( 0 it )dx dy.

La premiére intégrale est une intégrale de ligne étendue au contour qui enveloppe Paire
considérée; la seconde est une intégrale de surface. Cette formule se généralise pour

Pintégrale 4 envisager est

une portion de surface courbe quelconque et on trouve:

) f ®v'do' = f O(U'dx'-Vdy - Wy y— f (U' e ,—]—W’-gg—),)dc

Cette formule demande quelques explications; la fonction @ n’est définie que sur la sur-

face du conducteur, de sorte que les trois dérivées partielles de @ n’auraient aucun

sens sans une convention spéciale. Je supposerai donc que la fonction ® conserve la

méme valeur tout le long d’une normale 4 la surface du conducteur, ce qui achéve de
¢ do do

ix’ &y d7 est tan-

gent 2 la surface du conducteur; il est normal aux courbes ® = const. (en regardant

définir @ dans tout P'espace. Dans ces conditions le vecteur

x'y ¥y ' comme les variables); en grandeur il est égal 3 %(—?«, dp étant une longueur

trés petite prise sur le vecteur lui-méme.
Si nous appliquons I'équation (3) 4 une surface fermée, Iintégrale de ligne est
nulle, et le 2¢ membre se réduit 4 son 2?¢ terme. L’équation (2) prend alors la forme:

—Slet=—2231, U+ka vt
+ka'U' .y —fZ_U'd '

bis

do’

(4)

et il faut y adjoindre une autre équation (4°%) qui se déduirait de la méme facon
de (2).

Ces équations ont immédiatement la forme de FreproLMm. On peut: ou bien
exprimer U, V, W, et de méme U', V', ", 4 P'aide de deux quantités seulement en se

servant de Péquation D U =D I'U’ = o; ou bien conserver trois inconnues et
adjoindre & (4) et (4**) I'équation

) SiU=o.

Il me reste 4 faire voir que les noyaux satisfont bien aux conditions de FREDHOLM.
D’abord ils ne peuvent devenir infinis que pour 7 = o et, pour savoir de quel ordre,
nous devons distinguer les trois derniers termes de 'équation (4). Dans le second terme
nous avons en facteur

d e—imr d e—-imr

= cosg’ +—
dn' r Edr y




SUR LA DIFFRACTION DES ONDES HERTZIENNES. 187

’

ott £’ est 'angle du rayon vecteur avec la normale au point attirant. Pour r = o
d — i
dr

n’est infini que du 1° ordre.

Y

devient infini du 2¢ ordre, mais cos&’ s’annule, de sorte que notre noyau

—iwr

Dans le 3° terme nous avons en facteur qui est infini du 1°* ordre seulement.

Dans le 4° terme, nous avons les dérivées de ® qu’il nous reste 4 examiner; on trouve

d® ¢ dcosh d e
I = 7 ax Tt

Le premier terme est infini du 1* ordre, dans le second le facteur

d e—imr
ax' r
est infini du 2¢ ordre, mais cos 0 s’annule quand le point attiré et le point attirant se
confondent, de sorte que le produit n’est que du 1 ordre.
Tous ‘nos noyaux sont donc du 1% ordre, de sorte que les conditions exigées sont
bien remplies.
On pourrait transformer les équations de fagon 4 prendre pour inconnues . et v,
et non plus U, V, W; on se rapprocherait ainsi de la forme de solution qui convient

au cas des corps de révolution.

§ 5.

Etude d’une solution particuliere.

Reprenons les équations (1) etc. du § 1 et supposons que les coordonnées choisies
soient les coordonnées polaires, de telle fagon que I'on ait:

a=1, b=x, ¢ =x"siny’".
Nous pourrons alors (4 la condition de ne pas nous astreindre & prendre pour
potentiel vecteur le potentiel de LorENTZ) satisfaire aux équations en faisant

4 _
d(,_.o.

G' = H = o, 2’ =f =o, b = o,

Les équations, en dehors des conducteurs, se réduiront alors &

(D PN sin dE
Y ab dy y i’
- dF 4y
(2) 47‘f—"—“§'—dxm
| 4y’
bis’ P
(2 ) 47tg - dyr7
df _ a dy 1 dy
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; dg b dy 1 dy'
bis —
G™ At T T acdx T "~ siny’ dx'’
12 .1 14 d Y 2P ’
@ (3 siny) 4 4 g siny) =
De (2"), (3"*) et (1) nous tirons:
dg &y 1 dy 1 4 sin ,AF  &F
A dT T T dydis  smydx o sn "dx' Yay ) T dxdy
Y y y Y y
Dégalité
dqul _ szr
) Tdydi~ dxdy
nous conduit 4 admettre la suivante:
dF | di’
© T,

ce qui montre que I'équation (6) du § 1 reste vraie, en debors des conducteurs, comme
pour le potentiel de LorENTz, bien que notre potentiel vecteur ne soit pas en général
celui de LorenTz, parce que I’équation cesse d’étre vraie sur les conducteurs. Quoi qu'il
en soit (2) et (3) nous donnent respectivement, en tenant compte de (6) et de (1),

if __#F &Y FF | &F

L T T Py T Ty
af 1 4y 1 d S ,dF
AT = Yy siny’dy’ — x"siny dy’ iny’ dy'
d’ot
) &F  &F cotgy' dF' 1 &°F
7 dx” T de T T T &® dy’ = X dy?
Je veux satisfaire 4 cette équation en prenant pour F’ le produit d’une fonction de x'

par une fonction de ', et pour cela il faut égaler les deux membres de (7) & K;Cf ,

K étant une constante. On trouve ainsi les deux équations:

v LEF __KF

(8) F + dxrz = '}FT ’
JAF  d*F ,
en nous rappelant que TF = o F'. Considérons d’abord I'équation (9), qui nous
montre comment F' varie en fonction de I'angle y’. Si nous posons
cosy =,

Péquation devient:

dF

(9bis) (I—V.)dy‘ zf‘hd +KF’—'°

On voit que cette équation se réduit 4 celle qui définit le polynéme de LEGENDRE
P (#) = P,(cosy"), si Pon a soin de prendre

K:ﬂ(ﬂ—l—l)-
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Il convient d’ailleurs d’attribuer 4 K cette valeur, si 'on veut que F’ reste régulier pour
toutes les valeurs de I'angle y’. Nous pouvons alors nous reporter 4 I'équation (8) pour
voir comment se comporte F' en fonction du rayon vecteur x'. Posons

ox' =E,
notre équation devient

(10) 2F F,[I n(n + 1)]

ag 3
Cette équation linéaire admet deux intégrales remarquables que je désignerai par
J. (&) et I(E) 4 cause de leur analogie avec les fonctions de BesseL; dans tout ce qui
va suivre, ces notations désigneront, sauf avis contraire, non pas les fonctions de BESSEL
ordinaires, mais les intégrales de Iéquation (10).
L'intégrale I est celle qui, pour £ trés grand, est sensiblement égale 4 ¢=%; il n’est

pas difficile de voir que cette intégrale est égale 4 ¢~ multipli¢e par un polyndme

. I
entier en — .

L’intégrale ], est celle qui, pour &=o, reste holomorphe; elle est égale 4 la partie
réelle de hI,, b étant un facteur constant. La fonction ], n’est pas ainsi entiérement
définie, elle ne P'est qu’d un facteur constant prés, et pour déterminer ce coefficient nous
ferons la convention suivante.

Soient I’ et J! les dérivées de I et [ ; on aura la relation:

t f .
I'] — ]I = const.
Il est aisé de voir que cette relation a lien entre deux intégrales quelconques de

(10). Nous choisirons notre facteur constant, de telle sorte que cette constante soit égale
4 1; de sorte qu'on aura

(1) L~ 0=

Il résulte de 14 que F’ sera d’une des formes suivantes:
F' = é*P, (cos y) ], (0 ')
F' = &P, (cosy)I (0 x').

Retenons seulement la 1% forme; nous avons trouveé:

df' &F  &3F
AT G T T AE TR
d’oty
oy #F __ n(n4-DF
47‘7“‘0f © F + dx'z = xm )
d’ou enfin
(12) f’ n(n I)P (COS r)] ( ) u.u.

4Tiw

Ceci nous montre comment varie la composante radiale f’ de la force électrique en fonc-
tion du rayon vecteur x'; elle varie proportionnellement 2 3{ Avec la 2% forme, il

suffirait de remplacer J, par I .
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Cela posé, considérons un champ électromagnétique quelconque et supposons:
1° Qu’d lintérieur d’une sphére de rayon R, il n’y ait pas de conducteur.
2° Que le champ soit de révolution.

On voit que, dans les mémes conditions que plus haut, on peut supposer:

G'=H =o, et

De plus F' pourra étre développé en une série de fonctions sphériques, et puisque le
champ est de révolution en une strie de polynémes de LEGENDRE. Nous aurons donc

F' = eimt Z Kn Pn (COS y’)’

K, étant une fonction de x’ seulement. D’aprés ce qui précede, K, devra satisfaire 4 I'¢-
quation (10), et d’autre part rester holomorphe pour x’ = o, puisquil n’y a pas de
conducteur 4 Pintérieur de la sphére de rayon R. Nous aurons donc

Fr=¢*Y 4,],(0x)P,(c0s )

et
(13) fr=e3 51O (s y),

les 4, et les B, étant des coefficients numériques.

Supposons maintenant:

1° Qu'd Pextérieur d’une sphére de rayon R, il n’y ait pas de conducteur.

2° Que le champ soit de révolution.

3° Que Détat actuel ait été atteint en partant du repos, de telle sorte que toutes
nos quantités soient susceptibles d’étre représentées par des potentiels retardés.

Dans ces conditions, F’ sera, pour x’ trés grand, sensiblement proportionnel 2

—iwx!

e, ce qui nous permet d’écrire:

Fr=¢"> 41 (ux)P,(cosy")

et

is ' i In ' ’
(15*) =3 BRET P (cosy,

§ 6.

Diffraction par une spheére.

Nous allons maintenant commencer 'étude des effets de diffraction produits par
la sphére terrestre sur les ondes émanées d’un excitateur. Le champ extérieur sera produit
par un excitateur rectiligne qui, prolongg, irait passer par le centre de la Terre, de
telle fagon que les champs soient de révolution. Cet excitateur pourra se considérer comme
réduit 4 un point, que j’appellerai S. Soit O le centre de la Terre, et M le point x, y, :
Je désignerai par r la distance SM, par D la distance SO, par p la distance OM,
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par ¢ langle SOM, par = — & langle OMS, par 8 Pangle OSM. 1l en résulte que
¢ et ¢ représentent ce qui, dans le § précédent, était appelé x' et y'.

(Fig. 1).

Nous avons besoin de la composante radiale du déplacement électrique, cest-d-dire
de ce que, dans le § précédent, nous appelions f'. Pour le champ extérieur nous pouvons
"prendre un potentiel vecteur, dirigé suivant SM et égal en grandeur 3

; I .
gl (7 -+ zw) cosf;
on en tire:
e __ (1) o Osint 1 1 . . Bcost
(1) 4nf*=c¢ —-sin sin§ -4~ 7+i7)7 (sinfsin§ — 2cosBeost) |.

A lintérieur de la sphére de rayon D, f* peut étre développé par la formule (13)
du § précédent, ce qui me permet d’écrire:

) f* =3 4,],@0p)  P(cos )

Le coefficient 4, ne dépend que de # et de D; on peut le calculer par la méthode
de LaPLACE et Cest ce que nous ferons plus loin au § 13.

Passons au champ intérieur. A Pextérieur de la sphére terrestre, c’est-d-dire pour
p <p,, sip, représente le rayon de la Terre, nous pourrons appliquer la formule
(13" du § précédent et nous aurons:

) f =" 3 B,1,(08) P, (c059).

A Tlintérieur de la Terre, C’est-d-dire pour p <Cp,, la formule (13) nous donnera:
@ f =3 C,J,(08) 5P, (co59)

Enfin sur la surface nous aurons, pour la densité p de Pélectricité,

(5) p=e>D, ?I:—Pn(cos ?).

Il reste 4 calculer les coefficients B,, C, et D,.
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Ecrivons les valeurs de F' pour p>>p,, et p < p,; nous trouverons, en nous
reportant 4 la formule 12 du § s,

=) ngnwrl) W1, (@) P, (cos 9)

€t

P e e (ACHIACD!

Rappelons que F' n’est pas ici le potentiel de LorenTz, de sorte que ce n’est pas
un potentiel de simple couche. Les équations (2"%), (3°) et (1) du § 5 nous ont donné:

dg & F
Tt T dx dy dy"’
ou, avec nos notations actuelles,
d_g; i , & F'
ATy T ATeg T dpde’

ce qui nous donne, pour p > p :

’:mei”’z B, ol (a)p)d

n (n
' 1
§ —ue 2 I)]( )dcp'
Mais la composante tangentielle g’ doit rester continue pour p=p_, ce qui donne:

(6) BnI; (0.) Pn) = Cn]n (('0 Po)'
D’autre part, la composante normale f’ doit étre discontinue et son saut brusque

doit étre égal 4 p, ce qui donne:

@) B, I (wp,)=C,J,(vp,)+ D,.

Enfin, le champ total

et pour p <p,:

n(n

Vi
doit &tre nul A Dintérieur de la Terre, ce qui donne:
(8) An —l— Cn = 0.

Des équations (6), (7) et (8) on peut, en se rappelant que
I:t]n - ]:t‘ln = I’

déduire
I(w¢;)D, = 4,,
d’otr
©) b= Y e (cos)
I : UCTH

que j’écrirai quelquefois: "

bis — it n' n P )
= H=e ZPZI,,],, "

On voit par 1 comment on peut déterminer les périodes propres des ondes émises
par un excitateur sphérique. Ces périodes sont données par les équations

I (0p,)=0
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et c’est ce que 'on pourrait voir également en écrivant que dans ces ondes propres
on a, i Pextérieur,
g'=o.

Nous trouverons plus loin au § 6 une expression simple de 4,.

§ 7.

Remarques sur la longueur d’onde.

Les formules précédentes contiennent la solution théorique du probleme de la
diffraction, et cependant la véritable question n’est pas abordée, puisque le caractére
essentiel du phénoméne de la diffraction n’est pas mis en évidence. Ce caractére tient
4 ce que la longueur d’onde est trés petite par rapport aux dimensions de la Terre
et 4 ce que, par conséquent, le nombre ® est trés grand. Nous sommes ainsi conduits

4 développer nos inconnues suivant les puissances de —;— A la verité, les développe-

ments ainsi obtenus ne sont pas convergents en général; en s’arrétant aux premiers
termes, ils ne nous en fournissent pas moins des expressions asymptotiques de nos
inconnues qui sont suffisantes pour notre objet.

En se plagant 4 ce point de vue, la 1%* approximation nous donnera la propaga-
tion rectiligne, et c’est 4 la 2° approximation qu’il convient de nous arréter. Nous
sommes ainsi conduits 4 rechercher des expressions asymptotiques de nos intégrales,
et cela va étre Pobjet des §§ suivants.

Mais nous avons encore une autre remarque 4 faire. Nous supposerons, dans ce
qui va suivre, que o est réel. Cela paraitra au premier abord peu justifiable, puisque
Ponde émise par Pexcitateur est amortie. Mais en réalitt nous n’aurions pas le droit
de représenter 'onde amortie par une formule

eiwt’
o étant imaginaire; et en effet, cette onde amortie a un commencement; de sorte qu’il
conviendrait d’égaler P'onde & une fonction discontinue F(#), égale 4 o pour t <o
par exemple, et 4 ¢ pour t>o. Cette fonction discontinue peut étre développée en
série de FOURIER:

(1) FO= [ éo@is,

o0

ot o est réel. Le coefficient ¢(«) est donné par la formule:

27rq>(ac)=f e““’F(t)dt:fe“““““dt:i—(w——l:&j,

parce que pour t==oo lexpression ¢~

@ est positive.
Par la formule (1), 'onde incidente F(t) est décomposée en une infinité de
composantes isochrones ¢** ¢(«)da, formant un spectre continu.

s’annule, parce que la partie imaginaire de

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (10 sem. 1910). — Stampato il 18 dicembre 1909. 2§
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Nous devrons examiner séparément chacune de ces composantes, et pour chacune
d’elles 'exposant iat est purement imaginaire. C’est ce qui justifie notre hypothése ou
nous traitons o comme réel.

. . I
On remarquera que pour « = o, ¢(«) ne s'annule pas, mais se réduit a PP Et

cela a une grande importance. On explique en effet d’ordinaire la diffraction des ondes
hertziennes en disant que la longueur d’onde est trés grande, et on entend d’ordinaire
par 13 la longueur d’onde calculée 4 l'aide de la partie réelle de @ et que nous appel-
lerons A. Mais, ainsi que nous venons de le voir, nous n’avons pas en réalit¢t une
longueur d’onde unique, mais un spectre continu, et dans ce spectre il y a des parties
) P ’ % y p
qui correspondent 4 des longueurs d’onde beaucoup plus grandes que . Ces parties
ne sont pas d’une intensit¢ négligeable, puisque
I
0) = —
p(0) =7,
tandis qu’en posant © = o - iw_, et en prenant « = w_ , on avait
I
W ) =
(P( o) io, )
lo(wo) et glol
sont sensiblement du méme ordre de grandeur.
Parmi les composantes de notre spectre, il y en a donc qui sont susceptibles de
produire des effets de diffraction beaucoup plus-grands que ceux qui correspondraient

4 la longueur X\ Et C’est déjd une premiére explication de la grandeur des effets con-
statés.

de telle sorte que

§ 8.

Valeur asymptotique de certaines intégrales.

Considérons l'intégrale:

(1) f‘n ¢%dx,

ot # et 6 sont des fonctions de x, et @ un trés grand nombre. Je suppose d’abord
que intégrale soit prise entre des limites réelles le long d’une droite et que sur cette
droite 0 soit réel. On peut déformer le contour d’intégration en s’astreignant i cette
condition, que tout le long du nouveau contour la partie imaginaire de 8 soit positive
ou nulle. En un point ol cette partie imaginaire est positive '¢lément correspondant
de lintégrale contient en facteur
e—me ’

ol 0, est la partie imaginaire, et comme o est trés grand, cet élément est négligeable;
il est trés petit d’ordre infini, si o est trés grand du 1% ordre. Les seuls éléments sensibles
sont donc ceux qui sont voisins des points ou 6 est réel. Mais dans cette déformation
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de notre contour, il y a certains points, situés sur I'axe réel, et par lesquels nous devons
toujours faire passer le contour. Ce sont:

1° Les deux limites d’intégration.

2° Les points singuliers de n et de 6; parce que dans une déformation continue,
un contour variable n’a pas le droit de franchir un point singulier.

3° Les maxima et les minima de f, parce qu’un contour ne pourrait passer dans
le voisinage de 'un de ces maxima, tout entier au dessus ou tout entier au dessous,
sans rencontrer 4 la fois des points ou 6 > o et des points ou 8 < o.

Tous les autres points peuvent étre évités et il en résulte que les seuls éléments
dont nous ayons 4 tenir compte sont ceux qui sont voisins de I'un de ces points. Soit
« P'un de ces points, 8 la valeur correspondante de 8; nous aurons

O—QOZA(x—a)m-—I—---’ 'n:B(x—a)P—l-...;
nous poserons 6 = 0, 4 4y”, d’ot

dx +1
ngy =By By A

et pour notre intégrale:
emof (By' + By™' + - )" dy.

Nous sommes donc ainsi conduits 4 examiner l'intégrale

/‘yp eimAymdy.

La limite inférieure d’intégration peut étre prise égale 4 o, 4 la condition de considérer
séparément les éléments voisins de o vers la droite, et les &léments voisins de « vers
la gauche. Quant 2 la limite supérieure, nous pouvons la prendre arbitrairement, puisque
les éléments voisins de la limite inférieure interviennent seuls. Nous la prendrons par
exemple infinie, un peu en dehors de l'axe réel pour que 6, >> o. Nous avons donc

4 envisager lintégrale
/ yp eimAym d y.

Elle se calcule aisément par le moyen des fonctions eulériennes. Il est aisé de voir

quelle est de P'ordre de ,

o
Le nombre p peut étre fractionnaire et méme négatif, mais pe peut &tre << — 1. Si
nous appliquons ce principe aux différents points, nous trouvons:

1° Que pour les maxima et minima de 6, on a en général

p=o m = 2,

d’o ordre — .

2° Que si 'on a  =0"” =0, on a p =0, m = 3, d’olt ordre -

3° Qu’aux extrémités, on a en général p = o, m = 1, d’ott ordre — 1,

4° Qu’en un point singulier, de », on a en général m= 1, d’o ordre —(p+-1).
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5° Que si en un point la fonction = est continue ainsi que ses dérivées des g
premiers ordres, mais que la (¢4-1)° dérivée soit discontinue, on trouve Pordre —(g4-2).
Etudions d’une fagon particuliére le cas des maxima et des minima qui donnent

: . 1
Pordre — =, c’est-d-dire celui de ——. Nous avons la formule connue:
®

-/' e dx = Y,

00

d’ott Ion peut déduire, comme on sait,

+<>°.2 .—iﬂ 400 - -——i—E
f e dx =Yme *, / e dx =Yre *

En appliquant donc les principes précédents & notre intégrale, et en particulier aux élé-
ments de cette intégrale voisins d’'un minimum ou d’un maximum de 9, nous trouvons:

. . 2T i T
(2) f,netmedx:netuﬁ]/me 4

pour un minimum et

bis iwd — iwd 2% _i%
(2™) fne dx =mne (;——Ie,,'e

pour un maximum. Les valeurs de =, 8, 8" sont celles qui correspondent au minimum
ou au maximum, et 6" est la dérivée seconde de 8; la valeur du radical 4 diviser est
la valeur positive.

Les formules précédentes restent vraies pour des valeurs imaginaires de w, pourvu
que la partie imaginaire de  soit positive, mais en attribuant 4 Y& un argument compris
entre o et —Z— Plus généralement encore on peut appliquer la formule (2), méme si
o et O ne sont pas réels et si le chemin d’intégration est quelconque, mais il faut que
Vargument de w9''dx* soit compris entre o et = et il faut attribuer 4 Y0 dx un

. ™
argument compris entre o et —2——

, I .
Lerreur commise est de Pordre de —; car le terme suivant du développement cor-
(0]

respond 4
pP=1 m==2

—————P+I=—I
m

Il rest peut-dtre pas sans intérét d’appliquer le résultat précédent 4 lintégrale de
FOURIER, afin d’en mieux faire comprendre le sens. Partons des deux formules conjuguées:

et est par conséquent d’ordre —

400

s@= [ oy amkO= [ e

0 —00

et soit Y(y) = ¢“®n, ol 0 et n sont fonctions de y. Pour avoir une valeur approchée
de ¢(x), appliquons la régle précédente; la quantité sons le signe est

ei(xy-HDO) .,
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Nous poserons x = ze; il faut considérer le minimum de Uexposant, c’est-d-dire de

zy + 00y
Ce minimum sera atteint pour une valeur de y que jappellerai y, et qui sera donné par
() X+ 9'(y) = o

La valeur correspondante approchée de lintégrale sera

— it 0754+ "l(yo)
o(x) =1Y2me * oWt XL
Y087 (y,)
Calculons de méme {(#); on trouve, en remplagant ¢ par sa valeur approchée,

B — X IO ilzyo+8(yo)—tl éﬁ
qu)(t)_‘/j/zwe Vm@"(}’o)e iz .

Cherchons le maximum de Pexposant:

(4) Q=xy,+9%0,) — %

t étant donné et y, lié 4 z par la relation (3); il viendra

N—i=o

ou, en vertu de (3),
y o = 2
Notre valeur approchée est donc, d’aprés les mémes régles,

_i£ —_— iE- dx
e 4[ ome “(t) gty _ 1 I
Vame *|Var Yo 0| Ja®dz’

® est la valeur absolue de la dérivée seconde de Pexposant, c’est-d-dire de Pexpression

dx
(4); az n'est autre que w; on trouve:

a aQ d o v (49,
T =2 (3) e+ niss

or, en vertu de (3),

| —

d’ot

et finalement: '
20y (f) = 27n P, C. Q. F. D.

Je me contenterai de cet aperqu et n’examinerai pas des cas plus compliqués comme
ceux ou il y a plusieurs maxima.
Appliquons maintenant les mémes principes 4 Pintégrale double

(s fnei”edxdy.
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Si on integre d’abord par rapport & x, on voit que seuls doivent étre retenues: les
valeurs de x pour lesquelles (y étant pour un instant regardé comme une constante) 6
est maximum; les points singuliers; les limites. On renouvelle le raisonnement en
intégrant par rapport 4 y et on voit que les seuls éléments de Iintégrale dont il y ait
lieu de tenir compte sont ceux qui sont voisins:

1° Des maxima ou minima de 0, & lintérieur de laire d’intégration.

2° Des points singuliers de 0 et de 6.

3° Des maxima ou minima de 6 sur le contour de l'aire d’intégration.

Occupons-nous d’abord de la 1% sorte d’¢léments. Soit 0, le maximum considéré,
et supposons quon ait choisi l'origine de fagon qu’en ce point x = y = o. Soit dans
le voisinage:

n =7,

o= 4 2¥ TBY ‘2"“ .
Nous sommes conduits 4 envisager Pintégrale:

i
. = (ax2+By2)
‘/‘moe““%ez dxdy

étendue au plan entier, ce pour quoi on trouve immédiatement:

. T
(6) 27:770e"“’0°t;HT T
0B
avec une formule analogue pour un maximum. On remarquera que cette expression est
I

ofe

Laissons de coté les points singuliers et passons 4 la 3° sorte de points. Nous pou-
vons dans le voisinage du contour prendre pour coordonnées 7 et s; ol n représente

la distance au contour estimée suivant la normale, et s I'arc du contour compté depuis
une origine quelconque jusqu’au pied de cette normale. Nous pouvons alors écrire notre

intégrale:
f ne®dnds.

En admettant que » et 8 se comportent réguli¢rement dans le voisinage du bord et

I : .
de Pordre de e tandis que Uerreur commise est de Pordre de

sans que — s’annule, l'intégration par rapport 4 # nous donnera comme valeur ap-

dn
. k .
fne’”odn — Kne“"o,

k étant un facteur numérique facile 4 calculer; la seconde intégration nous donne:

6) .3 f n e ds,

intégrale simple qu’il faut évaluer par la formule (2) ou (2°*) en observant que, d’aprés

. I , -
cette formule, l'intégrale est de Pordre de —=, en se bornant aux éléments voisins des

Yo

prochée
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maxima ou minima de 0, éléments qui sont les plus importants. L’expression (6) est
donc de lordre de

1
N

§ 9
Théorie de la propagation rectiligne.
Je crois utile, comme application des principes précédents, de traiter un cas assez

général, mais en nous bornant & la 1** approximation, celle de la propagation rectiligne.
Reprenons les hypotheses du § 3. Par conséquent, notre conducteur intérieur est un

(Fig. 2).

corps de révolution, et je supposerai de plus que c’est un corps convexe. Quant au
conducteur extérieur, je supposerai, comme au § 6, que c’est un excitateur rectiligne,
dirigé suivant I'axe de révolution et assez court pour pouvoir étre assimilé 4 un point
que j’appelle S. Reprenons I'équation (7) du § 3 (équation de FrREDHOLM):

/u.dc[d e_”—}-w L:l——zwyu—-N.

La premiere chose 4 faire est de rechercher des expressions asymptotiques du noyau
et de N. En ce qui concerne N, nous pouvons nous servir de I’équation (1) du § 6.

Nous remarquerons que dans le 2¢ membre de cette équation, les crochets con-
tiennent trois termes, le premier de l'ordre de o, le second de lordre de 1, et le 3°

I . I . . \
de lordre de = le premier seul doit étre retenu. De plus, les notations doivent étre

modifiées, car avec les notations du § 3 que nous adoptons, r désigne la distance M M’
et O représente I'angle de la tangente méridienne en M’ avec la normale en M. Au
fieu d’écrire

N == 26n 9sink,
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nous écrirons, en représentant par N’ la valeur de N au point M,
; to . .
(1) N = e""(“"’? sin S sin g,

ou p désigne la distance SM’, S l'angle de SM’ avec l'axe de révolution, et ¢ le sup-
plément de l'angle de SM’ avec la normale au conducteur en M'. La présence du
facteur sin ¢ s’explique aisément, car & une certaine distance de la source, la force
électrique est normale au rayon vecteur qui va i cette source.

Nous avons trouvée d’autre part, au § 3,

d e—iw I e—imr
e :cosE[——zw—————] ,

r 4 r

£ érant angle de MM’ avec la normale en M; on peut se borner au terme qui con-
tient o en facteur, et écrire

d e—iur . —iwr
(2) p P = —iwcost —
Le calcul de L exige un peu plus d’attention. Soit
L=¢"Y.
Il viendra
AL . gl ,d¥
(3) E?—'—i(x)e Z—;—,Y—{—e L—rf-'.
Le second terme peut étre négligé et on peut &crire, en tenant compte de (5) du § 3,
oy 1 dsdlL 1 ds e
L—e Y——;;ETW-——T(;"E?COSO ; .
Mais g% est égal 3 cTo:T’ { étant langle de MM’ avec la tangente méridienne en M'.
Il reste donc: b -
I cosf e
@) ==t 7
et pour le noyau total:
d e 2y . € fcos .
() K_d—ﬁ - —|—mL_tm—;—(Ec—)-s————cosw).

Considérons une droite issue du point S, elle coupera la surface du conducteur en
deux points M, et M,; le premier plus rapproché de § (coté éclairé) et le second plus
éloigné (coté de Pombre). Nous allons supposer que la densité p. est égale 4 zéro du
coté de Pombre, et qu'elle est égale du coté éclairé & la composante N au facteur

. I . . . . . . s
prés — . Nous vérifierons ensuite qu’en premiére approximation nous satisfaisons
™

ainsi & équation de FrepHOLM.
Nous avons donc 3 évaluer I'intégrale

]::fN’ch'
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étendue au c6té &clairé; K est le noyau, et N’ la valeur de N au point M’. Si nous

remplagons K et N’ par leurs valeurs (5) et (1), la quantit¢ sous le signe f sera

de la forme o
eto)t " etm&’
en prenant

6) C.—...——p—r, n=—

2

w® \ cos 0
sin § sin ¢ (m — o5 E) .

C’est la forme étudiée au § précédent, mais jécris { au lieu de 6, la lettre 6 étant déja
employée. Les seuls éléments de Pintégrale 4 conserver sont donc ceux qui correspondent
aux maxima et aux minima de {, ou de

SM' + M'M.
Or cette expression ne peut atteindre un maximum ou un minimum que dans deux cas:
1° Si les points S, M’ et M sont en ligne droite.

2° Si Pangle des deux vecteurs SM' et M'M a pour bissectrice la normale en M’

Le 1% cas est seul 4 retenir, le 2¢ ne pouvant se présenter si M’ est du coté
éclairé,

Si M est du coté &clairé, le 1 cas ne peut se produire non plus, de sorte que
Iintégrale est nulle. Nous n’avons donc 2 envisager que le cas ot M est du coté de
Pombre et sur le prolongement de SM’; la formule 4 appliquer est la formule (6)
du § 8.

Interprétons les divers facteurs de cette formule; le facteur exponentiel ¢% est ici
(7) e—-im(r+p) — e-—inM’

car si S, M', M sort en ligne droite, r-p=SM. Le facteur n_ est donné par la se-
conde formule (6); mais nous observerons que nos angles ¢, 8, §, & qui représentent
en général ceux de SM’ avec M’'N', prolongement de la normale en M, de M' T,
tangente méridienne en M’ avec MN normale en M, de MM' avec M'T, et enfin
de MM' avec M N, se trouvent liés par des relations simples lorsque SMM' sont en

ligne droite et que, par conséquent, toutes ces droites sont dans un méme plan. On 3,
en effet,

(P+4'="27E': E:‘l"l"e’

d’otr
. (cosb oy
sin ?(55?47 - cosE) = sin § sin &
et
(8) n, = ';:) sin S sin ¢ sin .

Reste 4 évaluer le facteur —— de la formule (6) du § 8. Ce facteur est proportionnel

o Y
3 laire de la petite ellipse
(9) ax® 4 By =¢.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (1© sem. 1910). — Stampato il 20 dicembre 1909, 26
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Or considé¢rons ellipsoide
(10) r+p=8SM -+ MM = const.

(les points S et M étant regardés comme fixes, et M’ comme variable) et Uintersection
de cet ellipsoide avec la surface du conducteur. Si nous donnons i la constante du
dernier membre de (10) une valeur peu différente de S M, cette intersection se réduira
4 une courbe trés petite, assimilable précisément 4 Pellipse (9) et c’est l'aire de cette
trés petite courbe qu’il s’agit d’évaluer.

Dans ce cas, lellipsoide (10) est trées allongé, et assimilable 4 un cylindre; la
surface du conducteur, dont une portion infiniment petite intervient seule, peut de son
coté étre assimilée 4 un plan, et l'aire de Dellipse d’intersection est inversement propor-
tionnelle au sinus de P'angle que fait ce plan avec les génératrices du cylindre, C’est-d-dire
4 cos¢ ou 4 siny.

Il nous suffira donc de faire le calcul dans le cas ot sin{ = 1. Il vient alors:

~(+o=—su T HE,

~ (r 4 9) correspond au 6 du § 8, — SM est le maximum de ce 9 que nous appe-
lions 6, au § 8; enfin x’ et y' sont les coordonnées du point M’ calculées en prenant
pour un instant pour origine le point M., position du point M’ qui correspond 4 ce
maximum, pour plan des xy le plan tangent en ce point 4 la surface du conducteur
et enfin pour axe des 7 la droite SM, M qui est normale & ce plan tangent puisque
nous supposons. sin ¢y = 1. On trouve alors:

. , x'Z + y’Z 1 . , x'l + y'Z 1
r=MM+=—"mp>  P=SM+ "5
d’ou
1 1 1 1
=b=am s T T
d’ou
R e wll4
var="F
et dans le cas général: + i
— _r4p. . SM_
(11) ]/aﬁ_-——rp smt}»_rp sin {.

Nous pouvons donc appliquer la formule (6) du § 8 dont les divers facteurs nous sont
donnés par les formules (7), (8) et (11); nous trouvons ainsi:
21:75 _iaSM —w® . . s % re
. — ¢ [_—P ——sin S sin ¢ sin 3] [S»———-Sin q‘] ,
ou enfin
(12) J=—2%io e""“mme‘”’
SM
Revenons 4 la formule (1) qui nous donnait N, pour en déduire la valeur de N; il
suffit d’y changer p = SM’ en SM, et ¢ angle de SM' avec la normale en M', en
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£ angle de SM identique 4 M M’ avec la normale en M; on trouve ainsi:

; ie . .
N = =M __sin Ssin &,

SM
d’ot
(13) J=—2zN.
Notre équation de FreEDHOLM

I
—E]-—2TFP-=N

est toujours satisfaite. En effet, du c6té éclairé on a

N
J=o, ELE_E

et du cété de Pombre
(1. = o, ] — — 27'CN.

Nous voyons qu’avec I'approximation adoptée, nous justifions les régles de loptique
géométrique.

§ r10.
Valeur approchée de P,.

Nous allons appliquer d’abord les principes du § 8 4 la recherche d’une expression
approchée du polynéme de LEGenDRE P, quand # est trés grand. Nous partirons de la
formule

(1) 2% P, (cos'p) = f (cos @ - isin ¢ cos w)* da.
(Voir par exemple TisseraND, Mécanique Céleste, tome II, page 260).
Pour # trés grand, nous pouvons poser la quantité sous le signe f égale 3 ¢,

en posant '
¢ = cos ¢ -}~ i sin g cos w.

La fonction sous le signe ne change pas quand on change w-en — o, et elle se

change en son imaginaire conjuguée quand on change  en m — w, je puis donc
transformer la formule (1) et Pécrire:

k3
v 2
i . . .
(2) —2-—Pn = partie” réelle :[ (cos ¢ -} #sin g cos 0)" dw.
[+]
. k3 ; . .. .
Quand o varie de o 4 - ¢ varie de cos ¢ ising 4 cosg; et si, comme nous le

. w i .
supposons, ¢ est compris entre 0 et —, le module de ¢® reste plus petit que 1, et

la partie imaginaire de 0 positive. La seule partie de lintégrale i comserver est.donc
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celle qui correspond 4 w voisin de zéro. Mais si « est petit, on peut écrire:

_ . C
e,eze,q,__zsmcpw — oy isinge™
2 2 ’
d’ou, en négligeant toujours w*,
sin ¢ ¢~
=9 — ——Z—~———m’.

Nous avons donc 3 calculer I'intégrale

f eiuﬁ d ®
[

ou, en appliquant la formule (2°%) du § 8,

%13
Eap e—zTV__”__,
nsinge*?

n joue le role de w, singe™® celui de |9”]; le facteur - vient de ce que Pintégrale

ne s’étend pas de — oo 4 |- o0, mais de 0 4 - oo. La formule est applicable bien
que sin 9™ ne soit pas réel. Mais il faut pour cela attribuer 4 Pexpression imaginaire

i

Vn sin pe”

c’est-d-dire Pargument — %—; notre expression doit donc s’écrire:

I Mp+————)
2 n smq;

de sorte que I’équation (2) nous donne:
q q

P, = 2T/ 2
) " cos(ncp-l— 2 4 ]/wnsimp'

.. ST . ™
, qui joue le réle de Ywl|8"”], un argument compris entre 0 et — —
2

’

Il est ais¢ de voir que si I'on change 9 en = — g, cette expression ne change pas si
n est pair et change de signe si # est impair; elle convient donc pour toutes les

valeurs de ¢ comprises entre o et .

. N . . I
Elle devient toutefois illusoire pour les petites valeurs de ¢. Si n et 3 sont

du méme ordre et que #¢ = « soit fini, on aura sensiblement

> n
w0 ___ 10 COs 0 . ,iticosw
ot = (14 Y e,

n
d’ou -

2P = f £%°°d g,
ou enfin °
4 P, = J(x) = J;(ne),

en désignant par J, la fonction de BEsSEL ordinaire.

On voit que pour ¢==0, on trouve comme il convient P, = 1; mais il convient
de raccorder les deux formules (3) et (4). Quand ¢ est petit et que n¢p=ua est grand,
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la premiére donne sensiblement
Pn=cos(nq>———1i) 2
4 wNe

et la seconde, par la formule approchée des fonctions de BEsskL,

2 ¢os (%——a) - —
P = =cos{ne — — 2
" V2zma ( ¥ 4) wng

Le raccordement se fait donc sans difhculté.

§ 11.
Calcul de I et de J,.

Reprenons I’équation (10) du § 5, que jécrirai:
d'y nin41
I — 1 —————|=o
® o[- =o
et cherchons la valeur approchée des deux intégrales I, et J quand # et & sont tous
deux trés grands. Il est aisé de voir qu'on peut satisfaire 4 cette équation en faisant

(2) y = feiﬁx(xz _ I)nEﬂ+I dx,

I'intégration étant prise entre des limites convenables; les limites sont les points singu-

liers — 1 et 4 1, et le point oo avec cette condition que x devienne infini avec un
argument tel que ¢ s’annule.

On obtiendra l'intégrale J,, & un facteur constant prés, en intégrant de — 1 2
-} 1; car dans ces conditions I'expression (2) est une fonction holomorphe de £; on
obtiendra Iintégrale I, 4 un facteur constant prés, en intégrant de — 1 & 0. Car
pour x trés grand, les seuls éléments sensibles sont ceux ol x est voisin de — 1; ce
qui donne un terme sensiblement proportionnel 4 ¢~

Nous allons maintenant supposer # et § trés grands et poser

n = z§&,

y= En+1fei50dx

0 =x —izlog(x* — 1).
Nous allons appliquer la formule (2) du § 8, & jouant le réle de w. Il nous faut
donc chercher les maxima et minima de 9; ils sont donnés par
€)) x=izEVT—7.

Nous devons distinguer divers cas; soit d’abord o 1} nous pourrons poser
> b

 étant fini; d’ott

avec
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. ) . ™
F=sinn, d’ou, 0 étant compris entre o et -
— 4in . —in
x=¢", x=—¢"".
Nous devons alors nous rendre compte des variations de la partie imaginaire de 0,
elles sont représentées par la figure suivante.

(Fig. 3).

Les courbes tracées ont pour équations:
partie imag. § = const.

Les points 4 et C sont les points — 1 et 4~ 1 ol cette partie imaginaire est égale 4
+ o0} les points doubles B et D sont les points x = ¢, x = — ¢~™; et la valeur
correspondante de la partie imaginaire peut s’appeler 6 . Alors le long de Ia courbe
G H, par exemple, et dans les boucles, cette partie imaginaire est < 8 , et le long de
KL elle est plus grande. Nous devons déformer notre chemin d’intégration de fagon
que cette partie imaginaire ne descende jamais au dessous de 0 ; nous pouvons donc
rester soit & Pintérieur des boucles, soit au dessus du trait EBDF.

Dans le calcul de J, nous devons aller de 4 en C, et nous ne pourrons le faire
quen passant en B et en D; dans le calcul de I, nous devons aller de 4 4 Pinfini,
et nous ne pouvons le faire qu’en passant en B et non en D.

Pour 'application de la formule du § 8, il nous faut calculer 8"; nous trouvons:

a0 2iz(x* 4 1) . _in -,, .
M= o =N e fecotgn  pour x — ¢ oint D);
W ¥ = (=) gn P (point D)
8" = — ¢ cotgm pour x = — ¢ (point B).

D’autre pare il convient, pour appliquer la formule (2) du § 8, d’attribuer 3 Y0 67 dx,
ici 4 VEO" dx, un argument compris entre o et —|——:—. Or & est réel et positif, et Par-

gument de 8" dans les deux formules (4) est égal &
Fn — —:— (signe — pour le point D, signe -~ pour le point B),
Soit alors A l'argument de dx, on aura:

arg £0"dx’ = 2% 0 — —:~+ 2en  (en B),

arg £0"dx* = 2% —n — —72r~+2sw (en D),

¢ étant un entier,
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Cet argument doit étre compris entre o et 7, ce qui donne:

1 n iw n
—_———— — T by 2 e T en B
2 2 << 1 > ( ),

_z_+_g__sn<)\<§f+%--—8w (en D).

Il s'agit de déterminer ¢; pour cela remarquons que si nous intégrons, soit en allant
de 4 4 Poo pour I, soit en allant de 4 & C pour J,, nous devons passer en B en
sortant de la boucle, et en D en rentrant dans la boucle. Cela montre que nous pouvons
prendre

1:%, ¢e=o0 (en B),

7\:—%, e=1 (en D),

Vegr = 1‘/5 cotgmn ei(%_%) (en B),
1/2—67' = 1/5, cotgnei(—%_%w) (en D),

ou, & un facteur constant prés ¥2m,

(5) y= an-H &iEx(xz __ I)”w—_:—_:_—— (en B),
I/F, cotgn
(Sbis) y=— grt eiﬁx(xz — I)”.__"_'..e_— (en D)
14 cotgm

On remarquera que ces deux expressions sont imaginaires conjuguées, car £ et m sont
réels; ix prend en B et en D deux valeurs —ie™™", i¢™ qui sont imaginaires conjuguées.
Nous pourrons donc poser
y= Me* (en B), y=Me™ (en D)
avec
i I
M= 2t Simnginny = etc.
143 cotgm
ou, en tenant compte de # = & sinw,

M=2"n"e" 2mn
cosn’

de sorte que M est égal A ! , & un facteur constant pres, et
1/cosm
. "
(6 a__.—-Ecosn—n'n—T—(n—l)—z—.

On aura alors pour I, & un facteur constant prés:

M
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et pour J,, 4 un autre facteur constant prés:
Me® 4 Me™ = 2 Mcosa.

Nous voulons déterminer ces facteurs constants, ou plutét encore calculer
Ir] I’]
= — T
LT, —T1,
Pour cela, je poserai
I, =CMe*, K =CMe™, =2C Mcosa,
C et C' étant des coeflicients constants. Nous avons:
I = C”fe‘é"(x’ — 1y Erdx

(C" facteur constant) et
I:; — C/rfeiéx(xz . I)nE‘n—{-l[ix + n _E'_ I]d
Le rapport L est donc égal 4 la valeur de

T
n-1
§

au point B, puisque les seuls éléments sensibles sont ceux voisins du point B; et comme
E est trés grand et n = z& = Esinn, on peut &crire:

I . . .

I—” = —1¢"" -} sinn = — 1 cosn,
d’ou v

I =—icosnCMe*, K/ =icosnCMe™,
J. = CM(—icosne* -+ icosne™) = 2cosn C' Msinu,
I], = — 2icosn CC’ M*¢*cosa, I J. = 2cosn CC' M*e?sina,
1=1I] — 1] =—2icosnCC' M?
et enfin
L
L] = = ¢'* cosa.

(7) ,,],, Ii] — 1 ]1

Le cas suivant est celui ot =1. Dans ce cas les points B et D se confondent, et
les courbes de la Fig. 3 doivent étre modifites comme Iindique la Figure 4

G H
E F
K L

BD
(A

(Fig. 4).
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Nous reviendrons sur ce cas. Vient ensuite le cas ol 7>>1; dans ce cas les deux
valeurs singuliéres de x qui correspondent aux points B et D sont Pune et lautre
purement imaginaires. Les courbes se comportent comme sur la Figure §:

X

G
E
K

(Fig. 5).

Quand on intégrera depuis 4 jusqu’d I'eo pour obtenir I, le chemin d’intégration
devra passer par le point B, sous peine de franchir des régions ol la partie imaginaire
de § est plus petite qu'en B; de méme, quand on intégrera de 4 en C pour obtenir
J. le chemin d’intégration devra passer par le point D, mais il ne sera pas nécessaire
de le faire passer en B.

Pour le calcul des &léments de lintégrale (2) voisins de B ou de D, nous pourrons
toujours nous servir des mémes formules et écrire

y=Mée* (en B), y=Me™ (en D),

M et « étant toujours définis de la méme maniére. Seulement il ne faut pas oublier
que M et « ne sont plus réels; les deux quantités imaginaires Me™ et Me™™ ne sont
plus conjuguées et n’ont plus méme module; la seconde est beaucoup plus petite en
valeur absolue que la premitre. Nous aurons encore:

I, = CMe®,

mais la formule pour ] sera modifite puisque le chemin d’intégration ne passe plus
en B et nous aurons:

J,=C Ms*.
On tire de 13, comme plus haut,
-fi:_--—icos,,,- %n_:icosn,‘
I
I'J = Lj _ I . — {cosn
e L], —L1L I, ], —icosn — (icosm)’
Iﬂ ]’I

ou enfin
® L].=+.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (1© sem. 1910). — Stampato il 20 dicembre 1909. 27
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§ 12.

Etude des cas limites.

Nous devons revenir sur le cas de z = 1 ou voisin de 1. Si 'on appliquait 'une
des formules (5) ou (5™*) du § précédent, on trouverait que pour =1, on a n==0,
de sorte que les seconds membres de (5) ou (5°°) deviennent infinis. On devrait donc
conclure que quand g tend vers 1, J, et /, tendent vers Poo. Il est clair qu’il n’en
est rien, et d’ailleurs si on se reporte 4 la figure, on voit que pour =1 les points
B et D se confondent; Vintégrale (2) prend alors la forme:

f.n eiw@dx’

ot & et §” sannulent 3 la fois. On peut, dans le voisinage du point singulier, ot nous
supposerons qu’on ait transporté 'origine par un changement simple de variable, prendre

= const. :
6 =a-}-Bx’.
On 2 alors lintégrale
i i 3
n ™ f P’ d x,
. 1 . I N
qui est de Pordre de —, au lieu d’étre de lordre de —=. Ce qui arrive donc ce n’est

Va Ve
pas que J, devienne infini pour z = 1, mais que le rapport de la valeur de J, pour
2=1, 4 sa valeur pour <1, est trs grand, et, pour préciser, trés grand de lordre

:
de wf.

En effet, les raisonnements par lesquels nous avons établi nos formules approchées
ne sont plus valables si deux points singuliers, par exemple deux maxima ou minima
de , sont trés rapprochés Pun de l'autre. I importe de voir comment se fait le raccor-
dement des diverses formules approchées.

A cet effet, envisageons lintégrale

(1) y :femdx,

ou,
3
x
0 — xa* — — .

La dérivée de 8 s’annule pour x = =4 «; qu'arrivetdl si « est trés petit en méme
temps que o trés grand? Les seuls éléments sensibles de lintégrale sont ceux qui sont
voisins de -+ «, et par conséquent de zéro. Nous pouvons donc choisir les limites
arbitrairement; nous les prendrons A I'eo avec des arguments différent de 120° et choisis
de telle sorte que

—in?

e =o
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Pour transformer Pintégrale (1), posons

x=tw

RS ,',__Ei
y=w—3fe (E 3)dE

2

3

1
3

il viendra

avec
t=d'o
Il est aisé de vérifier que y satisfait 4 Péquation
dz
(2) Ttg +ty=o;

on voit tout de suite que y est une fonction entitre de t, développable suivant les puis-
sances croissantes de ¢ et que la loi des coefficients successifs de ce développement est
trés simple. Mais il importe de préciser davantage; pour cela, je suppose ¢ réel positif
et je construis les courbes d’égale partie imaginaire de P'expression

: 3
g — —.
3

Jobtiens ainsi la figure suivante:

Nous supposons » >> o, et nous faisons la figure dans le plan des x.
Les courbes tracées sont celles pour lesquelles la partie imaginaire est nulle; les
points 4 et B sont les points singuliers

-
E=41Yt ou x=+0 {1
les régions couvertes de hachures sont celles ol la partie imaginaire est négative; ce
sont celles ot le contour d’intégration, sous sa forme définitive, ne doit pas pénétrer.
Nous distinguerons trois déterminations remarquables de notre intégrale que jappellerai

1 2 3
Lo
3 1 2

parce que la premiére, par exemple, est prise depuis & ==co dans la région 3 jusqu’a
" £ =0 dans la région 1. Ces trois déterminations ne sont pas indépendantes et leur
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somme est évidemment nulle, puisque les trois contours d’intégration réunis équivalent
3 un contour fermé. Si la 1¢ est représentée par F(t), les deux autres le seront par
zm 2in gm o4
e’ F(te’), ¢’ F(te’).
Celle qui nous convient, c’est celle qui équivaut 4 Pintégrale prise le long de I'axe
I
réel; c’est donc f == F(#). Les deux premiers coefficients du développement de F,
3

suivant les puissances de ¢,

o & o &
f e 3di, i Ee 3d€’

el —
intégrales prises le long de I'axe réel, se calculent aisemént par les fonctions eulériennes,
et il est encore plus aisé d’en déduire les coefficients suivants par Péquation (2). Les
termes en £*, £, 2, ... manquent. Soit donc

) F()=4d,+ 4+ -

avec .
4,=37%r(Q), 4,=37T0).

~-L
3

On aura: pour { = o, y=A,0 ’; pour ¢ trés petit,

sl
e

y = Aom—T + Alt(o— = Aow— + 4, 2o’ .
Quarrive-tl pour # trés grand? On doit remplacer L'intégrale F(f) par sa valeur asymp-

totique; celle-ci pourrait se calculer directement, mais il est plus simple d’appliquer les
formules (2) et (2"%) du § 8. On trouve:

. 23
Xx=—a min; 0= — —; " = 2«
3
— . ) — 2&3. erl__ 2
x= max. ; ——+—3~, = — 2a,

d’on, par application des formulss du § 8,

T L ‘zaju I e
y= ;)—o—t[e"’e e te 0]
ou
=2 _m(”_i)
A 3 4
ou enfin:
B S A
y=12yme 't 4cos(-——t ———})
ou
-1 2
) F(i) = 2V 4cos(%t2 —%)

Lorsque # est trés grand, mais négatif, cette formule doit étre modifiée. Les deux points
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singuliers deviennent imaginaires 3
£ =iV

Les coutbes de la Figure 6 se déforment et prennent la disposition de la Figure 7:

(Fig=7).

Les courbes en trait plein EF, XY et GH sont les courbes de partie imaginaire
nulle; les régions hachées sont celles ot cette partie imaginaire est négative.

Jai tract en outre les deux courbes MNP Q et M'N'P' Q' qui ont les points
singuliers 4 et B pour points doubles. Sur la 1% la partie imaginaire est constante
et positive; sur la 2% constante et négative.

Nous pouvons alors tracer notre chemin d’intégration par le point B, d’abord entre
les deux branches MB et PB, puis entre les deux branches BN et B Q. Les seuls
&éments sensibles sont voisins de B et il nous reste

3
o 2 ;—2 T
F{(t)=1/‘ﬂ.'t te (3 4)’
en attribuant 4 ¢ Pargument qui convient pour le point B, C’est-d-dire pour
E - 1'1/|_t| ’
1 3 3w

. vy ry ™
Cest-d-dire Pargument =, et par conséquent & £ *, #* les arguments — —, =

Appliquons ces principes au calcul approché de J, et reprenons les notations du §
- précédent. Nous avons trouvé pour z notablement plus petit que 1:

J,=2C Mcosa
et pour z notablement plus grand que 1:
J,=CMe™.

I
Ces deux expressions proportionnelles 4 @ *, deviendraient infinies pour z=1; pour
z =1, le calcul direct nous donnerait une troisitme expression contenant en facteur

1

@ 7, et il sagit d’opérer le raccordement de ces trois expressions.
Reprenons la formule (6) du § précédent qui donne a, et faisons-y
™

n:_z___e, n=2z% =~Esinn = §cose;
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il viendra (inutile d’ajouter que £ n’a plus la méme signification que dans le début du
présent § mais bien celle qu’il avait dans le § précédent):

:——Esins—l—iscoss—{——;—l——j:——nw,

ou, si € est trés petit et £¢’ fini ou trés grand,

L’analogie avec l'analyse qui précéde et Pétude de Vintégrale (1) est évidente. Il
suffit pour passer d’'un cas 4 Pautre de faire jouer 4 ¢ le réle de o, et 4 € celui de 20.
Soit donc

(—1yCM= ]/ = Ez(‘i—)%;

, onaura M =K ]/ K étant
sine’

et comme M est proportionnel 3
1/ cosm 1/ sin ¢

un coefficient constant. Nous aurons:

o 3
pour z notablement < 1: ], = 2]/2—7: M, cos (it’ —_ L);
§e e 4

L
3

pour z voisin de 1: J,=M, (——i—) F();
(s) 1
N
pour g = I: I,=M, (T) 4,
_.(_, _E)
pour z notablement > 1: J, = E
Le raccordement est effectué, et on voit que —ﬁ— est dans les deux cas extrémes

T
T

de Pordre de £ * et dans les deux cas moyens de Pordre de §
1l faut maintenant examiner ce qui se passe pour I .
L’intégrale qui correspond 4 I, est celle qui est prise le long d’un chemin passant

par le point 4, soit sur la figure 6, soit sur la figure 7, et allant de la région 3 A la

région 2; c’est donc lintégrale
4iw ﬁfi

/ = —¢’ F(te’),
'3

de sorte que nous aurons

% 4 4im

©) I,=CM, (%) Fte? )(— ¢,

t ayant le méme sens que dans les formules (5).
Etudions maintenant les dérivées telles que I/ et J,. Nous avons trouvé, en nous
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rappelant la valeur de M,

L=KV§%§yzm

K étant un coefficient constant; ¢ étant trés petit, nous pouvons, en confondant 'arc

X
avec le sinus et en incorporant 2’ au coefficient K, écrire:

@ J, = KEF()
et de méme: -
(8) I, =K[ECF(te?),

K_ et K| étant constants. Les dérivées [, et I, doivent étre prises par rapport & &;
mais ¢, § et ¢ sont liés par les relations:

t:sz(_z_)s, n==%cose;
2
on tire de l4:
__=__+%d&' df =C%tgede

ou sensiblement:

1
3

dt _ 2de dt 2t 2
T_T’ dE——EEdE, E:g—;:(—g—)’
d’ou:

, 3 . X K _3

L= K38 P () 4+ =t TFQ),

3o LI 4im K' -5 4in

I =K'{2¢° & 6F’(te’)+—6i£ SF(te?).

On vérifie que . ‘ .
j _ 4m im i
IJ,— ]I =KK {2[e® F'(te* YF(t) — F'({) F(te?)]

se réduit bien 4 une constante; de sorte qu’il est possible de disposer des coefficients
K, et K! de telle fagon que cette expression se réduise 2 1. On trouve d’ailleurs:

fiT 4iT 43T
I

(9) L], =KK [’;/5 e’ F'(te’)F(t) ?a’% F(H)F (te?))

On voit que I’ ], se décompose en deux termes; le premier est une fonction entiére
de ¢, le second, négligeable par rapport au premier, est une fonction entitre de ¢, mul-

-2
tipliée par & °.
Revenons 4 la Figure 6. Nos trois intégrales fondamentales sont, comme on I'a vu,

! 2 zim 2 3 Hr #
f:F(t), f:esF(te’), f:e’F(tﬁ).
3 1 2

La 1% est réelle, les deux autres sont imaginaires conjuguées. Tout cela suppose
que o est positif. Supposons maintenant <o et reprenouns la Figure 6. Les régions
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ot la quantité¢ sous le signe f sera trés petite, ne seront plus celles qui ne sont pas

couvertes de hachures, mais au contraire les régions 4, 5 et 6 qui sont couvertes de
. . X . .

hachures, puisque l'exposant — zw—s— a-changé de signe. Les intégrales que nous

avons & envisager sont donc les suivantes:

4 5 6
LS
6 4 5
La 1t est égale 4 F(¢); en effet lintégrale peut étre considérée comme prise
le long de P'axe réel: les deux intégrales

1 N 4 N
f e d x, f e x
3 [

seront donc imaginaires conjuguées; la 1% est réelle et égale 4 F(#); il en sera donc
de méme de la seconde. De méme

2 . S .
/ ¢ 4 X, / e dx
t 4

seront imaginaires conjugués, puisque les deux chemins 1.2 et 4.5 sont imaginaires
conjugués; nous aurons donc:

5 3 29 2im
f:f =63F(te3).
4 2

§ 13.
Calcul de 4, .

Reportons-nous aux formules (2) et (9) du § 6, paragraphe dont nous reprenons
les notations.

Dans ces formules figure un coefficient 4, dont il convient de calculer la valeur
approchée. Nous trouverons plus loin, au § 16, une expression simple et rigoureuse pour
ce coefficient 4. Nous allons néanmoins indiquer deux méthodes différentes pour le
calcul approché de ce coefficient.

A cet effet je me servirai de la formule suivante. Soit F une fonction quelconque
de Pangle o, elle pourra étre développée en série de polynomes de LEGENDRE sous la
forme:

F(¢) =2 K,P,(cos9)

et on aura:

2K +1 ™ ; do
() ;2= [TF@P. (o) = [P (osp)iingde= [ BFS,

—1

do représentant 'élément de surface de la sphere.
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Si nous appliquons cette régle 4 la formule (2) du § 6, que jécris:

(2) fr=e"> 4,].(f) ?‘,—P,, (cos 9),
nous trouverons:

2 eimt

®) AT p) = [ R (s sinede.

Quant 4 f* Cest une fonction de ¢, définie par la formule (1) du § 6; rappelons
dailleurs que Pon a, dans le triangle SOM dont les cotés sont 7, D et p, et les
angles ¢, 0 et # —&:

sinf sing  sinf

D~ r — o~
Nous devons considérer p et D comme donnés, de sorte que r sera donné en fonction
de ¢ par

r* =p" 4 D* — 2Dpcos .
Supposons d’abord p sensiblement plus petit que D, de telle fagon que r ne puisse
devenir trés petit; nous pourrons alors profiter de la grandeur de  pour appliquer nos
formules approchées. D’abord nous pouvons réduire la formule (1) du § 6 4 son premier

terme et &crire:
1y 1O

(4) gmf* = ™ - sin 0 sin &.

D'autre part, nous pouvons remplacer P, par sa valeur approchée du § 10 et
écrire :

_ 2 _ =)/ 2
P"_.cos<n<p—|- 5 4)] e

Nous avons donc 4 envisager l'intégrale

I ? " —ir <P __1 .
s (vt £ = ) e

en supprimant dans les deux membres de (3) le facteur .

. o 1 2
Cette intégrale se décompose en deux que j’écris, en omettant le facteur 8—;]/7:—”:

. i(_f__ﬂ) .

®) f Ay */ {/singdo

et

b , —i(izi_l) N
™) f gneon g *Y/singpde.
Comme # est un trés grand nombre et que on peut poser

n=2zwp = upsinmn,

on voit que ces deux intégrales sont de la forme [ ¢®®ndo, considérée au § 8, mais

ot la fonction qui joue le role de 6 est de la forme:

(6) (zep —r)  pour lintégrale (5);
(6™) — (x9e +r)  pour Pintégrale (5°).

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (1° sem. 1910). — Stampato il 20 dicembre 1909. 28
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Nous sommes donc conduits 4 rechercher les maxima et les minima des expressi
(6) et (6°°); la dérivée de (6) est
dr Dpsing
e — do ==
En Pégalant 4 zéro, nous trouvons
xr = Dsing =rsini
ou
sin§ =z = sinn.
Cela comporte deux solutions:
E=mn Et==—n
Il est aisé de construire les deux triangles SOM correspondants. La valeur
Pangle 0 sera la méme pour ces deux triangles; je Pappelle 6, et elle est donnée |
sinf = .
° " wD
Cet angle est réel si n <w D, ce que nous supposerons d’abord. Cela posé, les poi
S et O sont fixes, nous construirons la droite SM qui fait cet angle 6, avec SO.
nous la coupons par la circonférence de centre O et de rayon g; les deux poi
dintersection nous donneront les deus positions possibles du point M, que j’appell
M, et M; jappellerai g, et ¢, r, et r, les valeurs correspondantes de @ et de
Jaurai:
Qo=n—0, p=m—n—0, ¢ —g=7—2n ¢ Ffo=7—25
r,+r =2Dcosb,, r, —r =2pcosn.
Il faut pour que ces points soient réels que o soit plus grand que %—
Pour la formule (6°) on trouverait de méme:
zr = — Dsing — —rsin,  sinf = — sinm,
ce qui est impossible car les angles £ et n sont par hypothése compris tous deux en
o et = La formule (6*%) ne présente donc pas de maximum et de minimum, de sc
que nous n’avons pas & nous inquitter de lintégrale (5°); au contraire, nous dev:
appliquer & lintégrale (5) les formules (2) et (2"*) du § 8. Nous observerons que ¢=
correspond 4 un maximum et ¢ = g, 4 un minimum; et il nous faut pour appliq
les formules du § 8 rechercher les valeurs des quantités qui correspondent aux ]
et 6" de ce paragraphe.
En ce qui concerne le 8 du § 8, nous trouvons:

pe.sinn —7,  (pour ¢.);
09, sinn —r,  (pour 9,).
En ce qui concerne le n du § 8 nous trouvons:

iw . . i %9—%) :
—sinf sinme V/sin @, (pour 9,);

Q

1:0) " . i (qiz!_l[') —_—
——sinf sinne */{/sing, (pour 9,).

7
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2

Reste la dérivée seconde 8" du § 8; elle est égale 4 —% et on trouve, par un calcul

simple, en partant des relations trigonométriques et les différentiant,

r% = Dpsing = Drsinf,
dr . d*r de
d—q—)—Dsmﬁ, Fr Dcoseﬁ
Dcos8de = pcosEdi = pcos§ (40 + do),
b _ p cos§ __ pcosk d'r —]'kcosﬁcosﬂ.

E_Dcose—pcosr:_ ;> det T r
La dérivée seconde cherchée est donc:

_ _D_g cOsS M COS 00 (pour P)}

o

-+ 2.8 COSM COS 90 (pour ?.)-

Les formules (2) et (2**) du § 8 nous donnent alors pour lintégrale (5):

() | 2 vsin, o + 1/ sin 25 e |sinf,sinn
r o DP ! DP
0 w cosn cosf, o ©CoS N cosOo——r

o] 1

avec .
. ~
Bo = (')(P@oSln.n - ro) + % - —5—)

® 0
p: = (’)(P(Px sin'n - rl) + _21_ *

Si Pon se rappelle que

o

sing, ~ sing,  sinf’

1'__1’,__(3

on voit que Pexpression (7) prend immédiatement la forme:

iY2m o sinf, sinn smﬂ

(7bis) (e'Bo + C'B‘)

‘/Dp cos b cosm ‘
et alors notre équation (3) s'écrit:

bis 1 _ 1 Zﬂ/m sinf sinn  /sinf o | g
T N TECRGET!

®# {/Dpcosh, cosn

Nous allons dans le 1 membre remplacer J, par sa valeur approchée. Nous avons
vu au § 11 que J, est égal, 4 un facteur constant prés, 4

2

cos a,
cosm
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n ™
a._~Ecos~n~nn—?——(n——1)—2—

Dans cette formule » et » ont la méme signification que dans le présent §, mais £ re-
préesente I'argument de J et doit étre remplacé par wp. On a donc:

(9) a:—o)pcosn—wpnsinn—%—(n—r)éi.

D’autre part, les formules (8), et celles qui nous donnent les sommes et les différences
9, + ¢, r, + r,, nous donnent:
B, + B, =ovpsinn(z — 26 ) —20Dcost, — 8,

¢, — B, =opsinn(z — 29) — 20pcosn —n 4=
ou
@x~ @o':—" 2(1)9(:037] — 2007 Sin'ﬂ — 7 +(n+ 1)7;-

B,—B,=2a+4 2amw.

D’autre part, nous poserons f -~ , = 2y et nous aurons:

ou

nwT

(10) Y=

d’ot

o
2 ?

e ¢ = 2(— 1) cosas.
. n
Nous remarquerons en outre que sing = o et que
(0]

cos«
{cosn

K &tant un coefficient constant; notre formale (3**) deviendra:

44, g_cose ]/ 21-: nsinf l/ sinf_ (1Y cosn &
2n + I FZVCOS'n 8717 Wﬂl/ ® P VCOS/] Z)COSGO ( )
ou enfin
(11) A K =i(— 1)¢"

]n_—.zK

2n -1 n  sind

8% VnwVDcotho
Comme 6 et, par conséquent, y ne dépendent que de D, w et # et sont indépendants
de p, on voit que, comme il convieni, A K ne dépend pas de p.

Au sujet de lordre de grandeur de 4, K, nous voyons que # et  étant trés
grandes dn 17 ordre, 4, K sera également trés grand du 1™ ordre.

Le coeflicient K n’est pas entirement déterminé, puisque la fonction J n’est
définie qu’d un factenr constant prés, mais si on convient de définir cette fonction
par lintégrale (1) du § 11, sans facteur constant, les formules (5) et (5°°) du § 1
nous montrent que l'on a:

K=12ne¢e"Y2rnn
ou, avec Ja méme approximation,

K= 2"n!
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La formule (11) nous donnera donc:

. n sinf I
12 A = i(— 1) 27"n"e" el -
(12) =i 4xywyDcotgh, V2m

Nous avons ici quelques remarques 4 faire:

1° Pour obtenir la formule (12), nous avons pris pour point de départ lintégrale

(3), nous en avons cherchée une expression approchée, qui est lexpression (3"*); remar-

quons que cette expression (3"%) est de degré zéro, si on considére n et w comme
trés grands de degré 1.

Pour obtenir cette expression approchée, nous nous sommes servis des principes
du § 8, Clest-d-dire que nous avons déformé le chemin d’intégration [en ce qui concerne

Pintégrale (5)], de fagon que tout le long de ce chemin Ia fonction sous le signe f ait

son module trés petit, sauf en certains points qui correspondent aux maxima ou mi-
nima de O, et aux extrémités de ce chemin. Il suffit alors d’envisager les éléments
voisins de ces points.

Nous avons envisagé seulement les ¢léments voisins des maxima ou minima de @
et C’est ce qui nous a donné P’équation (3°*), mais nous avons laissé de cOté les élé-
ments voisins des extrémités du chemin d’intégration, c’est-d-dire des points ¢ = o,
¢ = = En général, les principes du § 8 permettent de démontrer que cette partie de
lintégrale est beaucoup plus petite que la partie qui provient des éléments voisins d’'un
maximum ou d’un minimum de ©. Seulement ici, nous ne pouvons plus appliquer
sans explication les principes en question; parce que la valeur approchée de P,, dont
nous nous sommes servis, n’est plus valable pour ¢ voisin de o ou de . Cherchons
donc a nous rendre compte de l'ordre de grandeur de Pintégrale

(15 [ 7P, sinqa

¢ ¢tant une valeur telle que depuis ;: o jusqud ¢ =c¢ la valeur approchée de P,
ne soit plus valable, C’est-d-dire une valeur de 'ordre de —;— Alors P sera plus petit
que I; f* sera de lordre de ®, 4 cause de la présence du facteur fw; sing sera de

Pordre de ¢, et l'intégrale de 'ordre de we®, ou de —an, ou de %; elle sera donc
négligeable vis-2-vis de D'expression (3"%); on pourrait méme montrer qu’elle est d’un
ordre de petitesse beaucoup plus élevé encore; et beaucoup plus élevé que celui auquel
conduirait application des principes du § 8, si la formule approchée qui donne P, restait
applicable pour les petites valeurs de o.

2° Pour établir la formule (12), nous avons supposé p <D, # < w p; nous pouvons
choisir p de fagon 4 satisfaire 4 ces deux conditions, pourvu que # < wD. Si cette
derniére condition est remplie, nous pourrons répéter le calcul en supposant p > D,
n>wp; la formule (12) restera vraie, puisqu’elle est indépendante de p. Dans ce cas,

la formule

J. = ZK% = _K_.(e'u + %)
Cos Y cosn
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doit étre remplacte par la suivante (d’aprés les formules de la fin du § 11):
K —io
] n C—OS-’;)-(e )

Si nous remplagons J, par cette valeur, et 4, par Pexpression (12) dans Pexpression de

24,], 1

2n 19’
nous retrouverons une expression analogue i (3"¢), mais ol dans le dernier facteur,
au lieu de deux termes (¢ 4 ¢®t) on n’en aura plus qu'un, e®o; Cest également le
résultat auquel on serait arrivé en appliquant les formules du § 8 aux intégrales (5)
et (5°), mais en tenant compte sculement des éléments voisins des maxima et minima
de ©, en négligeant les éléments voisins des extrémités, en négligeant, par conséquent,
Pintégrale (13). Seulement ici lexpression (3°) ainsi modifiée n’est plus de l'ordre de
1, comme dans le cas précédent; comme la partie imaginaire de B, est trés grande,

elle est de l'ordre de ¢ % étant un nombre positif; elle est donc beaucoup plus petite

que les quantités de Pordre de —;— ou de —;—
Nous avons montré plus haut que l'intégrale (13) est de Pordre de —;-, ou qu’elle

est plus petite encore. Si elle était précisément de ordre de —, nous n’aurions pas

le droit de la négliger.

Mais comme nous savons que notre formule (12) reste vraie dans tous les cas,
puisqu’elle est indépendante de p, nous savons aussi que notre formule (3") modifi¢e
est vraie.

Aw

Nous en concluons que Pintégrale (13) doit étre négligée, méme devant ¢™*°, et

par conséquent qu'elle est beaucoup plus petite que % .

3° Supposons maintenant > D, nous ne pourrons plus raisonner comme nous
venons de le faire; les formules (3*) modifiée et (12) sont encore vraies, mais nous
n’avons plus le moyen de les démontrer. Pour cela il faudrait pouvoir établir directe-
ment que lintégrale (13) est négligeable, méme devant ¢™; on y pourrait parvenir
en transformant nos intégrales, et en particulier P'intégrale (13), par n intégrations suc-
cessives par parties; de fagon 2 introduire, au lieu de P,, qui est proportionnel 4 la
dérivée n° de (cos®p—1)" par rapport 4 cosg, 4 introduire disje la fonction (cos’p—1)"
elle-méme. Mais la démonstration serait longue et compliquée, et je préfere employer
une seconde méthode ot toutes ces difficultés ne se présentent pas.

§ 14.
Deuxiéme méthode.

Reprenons la formule approchée qui donne f* [formule (4) du § 13]:

" __. iw(t—v)iﬁ in 0 si
(1) grf*r=e — sin sin§
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et la formule (2) du § 6, que jécrirai:
2) f* =3 4,1, (06) 5 Pu(cos )

Nous ferons d’ailleurs dans ces formules t = o pour nous débarrasser du facteur ¢**
qui ne fait qu’allonger les écritures.

Comme on a
sin{ sing  sin 0

D~ r T

la premiére formule devient: .
iwrt O tn2
() g7 f* =" = Dpsin’g

et 'équation (2) peut s’écrire:

(4)

Les deux membres de cette égalité sont développables suivant les puissances croissantes
de pcosg et de psing; il en est évidemment ainsi de 7 et de psing, et par conséquent

JA
P

io
4w’

e singy = X 40P (cos )

du 1% membre. Dans le 2 membre, le facteur procéde suivant les puissances de p,

le développement commengant par un terme en p” et tous les exposants de p étant
de méme parité que #; quant & P, Cest un polynéme de degré » en cos 9, et les
degrés de tous ses termes sont de méme parité.
Ainsi nos deux membres sont développables suivant les puissances de
=l et =
Nous sommes ainsi conduits 4 chercher ce que devient le second membre pour {’=o.
Nous considérerons J, (wp) comme défini par Pintégrale

+ 1
]”(w P) — f eimpx (xz _ I)" ((1) P)n-n dx.
—1
Le coefficient du 1¥ terme, c’est-d-dire du terme en (wp)"*’, sera
2(2"nl)’

[H(x—l) dx_(—l)( F o

D’autre part, dans le polynéme P, (cos ), le coeflicient de (cos ¢)" sera

I (2n)!.

2"n! n!

Considérons maintenant |’expression :

I
(—;F]n Pﬂ-
et écrivons:
X J = Z a,(wp)y** P = Z b (cos @)™
"’P n b2 ’ ” q ’
d’otr
—JP, =3 a,b,(opcos gt (wp)**™

0-)9 n n
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ou
Lap=Sap[ e+ 0] et

On voit que si 'on fa1t {’ =o, tous les termes disparaitront sauf celui ou p=g¢=0
et il restera:

1 a,b, Ly
(;TP']”P"__Z"_G)C .

Mais nous venons de trouver:

il reste donc:
20" Zn

(5) ag P =

On a, d’autre part,

r=D-0D-C), ¢sin'g= (Z _~Z')2’

21

d’ot, pour §' = o,

2

r* = D* — D, p’sin’@:——4—,
de sorte que la formule (4) devient:
‘ 214”(— I)n " _:ie—iwr s
(©) 2 2n 41 O)Z—I-éw r} Dee.

1l nous suffira d’identifier les deux développements, en calculant les coefficients 4,
par la formule de Cauchy; nous trouverons ainsi:

wmy 1 (2nd0)(—iD) L,
Q) (=1)e'd, = ar 16w 7’ e,
Pintégrale étant prise le long d’un petit contour fermé entourant le point {=o.
Mais il conviendra de changer de variable en prenant r au lieu de { comme
variable indépendante. Nous avons trouvé

r* = D* — D,
d’ou, si nous prenons D comme unité de longueur afin d’abréger les écritures,
{=1—71".
D’intégrale qui figure dans le 2* membre de (7) peut alors s'écrire:
— 2¢7%"dr

® Al

et elle doit étre prise le long d’un contour trés petit entourant le point r = 1, cest-
i-dire r = D. Nous pouvons profiter de ce que les nombres o et n sont ués grands
et chercher 4 construire les lignes d’4gal module de la fonction

(9) e—imr(I — Tz)—n — e—iwr c—n.

Pour cela nous pouvons nous servir des figures 3 et 5 du § 11, la forme des courbes
étant grossicrement la méme. Deux cas sont 4 distinguer:
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Si n < w, il faudra prendre la Figure 3; les points 4 et C représentent respective-
ment les points r——1, r=-}1; ol notre module est égal 4 linfini; ce module est
donc plus grand en 4 et en C, ou encore sur la courbe GH; et au contraire plus
petit sur la courbe KI, quiil ne Pest sur la coutbe EBMDNF qui passe par les
deux points doubles B et D.

Si au contraire # > , il faudra prendre la Figure 5; le module sera infini en
A et C, plus petit sur la courbe qui passe en D, plus petit encore sur la courbe qui
passe en B. ‘

Cela posé, nous pouvons dans l'un et Pautre cas déformer notre contour d’inté-
gration, et le remplacer par un contour fermé passant par le point D, ne coupant en
aucun autre point la courbe d’égal module qui a un point double en D, enveloppant
complétement la boucle qui contient le point C, et laissant complétement en dehors
la boucle qui contient le point 4. On voit que le module de la fonction sous le signe

f sera beaucoup plus grand dans le voisinage du point D qu’il ne l'est sur tout le

reste du contour. Nous pouvons donc, pour calculer l'intégrale, nous contenter d’envi-
sager les éléments trés voisins du point D et pour calculer ces éléments nous n’avons
qu’a appliquer les principes du § 8.

Notre intégrale peut, comme au § 8, se mettre sous la forme:

feimOHdp;

8 = —r-izglogh,

en posant # = g . Le maximum de @ correspondant au point D sera donné par

et Pon a

ae dr | ix I iz
10 4% _ _er 4 R _ 2 MK
() A AUS S TR
ou

{=—2irz, r"—2irg—1=o.

Nous avons une équation du 2* degré en r; dans le cas ot #<Cw, nous pouvons
poser
z =sinf,.
L’angle 6 a alors la méme signification que dans le § 13, ol nous avons posé

sin§ _ sinf, ; n
=20, sinf=—,
D P wp
d’ou
# =0 Dsinf,
ou, en faisant D = 1, = no,
z=-sinb,.

L’¢quation (10) nous donne alors:
g =1tsinf, + cosb_;
et la solution qui nous convient est celle qui se réduit 4 1 pour 6, = o, C’est-d-dire:
(11) - r=¢%, [ =—2isinf ¢%.

Rend. Girc. Matem, Palermo, t. XXIX (1© sem. 1910). — Stampato il 21 dicembre 1909. 29
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Dans le cas ol # > w, on trouve

(1) r=ilz+ Vi —1]
et c’est le signe — qui convient. On trouve ensuite:
H :é = — 2isin §_e*%.
r

Nous avons besoin également de la dérivée 2% @' et nous trouvons:
e 1 iz i

TA T 4 gl

Quant 2 O lui-méme il s’écrit:

"

_ 1'0 « . . . i0
© = — ¢ |- isin 0 log (— 214sin6 %),
eiw@ — e—imcosOO-HnsinOo C—n
eiw@ — " C'_” e—iwcoseo

Reprenons la formule (2) du § 8, qui s'écrit:
in
4 w8 2%
et He l/ ce
ENT)

i i 2% — o .
e* (— 414)sin 0 % ]/_— V=ie® et eiocodo,

o cotg

Notre intégrale devient donc:

in
Il convient de prendre ¥/—i=¢ *; ce qui, en observant que
if
=

0" =(—20)™"(sin 0 )" e —=¢

nous donne pour Pintégrale:

nin il
(—i)4sinb 27" n"w" e e ® g%, * givcosho “/

n ,—nif

27"n " w"e y

2m
wcoth
Si nous substituons cette valeur de Pintégrale dans P'équation (7), il vient, en se
rappelant que D =1,
. ; i0
N 1 2n1(—d) B e — R 2m
(_ I)n A” — (__ 1‘) + (I6 W)_ 4sin 00 2"y e 2 e-—-mOOe 2 e—tmcosﬁo

217 2 wcotl

Posons
™
— [+ 2
Y_nz——neo—wcosﬁo——-;—,
la formule deviendra:

An:im/zwsinﬁoz‘"n‘”e”e"T]/ ! (—1).

8=’ o cotl,
’ai remplacé 2nt1 ar n, ce qui est permis 4 Pordre d’approximation adopté.
p 2 P q p pp p
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Si nous rétablissons ’homogénéité en ne prenant plus D = 1, il vient:
1= n— — n0, — oD cosf, — —=,
2 2

sin 6,
faDeotgh,
formule identique 4 la formule (12) dil § 13. Si > la méme formule est encore
applicable, mais il convient de prendre:

(12) 4, =i(— 1y g "‘/” 27 g e

sinh, =z, r=el=i(z—VY—1), cosb =—ifF—T1.

Il nous reste & examiner le cas limite, celui ol # est voisin de o et ou il convient
d’appliquer les principes du § 12. Dans ce cas, les points singuliers B et D de la Figure 3
deviennent trés voisins I'un de autre; ils doivent étre assimilés aux points 4 et B
de la Figure 6, tandis que les parties de la Figure 3 voisines de ces points B et D,
doivent étre assimilées 4 la Figure 6 tout entitre; majs la quantité qui correspond 4 e
du § 12 est'négative; dans ces conditions on voit que notre contour d’intégration devra
passer de la région 5 4 la région 4 de cette figure.

L’intégrale que nous avons i env1sager est donc Pintégrale f du § 12 qui est
417: 4in
égale 4 — ¢ F(te? ) et que je représenterai pour abréger par F (1)
Cela posé, nous n’avons plus qu’a raisonner comme au § 12, et nous trouverons
pour la valeur de 4,:

@ 4=(2D) i oyt T e (22) ]

Les mémes principes et le rappel des équations (5) du § 12 nous donneraient pour J :

-1 2
3

6o Len=(%) orweviorE[ee(2) ],
au lieu de la valeur:

(15) J.(0p) =2"n"e"Y2mn

208
l/cosn

qui convient quand # est notablement plus petit que wp.

§ 15.
Calcul de p.

Nous avons trouvé [formule (9) du § 6]:

— it AnPn__ it An]nPn
® p=2 R =

Dans ces expressions I'argument de P, est cos9, celui de I et.de J, est.wp,.
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Nous allons dans cette formule remplacer 4,, I', ], et P, par leurs valeurs ap-
prochées.

Nous envisagerons successivement les cas suivants:

1° n est notablement plus petit que wp (je puis sans inconvenient écrire p au lieu
de p,) et, par conséquent, que w D. Dans ce cas, nous avons trouvé:

—i(— nl/z T g gt it sinfl, :
Yo D cotg b,

]n — 2nnn -”]/ZWﬂ( o + e—la)’

cos
(] . i
I'] = ¢%*cosa,

A7, I 2 if2mwsin, sinn  /sinf_ ma2n -1
L= Ly 2 azesbinng S oy ay2n bt

% /Dpcosf, cosn

=a-y-+tunr, f,=y—a—unnw:

formules 5, 6, 7 du § 11, 3" et 13 du § 13, 12 des §§ 13 et 14.
Si jécris pour abréger

A4 . .
e ACETL!
il restera, pour le coefficient de notre formule (1),
A ’Bo e‘Bl 1(a+'f) i(Y—0)
2 ”(]n —_ n + Hn + ° (— I) H
e’ 1, ], e cos « I -} e
ou encore:
A eiBo + ei(B°+za)

=2H

: e H ¢
PI] S B "

Ainsi le rapport du coefficient de P, dans le développement de p, c’est-d-dire de la
composante normale du champ total au coefficient de ce méme polynéme de LEGENDRE
dans le développement de la composante normale du champ extérieur, est égal 4

2 ei?o
ein + eiBO ’
Il est ais¢ d’interpréter ce résultat. Comment avons-nous en effet obtenu au § 13
la formule qui donne 4, ? Clest en calculant Pintégrale

3 [ £ usingds,

ce qui nous permettait de calculer le coefficient de P, dans le développement de f* en
polynémes de LEGENDRE.

Supposons maintenant que nous voulions développer de méme en polyndmes de
LeGENDRE une fonction F qui soit égale 4 f* sur la partie éclairée de la sphere, et 2
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zéro sur la partie dans Uombre. Nous aurions & calculer lintégrale

T b
(3) f FP”simpdcp:ff’*P”sincpqu,

b étant la valeur de ¢ qui correspond & la limite de I'ombre géométrique.

Pour le calcul de notre intégrale nous avons, au § 13, appliqué la méthode du
§ 8, C’est-4-dire que nous avons considéré seulement les éléments de lintégrale voisins
des maxima et minima de ©; ces maxima et minima étaient au nombre de 2 et cor-
respondaient 4 ¢ = ¢_ et 4 g =¢,; le premier nous avait donné le terme en e le
second le terme en ¢Pr, Mais de ces deux maxima, un seul, ¢ =9, est compris dans
la zone éclairée. Donc lintégrale (3) se calculera comme Pintégrale (2); seulement, au
lieu du facteur ¢ 4 ¢ nous aurons le facteur ¢®. Si nous rapprochons ce résultat
de celui que nous venons d’obtenir, nous voyons que le coefficient du développement
de p est le double du coefficient correspondant du développement de F, cest-a-dire

ue

1 = 2 F.

Or dans la région de lombre F est nul, il en est donc de méme de ., c’est-d-dire
qu’il #’y a pas de perturbation dans Vombre géométrique.

Ce résultat, bien entendu, n’est quapproché et df, en particulier, 2 ce que nous
avons négligé dans lintégrale les éléments voisins de la limite supérieure =" et qui
sont les plus importants aprés ceux dont nous avons tenu compte.

2° Supposons maintenant # notablement plus grand que o D et par conséquent
que ®p. Dans ce cas nous avons trouve:

sinf,

anw
—1{— I 27"n " e" e‘T:
(= g Yo Dcotgt,’

y=n% — nOo—chosﬂo—%,

sin9°=(=gnl—), r=¢% =iz — VY — 1), cosb, = — iy — 1,

2™
]” f— 2” n” e—ﬂ e—ta
cosmn

ou, en donnant 4 H, le méme sens que plus haut:

AP A —H.o
D’autre part,
I; ] S %’
d’ou
4,],
=2H,
(4) T e

C’est la méme formule que plus haut, mais il faut distinguer quelle est la valeur qu’il
faut adopter pour B . Nous observerons que nous avons:
8y
lei{[ — Ie—ineo e_z_e-—ichosﬁol
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ou
. o n+Ll o
=& — V& —1) et

D’autre part ¢~*, qui correspond aux éléments de Pintégrale ], voisins du point D
dans la figure du § 11, est également plus petit que 1; j'ajouterai méme que e et
¢ sont trés petits 4 cause de la grandeur des exposants # et w D. Donc ¢ est trés
petit, d’autant plus que 7 est plus grand, de sorte que pour 7> o D' les coeflicients
de notre développement décroissent trés rapidement.

3° Supposons ensuite que # soit compris entre oD et wp et differe notablement

de Pun et de lantre. Clest ce qui pourra arriver si D n’est pas trés voisin de p.
Les formules précédentes sont encore applicables, et 'on trouve encore

;l[,]] = 2 H ¢fo=2H e (— 1).
Mais ici y est réel, de sorte que |¢"| =1, tandis que le7**| tend rapidement vers zéro.
Donc ici encore le terme du développement tend rapidement vers zéro.
4° Supposons que 7 soit trés voisin de @ D et notablement plus grand que we.
Il faundra dans le calcul de 4, appliquer les principes du § 12, tandis que pour
I' on pourra continuer 4 se servir de la formule approchée. On trouve ainsi:

-1
3

) PAI;]] ("—’22) (270 Dcos8) * 2H,eF [cosﬁ( )](__ Iy

avec
— b,
©) H, = 1 sin_sinn
4mp VDcoth ‘cosn

n-1
2

(dans le calcul de H, j'ai remplac¢ 2 par n ce qui correspond au degré d’ap-

proximation adopté) et

16 5
F)=—¢" ( +3 3.56  2.3.5.6.8.9 + )
A

_x 7
( 3471 3467 )’
A, et A ‘¢tant définis au § 12.

@

2
. n
On peut ajouter que, dans l'argument de F,, cos® =1 — ¢ beut avec la
méme approximation étre remplacé par 2 (1 — ;T))
5° Supposons maintenant que # soit trés voisin de wp et notablement plus petit
que o D.

Ici Cest au contraire 4, que on doit calculer par la formule approchée et I,
par les formules du § 12.
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Nous trouvons que le rapport de la valeur de I’ 4 sa valeur approchée est
2im 2 4i1r:
—ie? 27 (wp) (21ccosn) F’(te’)e““,
ce qui nous donne:

4 _

® =

wp)¢ Vzwcosn L e (— 1)
3 4n
F [cos’n (%ﬁ) e’ ]

F(t):AO(I—%-l— ---)—I—Al(t—%—}- )

6° Les trois derniers cas ne peuvent se présenter que si D differe notablement
de p; si D est trés voisin de p, # trés voisin de w D et de wp, il faudra appliquer les
principes du § 12 4 la fois au calcul de 4, et 4 celui de J, et on trouvera:

avec

3

D 2
a2 L x Fl [COS eo (_—-) ]
ie > 2° (wp)é (0 D)¢ 2mVcosncos H, 2 (—1)~.

r.o—1¢
2

wp T 4w
F’[cos’n(——) e’]
2

Il ne sera pas inutile de chercher 4 nous rendre compte des valeurs des exposants §_,
« et y. Nous avons trouvé:

== — @pCcoSN — n1n L (n—1) T
= P 2 2’
nw 0
(10) y="F — 10 — wDcosh, — 2
2 2
B,=y—a—nm.
. .. . ™ e
Dans le cas ol # est trés voisin de wp, on a sensiblement n = -5 d’ou, ainsi que
nous P'avons vu au § 12,
wp cos’n
(11) @ =— p —I— — —nm.
 De méme, dans le cas ou n est trés voisin de wD on trouve:
o D cos® 6, 7:
(12) y= oDl =
3 4

Si nous supposons que wp et oD soient voisins I'un de lautre, et que » soit
notablement plus petit que I'un et que I'autre, on aura sensiblement:

1:
wp=onl, 8, =, Y“‘“"""‘:Bo:_‘;-
Ce résultat était 4 prévoir; nous voyons en effet que si D est trés voisin de p,

le point S est trés prés de la sphére et par conséquent du point M, de la figure;
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b
donc r, =19, =o et l'on a

—no — R T __ T
@D—?ICPO mpro—{- 2 2 - 2 d
Si passant 4 la limite nous faisons D) =g, nous trouvons pour Pexpression de H :
I n
I H = 5 —
( 3) " 4‘7!? mpvwzpz___nz?
d’ou:
4,7, — 1 n?
(14) =

L] T 2nPapfap —

pour n notablement différent de wp, en dessus ou en dessouns; et si 7 est trés voisin

de wp et o D:

A, . oie 3w F()
(15) 3 iy A 9’13/3((0?) op F(H)
avec

3

 — (%)T(I —_ ?22).
2 wp

Tl ne sera sans doute pas inutile de donner une expression exacte de notre coeflicient
sous la forme du quotient de deux intégrales définies. Nous avons trouvé au § 14,

en faisant D =1,
(—— 1)"(2 n -+ l)f eordr
A = 2 D) 2\n—1 *
" o 327 (1 —r")

Mais nous avons obtenu ce résultat en partant d’une valeur approchée de f™*:

o 8O
4w fr* = ¢t "T sin 8 sin&;

la valeur exacte était celle du § 6:

; ia . I 1 . .
grfr=¢t"| —sinOsing 4 | 4 (sin §sin€ — 2cosBcosE) |-
4 r 1073
Pour transformer Uexpression approchée, nous avons observé que
% pp ) q
P sin 9\’ ¢
psinfsing = pSmeY — -
r 4r
en reprenant les notations du § 14 et supposant comme dans ce paragraphe §’ = o;
on trouverait de méme:

» T2 ain2 ‘ PP EY 5 2 c C"
pcos%osc,:]/ _E,_s.l?_(? Zﬁﬂ?ﬁ:]/ ¢ ]/ ' Z_=~— 2
I r ]’/ 4 r I+4r’ ¢ +41’2 2r I+4r’

ou, en se rappelant que ' =o, { =1 — 1,

cos B cos & :(I -+ _1—r
e 27 27 4r*
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d’ou finalement

(— I)”zn-l— 1 ey (r)dr
_A = 2 2\n—-1 )
" ® 327 (1 —17r*)

ol

(16) ¢(f)=%+(m—1,?—aziﬁ)(l_l;’r4)'

Passons au calcul de I'.

Nous avons trouvé au § 11:
I” (z) = C eiix(xz . I)n £n+x dx,
-1
C étant un facteur constant; d’ot

ILE)=C | & —1)ye™ (ix + %)dx

-1

ou, en remplagant & par wp,

I'(0g)=C f £ (x — 1Y (wp)™ (ix + m_”é) dsx.
1l reste 4 déterminer le coefficient C; ce coefficient doit étre choisi de telle sorte
que, si on pose

L@ = [T — e,

. 1
on att

(17) rj—JI =1
Considérons le développement de I,(E) et de J, (&) suivant les puissances croissantes
de € et soient:

JEY=48 4 ..., I =BE"4 ...

les premiers termes de ces développements; la relation (17) nous donnera:

AB =

I
T 2nF1
Or nous avons trouvé au § 14:
4= (— 1)y 2(2"nl)
Y 1
Pour avoir B, il faut chercher une valeur approchée de lintégrale pour & trés
petit; faisons alors

ifx = — X,

f 6;‘E,x(xz _ I)nzn-u dx — iE—nf e-—X(_ X — Ez)ndX

-1

dou

et pour § trés petit:

E i(— 1)"fe”‘X’”dX — i(— 1) 2nlE,

B=Ci(— 1)2n!

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (10 sem. 1910). — Stampato il 21 diccmbre 1909, 30

Il reste donc
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et
(—1)y"2Ci(2"n!)y 1 C— i(— 1)
2n 1 Y — 2(2"nly

ou, pour # entier,

. i

T 2(2"nl)?’
d’otl enfin:

—if(—1Y\" "n ) () (1 —r*) " dr
(9 fh =T (T) a2 f(f (T

§ 16.

Introduction des valeurs non entieéres de .

Il s’agit maintenant (en faisant ¢t = o pour nous débarrasser du facteur ¢**) de
sommer la série

A4,P,
(1) s =2 5
n
On a assez souvent une premiére approximation de la somme de la série

2 E(m,

fF(n)dn;

il suffit pour cela que la formule sommatoire d’EuLERr soit suffisamment convergente.

Si nous cherchons 4 appliquer cette méthode au cas qui nous occupe, nous serons
arrétés par une premiére difficulté; en effet nos fonctions 4,, P, et I’ ne sont définies
que quand 7 est entier positif; il faut d’abord les définir pour toutes les valeurs de #.
Commengons par P,. Nous avons trouvé au § 10:

+T
(2) 2nP, = (cosp 4 ising cosw)' dw
—T
et nous pouvons conserver la méme formule dans le cas ot # n’est pas entier positif;
il pourrait y avoir une difficulté si
cos ¢ - 1 sin@ cosw
s'annulait sur le chemin d’intégration; c’est ce qui peut arriver quand le chemin d’in-

en la remplagant par l'intégrale

tégration est rectiligne, pour ¢ = —~ ¢t pour certaines valeurs imaginaires de ¢; mais

\

si on attribue 4 ¢ l'une de ces valeurs, il suffira de modifier le chemin d’intégration.
Nous observerons que la fonction P, ainsi définie est une fonction entitre de n; ce n’est
pas une fonction uniforme de ¢, puisque pour certaines valeurs de ¢, on est obligé de
déformer le chemin d’intégration ainsi que nous venons de le dire; mais c’est une

fonction uniforme de # et c’est ce qui nous importe.
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La fonction P, jouit d’une autre propriété importante. Posons
g = t;
85 =5h

notre relation devient: ) )
e (6 Y dt
SN CENO

Changeons # en — n — 1; il viendra:

nP, =

(14 £)dt
P, = ‘—(“i—f)““_—

—w (€% e
Posons )

t=ue?,
il viendra: o _ _

P (1 we®ye®du (e we?)'du
Tl = ] ei(n+x)(p(1 _l_ uz)n+1 - (I ..I_ uz)”'H

ou

P, (=P (—9=P(y)

car il est ais¢ de voir que P, ne change pas quand on change ¢ en —¢; il suffit pour
cela de changer w en o--x, dans la formule (2); les limites deviennent o et 2%, mais

peuvent étre ramenées 4 — = et -} =, puisque la fonction sous le signe f est périodique.

Ainsi la fonction P, ne change pas quand on change n en —n — 1.
Passons maintenant 4 I’ et d’abord 4 I ; nous avons trouvé 4 la fin du § 15:

0

L= e O 0 [ e — s,
L=+ 01 o7 e — e (i 4 )i

-
-

[Nous rétablissons ici le facteur (— 1)™" que nous avons supprimé 4 la fin du § 15
parce que ce facteur est égal & 1 quand # est entier]. Le plus simple semble étre de
généraliser ces formules pour # non entier; mais il peut y avoir une difficulté parce
que x* — 1 s’annule 4 l'une des limites d’intégration. Si donc la partie réelle de #
était plus petite que — 1, P'intégrale serait infinie.

En conséquence, au lieu d’un chemin d’intégration C allant de — 1 4 Pinfini, de
"P* soit trés petite, imaginons un autre chemin C,

(3

- fagon qu’a Pinfini Pexponentielle e
allant de l'infini 4 Pinfini aprés avoir contourné le point — 1, et de fagon qu’a Pinfini
¢*f* soit trés petit. Quand on contourne le point — 1 et que # n’est pas entier, I'expres-

2i7n ,

sion (x* — 1)" se trouve multipliée par ¢*™; il en résulte que nous avons:

I

et que nous pouvons remplacer les équations (3) par les suivantes:

(™) I, ou I;=~i—[z"r(n+x>]-=<— 13""@”"’”“1)"/

’
CI
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les expressions sous le signe f ¢tant les mémes que dans les formules (3). Linconvé-
nient signalé ne se reproduit pas. Nous observerons alors que f est une fonction
c
entiere de #; il en est de méme de [2"T'(# + 1)]7, et par consélquent de
L™ —1), I(&™ —1)
I, et I, sont des fonctions méromorphes de 7 et elles ne peuvent devenir infinies que

pour n entier. Mais si # est entier positif ou nul, f s'annule également et, 4 cause
CI

f=Em—n [,

1

de la formule

nous voyons que (™ — 1)’ reste fini. Si au contraire # est entier négatif, I'(n--1)"*
y ’
Cl

s'annule et T'(n + 1) (¢¥™ —1)"" reste fini. Donc I, et I' somt des fonctions entitres
de n.

Voyons maintenant ce que deviennent I et I/ quand on change #» en —n — 1.
Rappelons que I satisfait 4 I’équation différentielle:

) R

ol les dérivées sont prises par rapport 4 £ et ot 'on a posé £E=wp (cfr. § 5, équa-
tion 10, et § 11 in initio). La fonction I, ne cessera pas de satisfaire 3 cette équation
quand 7 ne sera plus entier. De plus, cette fonction I sera sensiblement proportionnelle
4 ¢ quand € sera wes grand. Or cette condition suffic pour déterminer I'intégrale
de (4) 4 un facteur constant prés.

Mais quand on change # en —n—1, le produit #(n~}1) ne change pas. Donc
I’équation (4) ne change pas, et celle de ses intégrales qui devient sensiblement pro-
portionnelle 4 ¢ pour & trés grand reste 2 méme 4 un facteur constant prés. Donc
le rapport

est indépendant de £ et ne dépend que de #; il reste 4 déterminer ce facteur constant.
Indiquons briévement deux modes de caleul pour cette détermination:
1° Soit d’abord £ trés grand. Dans ce cas les seuls &léments sensibles sont ceux qui

sont voisins de — 1; nous pouvons donc remplacer sous le signe f , Uexpression x*—1

par — 2(x 4 1). Alors lintégrale est facile 4 calculer par les fonctions eulériennes et
on trouve:
e

[ —_ iz—;z z—n—l

" r(n+41)°
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En changeant n en — n — 1, il vient:

o pm g ©
I, =972 (=)’
d’oti
I 2f4+1 2ﬂ+1r n I
6)) =i —15—(:_'%)) X

2° Soit maintenant £ trés petit; deux cas sont & distinguer:

Si la partie réelle de  est positive, le terme le plus important sera le terme en
£~"; on pourra le calculer comme nous avons fait 4 la fin du § 15. Nous avons ramené
4 Pintégrale

f (= X — EYdX

que nous avions prise de-— & 4 linfini; ici il faut prendre le chemin correspondant
a C,, Cest-d-dire que X doit aller de Vinfini 4 Pinfini en contournant le point X=—F&;
le chemin d’intdgration pourra dailleurs contourner également le point X = §; car
cela revient 2 ajouter J, multiplié par un facteur constant; or J, étant de Vordre de
£+ sera, pour & trés petit, négligeable devant I,. Dans ces conditions, notre chemin
dintégration peut étre tracé de fagon que Pon ait constamment |X| > g} et le calcul
du § 15 demeurera applicable. On aura donc:
®) L=ty et D
2[2"T(n + 1)]

On remarquera que nous avons éctit ici (— 1) et non pas (— 1), Cest parce
que nous avons rétabli le facteur (— 1)™, comme je Pai expliqué plus haut.

Supposons maintenant que la partie réelle de # soit négative, de sorte que le terme
principal soit en E***. Nous n’avons plus ici le droit de tracer notre contour d’inté-
gration de telle fagon qu’il enveloppe les deux points X = 4= ¢ (qui correspondent
aux deux points x = = 1), de sorte que Vanalyse précédente est en défaut. Mais si§
est trés petit, nous pouvons remplacer ¢% par 1, et notre intégrale se réduit 3
rir(=n—2)

I(—n) '

En+x (xz — I)”dx — i(m-o—l) En+l
d’ou -
i n —2 I‘%I‘(— ”— _;-) H2n+1) End1 £ 2100 — 1
) L= Oy T = )

et

r(n—+4 1)

|

. ; rir(n-+ = )
(7bls) I_-"_‘I ___21__[2—"—1 r(___ n)]-z 2 ( + 2) i—(2n+l) E-mn (e—zm(n+1) — I)—l )

Nous remarquerons que

e._:i‘n(m-x) —_ 1= (__ I)_(”+x)2iSinn77
d’ott ’
. Fir(n + L)
b raemrpr_ —2- a3\~ 1 2] (amti)p-mg x+n_—1__
L= T gy T ) s
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Nous calculerons donc 7, par la formule (6) et I_, | par la formule (7°%), de sorte
qu’il viendra:
I—n-—x — 24n+1 i (11 —)F(n + ) —(2"+l)(_ I)2n+r I
L P+ (—n)

) sinnw
Mais
r( )F(n+1) 1 P(z’;‘“)

dot

I— X s S FZ% 2+ 1

I r(— n) sinnm

Mais

r:= x

snnw  sinnw T(—mT(z + 1),

I_n__; — 22n+l '2n41 F(n + I)

d’oti, finalement,

z, (=)’
formule identique 4 la formule (5), et qui peut s'écrire:
R ) S —n——li—n—-( —_ In 2" (3
LCREE) BLGDRE
ce qui veut dire que
L on
® e n)2 i

est une fonction entitre de n qui ne change pas quand on change n en — n — 1.
Passons 4 A4, ; nous avons trouvé:

a= (Y e

@ 327w (1t —r)

1=+ (o= o) (= *5)

ou, en rétablissant 'homogénéité:

"2n 1 ey (r)dr D
) 4, _(mD) 32%° D —ry

avec

avec

(10) W=+ (2~ ) (— 5 )

o ot

La méme définition peut étre conservée pour # non entier, cependant il convient de
faire observation suivante: L’intégration se fait le long d’un contour fermé entourant
le point r==D; quand = est entier, il n’est pas nécessaire de préciser quel est le point
initial et final de ce contour, il n’en est plus de méme si # p’est pas entier; nous -
prendrons alors un chemin d’intégration qui partira de Pinfini pour revenir 4 l'infini
en enveloppant le point r = D et de telle fagon qu’d linfini ¢ soit nul. Dans ces
conditions A, sera entitrement défini et on voit aisément que c’est une fonction entibre
de n.
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Pour aller plus loin, reprenons le triangle SOM du § 6 dont les cotés sont D,
r et p, et les angles ¢, 6 et ®# — £, et la formule:

47 f* = O "[ smesmﬁ—{-( —[—r—{—;)(sinesiné’;'—2cosOcosE)].

tor

Or remarquera que cette formule ptésente une symétrie particuliére. Supposons que
dans le triangle S OM, on permute les sommets S et M; les longueurs D et p se
permuteront, ¢ se changera en — ¢; r ne changera pas, 9 se changera en = — &, et
€ en = — 0, de sorte que les produits sinfsin% et cosf cost ne changeront pas. Il en
résulte que f™* ne changera pas. Donc f™* est une fonction de D, p et ¢ qui ne change
pas quand on change D, p et ¢ en p, D et — ¢; et comme d’ailleurs elle ne change
pas quand on change ¢ en —¢, ce sera une fonction symétrique de D et p; mais les
conditions de cette symétrie exigent quelque attention. Nous avons trouvé au § 6:

fF=e"> 4,7, (wp) P (cos9),
4, étant une fonction de D; on serait tenté, 4 cause de la symétrie, d’écrire que 4,
est égale, 4 un facteur constant prés, a_J, (o D) 2; mais la formule précédente n’est
vraie que si p < D; si on avait p > D, il faudralt la modifier et y remplacer ], (o p)
par I (wp) (de méme que si on veut développer —:- suivant les polynémes P , le

développement procéde suivant les puissances positives de p si p<C D, et suivant les
puissances négatives si p > D). Or si 'on a p << D, on aura inversement D > p; il

faudra donc conclure que 4, est proportionnel non pas 3 J, (wD)%, mais 4 ], (mD)%,
et écrire:

= e Z K,I (oD)], (wp) F—;TP” (cos ¢),

K, étant un coefficient indépendant 4 la fois de D, de p et de 9. Pour déterminer ce
coefficient, supposons que D et p soient trés petits; alors I et J se réduiront sensible-
ment 4 leurs premiers termes; soient

L(eD)=b,(aD)",  J,(wp)=c,(0p)"

ces premiers termes; il viendra, pour # = o,

ZKnbncn Dz(g) Pn' |

D’autre part, dans ces conditions r est trés petit, de sorte qu’il reste:

g f* = (sm Bsin€ — 2cos 0 cos &).

%=—;~z(—%)“l°

Si nous différentions cette égalité, d’abord par rapport 4 D, puis par rapport 4 p,

Nous savons que l'on a:
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en remarquant que si dp = 0 on a
dr = dDcos 8

et que si dD—=o0 on a
dr = —dpcost, rdb=dpsiné,

— 2SS e (g

2COSOCOSE—-SiHOSin€=PLDzz”(”"l‘ )<%)

nous trouverons :

puis

r} r}

ou, en identifiant les deux valeurs de 4= f™,
—1 e \'p o ¢\
inDzZn(n_i"I)(ﬁ) Pn—4W2Knbncn DZ(D) P,
K, = i n(n- I).

4me’ b

n-n

ou enfin:

Or nous avons trouvé [§ 14 in initio et § 16 formule (6)]:

1—n r n I) 7 '[ ”F(ﬂ—l— I)]2
R = b e o

d’ot
b — Frzan4-1) —1
= T TGernd2) 2n1
et
K= Zoon(n+ D + )
ce qui me permet d’écrire:
= ‘ I (wD)
(11) A"_4ww,n(n+1)(2n+1)

et
—i I,(wD
(12) b= e L0+ DG+ DR (s

Il ne sera pas inutile de vérifier que la valeur approchée de 4, concorde bien
avec la formule (12) des §§ 13 et 14. Nous avons trouvé:

I (wp) = MCe®

avec
TN i
M=2"n"e" .2_.73.?_1 C:—;,——‘T,
cosn’ 2(2"n!)
d’ou
i I
I”(Q)P) —] —e'“n—‘—_:
2 2"nly/cosn
en tenant compte de
nl=n"¢c"Y2xn.

4 . i b4
Si nous changeons p en D, n se change en 0, ¢* en i(— 1)'¢", de sorte quion
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trouvera @
1Y+ 1

I (o D) = (= et

— )
”
2 2"n!ycos b,

d’oti, par la formule (11), en remplagant n(n 4 1)(2n -+ 1) par 273,
I
4, = —)e
"4’ g n‘VcosO D
Or la formule (12), qui s’écrit:
4 =i(— I)”ni/ﬁ z‘”n‘”e"e"TSin 8, /sin 6,
" : Yo Dcos 6,
seut s’écrire également:

n n
4,=i(— 1)"";/% ‘/@ oD 1/“’1)
" 7 2"nl YwDcost,
jui se rameéne facilement 4 la formule précédente.
L’expression (11) de A4, conserve un sens quand on suppose que # n’est pas
:ntier, puisque /, a été défini pour n quelconque. Je ne m’occuperai pas de démontrer
jue cette nouvelle définition de A, pour n quelconque (qui est celle que nous adopterons

lésormais) concorde avec celle que nous avons donnée plus haut, bien que cela soit
srobable.

Le terme général de la série (12) est

[.(oD
13) 47“0,92D2n(n—|— 1)(2n—|—1)I,( ) P(posq))
On voit d’abord que ce terme général est une fonction méromorphe de n: Si
naintenant nous changeons n, en — n — 1, je dis que cette fonction changera de

igne, Cest-d-dire que ce sera une fonction impaire de n - =-. En effet nous avons vu

jue P, est une fonction paire, qu’il en est de méme de
I (w D) I' (o p)
F(— n) (—— n)
I (e D) ) )
't par conséquent de m)— Il en est de méme de #(n+1); tandis que 2z 1

st une fonction impaire. Donc I'expression (13) est une fonction impaire. c.Q.F.D.

§ 17.

Cas limite de D = p; emploi des séries divergentes.

Le cas le plus intéressant est celui ot D est trés voisin de p; on pourrait d’abord
onger 4 faire D =p dans la série (12) du § précédent; mais cette série deviendrait

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (1 sem. 1910). — Stampato il 21 dicembre 1909. 3I
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alors divergente. On peut néanmoins employer lartifice suivant. Reprenons la série:

e —in(n+0n4 1), (mD)
b=2 4mo’ Dt Iop) "

que je puis écrire:

_ «—in(n+0)@n+ 1)1 (eD) I’(coD)
(1) b=2 4o’ D’ I'(wD) I (mp)

I, (e D)
I (2p)

égal 4 1 et elle diverge. Ce facteur, pour n trés grand est sensiblement égal 4

(_P-)ﬂ-‘l-l
D )
de sorte que nous sommes amenés 4 comparer notre série 4 la suivante:
. —in(n 4 1)(2n 4 1) [(oD) { ¢ \"
(2) =2 4w DPp? I'(eD) \ D B,
Je me propose d’établir que, quand p tend vers D, les deux séries (1) et (2) tendent
vers une méme limite. La démonstration repose d’abord sur la possibilité d’écrire:

LoD) _ (p) i AC=D) Ay

L(wp)
4,.(¢—D) | Be—D)
p—1 P R
) + nht + nt ] ’
ov 4, 4, ..., 4,_, sont des fonctions de p et de D, indépendantes de n, tandis
que B est une fonction de p, de D et de n qui reste limitée méme pour # trés grand.
Pour le démontrer, il suffit d’établir que l'on a

I:,(@——-Na-"-‘[ RTINS

o C, C,, ..., C,_, sont des fonctions de £, et C, une fonction de & et de n qui

reste limitée méme pour n trés grand.
Pour cela, rappelons que I,(§) est donn¢, 4 un coefficient constant prés qui n’a

Tant que p < D, elle converge; si lon fait p =D, le facteur devient

(3)

C

n‘" ’

pas 2 intervenir ici, par la formule
1n=iz—"f (= X' —EydX.
£

On voit que c’est une fonction entiére de £ cette fonction est d’ailleurs la somme -
d’une fonction impaire et d’une fonction paire; car on a

= ([ ) s ))

On voit ainsi que le coefficient de £ est i(— 1) 2n! (cfr. § 15) et que celui de
E**" est donné par la formule

I . ¢ 4 1 + £
715‘”./ e (— X —)dX = - e (x* — 1)y e dx,
&

-1
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ol Pon regarde £ comme trés petit, ce qui donne:
1 [ I T(n+
P (x2 — I)”dx o __(_ I)n22n+l ‘( ) .
2 J_, 2 I'(2n -+ 2)
Les deux coefficients ont pour valeur approximative
n* _“l/471.' ne —( I)zi/;;;
(2n—|—1)2’" " _’”1/411:11 an
Le second est donc beaucoup plus petit que le premier, de sorte que les termes
qui ont méme parité que £™" n’interviendront pas dans la discussion. Nous aurons:

LO =i rant[s 4 34, (i)’q]
T e e |

ot 4, et B, sont des coefficients développables suivant les puissances négatives de #.
Cela suffit pour établir aisément la formule que nous avons en vue.
La formule (3) étant ainsi démontrée, nous avons:

A= DY s (797) +e—D)Y (%)

1(_1) 92" 2”1/4rne -2 ot ( )n 2"

Si nous supposons que les séries z% (%) (4=1, 2, ..., p—1) tendent

. . . o .
vers une limite finie pour p = D, et que la série Z;}% et par comséquent aussi la

tous les termes du 2¢ membre de la relation

préctdente tendent vers zéro pour p = D, sauf le premier, et il reste

. I'(wD i

lim > ”I;(( ))_hmz ( )
Or il est ais¢ de constater que ces conditions sont remplies pour la série qui nous
occupe; et en effet, en reprenant les formules asymptotiques des §§ précédents pour 7
trés grand méme par rapport 4 o, et calculant au besoin des termes complémentaires
par la méthode du § 8, on trouve que Pon peut écrire:

«,,=P[ + ot +k+,,]

A, 4, ..., 4, tant indépendants de », 4, dépendant de # mais restant fini pour
» infini; et voici une premiére conséquence.

Nous trouvons:

dp D —in(n-++1)(2n+ 1)1 (o D)
) W——Z 4T 0p? (['wp)P
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Les considérations précédentes étant applicables 4 cette nouvelle série, nous avons:

. dpD’ . —in{n - 1)(2n 41 iah
hm%D—(pourp:D)_—:hmZ (n 4 Dan )(—5)—) P;

4T "
—i

ce qui, au facteur prés, peut s’écrire:

4rel’?
Zn@+quwaﬂ(%y.
Or,
ZPM(-%-) = % = (p* + D* — 2Dpcosq) °,
d’otr

s sl

> n(n 4 1)(2n +1)P, (—Pﬁ) = dD’rdp — chgp’ .
Or un calcul direct montre que le second membre de cette égalité s’annule pour p==D,
donc: quand D tend vers o, la dérivée de p.D* par rapport & D tend vers zéro.
Disons encore quelques mots d’une seconde question, tout & fait analogue 4 celle
que nous venons de traiter et qui d’ailleurs nous sera utile dans la suite. Dans quelles
conditions peut-on affirmer que on a

(s) lim(p =1) de > «,p" =lim(s=0) de >

1° Tl est clair d’abord que cela a lieu si Y_«, est convergente, méme si la con-

o
n

57
14 ¢en

vergence n’est pas absolue; et en effet la limite du 1* membre est > «,, en vertu d’'un
théoréme bien connu &’ABeL; et il en est de méme dc la limite du 2¢ membre en
vertu d’une démonstration toute pareille.
. a
2° Si Y —% converge absolument, nous pourrons donc affirmer que
n )

3 q‘n Pn — K d”
lim p = lim » n——————z(l ot
Je suppose de plus que

> L F ()

n

soit une fonction analytique autour de p = 1, de telle sorte que la série puisse étre
continuée analytiquement en dehors du cercle de convergence. Il en sera de méme de

=y b
d)(P) - 2'}11(1 + enz)
et en effet @ (p) est défini par Iéquation différentielle:
() e(*®” J-p®)=F
dont les intégrales sont analytiques.
Celle de ces intégrales qui nous convient est dailleurs:

1 T-7= (*F 7= —= P F —=
o — __ ;1/5 f___ !VE d — 11/£f_- 11/! d]'
T [9 et de—et e de
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Et on trouverait de méme:

* o ? o—1 o e = Ch—1
=—;[9“/F,9 de-—efF,p dp],

en posant, pour abréger,

@ (p) =p " (p) + ¢ 2" (),
F ()= ¢F'()+eF ()

1
ife
Z;‘_:"Tnzf’" =@ (p)

et, la série restant convergente pour p = 1, le théoréme d’ABeL donne:

[v4 o ! o—1 ——1
Y= =" [ R =)

L’application des principes du § 8 4 cette intégrale montre que, quand ¢ tend vers o
et par conséquent « vers l'infini, cette intégrale tend vers F (1).
Or,

o =

On a, pour p < 1,

F,(1) = lim F,(p) = lim >« ¢"

pour p = 1; donc:

lim > « " (pourp:x)_llmzl+ (pour & = o).

§ 18.

Etude de la fonction méromorphe ;
Pour utiliser les résultats précédents, il importe de se rendre compte de la fagon
dont se comporte la série divergente
s I(» D)
ine’ D’y = Z”(" + (zn 4+ )I'( o D) P,;

et pour cela il faut d’abord chercher comment se comporte le rapport

—I—,”— pour 7 trés
grand méme par rapport 4 » D. "

Nous avons, il est vrai, trouvé déjd une expression approchée, mais il est né-
cessaire de pousser I'approximation plus loin. Envisageons le développement de I, (£)

suivant les puissances de &, c’est-3-dire:

L E 3 3 !
1=5 [+4n——1.2+(4n——1.2)(8n—3.4)+(4n——1.2)(8n—3.4)(12n——5.6)+ ]’

les premiers termes de ce développement nous donnent une valeur approchée de I, pour
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n tres grand. On voit ainsi que £"I, peut, au point de vue asymptotique, se développer
2

suivant les puissances de % et de %; si nous écrivons:
gz K

Inan: I +ZCK(71’) ’

C, ttant développable suivant les puissances de %, il viendra:
Ez K
I £ 142 Gk (7)
L 2% e
ra(y) —era(d)

Si nous nous bornons aux prerniers termes du développement nous trouverons:

£

—[—72—: -]—2C +C +6C~ C’———6CC2 4—{—263 +4 n4.
Or,

1 1 1 I . 1 1 _ I

=t ) amied) oy

n n
C1C2=5—87 63:3—:5;;
d’onr
I,
I’? +E< + n3+8n4)+g’4(8n‘)+“.

Nous avons donc pour # trés grand la formule approximative:
I 3
n(n+1)(2n+ )5 =— E(n+)(2n+ 1) ——

R 1 . :
3 des termes prés qui s"annulent avec - Cette formule est applicable lorsque la partie

réelle de n est positive et trés grande, et lorsque par consequent les termes en £,
£+ etc., sont pour les petites valeurs de £ trés grands par rapport aux termes en
E*+1 "+ etc. Si au contraire la partie réelle de n est négative et trés grande, C’est
le contraire qui arrivera et ce seront les termes en Er+ ) etc. qui seront trés grands
par rapport aux termes en £7", etc.

Cette formule nous mentre toutefois que:

lim ‘IT‘ = O pour partie réelle de n positive et trés grande;

I
et comme - ne change pas quand on change # en — z — 1, on aura de méme:

.1
lim —TT— == 0 pour partie réelle de n négative et trés grande.
7
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Je voudrais maintenant étudier de plus prés l'expression

R(n)y=n(n-+1)(2n+ 1)%"—,

qui est une fonction méromorphe de 7, et rechercher en particulier comment sont
distribués les infinis de cette fonction méromorphe et surtout ceux pour lesquels 7 est
trés grand. Nous avons:

I, = C‘/‘E”“e"g'" (x* — 1)dx,

C étant un coefficient constant indépendant de & et de x, mais dépendant de »; Iinté-
grale est prise le long d’un chemin allant de linfini 4 linfini, mais enveloppant le point
singulier — 1. Nous devons surtout nous occuper des coefficients des termes en £
et £, que j'appellerai 4, et B,; on trouve:

(2n+1)i£

A, =c¢ e — 1) (2n 4 1)C,

Bn —_ (ewiﬂ.' . ezniﬂ) eniﬂ'r(n + I)‘/w C.
r(n+ 1)

. . - . 4, . 4 ‘

Il est aisé de vérifier que, si 'on désigne par —* ce que devient le rapport —* quand

!
B” Bn
on y change n en — n — 1, on a comme il convient:
!
4,4,
"= I
»Bn Bn

Quoi qu’il en soit, nous pouvons écrire:

I,=C(K,+ L),
ot CK, représente ensemble des termes du développement de I, suivant les puissances
de £ qui sont de degré — #, — n -1, — n 4 2, etc,, tandis que CL, représente
PPensemble des autres termes, c’est-d-dire ceux qui sont de degré n--1, n4-2, n--3, etc.
Si n est trés grand, K, se réduit sensiblement 4 son premier terme A4,57", et L,
A son premier terme B, E™**; nous pourrons donc écrire:

I,=C(4,5" 4 B,E™)

_IL _ A,,E—n + BnE-n+I
I —nd " @4+ 0BE
Si la partie réelle de # est positive ou négative et trés grande, 'un des termes du nu-
mérateur (comme du dénominateur) Uemportera de beaucoup sur lautre. Si la partie
imaginaire de n est trés grande sans que sa partie réelle le soit, ces deux termes seront
comparables et il pourra se faire que le dénominateur s’annule.
On obtiendra donc les racines du dénominateur en écrivant:

ct

n

B n-1

Ezn+x — A n
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ou sensiblement
A4 24

e = fe= Dlr(op DY+ L)@+ 0

ou, en remplagant les fonctions eulériennes par leurs valeurs approchées,

20N 20 ,—2n

Bt = gim 2™ e T M e amn

ou, en obsetvant que Pargument de » doit étre compris entre — = et = (pour que
les formules approchées des fonctions eulériennes soient applicables) et par conséquent

.. T
voisin de -

(21 4 1)logk = log8in* + 2u(log2 — 1 — 2ix) + (21} 1) logn — 2i K=,

K étant un entier. Cette formule pour # trés grand équivaut sensiblement 4

nlogn =iKm
ou encore, plus grossiérement, 4
iK=w
n=i;—%,
logK

ce qui nous indique que les infinis de notre fonction méromorphe sont un peu moins
« condensés » que les nombres entiers K, mais plus condensés que les puissances K'**,
quelque petit que soit s.

Il y a intérét 4 connaitre le résidu correspondant. Posons

B, i: B n+41,,,,,
ll)=~——'-‘6+, (Dlz—z-'f-—nt6+,
d’otr " "
I _e+1 8
I " & —1n’
le résidu sera:
Eito I

n @  dérlog® ’
la dérivée logarithmique de @, &tant prise par rapport & #. Mais pour une racine on
doit avoir ®, =1, et comme # est trés grand, on a sensiblement & =@ ; il reste donc

Eé I
n dér log®, °
Or on trouve sensiblement
dér log ® = — 2logn,

d’ot ‘
résidu de ’IL = : ’s

I’ = nlogn K=
. . . — 2&n?
Quant au résidu de R(n) il est sensiblement ogn

Cela nous permet de tirer des conclusions au sujet du développement de la fonction

. I . \

R(n); on voit que 7 s’annulant pour n trés grand, il en est de méme de n73 R(n),
. ” . - . . . .

et la considération de la distribution des infinis et des résidus nous montre qu’on peut
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construire dans le plan des » une série de cercles concentriques, de rayons indéfiniment
croissants, tels que #~ R(#) tend uniformément vers zéro sur ces cercles, quand le
rayon de ces cercles croit indéfiniment. L’application du théoréme de Cauchy sufht
alors pour montrer que Pon a:

_ a a, @ B
WRM =Sttt a0

les « tant des constantes, les ¢ représentant les différents infinis de #° R, et les By
étant les résidus correspondants de R(#).
Jai encore une remarque 4 faire au sujet de la distribution des infinis. Supposons

. . . . .
que £ soit trés grand; si # est fini, 7 sera sensiblement égal 4 i et ne pourra pas
o

devenir infini. Donc; tous les infinis auront un module trés grand. Si maintenant »
est trés grand et réel positif, nous pourrons appliquer les formules du § 11; elles nous
donnent :
I _ i ik

I' ™ cosn m’
ce qui montre que NOus ne pouvons avoir d’infini que pour n==~&; mais pour 7 voisin
de &, les formules du § 11 ne sont plus applicables et il faut recourir 4 celles du

§ 12. La conclusion subsiste quand, la partie réelle de # étant positive et tres grande,
la partie imaginaire est finie, ou simplement est trés petite par rapport & &.

Si la partie réelle de n est négative et trés grande, sa partie imaginaire étant finie
ou petite par rapport 4 £, on peut ramener au cas précédent en changeant # en —n—1,

. . I
ce qui, comme on sait, ne change pas T;’ .
n

En résumé, si Uon fait abstraction des cas ol il faut recourir aux procédés du
§ 12, tous les infinis ont leur partie imaginaire trés grande de Pordre de &.
Venons maintenant aux cas ot il faut recourir & ces principes, C’est-d-dire ou —

est voisin de -+ 1 (mettons de - 1); en reprenant les notations du § 12, les infinis
cherchés seront donnés par la formule:

i g
F'(te’)=o.
Sit =1t est la plus petite racine de cette équation, on posera comme au § 12:

£y’ ¢
t=s’(7 , n=Ecoss::E—E—2—;
il viendra donc pour celui des infinis de R(n) dont la partie imaginaire est la plus
petite en valeur absolue:

3

().

ce qui montre que la partie imaginaire de cet infini est trés grande de Pordre de £,

Rend. Cirs. Matem. Palermo, 1. XXIX (1© sem, 1910), — Stampato il 22 dicembre 1909, 32
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On pourrait pousser plus loin 'étude des infinis de R (7). Supposons # trés grand,
mais d’argument quelconque; nous avons une valeur approchée de I, qui nous est
fournie par les procédés du § r11. Soit

C'I = @ (n)
cette valeur approchée. Cette valeur est applicable, non seulement pour # trés grand
réel positif, mais pour divers arguments de #. Pour tous les arguments qui different
des premiets de =, on aura:
—1 7 .
C'I = ®(—n—1),
puisque C'I' ne change pas quand on change n en — n — 1. On verrait que lon
a dans tous les cas:
CI = ®(n)+ ®(—n— 1),

de sorte que les infinis seraient donnés par la formule
®(n) - ®(—n—1)=o.
Le coefficient C—* devrait étre choisi de telle sorte que C™'I' ne change pas quand
on change # en — n — 1, Cest-d-dire qu'on devrait, d’aprés le § 16, prendre
C*=(i)rn+1)
Mais il n’y a pas lieu d’insister sur tous ces points qui ne me sont pas utiles pour
mon objet principal.

§ 19.

Sommation de séries diverses.

Nous allons envisager diverses séries de la forme

3 R(m)P,(cos9),

o R(n) est une fonction rationnelle ou méromorphe de n. Parmi ces séries, il y en
aura qui seront divergentes; par définition, et par application des principes du § 17,
la somme de ces séries sera la limite vers laquelle tend la série

2 R(n)p"P,
quand p, d’abord plus petit que 1, tend vers Punité. Cette limite existera dans les cas
que nous aurons & traiter,
Nous partirons de I'identité
—2i% ngko g

@ s 2

eix(qi—ﬂl) —_— etx@ = + x :

On peut démontrer cette identité, soit en développant le 1* membre par la formule
de FouRIER, soit en considérant ce 1% membre comme une fonction méromorphe de
x, décomposable en éléments simples, soit encore par d’autres procédés.
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Cette identité suppose toutefois que ¢ est compris entre 0 et 2.
Soit maintenant )
fQ=24%
une fonction de 7 holomorphe 4 Vintérieur du cercle de rayon 1. On aura, par le théo-
réme de CAUCHY, '

) sind, = [f@dy, o= [ >0

si Vintégrale est prise le long d’un cercle de rayon 1 —e.

Soit
U= i 4, ;

n=ox—n—‘ 1

il viendra, d’aprés les formules (2),

3) | 2inl = ff(()zwn iz

Mais si nous faisons z = ¢, il viendra, d’aprés lidentité (1),

. — 2w
(4) Z n _I._ x - eix(qa-ur) _ eixq, )
d’ou
6)) sz(x)ff(z)z‘“dz
avec

2ixTC
[2

(6) M) = e -

Le chemin d’intégration est représenté sur la Figure 8:

K

enmn -,
- .
~
-

-

8

(Fig. 8).

O est Porigine dans le plan des z, 4 est le point 1; ABMB’ est le cercle de
rayon 1; O A est une coupure rectiligne. Le chemin d’intégration doit différer pen du
cercle 4 BB, puisque nous avons fait dans nos formules z=¢¥; il doit étre 2 linté-
rieur de ce cercle, pour que la fonction f(z) reste holomorphe; il doit partir du point
A pour aboutir au point 4, puisque ¢ doit rester compris entre o et 2w pour que la
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formule (1) reste applicable. La valeur de z™* au point A4 initial est 1, et au point A
final elle sera ¢7*™. Le chemin d’intégration sera donc le chemin 4P Q4 parcourn
dans le sens de la fleche.

Nous chercherons une valeur approchée de U quand x est trés grand, et pour cela
nous appliquerons les principes du § 8. Si la partie imaginaire de x est positive et trés
grande, A(x) est sensiblement égal & — ¢*™; les seuls éléments sensibles de 'intégrale
sont ceux qui sont voisins du point A final, de sorte que nous trouvons pour [inté-
grale

f(I) £2imi—%) f(l)e_zm'lr

wa 1—X
et

U—— f(1)

I—x
Si la partie imaginaire de x est négative et trés grande, A(x) est sensiblement égal 4
1; les seuls éléments sensibles de I'intégrale sont ceux qui sont voisins du point 4 ini-
tial, de sorte que nous trouvons pour Vintégrale

€t encore

U— f(1)

I—x
On peut prendre, par exemple,

; I
— netq)n — .
Q=X =,
d’oli '
o em(p 1 I

n=ox_n-‘1—x——‘1 I__ei‘;’;
mais ce n’est pas 1d ’application que nous avons en vue; nous prendrons
1
” f=>P ¢ =
(7) =P = VR
% P 1

n —

(8) mETETY ar—nsn

et nous en tirerons

Cest 14 une premitre sommation d’une série de la forme Y R(n)P,; mais, ainsi
que nous allons le voir, les résultats sont bien différents quand la fonction rationnelle
R(n) jouit de la propriété

R(n)= — R(—n—1).
Comme premier exemple, prenons
1 I
Ry =t ==~
Nous avous trouvé d’abord :

(9) Z;:—l,:i: = X(x)ff(z)z"‘dc
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f(z) étant la fonction (7). En changeant dans cette formule x en 1 — x, on trouve:

(10) Z_—xl-){-_—n=l(r —x)/f(z)r‘dz-

. . 1 o
Transformons cette intégrale en faisant z = — il viendra:
1

)

Quand z décrira le chemin 4P Q A dans le sens de la fleche, # décrira le chemin
ALK A dans le sens de la fleche; la valeur initiale de 4~ sera 1 et la valeur finale

sera ¢, Mais
M1 — x) = — ™A (x);

nous pouvons donc transformer la formule (10) et écrire:

(1) ¥ = =@ [frdi=awe [f(L)e-te.

Mais ¢=*™ 4" peut étre regardé comme une autre détermination de #™, 4 savoir
—2iTx

celle qui, au lieu d’avoir 1 pour valeur initiale et ¢*™ pour valeur finale, a ¢ comme
valeur initiale et 1 comme valeur finale. Nous pouvons donc écrire :

> =P = () et

Pintégration est prise le long de ALK A4 avec la valeur initiale ¢e~*™ pour »~*. Mais

f(—;—) = uf(u), ce qui donne:
P X

(12) Z-T'I—Tz ZX(x)ff(u)u du.
Si Pon observe que la valeur initiale de 7 dans (9) est égale 4 la valeur finale de
#~" dans (12) et inversement, on voit qu’il est possible de raccorder les deux intégrales.

Pour calculer ) R(#)P,, nous n’aurons qui ajouter les deux formules (9) et
(12), aprés avoir dans cette derniére remplacé # par z, ce qui est un simple change-
ment de notation; on trouve alors:

(@) 3 ROP, =) [ f@Tdz

L’intégrale est prise le long du contour fermé APQALK A, la valeur initiale et
finale de 77 étant 1. On remarquera que, si 'on pratique les coupures 04 o et BM B!,
cette derniére allant de B=¢" 4 B'=¢""""% les deux fonctions f(z) et {~* deviennent
uniformes; et que notre contour ne coupe pas ces coupures. Nous pouvons en consé-
quence déformer notre contour d’intégration d’une maniére continue, pourva que ce
contour reste fermé, enveloppe la coupure BM B, en laissant en dehors la coupure
O A «. Nous pouvons par exemple prendre un contour qui suit 'une des lévres de la
“coupure B’ M B du coté interne en allant de B en B’ et qui revient ensuite de B’ en
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B, en suivant lautre lévre de cette méme coupure; ce que nous pouvons encore écrire:

(1) S RGP =) [ 0Tz

avec cette condition que Pintégrale doit étre prise le long de la coupure sur la lévre
interne.

Nous allons chercher 4 évaluer approximativement lintégrale (14), en appliquant
les méthodes du § 8.

Deux cas sont 3 distinguer:

Si la partie imaginaire de x est positive et trés grande, on aura sensiblement:

2 (x) —_— ezix‘n:
et les seuls éléments sensibles de lmtégrale seront ceux qui sont voisins du point B';
on aura alors:
20 ie‘“"x"“dn])

RP, = — 2" _ )
2 Vil + ¢ —2m) (™ —1)

Nous pouvons remplacer au numérateur I'exponentielle g par

ei(z'l‘r—(p—x«[;) — e-—-i(? e—ix&]l
et les formules du § 8 nous donnent, 3 un facteur numérique prés,
o e® 1

g-ix(zx—t;)
—219 1 V x

d’ott

eixqa
V(1 — e%)x
On remarquera que la partie imaginaire de x étant positive, exponenticlle ¢ est trés
petite.

Supposons maintenant que la partie imaginaire de x soit négative et trés grande;
on aura sensiblement:

S RP,=K

(K étant un facteur numérique).

AMx)=1
et les seuls &léments sensibles de Iintégrale seront voisins du point B; on aura donc:
it )

RS T ey

On peut remplacer ¢"~% par e ™, ce qui donne, 4 un facteur numérique prés,

¢

Ve”q’ 1 l/x

—txq?

On a donc:
e—ix(p

V(I — %) x

Ici encore, la partie imaginaire de x étant négative, Pexponentielle =% est trés petite,

ZRPn =K
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On voit donc que les deux parties de la somme,

> P, > P,
x—n—1’ —x—n’
se compensent presque exactement.

Supposons maintenant

R(n) = (2n + 1)

! —y ¥ p—s
Vo> — 2pDcosg 4 D’ ZD"H 7
formule valable pour p < D.
Introduisons le symbole d’opération:

ds ds

Nous avons

nous trouverons successivement :

AS:Z(zn—}—I)Ei;Pu, A’S:Z(zn—[—l)’D—i;—(—P”
et en général:

#S=Y (2n+ r)’fﬁier,,-

Quand on permute p et D, la fonction S ne change pas, le symbole A se change
en — A, et A?S se change en
(— 1)PArS.

Si donc p est impair et si on fait D = ¢, on aura:

A?S — o.
Nous avons:

MS=Y (an+ 1y E=P,

en supposant p < D; faisons D = 1, faisons tendre p vers D, le premier membre
tendra vers zéro, le second membre tendra vers une limite qui sera par définition la
somme de la série divergente

S (2n+1YP,.

On aura donc, pour p impair,

Y (an+1YP, =o.

On conclura de 13 que
Z R(n) P . — 0
quand R(#) est un polynéme entier tel que

R(n)=—R(—n—1).
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§ 20.

Conclusion.

Appliquons ces principes 4 notre probleme. Nous avons trouvé:

i L@D) ,
(1) y_mZn(n—l-l)(zn 1) 524 e 9)
Nous avons vu au § 17 que la limite de cette expression, pour p = D, est
— 1
(2) P*:mZR(”)PM
ou
I, (oD)

R(n)=n(n+ 1)(2n + I)ﬁ—(m,

la somme de la série divergente (2) étant définie comme nous 'avons fait aux §§ 17
et 19.
Nous avons observé ensuite que R(#) est une fonction méromorphe de # satisfaisant

3 la condition
R(n) = —R(—n —1).

Nous avons vu ensuite au § 18 que cette fonction méromorphe peut étre décomposée
en éléments simples. Soit ¢, 'un des infinis de R(#), et B, le résidu correspondant; la

serie
B,w
® 250 -

est convergente et sa somme ne differe de R(#) que par un polynéme du 2¢ degré.
Distinguons parmi les infinis €, ceux dont la partie imaginaire est positive; nous

aurons en outre les infinis — 1 —¢, qui auront leur partie imaginaire négative, et le

résidu correspondant sera 4 B,; on peut donc diviser la série (3) en deux parties,

B,#w B,
& 29—  2TFDeFIFR

en ne donnant aux ¢, que les valeurs dont la partie réelle est positive.
Comparons la 2% série (4) 4 la suivante:

-y B,(n 4 1)
SICETE TN
Nous constaterons que ces deux séries convergent et que leur différence est un polynéme
du 2* degré en n. Cela nous permet d’écrire:

(5) Ry =[]+ am

avec

- — Bnw  B(n+ 1)
Qy(n) = ei(n —z¢,) g(n+14¢)
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On aura d’ailleurs:

(6) [I=—]]==-0,
@) Q,(n)=— Q(—n—1)

Nous sommes ainsi conduits & envisager la double somme:

®) YI]mr+ 2. 3.amP,.

Nous observerons que, d’aprés le § 19 et la relation (6), on aura:
ST]me =o.

Q.() = 7,() + B[ ;=

D’autre part,

1
n—s, +n+1+sk]’
@, étant un polyndéme du 2¢ degré, tel que

5, (1) = — By (— 1 — 1),
| Y ()P, =o,
Y. 0®P=B3 [+ i

Or la somme qui figure ici au 2? membre est, aux notations prés, celle que nous avons
¢valuée au § 19.
Comme — ¢, a sa partie imaginaire négative, elle est égale 2

ce qui entraine:

)
l/sk (1— e"'“’)

K' étant un facteur numérique. La somme (8) prend ainsi la forme:

B g"tk?
(9) K b,
Zkl’sk(l — )

. B , .
Nous savons que la séric > —t converge absolument; mais les exponentielles
A— s
k

i . . I

e*¥ décroissent beaucoup plus rapidement que les factenrs -3 hous sommes donc
. . - . k .

certains que la série (9) converge, et il est aisé de sassurer que sa somme est bien

la méme que celle de la série (8). Les termes de la série (9) décroissent méme si
rapidement qu'on peut réduire la série 4 son 1 terme et &crire:

'Io) K" B ets,<p
N f" ® D 1/5 (I —-z;q:)

K" étant un nouveau facteur numérique.
Qu’est ce maintenant que ¢,? La remarque finale du § 18 nous permet de nous

:n rendre compte; on a
oD
e, =0l —1t ( ) ,
2

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (19 sem. 1910). — Stampato il 30 dicembre 1909. 33
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t, étant la plus petite racine de I’¢quation
41T

F’(teT) == o.

Ainsi Pexpression de p contiendra un facteur ¢, ce facteur décroitra trés rapidement
quand ¢ augmentera, C’est-d-dire 4 mesure qu’on s’éloignera de la source; son module
est, en effet, égal &

e,

b étant la partie imaginaire de ¢ ; or cette partie imaginaire est de la forme:

L
m (o D)’,
m étant un facteur numérique, ou en prenant D = 1, de la forme:

I

me’

Quand ¢ augmente, c’est-3d-dire quand on s’éloigne de la source, Pamplitude des
oscillations varie sensiblement comme Iexponentielle
1

e—mm—; ]

1

Clest 14 nutre conclusion finale. Comme o est trés grand, o’ est-trés grand aussi, de
sorte que cette décroissance est trés rapide, quoique moins rapide que si l'exposant
était de la forme — maoo.

Cette conclusion finale permet-elle d’expliquer les phénoménes observés? Pour s’en
rendre compte, il convient d’abord de se reporter 4 la remarque du § 7, d’apres laquelle
les ondes hertziennes possédent un spectre continu, ol les composantes qui correspon-
dent 4 des valeurs de @ qui ne sont pas trés grandes ne sont pas négligeables. Cette
explication estelle suffisante? il est permis d’en douter. Des calculs numériques et des
expériences précises permettront seuls de trancher la question.

Peut-étre sera-t-on obligé d’en revenir 4 une autre hypothése déja souvent proposee,
et d’aprés laquelle les couches supérieures de l'atmosphere, devenues conductrices par
fonisation, réfléchiraient les ondes. Ce qui viendrait & 'appui de cette opinion, c’est la
grande différence constatée entre les transmissions & grande distance de nuit et de jour.
1l est possible, en effet, que les conditions de ionisation n’étant pas les mémes de nuit
et de jour, le passage des couches non-conductrices aux couches conductrices se fasse
plus brusquement la nuit, de fagon 4 rendre la réflexion possible.

Notre conclusion finale, est exactement conforme 4 celle que javais formulée dans
les lecons que j’ai professées 4 I'Ecole supérieure de Télégraphie et qui ont été reproduites
dans la « Lumitre electrique ». Elle est, en revanche, en contradition avec une formule
que j’ai donnée dans les « Comptes Rendus ».
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Je dois au public Iexplication de mes palinodies successives. A I'époque de mes
legons de I'Ecole de Télégraphie, {avais introduit par une voie indirecte I'équation
différentielle du § 12, et je m’étais contenté, comme démonstration, d’un simple apergu.
Reprenant ensuite la question, je trouvais les formules approchées des §§ 11, 13 et 14;
je voyais bien qu’elles cessaient d’étre applicables quand # est trés voisin de wp ou de
w D, mais je croyais, par erreur, que les termes correspondants étaient trop peu nombreux
pour avoir une influence et que je pouvais sans inconvénient appliquer les formules
approchées sans restriction. C’est le contraire qui arrive; les termes auxquels ces formules
ne sont pas applicables ont une somme sensible, et qui compense presque exactement
celle des auttes. C’est 13 I'origine de ma Note des « Comptes Rendus ».

Je ne m’étais pas encore aper¢u de mon erreur quand j’ai fait mes conférences
de Gottingen; au moment ot ces conférences ont été imprimées, je venais seulement
de la reconnaitre et j’ai dd me borner 4 indiquer, par une note bréve en frangais, que
la dernitre formule était inexacte.

Paris, 15 octobre 1909.

H. PoINCARE.




