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SUR LA DIFFRACTION DES 0NDES HERTZIENNES. 

Par M. !t. P o i n c a r 6 (Paris). 

Adunanza del t 4 novembre  x9o 9. 

I~quations g~n6rales du champ. 

Le present travail a un double but, l'application de la m&hode de FREDHOLM aux 
questions relatives aux ondes hertziennes et l'&ude de la diffraction de ces ondes. La 
pratique de la t~l~graphie sans fil a d~montr+ que ces ondes, non-seulement contournent 
des obstacles consid~rables, mais se propagent ~t de grandes distances malgr~ la courbure 
de la Terre. On a coutume de dire que ces effets extraordinaires de diffraction sont 
dfis aux grandes longueurs d'onde employees et cela est exact, mais malgr~ ces grandes 
longueurs d'onde, le ph6nom~ne reste surprenant et m~rite d'&re &udi~ de plus pros, 
car il reste permis de se demander si l'explication est suffisante, tant qu'un calcul plus 
pr&is n'a pas lev+ les derniers doutes. 

J'emploierai les notations de MAXWELL, mais avec quelques simplifications: I ~ Je 
choisirai les unit~s de fa~on que la vitesse de la lumi~re soit ~gale ~t I. 2 ~ Je supposerai 
les milieux non-magn&iques, de telle sorte que leur susceptibilit~ magn~tique soit 6gale 
~t I, les effets de cette susceptibilit6 paraissant en tous cas n6gligeables. 3 ~ Je supposerai 
que le pouvoir inducteur sp&ifique est partout 6gal ~ i ;  car les seuls milieux que nous 
aurons ~t envisager sont l'air et les corps conducteurs, ~t l'int+rieur de ces derniers 
corps les courants de conduction sont tellement pr6pond6rants sur les courants de d+- 
placement que l'on ne sait pas d&erminer le pouvoir inducteur; et d'ailleurs, sauf dans 
une couche superficielle extr~mement mince, le champ est nul. 

Nous d6signerons donc par F, G, H l e s  composantes du potentiel vecteur; par 
~, ~, ~, celles de la force magn~tique; par f,  g, b celles du d+placement 6lectrique; par 
u, v, w celles du courant de conduction; par + le potentiel scalaire; par ? la densit+ 
+lectrique, et nous aurons: 

dH dG 
( I )  = - -  

dy d( ' 

d F  d+  
(2) 4 ~ f =  dt d x '  
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(3) 

(4) 

d f )  d T d~ 
4~ " + - d 7  - ~ d ~ ' 

d f  dg db 
dx+~+~=P, 
d~ d~ d'( ~ + ~ + ~ = o .  (s) 

Aux tquations (i) ,  (2), (3), il faut bien entendu adjoindre celles qu'on en d6duit 
par sym&rie. 

On remarquera que toutes les quantit6s sont d~finies exp6rimentalement sauf le 
potentiel vecteur et le potentiel scalaire, et que les 6quations elles-m~mes ne suffisent 
pas pour d6finir compl&ement ces potentiels. Elles ne cesseront pas en effet d'&re sa- 
tisfaites, si on remplace F, 6;, H, + par 

d@ d@ d@ d@ 
F +  dx' 6;+ d-9-' n q  d~' + dt '  

�9 &ant une fonction arbitraire. 
Pour achever de d6finir ces potentiels, il faut donc se donner une 6quation com- 

pl6mentaire, c'est la suivante: 

dF dG d H  q_ d+ (6) d--d + ~y +-d-~ 27 - - -  0 .  

On obtient ainsi les potentiels de LORENTZ. On trouve alors les 6quations suivantes: 

4~p = d-F - -  a+,  

d~F 
(7) 4~u  = dt 2 - -  aF, 

4~ -d-y - -  dt 2 - -  a~ ;  

ce qui permet de repr6senter t~, F et ~ par des potentiels retardds, repr6sentation sur 
laquelle nous reviendrons. 

Nous emploierons g6n&alement les potentiels de LORESTZ; et, sauf avis contraire, 
ce sera toujours d'eux qu'il s'agira; cependant dans certains calculs, nous ferons usage 
d'autres solutions. 

Nous allons encore &rire les 6quations de MAXWELL dans un syst6me quelconque 
de coordonn6es curvilignes, proc6d6 que M. ABRAHAM a employ6 avec avantage. Soient 
x', y', Z' les nouvelles coordonn6es; nous supposerons que ces coordonn6es soient ortho- 
gonales, et que l'61~ment d'arc d s est donn6 par l'6quation: 

ds~--  a~dx'~ + b2dy'2-l-dd~(2. 

Si, par exemple, il s'agit des coordonn6es polaires, de sorte que x' soit le rayon 
vecteur, y' la colatitude et ~' la longitude, on aura: 

a - - -  I ,  b - -  x', c - -  x' sin y'. 
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Nous dLfinirons F', G', H' par l'identit6: 

F'dx' + G'dy' + H'dz' --" Fdx -1- Gdy + Hdz~, 

de telle sorte que les composantes du potentiel vecteur suivant les normales aux surfaces 
x' - -  const., y' - -  const., Z' --- const, soient : 

F' G' H' 
a ' b ' C 

Nous d6finirons de la m6me manibre f ' ,  g', b'; ~', ~', y'; u', v', w', et nous 
prendrons 

~ - - ~ ' ,  odxdyd~--~'dx 'dy 'd~' ,  ou p ' =  P 
abe " 

Nous trouverons ainsi les ~quations suivantes: 
a la ' aG'  

dF' d+' 
(2bi') 4 7:f' - -  d t d x' ' 

(3hi,) 4,r (U, + ~ft' ) a_a_[d Y ' d~"~ 
= bc \dy '  d~']'  

(4bls) ~ d / f '  b c\ 
~_ Z ~  ~ - S - )  - -  ~', 

(S  bis) ~ ~ - -  --'- O. 

Quant ~ l'~quation (6), die devient: 

(7) (6b19 Y F--A  + at, c dt 

Vis-A-vis d'oscillations de tr~s grandes fr6quences, tout conducteur se comporte r 
un conducteur parfait. Ce n'est l~t qu'une premiere approximation, et dans une &ude 
r&ente, M. SOMMERFELO a cherch6 :t se rendre compte de l'&art entre cette approxima- 
tion et la r~alit~ de la pratique. Nous nous contenterons n~anmoins de cette premi&e 
approximation, et nous regarderons tous nos conducteurs comme parfaits, d'ofl les con- 
s~quences suivantes : 

I ~ A Hnt~rieur du conducteur le champ ~lectrique est nul: 

J = g = b = o .  
2 ~ On trouve ais~ment: 

d~ 
- ~  _ 4 ~ ( d  ~ d ~ ) .  

d~ 
Donc A l'int~rieur du conducteur ~ -  est nul, c'estdt-dire que, si l'on part du repos, le 

champ magn&ique est nul. 
3 ~ Les courants de conduction et l'~lectricit6 libre ~ sont localis~s ~i la surface des 

conducteurs. 
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4 ~ L'examen des ~quations montre que les composantes tangentielles de la force 
~lectrique, et la composante normale de la force magn&ique sont continues. Prenons 
en effet pour axe des < la normale ~ la surface du conducteur. Nos quantit~s, et leurs 
d&iv&s par rapport /t x et ~l y seront finies; il ne peut y avoir doute que pour les 
d&iv&s par rapport ~ <. Or on trouve: 

dg dh i dot d f  dh i d~ dy dot d~ 
d Z - -  d-Y -]- 4 --~ d~ '  d Z - -  d x -]- 4-~ d-t' d < - -  d x dy ' 

dg d f  d'( sont finies, c'estd-dire quef ,  g, "( sont continues, c.Q.F.D. ce qui montre que d< ' d Z ' d < 

Donc ~t la surface du conducteur, et du c6t6 ext6rieur, les lignes de force 6lectrique 
aboutissent normalement ~t la surface, tandis que les lignes de force magn&ique sont 
tangentes h la surface. Pour voir que la premi&e condition entralne la seconde, il 
suffit de se rappeler l'6quation 

d ,  _ _ 4 ~ ( d g  d f )  

5 ~ Consid&ons encore une normale ~ la surface, prenons-la pour axe des <, et 
consid&ons les parties de cette normale tr~s voisines de son pied; en ces points on  
aura, d'apr~s ce qui pr&~de, 

d'ofi f - "  g - -  o, 

df  or - d E dh dh 

ou, en int~grant et remarquant qu'~t l'int~rieur h e s t  nul, et &endant l'int~gration 
route l '&endue de la couche superficielle o~ il y a de l'~lectricit~ libre: 

h = f e a t .  
Cette int~grale repr6seme ta densit6 superficielle de l'61ectricit6 libre, tandis que ? re- 
prOaente la densit6 de volume. Cette densit6 superficielle est donc 6gale au d6placement 
61ectrique en un point tr6s voisin de la surface du c6t6 externe. 

6 ~ Consid6rons l'6quation 

= dy d~ 

d f  d T d~ 
et observons que dans la couche superficielle -dr et ~yy sont finis, tandis que u et d--< 

sont tr6s grands. Int~grons comme dans le cas pr&6dent, et remarquons qu'A t'int6rieur 
est nul, il viendra: 

d~. 4 fud + 
Le second terme du premier membre et le premier du second sont n~gligeables; 

et il reste: 
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et de m~me: 

= fvd . 

Or f u d z o  {vd : (  reprbsentent la densitb superficielle des courants de conduction, 
g J  

tandis que u et v en repr~sentent la densit~ de volume. Donc la force magn&ique ~1 
la surface, du c6tb externe, est perpendiculaire au courant de conduction, et lui est pro- 

portionneUe. 
Nous retrouverons ces deux derniers rbsultats en parlant des potentiels retard~s. 
7 ~ Le courant de conduction &ant superficM, le vecteur u, v, w e s t  tangent ~ la 

surface. 

2. 

Les potentiels retard6s. 

Soit ~(x, y, 7,, t) une fonction quelconque. Consid&'ons les deux points x, y, 

(point attire) et x', y', ~(' (point attirant); soit 

leur distance. L'int~grale 

f f f  (~) o?(x', y', z~', t - - r ) -  7- dx'dy'dzJ, 

&endue ~l tout l'espace, s'appellera le potentiel retardg de ~ et pourra &re repr6sent& 
par la notation 

r  

Elle satisfera ~l l'~quation suivante (analogue ~t celle de POTSSON): 

AV ~ d ~ V  
dt ~ --  4~r~. 

Si alors on se reporte aux ~quations (7) du w pr&~dent, on volt que ~, F, G, H~ ~, 
~ T, sont respectivement les potentiels retard~s de 

(2) dw dv du dw dv du 
d~' d~ dx ' clx dy" 

Les oscillations auxquelles nous aurons affaire seront toujours, soit des oscillations 

pendulaires simples, soit des oscillations pendulaires amorfies. Cela nous permet de 

supposer que toutes nos fonctions sont proporfionnelles ~t une exponentielle e iot. A la 
v&it~, nous obtenons ainsi nne solution imaginaire de nos ~quations, et cette solution 
ne saurait directement convenir; mais il est ais~, par un procfid~ bien connu, d'en 
d~duire une solution r~elle correspondant au cas de la nature. I1 suffira de conserver 
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la partie r&lle de cette solution imaginaire, qui sera ~galement une solution de nos 
~quations. Dans ces conditions, si la solution imaginaire se pr&ente sous la forme 

A e i~t , 

la partie r~elle de o~ d~fink la p&iode, la partie imaginaire de to d~finit l 'amortissement, 

le module de A repr~sente l'amplitude de la solution rLelle, et son argument  en repr~- 
sente la phase. 

Si alors q~ est proportionnel ~t e ~ ,  l'int~grale ( i )  peut se mettre sons une nou- 
velle forme. Soit d'r'~---dx'dy'd~' l'~l~ment de volume qui a son centre de gravit~ 

au point attirant. Soit 
q~' = q~(x', y', ~', t). 

On  aura : 
~?(x', y', Z', t - -  r )  - -  q~'e -~' '  

Notre int6grale deviendra alors: 
t'~ e-itOr 

_ . .  ~?r j s,'. (3) 
C'est alors un  potentiel analogue au potentiel newtonien,  mais avec une loi d'attraction 
un peu diff&ente. J'observerai que ce potentiel poss~de les propri&~s essentielles du 
potentiel newtonien, en ce qui concerne la continuitY. Si en effet j'envisage la diff&ence 

e -it~ I 

r r 

des deux expressions, correspondant aux deux sortes de potentiels, cette diff&ence reste 

finie pour r - -  o. 
Mais nous avons encore ~i tenir compte d'une autre circonstance. Les quantit& 

(2) sont nulles, sauf dans une couche extr~mement mince ~t la surface des conducteurs. 
L'int~grale (3), qui est un potentiel de volume, va donc se transformer en un 

potentiel de surface. 
D~signons par 

v, r w 

les densit~s superficielles de l'~lectricit~ et du courant de conduction. On  a alors: 

~= f ,dz, U-- f udz, 
les int6grales du 2 d membre &ant celles qui ont &6 envisag6es A la fin du w pr~c6dent. 

Nous pouvons alors 6crire: 
l~ e--liar [~ g--lOr 

~' J d~', + = j  ; d e ,  I:= v' r 

off d~'  est l'616ment de surface du conducteur ayant pour centre le point attirant, 
tandis que e.' et U' sont les valeurs de ? et de U en ce point attirant. Les potentiels 
scalaire et vecteur se pr&entent  ainsi comme des potentiels de simple couche; ils sont 
donc continus, tandis que leurs d&iv&s ne le sont pas. 

En ce qui concerne la force magn&ique, la chose est un peu plus compliqu6e. 
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Nous pouvons observer que le courant de conduction &ant superficiel, les composantes 
U, V, IV ne sont pas indbpendantes; elles sont li&s par la relation 

I U +  m Y +  n W =  o, 
l, m, n d6signant les cosinus directeurs de la normale ~ la surface du conducteur. 

Consid&ons maintenant le vecteur dont les composantes sont: 
dw dv du dw dv du 

A --  d---y --  d~ '  B --  dz dx ' C - -  dx  dy ; 

ce vecteur est nul en dehors de la couche superficielle; il est tr~s grand ~t l'int&ieur 
de cette couche. 

Mais il y a une distinction ~ faire, la composante normale de ce vecteur est tr~s 
grande du I cr ordre si nous considbrons l'6paisseur de la couche comme tr~s petite du 
I cr ordre, tandis que les composantes tangentielles sont tr6s grandes du 2 a ordre. I1 el1 
r6sulte que notre potentiel se d&ompose en un potentiel de double couche et un potenfiel 

de simple couche; c'est ce que nous allons examiner de plus pr6s. 
Notre 6quation peut s'&rire: 

= 

e--ltOr 
o~ A' est la valeur de A au point attirant et 0 la fonction . Soit d ~' un ~l~ment 

r 
de la surface du conducteur, une normale au conducteur, ~' la distance du point atti- 
rant ~l cette surface compt6e sur cette normale. Comme ~' est toujours tr~s petit, nous 
pourrons supposer que la section droite d'un faisceau tr~s d~li6 de normales est ~gale 
?t k d ~', ofa k "- 7 + ~'(c + c~), c et c 2 &ant les deux courbures principales de la 

surface, de sorte que 
d'r' = kd~'d~'. 

D'autre part, nous pourrons d&elopper 0 suivant les puissances de ~' et n6gliger ~'~, 
ce qui donne: 

0=0o+  ,d% 
et enfin, toujours avec la m~me approximation, 

(et en effet dans le 2 d t e r m e  qui est tr~s petit, k peut &re remplac+ par sa valeur ap- 
proch& qui est I). 

Cette formule nous apprend que ~ est la somme de deux potentiels: le premier de 

simple couch% dont la densit6 superficielle est f k  A'd ~'; et le second de double couche, 
I V  

dont la densit~ superficielle est f A' ~ 'd~' .  
t /  

reste ~t calculer ces densit~s, que j'&rirai, en supprimant les accents, [ "  I1 k A dE, 

f A ~ d ~ ,  en les ainsi nous aurons aussi ~t calculer les rapportant a u  point x, Y, 

[ k B d ~ ,  etc. relatives it t3 et quantit~s correspondants l" 
d 
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Occupons-nous d'abord du potentiel de simple couche, et par consequent cherchons 
&aluer en un point donn~ de la surface le vecteur 

(s) f kAa , f kBd , f kcd . 
Supposons pour un instant que nous ayons pris pour axes des x et des y les tangentes 
aux lignes de courbure et pour axe des Z la normale au point consid6r~, de telle sorte 
que d ~ - -  d Z tout le long de la normale consid&~e. Nous trouverons d'abord : 

f f f ( d v  d y )  d f ~ f  d V  d U  kCdr~ --  Cd~ --  d-x d dz" = T x  v d z - -  u d z - -  -dx dy ' 

En effet, on a a u  point consid6r6 r y d e r - -  f v d ~ - -  V; en est-il encore de m~me 

en un point infiniment voisin, ainsi qu'il est n&essaire pour qu'on ait le droit de diff& 
rentier par rapport ~ x ? On a d ~ - -  d Z cos ~, ~ 6tant l'angle des deux normales ; cet 
angle 6tant tr~s petit, on a encore d ~ - -da[  ~t des infiniment petits pros du 2 a ordre. 
Les valeurs de v e n  deux points correspondants different tr~s peu, la formule subsiste. 
Les d&iv6es prises par rapport ~t x et ~t y sont tr~s grandes seulement du I ~r ordre, les 
d6riv~es par rapport ~t Z sont du 2 a ordre. Cela, ~ cause de la petitesse de 4, nous 
permet de faire k - -  I, dans tous les termes qui ne contiennent pas de d~riv6e par 

rapport ~ a[. 
Comme U~ V, W n'existeut qu'~t la surface du conducteur, leurs d6riv6es sont 

prises en les supposant exprim~es en fonctions de x et de y, regard~es comme variables 
ind6pendantes, tandis que a[ est regard~e comme une fonction de x et de y d6finie 
par l'~quation de la surface du conducteur. Si l'on veut nne d6finition ind~pendante 
du choix des axes, j'&rirai l'6galit6 

= f, o. 
La I ~~ int~grale est &endue Aune courbe ferm~e quelconque trac6e sur la surface du 
conducteur, et la seconde ~t tous les 616ments d'aire d* de la portion de cette surface 
limit6e par cette courbe; cette 6quation d6finit la quantit6 v e n  chaque point de la 
surface. On volt alors que la composante du vecteur (5) normale ~t la surface est 

~gale ~t ~. 
Passons aux composantes tangentielles et prenons d'abord: 

fk.4a:=fkAdz=fdydz_fkdv, [ 'dw,  Cdv d ('dr d 

La 2 a~ int6grale du 3 ~ membre est nulle, et en effet l'int6grale ind~finie se r6duit ~t v 
et s'annule aux deux limites, c'est-gdire en dehors de la couche superficielle. 

Quant ~t la I~% die se r~duit ~t 

d W  
ay 
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en vertu du m~me raisonnement que plus haut; mais on a t rou% plus haut 

I U + m V + n W - - o  
et au point consider6 on a 

l - - m - - W - - o ,  n~" I. 

Si nous diff6rentions cecte 6quation par rapport ~t y, puis, qu'apr~s la differentiation, 

nous fassions I = m - -  W - -  o, n - -  I, il reste: 

, 1 w  = _ u a z z ,Z  m 

dy dy ~ dy " 

I1 reste donc pour les composantes cherch&s: 

f v / .  dy -- dy --<~ f 
f k~a~ = vat zdm a. 

Nous trouverons plus loin 

et nous avons d'ailleurs 

il restera donc 

et de m~me 

d v  

dl dm 
dy --~ dy --c,, 

f k.4a~ = cx v', 

f kBd~ = - - q  U. 

Avec des axes quelconques, nous trouverons pour la densit6 de la simple couche 

qui figure dans l'6quation (4) :  

h, U +  h 2 V  + h 3 W  + h49 , 

les b &ant des coefficients d~pendant, en chaque point de la surface , des deux courbures 
principales et de l'orientation de la normale et des tangentes aux lignes de courbure. 
Si, en effet, 

I ,  m x , n, ; I~, m~, n~; I, m, n 

sont les cosinus directeurs des deux tangentes aux lignes de courbure et de la normale, 

on aura : 

b, = 1 1 2 ( c ,  - q ) ,  

b~ - -  c I I x m~ - -  c~ 1~ m x , 

b 3 ~ c ~ l  n 2 - c  21~n , 

h----l. 
4 

On voit que ces coefficients restent finis partout, si les courbures restent finies. On 
pourrait ~liminer l'une des trois quantit~s U, V, ?Y" de cette expression, ~ l'aide de 

l'~quation I U + m V -}- n W - -  o. 

Rend. Circ. M~tem. Palermo, t. XXIX (l ~ scm. igio ). -- Stampato il 17 dicembre i9o 9. 23 
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Passons au potentiel de double couche, c'estd-dire au vecteur: 

Prenons encore la normale pour axe des Z; il viendra: 

f,4 a = f  zdz= faw d v  

La premiere int~grale du 3 ~ membre est n~gligeable ~ cause de la petitesse de ~ 
dans la couche superficielle; pour la 2ae (qu'on ne peut plus n~gliger parce qu'il y 
figure une d~riv& prise par rapport i ~) on trouve, en int~grant par parties, 

On trouverait de m~me: 

d v  
_ = 

Les trois composantes de notre vecteur sont donc 

(6) /7, - -  V, o. 

Et, avec des axes quelconques, la densit~ de la double couche qui figure dans l'6quation 

(4) est 
n V - - m W .  

G+om&riquemen b le vecteur (6) est tangent ~ la surface du conducteur et perpendiculaire 

au courant. 
On salt que le potentiel d'une double couche pr&ente une discontinuit6 sur la 

surface du conducteur, tandis que sa d6riv& normale est continue; au contraire le 
potentiel d'une simple couche est continu, et sa d&iv& normale discontinue. 

I1 est ais6 d'estimer la valeur de ces discontinuit~s. 
Le champ magn&ique &ant nul A l'int&ieur, cela nous permet d'6valuer ce champ 

pour des points tr~s voisins de la surface, mais du c6t6 externe. En ce qui concerne 
d'abord le champ lui-m~me, c'estd-dire ~, }, T, il suffira d'envisager le potentiel de 
double couche; ~, ~, "/seront 6gaux, au facteur 4 ~ pros, aux densit~s correspondantes 
de la double couche. Si donc on prend pour axe des Z la normale au point consid6r6, 

on aura: 
~ = 4 ~ I  r, ~ - - - - 4 ~ U ,  y = o ,  

r6sultat d6jA obtenu au ~ pr&6dent. 
d~ d~ 

Consid&ons maintenant les d&iv&s normales de % [5, T, c'est-gdire 
d z ' d z ' 

dT; dies seront ~gales, au facteur 4 ~ pros, aux densit& correspondantes de la simple 

couche, d'ofi 

d ~ __ 4 ~ ct V, d__~ __ d y __ 
d'--Z-- d~ - - 4 ~ c "  V' d---Z - -  4~v'  
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et on a en effet: 

d z - -  d x '  d z - -  d y  ' 

parce que les composantes tangentielles f et g sont nuUes ~t la surface. Or  on a 

1~ -q- m ~  + n y  = o, 

parce que, A la surface, la force magn&ique est tangentielle; d'ofi, en diff6rentiant et 

remarquant qu'au point consid6r6 1 - -  m = y = o, n = 1 : 

OU 

d y  _ d l  d m  d y  d l  d m  

d x ~ -d x - -  ~ T x  ' d y - -  ~ d-y - -  [s d y 

d y _ d .f  [5 c 2 ; 
d x  - -  - -  ot cl,  dy  - -  

d'ofi enfin, en se rappelant les expressions de ~ et [5, 

d*t d__~ __ 4~c~ U. 
d z  - -  4~:c' V' d z  

On trouve, d'autre part, 
dy  d~ d[5 
d z  - -  d x  d y  " 

Or nous avons h la surface du conducteur, en un point quelconque, 

d[5 d U  
d y  - -  4 ~  d y  " 

I1 reste donc 

- - - 4 x  7/x - - - -  4 n v  c.O.. F. D. 

Passons au potentiel qui donne +, et qui est un potentiel de simple couche dont 

la densit~ est V'. Consid~rons la composante normale de la force &ctr ique;  elie est 
donn~e par la formule 

d H d~b 
4 ~ b  - -  

d t  dz, 

et elle doit &re ~gale du c6t~ externe ~t 4 ~ P-; le saut brusque subi par les potentiels 
d H  

du 2 d membre doit donc &re ~gal ~ 4 ~ . ;  le premier terme - -  d-T est un potentiel 

et de m~me: 

d'ot~ 
d ~  d V  
- - - - ' 4  ~ d x  d x  

d n  
h - - -  d x  m = W = o ,  n = I ~  

= 4 ~ (n V - -  m W) ,  
d'o~, en diff~rentian b 

d e  a W  
d - - - ~ - - 4 ~ k  d x -Sr n --d--~ m d - - - x - -  d x ] " 

Mais au point considerS: 
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d+ 
de simple couche qui ne subit pas de saut brusque; quant au second terme - - ~ -  c'est 

la d~riv& normale d'un potentiel de simple couche de densit~ 8-; le saut brusque qu'il 
subit en valeur absolue est 4 ~ ~. c.o.. r. D. 

Le problbme de Fredholm pour les corps de r6volution. 

Supposons que nous ayons deux conducteurs que j'appellerai le conducteur extdrieur 
et le conducteur intdrieur; le premier engendrera le champ extdrieur et l'autre le champ 
intdrieur; nous rbservons les notations 

+, F, G, H, f , . . .  
pour les quantit~s relatives au champ intdrieur; nous d~signerons par 

+*, F*, G*, n*, i f , . . .  
les quantit6s correspondantes relatives au champ ext6rieur, et par 

+++*, F + F * ,  . . .  

les quantit6s relatives au champ total. Si alors, comme dans le w pr&~dent, nous repr& 
sentons ces quantit6s par des potentiels retard6s, les int6grales qui expriment ces quan- 
tit~s devront &re &endues A la surface du conducteur int6rieur seulement en ce qui 
concerne le champ int6rieur +, F, . . .  ; ~ la surface du conducteur ext6rieur seulement 
en ce qui concerne le champ ext&ieur, +*, F*, . . . ;  et enfin A la surface des deux 
conducteurs en ce qui concerne le champ total. 

Dans le problSme de la r&epfion des signaux, le conducteur ext&ieur est l'exci- 
tateur, le conducteur int~rieur est le r&epteur; le champ ext6rieur dolt &re regard6 
comme donn~, ainsi que la constante co, et c'est le champ int&ieur qu'il s'agit de 
d&erminer. 

Darts le probl~me de l'6mission des signaux, il n'y a qu'un seul conducteur, qui 
est l'excitateur, et qui sera regard6 comme le conducteur int&ieur. Le champ ext&ieur 
est nul, et nous devons d&erminer ~t la fois to et le champ int&ieur. 

Enfin, dans le probl~me de la diffraction, le conducteur ext&ieur est l'excitateur, 
le conducteur int&ieur est le corps diffringent; le champ ext&ieur est donn6 ainsi que 
la constante to, et c'est encore le champ int&ieur qu'il s'agit de d&erminer. 

Nous allons chercher ~. ramener ces diff6rents probl~mes ~. la r~solution d'une 
~quation int6grale de FREDnOLM. Mais nous traiterons d'abord le cas off tousles con- 
ducteurs sont des corps de r&olution autour d'un m~me axe, et o6 le champ pr~sente 
aussi la m~me sym&rie, de telle sorte que les lignes de force magn&ique soient des 
cercles dans des plans perpendiculaires A l'axe, tandis que les lignes de courant et les 
lignes de force ~lectrique sont dans des plans m~ridiens. 

I~crivons qu'en un point trSs voisin de la surface du conducteur int~rieur, et du 
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c6t6 interne, la composante normale de la force 61ectrique est nulle. Cette composante 
normale, en ce qui concerne le champ int&ieur, est 

_ l d F  dG d H  d+ 
cl t - -  m ~- f  --  n d~ d n ' 

d+ 
en d6signant par I, m, n les cosinus directeurs de la normale et par ~-~ la d6riv~e 

prise selon la normale. Quant A la composante normale du champ ext6rieur, elle doit 
&re regard& comme connue, et nous la d~signerons par N, de sorte que notre 6quation 
s'&rit : 

ldF dG d H  d+ - - N .  
~-[ -~- m---d-( -~- n--dT 4 d-- ~ - -  

Or on a 
dF 
- - - - i ~ o F  
dt 

et d'autre part F est un potentiel retard+ de simple couche, de densit+ U, et que je 
puis d~signer par P(U) en employant la notation du w pr&~dent. Notre ~quation 
devient donc: 

(I) io~[I P(U) -~- m e ( V )  -~- n P(W)] -~- d~ P(~.) ~. N, 

off P(U), P(V), P ( W )  sont des potentiels de simple couche qui sont repr~sent6s par des 
d+ 

int~grales d~finies; un peu plus d'attention doit &re pr&& au terme ~nn; nous avons 

en effet 

On trouve d'ailleurs 

+ f ~r e--i~r = d ~'. r 
de -i~ d ( - ~ )  

(2) dn r - - d r  cos~, 

&ant l'angle du rayon vecteur r avec la normale au point attir6; mais en vertu des 
propri&gs connues des potentiels de simple couche, nous n'avons pas le droit d'&rire 
simplement: 

d~b f d e - i~  
d-n = J ~ '  d-n r d#.  

Nous devons &rife, du c6t6 interne, 

d+ / '  d e -i~ 
d n - -  J P" d*'  d-n r - -  2~y. 

et du c8t6 externe 

d + _ f  d e -'~ d n - -  ~ 'dn  r d , ' - { - 2 ~ .  

Notre ~quation devient donc 

(3) + f d e -so" 
- -  - - - - d , '  = N .  

dn r 

Sans la presence du I er terme, elle aurait imm6diatement la forme d'une 6quation de 
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FREDHOLM; car N e s t  une fonction donn6e, 7. est la fonction inconnue et l'expression 
d e -''r 

dn----r est une fonction connue de x, y, ~, x', y', ;(' qui jouerait le r61e de noyau. 

Quant au terme ica~-lP(U), il se pr6sente bien sous la forme d'une int~grale 
analogue ~t celles de FREDHOLM~ mais o3 figurent, ~t la place de la fonction inconnue 
~', d'autres fonctions inconnues U', V', /4/"; il s'agit de la transformer de faqon ~l 
n'avoir plus d'autre fonction inconnue que ~.'. 

C'est ici qu'intervient la sym&rie particuli6re du champ. Soit s l'arc de m6ridien 
compt6 depuis le p61e jusqu'au point x, y, Z; soit R le rayon du parall61e correspondant, 

R' ~?' et 9 la longitude du point x, y, ;~i soient s', et les quantit+s correspondantes 
pour le point x', y', ('. 

Soit 
] ' = U ' + V ' . q - - W ' ,  

de telle sorte que 
dx dy dz~ 

u = 1 2 y  , r = l-dT , w = l Ts . 

Le courant qui traversera le parall~le de rayon R sera alors 2~JR; d'autre part, 
cause de la sym&rie du champ, ] et tz ne d~pendront que de s et pas de q~. L'~quation 
de continuit+ nous donnera: 

D'ailleurs il vient 

ZlF=ZIP(U)= f Zlv'e-'~'r d~p .-.- 

Posons 
.d x' 

Y t-~Ts' = cosO, 

f j , ~  dx' Y l ~Tdr 

de teUe sorte que 0 soit l'angle de la normale au point attir~ avec la tangente au 
m~ridien au point attirant, et remarquons clue 

d~' -- R'ds'd~'; 
il viendra 

f 0 e-~~ I F - -  J'R' cos r' ds'dq. 

Introduisons une fonction L d~finie par l'~quation 

d .L 0 e-lt~ 
(S) ds' = c o s  , r 
d'ofi, en int~grant par parties, 

~ l F -  f ]'R'dL ds 'd"--[J 'R 'L]--  f ds' 

La parfie toute connue s'annule aux deux limites; et en effet les deux limites correspon- 
dent aux deux p61es oh R' = o; il reste donc, en tenant compte de l'~quation (4), 

(6) ~_ IF=--iofL~'R'ds'dq-------i,,,fL~'d,~'. 
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L'~quation (3) devient ainsi: 

f | I- d e -~~ + o~L]  ~ - - N  (7) 

et rile a la forme d'une 6quation de FRP.DHOLt~. 
L'~quation (5) ne d6finit L qu'~t une fonction arbitraire pros f(s, % ~?'); si on 

change L en L + f ( s ,  % ~'), le I 'r membre de (7) augmente de 

(s) o, f % *?')d,' =o" f dff(s, ,, ,,)[f 
Mais la charge totale du conducteur est nulle~ on a done 

f ~'d~r' = o 

et, comme ~.' est ind~pendant de ~', 

f R'~.'ds' = o. 

L'expression (8) est donc toujours nulle comme il convient. 
Pour montrer que la m&hode de FRF.DHOL~ est applicable ~ l'~quation (7), il 

suflit d'&ablir que le noyau 
d ~-ior 

+ o, L 

ne peut devenir infini que pour r = o~ et seulement du r ~ ordre. On a 

[ ]7 dn r - - c o s ~  r - - c o s ~  - - i c o - - ! . r  e . 

d e -i~ 
- - -  est infinie Cette expression ne peut devenir infinie que pour r - - o ;  /t la %ritb dr r 

d g--ior 
du 2 d ordre, mais alors cos ~ s'annule, de sorte que d n r est infinie seulement 

du I er ordre. 

Le second membre de l'~quation (5) 
e--lot 

COS 0 
r 

ne pourrait non plus devenir infini que pour r - - o ;  mais s i r  = o, on a aussi cos 0 = o, 
parce que la tangente au m6ridien est perpendiculaire ~t la normale, de sorte que le 

dL 
produit reste fini. Done ~ et par cons6quent L restent finis. Notre noyau remplit 

done bien les conditions exig&s. 

Sous la forme (7) l'int6grale de FREDHOLM est une int6grale double; mais il est 
ais~ de passer ~t une int~grale simple et &rire l'~quation (7) sous la forme 

I ' ~ ' k d s ' - -  2 ~  -- (9) N, 
d 
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off le noyau k est d6fini par l'int6grale 

fo==[d k =  \dn r - - - -  + o~= L ) R ' d ?  '. 

w  

Le probl~me de F r e d h o l m  pour  le cas  g6n6ral.  

Les formules pr&~dentes ne s'appliqueraient plus dans le cas g~n&al; si le champ 
n'est pas de r&olution, le plus simple est de se servir des potentiels retard~s qui expri- 
ment la force magn&ique. 

Je vais prendre comme inconnue le vecteur U, F, W'; cela ne fait en r~alit~ que 

deux inconnues, puisque les trois composantes sont li6es par la relation ~-1 U - - o .  
J'obtiendrai deux 6quafions en &rivant que, en un point infiniment voisin de la surface 
du conducteur et du c6t~ interne, les deux composantes tangentielles de la force ma- 
gn&ique sont nulles. 

Soit x, y, ~ le point attir~ tr&s voisin de la surface et du c6t~ interne. Si I., m ,  
n,,  et 12, m~, n~ sont en ce point les cosinus directeurs des deux tangentes aux lignes 
de courbure, on devra avoir: 

Yh =o. 
Or nous avons vu que ~, ~, ~' peuvent s'exprimer par des potentiels de double et de 
simple couche, et que l'on a par exemple: 

f d e-'~r f r e-'~'r - -  d * '  C '  I' ' U '  ' ' ' ' o~: (n'Z'--m'I/I/")dn, r -3V ( ,,~-l= - - C 1 2 y I U ) e - : T r d C + l l %  ' d*'. 
d r 

Dans cette formule l', m', n', l', . . . ,  U', ... repr~sentent ce que deviennent l~ m, n, . . .  
au point attirant; de m6me pour C', et C'2; la d&iv& 

d e -i~ 
dn' r 

repr6sente la d&iv& estim~e suivant la normale au point attirant. 
Ceci permet d'&rire: 

/ .  d g--i~r 
O) yt =/yk, U' 

d•  r r d - -  

off j'&ris, par exemple, 

- -  ' r d # +  ~ ' c o s 0 - 7 - d , '  , 

YZ V'= Z U' + Z Z' +k;W' 
avec 

t r k~, k3; k',, k 3 se d6duisant de k, et de k, en permutant circulairement l , ,  m ,  n ; l~, 
m' n "  ' ' n' n'. 
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D'autre part 
cosO ~ ~-l , l ' ,  

de sorte que 0 est l'angle de la normale au point attirant avecla  tangente ~ la ligne 
de courbure au point attir& 

Quand le point x, y, ~( se rapproche indbfiniment de la surface, on salt, d'aprbs 
les propri&~s du potentiel de double couche, qu'on ne peut plus representer simplement 
ce potenfiel par l'int~grale 

f s, d e -it~r d ~', 
dn' r 

off ~' est la densit~ de la double couche~ mais qu'il rant ~crire du c6t+ externe: 

f ~ ,  d e -i~'' - - d ~ ' - - ~  2~r 
d t~ ~ ?. 

et du c6t6 interne: 

Ici 
f  , d  e 

dn' r d ~ ' ~  2 ~ .  

~ ' - -  ~-k, U' 

et~ comme au point attir+ k,, k, ,  k 3 se r~duisent ~l I,, m,,  n , ,  

yz v. 
Nous devons donc compl&er le I *~ terme du 2 a membre de ( I )  en ajoutant le terme 

- -  2 ~ ~-- 1, U qui repr~sente ~ 2 ~ ~. 
L'bquation que nous voulons ~crire est que, pour le champ total, la composante 

de notre force magn&ique est nulle; ce qui donne 

de sorte que nous trouvons : 

(2)__Zlx~,._..___27~Z12u+ f Z k , U  , d g--i~rde~, + f zk l iUte  -it~r I ~ e--lt~r d ~ ' + / r  d~'. 
dn' r , I  r d r 

Sans le dernier terme, cette ~quation aurait imm~diatement la forme d'une ~quation 

de FREDHOL~; car le champ ext~rieur +tant donn+, le premier membre m y 1 ~* est 
une fonction connue. 

On obtiendra une seconde ~quation (2 his) en changeant l,, m,,  n, ; l,~ m,, n, 
en l~, m ,  n~; - - I  ~ ~ m , ,  - - n  x 

I1 nous reste donc ~t transformer le dernier terme de (2). Pour nous rendre compte 
de la fagon de faire cette transformation, considgrons d'abord une portion de surface 
plane; on a alors 

dV' dU' ,qt - -  
dy' dx' 

et si je pose 

--- COS 0 g_i~r 
T 

Rind. Circ. ldatem. Palcrmos t. XXIX (i o sere. xgto) . - -$ tampato  il ,8 dicembre zgo 9. z4 



i86 ~t. ~OI~CAR~. 

l'int~grale ~ envisager est 

f l d g ,  a v ,  x . , . ,  
\ d y '  2-~ ),t, clx dy .  

En int~grant par parties, je trouve que cette intbgrale est ~gale ~t 

f o(U, dx, + g, dy,)_ f [u ,d~ g, 
La premiere int+grale est une int~grale de ligne +tendue au contour qui enveloppe l'aire 
consid+r&; la seconde est une int+grale de surface. Cette formule se g~n+ralise pour 
une portion de surface courbe quelconque et l'on trouve: 

(3) f f ( v'dO~'y'+w'd*Xd~'-d-~) " 

Cette formule demande quelques explications; la fonction q~ n'est d~finie que sur la sur- 

face du conducteu U de sorte que les trois d~riv~es partMles de �9 n'auraient aucun 
sens sans une convention sp~ciale. Je supposerai douc que la fonction �9 conserve la 
m~me valeur tout le long d'une normale ~ la surface du conducteur, ce qui ach~ve de 

dO d o  dO 
d~finir �9 dans tout l'espace. Dans ces conditions le vecteur d x "  d y "  ~ est tan- 

gent ~ la surface du conducteur; il est normal aux courbes q~--const.  (en regardant 
dO 

x', y', Z' comrne les variables); en grandeur il est ~gal ~ ~-?-?, d? ~tant une longueur 

tr~s petite prise sur le vecteur lui-m~me. 

Si nous appliquons l'~quation (3) ~ une surface ferrule, l'int~grale de ligne est 
nuUe, et le 2 a membre se r~duit ~t son 2 a terme. L'~quation (2) prend alors la forme: 

= _ 2 E v+Cyk, a 
dn' r 

(4) e_itor 

f 
et il faut y adjoindre une autre 6quation (4 bi~) qui se d6duirait de la m~me fa~on 
de (2hi'). 

Ces 6quations ont imm6diatement la forme de FREDHOLM. On peut: ou bien 
exprimer U, V, W, et de marne U', V', W', A l'aide de deux quantit~s seulement en se 

servant de l'.~quation ~ I U - - - Y  l' U'-= o; ou bien conserver trois inconnues et 
adjoindre /t (4) et (4 bi~) l'~quation 

( s )  = o. 

I1 me reste ~l faire voir que les noyaux satisfont bien aux conditions de FR~.DHOLM. 
D'abord ils ne peuvent devenir infinis que pour r - - o  et, pour savoir de quel ordre, 
nous devons distinguer les trois derniers termes de l'~quation (4). Dans le second terme 
nous avons en facteur 

d e -i~ d e -i~ 
COS ~t 

dn' r d7 r ' 
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off ~' est l'angle du rayon vecteur avec la normale au point attirant. Pour r ~---o 
d e -it~ 

- - -  devient infini du 2 d ordre, mais cos ~' s'annule, de sorte que notre noyau 
dr  r 
n'est infini que du I er ordre. 

g--lOr 
Dans le 3' term, nous avons en facteur - -  qui est infini du I *r ordre seulement. 

r 

Dans le 4* term,, nous avons les d&iv&s de �9 qu'il nous reste ~t examiner; on trouve 

d r e -;or d cos 0 d e -~~ 
dx'  - -  r dx '  + c~ dx '  r 

Le premier terme ,st  infini du I *r or&e, dans le second le facteur 

d e -~r 
d x  r r 

�9 st infini du 2 a ordre, mais cos 0 s'annule quand le point attir6 et le point attirant se 

confondent, de sort,  que le produit n'est que du I er ordre. 

Tous nos  noyaux sont donc du I e~ ordre~ de sort,  que les conditions exig&s sont 

bien remplies. 

On pourrait transformer les 6quations de faqon A prendre pour inconnues ~ et v, 

et non plus U, P', W;  on se rapprocherait ainsi de la forme de solution qui convient 

au cas des corps de r6volution. 

l ~ tu d e  d ' u n e  s o l u t i o n  p a r t i c u l i ~ r e .  

Reprenons les ~quations (Ibis) etc. du w i e t  supposons que les coordonn&s choisies 

soient les coordonn&s polaires, de telle fa~ou que l'on ait: 

a - - - "  I :~  b --- x', c = x' s iny' .  

Nous pourrons alors (~ la condition de ne pas nous astreindre d prendre pour 

potentiel vecteur le potentiel de LORENTZ) satisfaire aux ~quations en faisant 

d 
G' = H '  = o, ~' - -  ~' = o, h' = o, - -  o. 

d z ' 
Les ~quations, en dehors des conducteurs, se r~duiront alors ~t 

( 0  . f ,__ c dF '  . , d F '  
ab dye' = - -  s tay  T y '  ' 

d F' dO/' 
( 2 )  4 ~ f '  - -  dt  dx '  ' 

(2his) 4r~g , __ d + '  
dy '  ' 

d f '  a dy '  i dy '  
(3) 4~ -d t  - -  bc dy'  - -  x '~ siny' dy'  ' 
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dg'  
4 ~  d t  - -  

L'6galit6 

( i b i s )  4 ,  dg'  b dy '  I dy '  
d t  - -  ac d x '  ~ siny' d x '  ' 

d (f,  x, 2 sin y') + d (4) d x' -~y, (g' sin y') = o. 

De (2bi~), (3 hi') et ( I )  nous tirons: 

d~d? ' I d~ '  I d ( , d F ' ~  d~F ' 
d y ' d t - -  s i n y ' d x ' - - s i n y ' d x '  siny d-y-J--dx'dy" 

d2~b , d2 F , 
(5) dy '  d t  - d x '  dy '  

nous conduit ~t admettre la suivante: 

d F'  d~b' ~ o, 
(6) dx' + d--i-- 

ce qui montre que l'~quation (6 his) du ~ t reste vraie, en dehors des conducteurs, comme 
pour le potentiel de Logv.NWZ, bien que notre potentiel vecteur ne soit pas en g&l~ral 
celui de LORENTZ, parce que l'bquation cesse d'&re vraie sur les conducteurs. Quoi qu'il 
en soit (2) et (3) nous donnent respectivement, en tenant compte de (6) et de (I) ,  

4 d f '  d2F  ' d~+ , d~F , d~F , 
d t  ~ d t  ~ d x d t  d t  2 Jr- dx,~ , 

d f '  I d•' I d (sin , d F ' \ .  
4 ~ " ~ -  - -  x,~ sin y, d y, ~ x,2 sin y, d y, \ Y -~y, J , 

d'ot~ 
d ~ F'  d ~ F'  cotg y' d F' I d 2 F'  

(7) d x  '--r ~ d t  ~ - - ~  x '~ dy'-  x '~ d y  '2" 

Je veux satisfaire A cette 6quation en prenant pour F'  le produit d'une fonction de x' 
K F '  

par une fonction de y'~ et pour cela il faut ~galer les deux membres de (7) ~t - -  X t2 

K &ant une constante. On trouve ainsi les deux ~quations: 

d ~ F '  K F '  
(8) o ~ F ' - [  - dx ,~  - -  x ,  ~ , 

, d F'  d~ F ' 
(9) cotgy ~ d y,, = K F ' ,  

d~F , 
en nous rappelant que d t ~ - -  to 'F' .  Consid+rons d'abord l'6quation (9), qui nous 

montre comment F' varie en fonction de l'angle y'. Si nous posons 

cosy' = W' 
l'~quation devient: 

d~F ' d F '  
(9 his) ( I  - -  ~2), d/3"---~ __ 2~/, ~ + K F " ~ "  o. 

On volt que cette 6quation se r6duit ~t celle qui d6finit le polyn6me de LEGel~DRZ 
P~(~) = &(cosy ') ,  s i r  on a soin de prendre 

K - - -  n ( n  -[- I ) .  
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I1 convient d'ailleurs d'attribuer .4 K cette valeur, si l 'on veut que F '  reste r6gulier pour 
toutes les valeurs de l'angle y'. Nous pouvons alors nous reporter ~t l'6quation (8) pour 
voir comment  se comporte F '  en fonction du rayon vecteur x'. Posons 

notre 6quation devient 

d---T-q- F' I ~ ---o.  

Cette 6quation lintaire admet deux inttgrales remarquables que je dtsignerai par 
] . (~ )  et I . (~ )  ~. cause de leur analogie avec les fonctions de BESSZL; dans tout ce qui 
va suivre, ces notations dtsigneront, sauf avis contraire, non pas les fonctions de BESSEL 
ordinaires, mais les inttgrales de l ' tquation (IO). 

L'inttgrale / est celle qui, pour ~ trts grand, est sensiblement 6gale ~t e-i~; il n'est 
pas difficile de voir que cette inttgrale est 6gale ~t e -i~ multiplite par un polyn6me 

I 
entier en - - .  

L'inttgrale J .  est celle qui, pour ~ - -  o 7 reste holomorphe; die est 6gale ~t la partie 
r&lle de b/~, b &ant un facteur constant. La fonction J.  n'est pas ainsi entitrement 
dtfinie, die ne l'est qu'~t un facteur constant pros, et pour d&erminer ce coefficient nous 

ferons la convention suivante. 
Soient I'. et ]'. les d&i%es de I .  et J . ;  on aura la relation: 

I '  J .  - -  J '  / - -  const. 

I1 est ais6 de voir que cette relation a lieu entre deux inttgrales quelconques de 
(IO). Nous choisirons notre facteur constant, de telle sorte que cette constante soit 6gale 

~t I; de sorte qu'on aura 
( I I )  I' J - J' I . - - -  I. 

I1 rtsulte de l~t que F' sera d 'une des formes suivantes: 

F '  = e ' ~  (cos y ' ) L  (~ x'), 

F' = e 'O'P.(cosy' )I . (ox' ) .  

Retenons seulement la I ~re forme;  nous avons trouvt:  

4 ~ df '  d ~ F' d ~ F' 
d-7 - -  d e  + d x " '  

d'ofi 

d'oth enfin 

02) 

d2F ' n (n  + I ) F '  
4 ~ i ~  = c~ + - d ~  - -  x '~ ' 

O~ f + 01, "co  , ,L( x f' - -  4 ~ c  o .k  Y ) ~  " 

Ceci nous montre comment  varie la composante radiale f '  de la force 61ectrique en fonc- 

tion du rayon vecteur x ' ;  die varie proportionneUement ~t J "  A v e c l a  2 de forme, il 
Xf2 

suffirait de remplacer J .  p a r / . .  
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Cela pos~, consid&ons un champ ~lectromagn&ique quelconque et supposons: 
i ~ Qu'k l'int&ieur d'une sphere de rayon R, il n'y ait pas de conducteur. 
2 ~ Que le champ soit de r~volution. 
On volt que, dans les m&mes conditions que plus haut, on peut supposer: 

G ' - - H ' - - o ~  etc. 

De plus F' pourra &re d&eloppb en une s&ie de fonctions sph&iques, et puisque le 
champ est de r~volution en une s&ie de polyn6mes de LEGENDRE. Nous aurons donc 

F' = e '~'' fir. K, P,, (cos y'), 

K &ant une fonction de x' seulement. D'apr~s ce qui pr&&de, K, devra satisfaire ~t l 'g 
quation (Io), et d'autre part rester holomorphe pour x ' - - o ,  puisqu'il n'y a pas de 
conducteur ,'t l'int&ieur de la spMre de rayon R. Nous aurons donc 

F' = e~"Z A.J.(o~x')P (cos y') 
et  

6~xp 
0 3 )  f '  = e ' ~ ' Z B  "~=- )P  (cosy'), 

les A. et les B &ant des coefficients num~riques. 
Supposons maintenant: 
i ~ Qu'~t l'extgrieur d'une sphere de rayon R, il n'y air pas de conducteur. 
2 ~ Que le champ soit de r~volution. 
3 ~ Que l'&at actuel air ~t~ atteint en partant du repos~ de telle sorte que toutes 

nos quantit~s soient susceptibles d'etre repr&ent~es par des potentiels retard~s. 
Dans ces conditions, F' sera, pour x' tr6s grand~ sensiblement proportionnel ~t 

e-~"~ ce qui nous permet d'&rire: 

= 

et 
OJ P 

(i3b~.) f ,  e,~,,V-B I.( X )p  "cos " = A . .  y ) .  

Diffraction par une sphere. 

Nous aUons maintenant commencer l'&ude des effets de diffraction produits par 
la sphere terrestre sur les ondes ~man~es d'un excitateur. Le champ extgrieur sera produit 
par un excitateur recfiligne qui~ prolong~ irait passer par le centre de la Terre~ de 
telle faqon que les champs soient de r6volution. Cet excitateur pourra se consid&er comme 
r~duit ~t un point, que j'appellerai S. Soit O le centre de la Terre, et M le point x, y, ~: 
Je d6signerai par r la distance S M~ par D la distance S O, par ? la distance O M~ 
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par ~ l'angle SOM, par 7: ~ ~ l'angle OMS, par 0 l'angle OSM. I1 en r~sulte que 
i~ et ~ repr~sentent ce qui, dans le w pr+c6dent~ ~tait appel~ x' et y'. 

S 

(Fig. O. 

Nous avons besoin de la composante radiale du dgphcement ~lectrique, c'est-s 
de ce que, dans le ~ pr&gdent, nous appelions f ' .  Pour le champ extgrieur nous pouvons 

'~prendre un potentiel vecteur, dirig~ suivant S Met  ~gal en grandeur/t 

on en tire: 

( i )  4 ~ f  ' * - -  e '~176 r)[~-sm0sin~, q - ( r - ~  -{-/,~r3) (sin0sin~ - - 2 c o s 0 c o s ~ ) ] .  

A l'int6rieur de la sphere de rayon D, f'* peut &re d~velopp~ par la formule ( i3)  
du w pr&~dent, ce qui me permet d'&rire: 

(2) f'* ei~ A,,J. I = (cos 

Le coefficient .4. ne d~pend que de n e t  de D; on peut le calculer par la m~thode 
de LAeLACE et c'est ce que nous ferons plus loin au w 13. 

Passons au champ int6rieur. A l'ext~rieur de la sphere terrestre, c'est-s pour 
? ( t~o ,  si t~o repr~sente le rayon de la Terre, nous pourrons appliquer la formule 
(13 his) du ~ precedent et nous aurons: 

I (cos (3) f' = e~" Y B.I.(o~?)--~--P. 

A l'int~rieur de la Terre, c'est4-dire pour ? ( 0 o ,  la formule (13) nous donnera: 
I 

(4) f '  - -  e~' Z C.]. (oJ 0) -~- P. (cos ?). 

Enfin sur la surface nous aurons, pour la densit~ ff de l'6lectricit6, 
I (5) ~ -- e'~" X D ~ P.(cos ~). 

I1 reste ~l r les coefficients B., C. et /3.. 
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l~crivons les valeurs de F' pour p > ?o, et ? < ?o; nous trouverons, en nous 
reportant ~t la formule 12 du ~ 5, 

e t  

F' = ~iot Z 

F ~ ~ giot Z 

4~ito 
n ~ + -  0 B"/"(to ?)P"(c~ ?) 

4~ito 
n(n + I) Cn]n(to~)P(c~ 

Rappelons que F' n'est pas ici le potentiel de LORENTZ, de sorte que ce n'est pas 
un potentiel de simple couche. Les ~quations (2bi~), (3 bi~) et ( I)  du w 5 nous ont donn~: 

4 dg' d=F ' 
dt ~ dx 'dy '  ' 

ou, avec nos notations actuelles, 

d ~ F' 
4~ = 4rcitog' - - d p d $  

ce qui nous donne, pour ? ~ Po: 

et pour p < ? o :  

(6)  

g, = to e~,, ~- B. I' d P. 
n(n -~- I) .(top) d~ 

g , = t o e , ~ , y  c .  , , a t ,  
n(n -1- I)J~(to P) ~ " 

Mais la composante tangentielle g' doit rester continue pour ?--Po, ce qui donne: 

B I'(topo)-- C . L ( o  po ). 

D'autre part, la composante normale f '  doit ~tre discontinue et son saut brusque 
doit 4tre 4gal ~t ~., ce qui donne: 

(7) B./~ (to Po) = C.J.  (to po) -[- D..  
Enfin, le champ total 

f , * + f ,  
dolt ~tre nul ~l l'int&ieur de la Terre, ce qui donne: 

(8) .4 + c = o. 

Des ~quations (6), (7) et (8) on peut, en se rappelant que 

r . L - L I . = I ,  
d~duire 

I'.(topo)D --  A, ,  
d'ofl 

lot ~-  x~n (9)  v. = e  z_  ~ , - -  P , (cos  ~), 
# ' . ( t o  Po) 

que j'tcrirai quelquefois: 

' I "  P'" Po ~J. 
On volt par 1~ comment on peut d~terminer les p&iodes propres des ondes 
par un excitateur sph&ique. Ces p&iodes sont donn&s par les ~quations 

r~(toeo) = o 

6raises 
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et c'est ce que l'on pourrait voir 6galement en &rivant que dans ces 

on a, :t l'ext6rieur, 
g ' = o .  

Nous trouverons plus loin au ~ 6 une expression simple de A .  

ondes propres 

~ 7 .  

Remarques sur la longueur d'onde. 

Les formules pr&~dentes contiennent la solution th~orique du problbme de la 
diffraction, et cependant la v~ritable question n'est pas abord&, puisque le caract~re 
essentiel du phbnom~ne de la diffraction n'est pas mis en &idence. Ce caract~re tient 
~t ce que la longueur d'onde est tr~s petite par rapport aux dimensions de la Terre 

et ~t ce que, par consequent, le hombre co est tr~s grand. Nous sommes ainsi conduits 

/t d&elopper nos inconnues suivant les puissances de __[_I. A la veritY, les d~veloppe- 

ments ainsi obtenus ne sont pas convergents en # n & a l ;  en s'arr&ant aux premiers 
termes, ils ne nous en fournissent pas moins des expressions asymptotiques de nos. 
inconnues qui sont suffisantes pour notre objet. 

En se plaqant ~l ce point de vue, la I ~r~ approximation nous donnera la propaga- 

tion rectiligne, et c'est ~i la 2 ~ approximation qu'il convient de nous arr&er. Nous 
sommes ainsi conduits ~t r~hercher des expressions asymptotiques de nos int~grales, 
et cela va &re l'objet des w167 suivants. 

Mais nous avons encore une autre remarque ~t faire. Nous supposerons, dans ce 
qui va suivre, que ca est r&l. Cela paraltra au premier abord peu justifiable, puisque 
l'onde ~mise par l'excitateur est amortie. Mais en r~alit~ nous n'aurions pas le droit 
de repr6senter l'onde amortie par une formule 

e i~~ , 

o~ &ant imaginaire; et en effet, cette onde amortie a un commencement; de sorte qu'il 
conviendrait d'~galer l'onde ~l une fonction discontinue F ( t ) ,  ~gale ~t o pour t < o 
par exemple, et k e ~'  pour t ~ o. Cette fonction discontinue peut &re d~velopp~e en 
s&ie de FouRIeR: 

f5 
oi~ o~ est rgel. Le coefficient ~?(~) est donna par la formule: 

s , 
parce que pour t - - ~  l'expression d I~'-~l' s'annule, parce que la partie imaginaire de 
~ est positive. 

Par la formule (I) ,  l'onde incidente F (O est d&ompos~e en une infinit~ de 
composantes isochrones e ~t ~(~)d~,  formant un spectre continu. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (x ~ sere. 191o) . -  Stamp~.to il ~8 dicembre ~9o9. 25 
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Nous devrons examiner s+par~ment chacune de ces composantes, et pour chacune 
d'elles i'exposant i s  t e s t  purement imaginaire. C'est ce qui justifie notre hypoth6se ot~ 
nous traitons o comme r&l. 

On remarquera que pour ~ - -  o, ~?(~) ne s'annule pas, mais se r+duit fi . I .  Et 
~co 

cela aune  grande importance. On explique en effet d'ordinaire la diffraction des ondes 
hertziennes en disant que la longueur d'onde est trbs grande, et on entend d'ordinaire 
par 1~ la longueur d'onde calcul& ~ l'aide de la partie r&lle de o et que nous appel- 
lerons ),. Mais, ainsi que nous venons de le voir, nous n'avons pas en r~alit6 une 
longueur d'onde unique, mais un spectre continu, et dans ce spectre il y a des parties 
qui correspondent ~t des longueurs d'onde beaucoup plus grandes que ),. Ces parties 

ne sont pas d'une intensit+ n~gligeable, puisque 

I 
(o) = 

tandis qu'en posant o - - O o - I - i % ~  et en prenant ~---Oo,  on avait 

I 

~(COo) = i ~  I ' 

de telle sorte que 
1~(%)] et ~]o] 

sont sensiblement du m~me ordre de grandeur. 
Parmi les composantes de notre spectre, il y e n  a donc qui sont susceptibles de 

produire des effets de diffraction beaucoup plus-grands que ceux qui correspondraient 
~t la longueur ~.. Et c'est d6j~t une premi&e explication de la grandeur des effets con- 
stat6s. 

Valeur asymptotique de r int6grales. 

Consid~rons l'int~grale : 

e dx, ( i )  

o3 '~ et 0 sont des fonctions de x, et co un tr~s grand nombre. Je suppose d'abord 
que l'int~graie soit prise entre des limites r~etles le long d'une droite et que sur cette 
droite 0 soit r&l. On peut d6formcr le contour d'int~gradon en s'astreignant ~t cette 
condition, que tout le long du nouveau contour la partie imaginaire de 0 soit positive 
ou nulle. En un point ot~ cette partie imaginaire est positive l'~l&nent correspondant 

de l'int~grale contient en facteur 
g--t~0 x 9 

o3 0 est la pattie imaginaire, et comme co est tr6s grand, cet ~l~ment est n~gligeable; 
il est tr~s petit d'ordre infini, si ~o est trbs grand du I ~ ordre. Les seuls ~l~ments sensibles 
sont donc ceux qui sont voisins des points o2 0 est r&l. Mais dans cette d~formation 
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de notre contour, il y a certains points, situ~s sur l'axe r~el, et par lesquels nous devons 

toujours faire passer le contour. Ce sont: 

I ~ Les deux limites d'int~grafion. 

2 ~ Les points singuliers de ~ et de 0; parce que dans une d~formation continue, 

un contour variable n'a pas le droit de franchir un point singulier. 

3 0 Les maxima et les minima de 0, parce qu'un contour ne pourrait passer dans 

le voisinage de l'un de ces maxima, tout entier au dessus ou tout entier au dessous, 

sans rencontrer fi la fois des points off 0 ~ o et des points off 0 ~ o. 

Tons les autres points peuvent &re ~vit~s et il en r~sulte que les seuls ~l~ments 

dont nous ayons ~t tenir compte sont ceux qui sont voisins de l'un de ces points. Soit 

l'un de ces points, 0 o la valeur correspondante de 0; nous aurons 

0 - 0 ~ = A ( x -  + . . . ,  = B ( x - -  + . . .  ; 

nous poserons 0 --- 0 ~ .3 7 Ay" ,  d'ofl 

d x  
~-~y = By p + B,y~*' + . . .  

et pour notre int6grale: 

., of (.,, + yt§ + . . . )  e'Ony dy. 

Nous sommes donc ainsi conduits ~l examiner l'int6grale 

f yP e i~Aym d y. 

La limite inf~rieure d'int6gration peut &re prise ~gale ~l o, ~t la condition de consid~rer 

s~par~ment les 61~ments voisins de ~ vers la droite, et les ~l~ments voisins de ~ vers 

la gauche. Quant ~i la limite sup6rieure, nous pouvons la prendre arbitrairement, puisque 

les ~l~ments voisins de la limite inf6rieure interviennent seals. Nous la prendrons par 

exemple infinie, un peu en dehors de l'axe r&l pour que 0 ~> o. Nous avons donc 
~t envisager l'int~grale 

oo~176 ei~ d y. 

Elle se calcule ais~ment par le moyen des fonctions eul~riennes. Il est ais~ de u 
qu'elle est de l'ordre de 

_ - - ~ -  
O~ 

Le nombre p peut &re fractionnaire et m~me n~gatif, mais ne pent &re ~ -  L Si 

nous appliquons ce principe aux diff&ents points, nous trouvons: 

x ~ Que pour les maxima et minima de O, on a en g~n~ral 

p - -  o, m - -  ~, 
d'ofl ordre ~ ,  

2 
i 2 ~ Que si l 'on a 0' --- 0" - -  o, on a p - -  o, m - "  3, d'ofi ordre ~ 3-" 

3 o Qu'aux extr~mit~s, on a en g~n~ral p - - o ,  ra---I ,  d'ofl ordre ~ I. 

4 0 Q.u'en un point singulier, de ~0, on a en g~n~ral m - -  ~, d'ofl ordre - - ( p - I - ~ ) .  
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50 Que si en un point la fonction "a est continue ainsi que ses d6riv6es des q 
premiers ordres, mais que la (qq-I)' d6riv6e soit discontinue, on trouve l'ordre - - ( q + 2 ) .  

fltudions d'une fa~on particulihre le cas des maxima et des minima qui donnent 

c'est4-dire celui de I l'ordre ~ 7 ,  ~ - .  Nous avons la formule connue: 

= r 

d'ofi l'on peut d6duire, comme on salt, 

En appliquant donc les principes pr6c6dents ~t notre int6grale, et en particulier aux 616- 
ments de cette int6grale voisius d'un minimum ou d'un maximum de 0, nous trouvons: 

(2)  

pour un minimum et 

= V I0,,I e 

pour un maximum. Les valeurs de ~, 0, 0" sont celles qui correspondent au minimum 
ou au maximum, et 0" est la d6riv6e seconde de 0; la valeur du radical ~ diviser est 
la valeur positive. 

Les formules pr6c6dentes restent vraies pour des valeurs imaginaires de co, pourvu 

que la partie imaginaire de co soit positive, mais en attribuant a 1/~ un argument compris 

entre o et - - .  Plus g4n6ralement encore on peut appliquer la formule (2), m4me si 
2 

et 0 ne sont pas r6els et si le chemin d'int6gration est quelconque, mais il faut que 

l'argument de o~O"dx 2 soit compris entre o et ~t et il faut attribuer a lhoO"dx un 

argument compris entre o et - - .  
2 

I 
L'erreur commise est de rordre de ~ ;  car le terme suivant du d6veloppement cor- 

r 

respond ~t 
p--- I~ r / / , - - -  2 

et est par cons6quent d'ordre P + I - - _  I. 
m 

I1 n'est peut-~tre pas sans int&~t d'appliquer le r6sultat pr~c6dent ~ rint6grale de 

FouRiFa, afin d'en mieux fake comprendre le sens. Partons des deux formules conjugu6es: 

et soit + (y) - -  d ~~ ~, 06 0 et ~ sont fonctions de y. Pour avoir une valeur approch6e 
/ - a  

de ?(x),  appliquons la r6gle pr6c6dente; la quantit6 sons le signe j e s t  

ei(x~ '+~0) ~ .  
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or, eu vertu de (3), 

Nous poserons x - ~  Zoo; il faut consid6rer le minimum de l'exposant, c'est A-dire de 

~y -[- O(y). 

Ce minimum sera atteint pour une valeur de y que j'appellerai yo et qui sera donn~ par 

01 ~ + 0, (yo) = o. 

La valeur correspondante approch~e de l'int6grale sera 

i - - -  ~ . 
~(x) = i/2~ e 4 e,~,~yo+0, ~(yo) 

1/~-67~ (yo) 

Calculons de m~me d/(t); on trouve, en rempla~ant q~ par sa valeur approch&, 

f - -  i 4- vl(yo) e~,~t,;yo+O~yo)-.;ld/dz. 
2~+( t )  -~ l/2r.e l/m 0,, (yo) 

Cherchons le maximum de l'exposant: 

(4) Q - -  ZYo -[- O(yo) - -  tz, 

t &ant donn6 et Yo lib ~t Z par la relation (31; il viendra 

yo + ~d~[( -i t- 0' (Yo)] - -  t = o 

ou, en vertu de (3), 
yo - -  t. 

Notre valeur approch6e est donc, d'apr~s les m~mes r~gles, 

0 est la valeur absolue de la d~riv~e seconde de l'exposant, c'est4t-dire de l'expression 
dx 

(41; ~ -  n'est autre que co; on trouve: 

- -  -~  ( ~ ) "  0"~ d~y~ d~Q--~ +o', +&+ .'-d~ ; 
' d z  ~ 

d'ofi 

et finalement: 

~ + 0 ' =  I + 0"ddY ~ = o ,  

d 2 Q i i 

dz 2 -- 0" '  0--- 0,--- z 

2~q'(O = 2 ~ e  '~*. c .Q.F.D.  

Je me contenterai de cet aper~u et n'examinerai pas des cas plus compliqu~s comme 
ceux off il y a plusieurs maxima. 

Appliquons maintenant les m~mes principes ~l l'int~grale double 

(s) f ~e'~'~ 
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Si on int6gre d'abord par rapport ~ x, on voit que seuls doivent &re retenues: les 
valeurs de x pour lesquelles (y &ant pour un instant regard6 comme une constante) 0 

est maximum; les points singuliers; les limites. On renouvelle le raisonnement en 

int~grant par rapport A y et on voit que les seuls 61~ments de l'int6grale dont il y ait 
lieu de tenir compte sont ceux qui sont voisins: 

I ~ Des maxima ou minima de 0, ~t l'int&ieur de l'aire d'int6gration. 

2 ~ Des points singuliers de ~ et de 0. 

3 ~ Des maxima ou minima de 0 sur le contour de l'aire d'int~gration. 

Occupons-nous d'abord de la I ~r~ sorte d'616ments. Soit 0 o le maximum consid&6, 

et supposons qu'on air choisi l'origine de fa~on qu'en ce point x - - y  = o. Soit dans 
le voisinage: 

"~ = n o ,  0 = 0o-} 
2 

Nous sommes conduits ~i envisager l'int~grale: 

/ '  too ~l~x~+~y~l. . j ~ o  e oe a x a y  

&endue au plan entier, ce pour quoi on trouve imm+diatement: 

�9 +~T  I 

(6) 2 ~r ~o e'~176 

avec une formule analogue pour un maximum. On remarquera que cette expression est 

de l'ordre de i__, tandis que l'erreur commise est de l'ordre de i 
co o l / ~  

Laissons de c6t6 les points singuliers et passons A la 3 ~ sorte de points. Nous pou- 
vons dans le voisinage du contour prendre pour coordonn&s n e t  s; off n repr6sente 
la distance au contour estim& snivant la normale, et s l'arc du contour compt+ depuis 

une origine quelconque jusqu'au pied de cette normale. Nous pouvons alors &fire notre 
int~grale: 

f ~ e ~~ d n d s. 

En admettant que a0 et 0 se comportent r6guli6rement dans le voisinage du bord et 
dO 

sans que ~ s'annule, l'int+grafion par rapport ~ n nous donnera comme valeur ap- 

proch& 

f m e !~176 d n - -  ~ m e i~176 

k &ant un facteur num&ique facile ~t calculer; la seconde integration nous donne: 

k f ~ e~0 d (6) -7  

int~grale simple qu'il faut &aluer par la formule (2 )ou  (2 his) en observant que, d'apr~s 
I 

cette formule, l'int6grale est de l'ordre de ff-~, en se bornant aux 616ments voisins des 
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maxima ou minima de O, 616ments qui sont les plus importants. L'expression (6) est 
donc de l'ordre de 

I 

o, 

Th~orie de la propagation rectiligne. 

Je crois utile, comme application des principes precedents, de traiter un cas assez 
g~n~ral, mais en nous bornant ~l la i ~ approximation, celle de la propagation rectiligne. 
Reprenons les hypotheses du w 3. Par consequent, notre conducteur int~rieur est un 

.T  

(Fig. 2). 

corps de r+volufion, et je supposerai de plus que c'est un corps convexe. Quant au 
conducteur ext6rieur, je supposerai, comme au ~ 6, que c'est un excitateur rectiligne, 
dirig+ suivant l'axe de r6volufion et ~ssez court pour pouvoir 6tre assimil+ ~t un point 
que j'appeUe S. Reprenons l'gquation (7) du ~ 3 (6quation de FREtmOL~): 

f ] ,~'d*' T n n - - r  + c~ - -  2 ~ .  - -  N. 

La premiere chose A s est de rechercher des expressions asymptotiques du noyau 
et de N. En ce qui concerne N, nous pouvons nous servir de l'~quation ([)  du ~ 6. 

Nous remarquerons que dans le 2 d membre de cette 6quafion, les crochets con- 
tiennent trois termes, le premier de l'ordre de co, le second de l'ordre de I, et le 3 ~ 

de l'ordre de I ;  le premier seul dolt ~tre retenu. De plus, les notations doivent ~tre 
(O 

modifi~es, car avec les notations du w 3 que nous adoptons, r d6signe la distance MM' 
et 0 repr6sente l'angle de la tangente m6ridienne en M' avec ta normale en M. Au 
lieu d'6crire 

N = e ~~ ') ~ co sin 0 sin 6, 
ge 
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nous &rirons, en repr~sentant par N'  la valeur de N au point M', 

( I )  N'  --- e ~~ i~_o sin S sin % 

off I~ d~signe la distance S M', S l'angle de SM' avec ['axe de r+volution, et ? le sup- 
pl~ment de l'angle de SM'  avec la normale au conducteur en M'. La pr+sence du 
facteur sin q~ s'explique aisbment, car ~t une certaine distance de la source, la force 
+lectrique est normale au rayon vecteur qui va ~t cette source. 

Nous avons trouv& d'autre part, au ~ 3, 
d g-lot ~ [  I ?g-~ Or 

- -  -- COS ~ ~ ~ -- - -  

d n  r r 

&ant l'angle de M M '  avec la normale en M; on peut se borner au terme qui con- 

tient co en facteur, et &rire 

d e -iOr e -i~r 
= - -  ico c o s ~  

( 2 )  d n r r 

Le calcul de L exige un peu plus d'attention. Soit 

L - "  e -i~r Y. 
I1 viendra 

d L e_iordr io, d Y 
(3) ds' - -  io~ -d-~ Y - { -  e- dTs" 

Le second terme peut &re n~glig~ et on peut &rire, en tenant compte de (5) du w 3, 

I d s ' d L  I ds' e -i' ' ' 
L - -  e-iO' y __ - -  cos 0 

io~ dr  ds'  ~ dr  r 

d s' I 
Mais ~ -  est +gal h c -~+ '  + &ant l'angle de M M '  avec la tangente m&idienne en M'. 

Il reste donc: 
I COS 0 ~--itar 

L =  
i,,, cos+ r (4) 

et pour le noyau total: 
d g--i~r 

(5)  K --- d--n ~ - -  
e -~r 0 ) COS -- 

+ o~L = ico cos~ . 
r \ cos+  

Consid&ons une droite issue du point S, elle coupera la surface du conducteur en 
deux points M e t  M2; le premier plus rapproch+ de S (c6t~ &lair+) et le second plus 

~loign~ (c6t+ de l'ombre). Nous allons supposer que la densit~ ~. est +gale ~ z&o du 
c6t+ de l'ombre, et qu'elle est ~gale du c6t~ &lair+ k la composante N au facteur 

pros - -  i .  Nous v&ifierons ensuite qu'en premiere approximation nous satisfaisons 
2~ 

ainsi h l'+quation de FREDHOLS~. 
Nous avons donc ~, +valuer Hnt+grale 

J - -  f N '  K d  ~' 
d 
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&endue au c6t6 6clair6; K est le noyau, et N '  la valeur de N au point M'. Si nous 

K et iV' par leurs valeurs (5) et ( I ) ,  la quantit6 sous le signe / "  sera rempla~ons 
i t /  

de la forme 
eitot~ elto~ 

en prenant 

(6) __~2 (cos O cos~). 
[ - -  - -  p - -  r, ~ - -  p--7 sin S sin ~ \ cos  + 

C'est la forme 6tudi6e au w pr6c6dent, mais j'6cris [ au lieu de 0, la lettre 0 &ant d~jA 
employ6e. Les seuls 61~ments de l'int6grale ~t conserver sont donc ceux qui correspondent 
aux maxima et aux minima de [, ou de 

S M ' + M ' M .  

Or cette expression ne peut atteindre un maximum ou un minimum que dans deux cas: 
I ~ Si les points S, M' et M sont en ligne droite. 
2~ ~ Si l'angle des deux vecteurs S M '  et M'M a pour bissectrice la normale en M'. 
Le Ier cas est seul A retenir, le 2 a ne pouvant se presenter si M' est du c6t6 

~clair6. 
Si M est du c6t6 6claire, le I "~ cas ne peut se produire non plus, de sorte que 

l'int~grale est nulle. Nous n'avons donc A envisager que le cas off M est du c6t6 de 
l 'ombre et sur le prolongement de SM'; la formule A appliquer est la formule (6) 
d u w  

Interpr&ons les divers facteurs de cette formule;  le facteur exponentiel e ~6o est ici 

(7) e e 

car si S, M',  M sort  en ligne droite, r + ?---S M. Le facteur ~o est donn~ par la se- 
conde formule (6);  mais nous observerons que nos angles % 0, +, ~, qui repr6sentent 
en g~n~ral ceux de S M' avec M'N', prolongement de la normale en M', de M'T, 
tangente m6ridienne en M'  avec MN normale en M, de MM' avec M' T, et enfin 
de MM' avec MN, se trouvent li6s par des relations simples lorsque SMM' sont el1 
ligne droite et que, par cons6quent, toutes ces droites sont dans un m6me plan. On  a, 
en effet, 

, + + = - -  
2 

d'ofi 
~ ) COS 

s in (? \cos+  cos~ - -  s i n + s i n ~  

et 
0) 2 

(8) = sin s sin + sin 
l~r 

Reste ~i ~valuer le facteur ~ de la formule (6) du w 8. Ce facteur est proportionnel 

~. l'aire de la petite ellipse 

Rend. Circ. Matcra. Palerrao~ t. X X I X  ( to  sere. xgxo ).  - -S tampa to  il 2o dicembre tgo 9. ~6 
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Or consid6rons l'ellipsoide 

0 o )  r + p --- S M '  -+- M'  M - -  const. 

(les points $ et M &ant regard~s comme fixes, et M' comme variable) et 1'intersection 
de cet ellipsoide avec la surface du conducteur. Si nous donnons ~t la constante du 
dernier membre de (IO) une valeur peu diff~rente de S M ,  cette intersection se r~duira 
~t une courbe tr~s petite, assimilable pr&is6ment ~ l'ellipse (9) et c'est Fake de cette 
tr~s petite courbe qu'il s'agit d'&aluer. 

Dans ce cas, l'ellipsoide (IO) est tr~s allong~, et assimilable ~t un cylindre; la 
surface du conducteur, dont une portion infiniment petite intervient seule, peut de son 
c6t~ &re assimil& ~t un plan, et Fake de l'ellipse d'intersection est inversement propor- 
tionnelle au sinus de l'angle que fait ce plan avec les g~n~ratrices du cylindre, c'est-~t-dire 
~. cos ~p ou ~t sin +. 

I1 nous suffira donc de fake le calcul dans le cas off sin 0? - -  I. I1 vient alors: 

- -  (r + p )  - -  - -  S M - { -  ~ x "  "1- ~y'~ 
2 

- -  (r  -}- p) correspond au 0 du w 8, - -  S M est le maximum de ce 0 que nous appe- 
lions 0 o au w 8; enfin x' et y' sont les coordonn~es du point M' calcul&s en prenant 
pour un instant pour origine le point M'o, position du point M'  qui correspond ~t ce 
maximum, pour plan des xy  le plan tangent en ce point ~t la surface du conducteur 
et enfin pour axe des K la droite S M'oM qui est normale ~t ce plan tangent puisque 
nous supposons sin ~? - -  i. On trouve alors: 

x,~ y,2 x,~ y,~ 
~, ~.. M M ~ o +  + I + I 

2 M M '  o ' P = SM'~ -]- 2 S M ' '  

+ I i ! 
~ = ~ - - ' M M  SM' o -  r "+" p ' 

d'ofl 
+ P  
rp 

et dans le cas g~n&al: 

( i i )  I/~-~ - -  r q-  P sin• = SMsinq~, 
rp rp 

Nous pouvons donc appliquer la formule (6) du w 8 dont les divers facteurs nous sont 
donnCs par les formules (7), (8) et ( i  i ) ;  nous trouvons ainsi: 

F ,,IF rp_ l 2 i ~ e_i,,,s~ sin S sin ~/sin 
L - j  kSM in+J ' 

OU enfin 

( I  2 )  ] --" - -  2 ~ i (~ e -~'s M sin S sin ~ e,~,, 
S M  

Revenons ~t la formule ( I )  qui nous donnait N' ,  pour en d6duire la valeur de N ;  i l  
suffit d'y changer 8 - - S M '  en SM~ et ~ angle de S M '  avec la normale en M'~ en 

d'ofl 
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angle de S M  identique it M M '  avec la normale en M; on trouve ainsi: 

i r a  . 
N = e ~'l ' -s~ SffcI sm S sin ~, 

d'oh 

(13) 
Notre ~quation de FR~tmOLM 

I J ~ 2 7 r ~ - - N  
2 ~  

est toujours satisfaite. En effet, du c6t~ &lair~ on a 

et du c6t~ de l'ombre 
~ L ~ O ,  

Nous voyons qu'avec l'approximation 
g6om&rique. 

N 
2 ~  

J - -  ~ 2~N. 

adopt~e, nous justifions les rC:gles de l'optiquo 

I 0 .  

Valeur approch6e de P. .  

Nous allons appliquer d'abord les principes du w 8 ~ la recherche d'une expression 
approch& du polyn6me de LEGEXI~RE P quand n e s t  tr~s grand. Nous partirons de la 
formule 

(x) (cos' ) = (cos  + i sin cos 

(Voir par exemple TlSSrRAlqn, Mdcanique Cdeste, tome II, page 260). 

Pour n tr~s grand, nous pouvons poser la quantit~ sous le signe / ~gale ~t e i"~ 
t V  

en posant 
e i~ = cos ~ + i sin ~ cos o. 

f f  ne change pas quand on change o e n  - - o ,  et elle se La fonction le sOUS signe 
t J  

change en son imaginaire conjugu& quand on change o en ~ -  c0, je puis donc 
transformer la formule ( i )  et l'&rire: 

(2) T P~ = pattie r~elle (cos ~ + i sin ~ cos o)" d o. 

Quand ~ varie de o t --~, e ~~ varie de cos ~ . +  i sin ~ ~ cos ~; et si, comme nous .le 

supposons, ~ est compris entre o et ~ - ,  le module de e "~~ resteplus petit que I, et 

la partie imaginaire de 0 .positive. La seule partie de l'int~grale. ~.comerver est,donc 
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celle qui correspond ~t to voisin de z6ro. Mais si o est petit, on peut &rire: 

�9 " ( isinq~e-~ o~ ) f l 0 ~ e , ~ _ i s i n ~ c o  ~__e,~ I 
2 2 ' 

d'ofl, en n6gligeant toujours 0 4, 
s in  q~ e - i ~  o~" 

0 = 9  2 

Nous avons donc h calculer l'int6grale 

s | ~"~ d o 

ou, en appliquant la formule (2 ~i~) du w 8, 

I - i ~  ~ / 2 _ni~ _ 4 " 1 1  . . . .  

-~-~ e 1/ ns in~e  -i~" 

n joue le r61e de o, sin 9e -~ celui de 10"1; le facteur ~- vient de ce que l'int~grale 

ne s'&end pas de --oo ~ + oo, mais de o ~ -1-oo. La formule est applicable bien 
que sin 9e -~* ne soit pas r&l. Mais il faut pour cela attribuer ~ l'expression imaginaire 

2 ~ 
1/n sin q~e -I~, qui joue le r61e de I/~]0"1, un argument compris entre o et 

c'est-~t-dire l'argument --~--~--" notre expression dolt donc s'&rire: 
2 ~ 

s - e  I / n sin ~ ' 

de sorte que l'~quation (2) nous donne: 

( 4 ~ ) r  2 (3) p.  = cos 
~nsin  9 

I1 est ais~ de voir que si l'on change ~? en = -  % cette expression ne change pas si 
ne s t  pair et change de signe s i n  est impair; elle convient donc pour toutes les 
valeurs de ~ comprises entre o et =. 

Elle devient toutefois iUusoire pour les petites valeurs de % S i n  et i - -  sont 

du m~me ordre et que n ~ ? - - g  soit fin/, on aura sensiblement 

e,a0 __ ( I  + i~ c~ ~ ~ d~,,o~, 
n 

d'ofl 

ou enfin 

(4) & = Jo( ) = Jo(n ), 

en d~signant par ]o la fonction de B~ssEc ordinaire. 
On voit que pour ~ - - o ,  on trouve comme il convient P. = I;  mais il convient 

de raccorder les deux formules (3)e t  (4). Quand r est petit et que n ? = ~  est grand, 
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la premiere donne sensiblement 

( P --COS n q ~ - - ~  ~:mp 

et la seconde, par la formule approch& des fonctions de BESSEL, 

) 2 COS 

4 ___ cos ( n  , _ __~__) r 2 
P" = I G , ~  ~ n ~  " 

Le raccordement se fait done sans difficult& 

Caleul  de /~ et de J.. 

Reprenons l'~quation (IO) du w 5, que j'&rirai: 

(0  d~Y + y  I ~ --o, 

et cherchons la valeur approch~e des deux int6grales I.  et ] .  quand n e t  ~ sont tous 
deux tr~s grands. II est ais6 de voir qu'on peut satisfaire ~t cette ~quation en faisant 

(2) y = f ,'~X(x~- 0"~"+ 'ax ,  

l'int~gration &ant prise entre des limites convenables; les limites sont les points singu- 
liers - -  i et qt_ r, et le point ~ avec cette condition que x devienne infini avec un 
argument tel que e ~x s'annule. 

On obtiendra l'int~grale ] . ,  h u n  s constant prbs, en int~grant de - -  I ~t 
+ z; .car dans ees conditions l'expression (2) est une fonction holomorphe de ~; on 
obtiendra l'int~grale I . ,  ~ un facteur constant pros, en int~grant de - -  I h I' oo. Car 
pour x tr~s grand, les seuls +lbments sensibles sont ceux off x est voisin de ~ x; ce 
qui donne un terme sensiblement proportionnel ~ e -~  

Nous aUons maintenant supposer n e t  ~ trbs grands et poser 

n = ~ ,  
&ant fini; d'o6 

y = ~"+'fe'~Oax 
a v e c  

0 - -  x - -  i z l o g ( x '  - -  I). 

Nous allons appliquer la formule (2) du w 8, ~ jouant le r61e de o. II nous faut 

donc chercher les maxima et minima de 0; ils sont donn~s par 

0 )  x = i ~ +_ f~  - -  ~:. 

Nous devons distinguer divers cas; soit d'abord o < Z  ~ I ;  nous pourrons poser 
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7~ 
~---sin~, d'ofi, -~ &ant compris entre o et - - ,  

2 

X ~ e i ~  X ~ ~ g--i 'n. 

Nous devons alors nous rendre compte des variations de la partie imaginaire de O, 
elles sont repr~sent~es par la figure suivante. 

G ._U 

(Fig. 3). 

Les courbes trac6es ont pour ~quations: 

pattie imag. 0 = const. 

Les points A et C sont les points - -  I et + I off cette partie imaginaire est ~gale ~t 

+ oo; les points doubles B e t  D sont les points x - -  e ~,  x - -  - -  e-~;  et la valeur 
correspondante de la partie imaginaire peut s'appeler 0 .  Alors le long de la courbe 
GH, par exemple, et dans les boucles, cette partie imaginaire est < 0 ,  et le long de 
K L  elle est plus grande. Nous devons dfformer notre chemin d'int~gration de faqon 
que cette partie imaginaire ne descende jamais au dessous de 0 ; nous pouvons donc 
rester soit/ t  l'int&ieur des boucles, soit au dessus du trait E BDF.  

Dans le calcul de f ,  nous devons aller de A en C, et nous ne pourrons le faire 
qu'en passant en B e t  en D; dans le calcul de I, nous devons aller de A ~ Hufini, 
et nous ne pouvons le fake qu'en passant en B e t  non en D. 

Pour l'application de la formule du ~ 8, il nous faut calculer 0";  nous trouvons: 

tO" d~O 2i~(  x ~ - [ - I 2 ) _  _ ie-i~cotg~ pour x - - e  '~ (point D) ;  
- - d x  ~ -  ( x ~ _ _ i )  - -  

(4) 0" - -  - -  ie ~ cotg~ pour x --- - -  e - ~  (point B). 

D'autre part il convient, pour appliquer la formule (2) du ~ 8, d'attribuer t I/~O"dx, 

ici ~ 1/~ 0" d x, un argument compris entre o et + 2 .  Or ~ est r~el et positif, et Far- 

gument de 0" dans les deux formules (4) est ~gal t 

-a-~-- ---~--~ (signe - -  pour le point D, signe + pour le point B). 

Soit alors X l'argument de d x, on aura: 

arg ~,O"dx 2 - -  2~, + "a - -  - - f  + 2~I: 

arg ~O"dx ~ - -  2), m ~ [ 2s~ 
2 

r &ant un entier. 

(en B), 

(en D), 



S U R  L A  D I F F R A C T I O N  DES O N D E S  H E R T Z I E N N E S .  2 0 7  

Cet argument dolt ~tre compris entre o et ~, ce qui donne: 

~ 8 ~ : < ' x < 3  ~ "~ 8~ (en B), 
4 2 4 2 

3~ vt 8~ ( e n D ) .  
= - - + ~ - ~ = < X < T +  7 - 4 2 

II s'agit de d~terminer 8; pour cela remarquons que si nous int~grons, soit en allant 

de A t 1'oo pour I . ,  soit en allant de A ~ C pour J . ,  nous devons passer en B e n  

sortant de la boucle, et en D en rentrant dans la boucle�9 Cela montre que nous pouvons 

prendre 

= (en B), 
2 

) , - - -  = (en D), --, 8 - - - I  
2 

d'ofl 

l/~--~; - -  ~/~ cotg~ e ' (~ - -~ )  (en B), 

r = 1/~ cotg,e '(-~'§ (en D), 

ou, ~l un facteur constant pros 2 ~ ,  

i e  ~ (en B), (s) y = ~"+' e ' ~ ( x ' -  ~)"r 
cotg~ 

i-n �9 + ,-~-- 

,e (en D). ( # 9  y = - ~"+' ~'~( x~ - ~)"r 
cotg~ 

On remarquera que ces deux expressions sont imaginaires conjugu~es, car ~ et ~ sont 
r~els; i x  prend en B e t  en D deux valeurs ~ i e  -~" , i e ~" qui sont imaginaires conjugu~es. 

Nous pourrons donc poser 

y = M e  ~ (en B), y - - M e  -'~` (en D) 
avec 

M - -  2" ~"+' e -~ s i~  sin% x - -  ~ e t c .  

F/~ cotg 

ou, en tenant compte de n ~--~ sin~, 

M - -  2 " n " e - " | / 2 ~ : n -  
[ / c o s  ~ ' 

I 
de sorte que M est +gal /t l/co---6~' ~ un facteur constant pros, et 

q~ 

(" - 0 7 "  (6) ~ - -  - -  ~ cos ,  - -  n ~ 2 

On aura alors pour / . ,  ~ un facteur constant pr6s: 

M e  io~ 
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et pour  jr. ,  ~ un autre facteur constant pros: 

M e  ~' + M e  -i~ -= 2 M c o s ~ .  

Nous  voulons d&erminer ces facteurs constants, ou plut6t encore calculer 

I ' . L  
1'..1. - -  I ' 1 .  - -  J . ' I . "  

Pour cela, je poserai 

1 = C M g  ~', K .  - -  C M e -~' , ]~ - ' -  2 C'Mcos=, 

C et C' &ant des coefficients constants. Nous  avons:  

1"-- -  c , ,  f e,~,(x = __ i )"~"+ '  dx  

(C" facteur constant) et 

i, = c,, f e,,.(x._ O.~.+.[ix + " 

I '  
Le rapport  ~ _  est donc ~gal ~t la valeur de 

i x ._~ n "q-____I I 

au point  B, ptrisque les seuls 616ments sensibles sont ceux voisins du point  B ;  et comme 

est tr~s grand et n = Z ~ - - ~ s i n ~ ,  on peut ~crire: 

i'. __ 
- -  - -  i e - '~  + sin~ = - -  i cos~, 

d'ofl 
- -  K '  i cos ~ C M e - i~,  I '  ----- i cos ~ C M d ~ , = 

n n 

J'. - -  C' M ( - -  i cos ~ e i~ -J- i cos "n e - ~ )  - -  2 cos , C' M sin ~, 

I'. J .  - -  - 2 i cos'~ C C' M = e i~ cos ~, / ] '  = 2 cos ~ C C' M = e ~ sin ~, 

I " - -  I ' ]~  - -  1 J '  = - -  2 i c o s ~  C C ' M  ~ 
et enfin 

I ' . L  g~cos~. (7) r.L - r . L -  

Le cas suivant est celui off K - - x .  Dans ce cas les points B e t  D se confondent ,  et 

les courbes de la Fig. 3 doivent &re modifi~es comme l'indique la Figure 4 

g H 

L 

(Fig. 4). 
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Nous reviendrons sur ce cas. Vient ensuite le cas off ~ D  I;  dans ce cas les deux 
valeurs singuli~res de x qui correspondent aux points B e t  D sont l'une et l'autre 
purement imaginaires. Les courbes se comportent comme sur la Figure 5: 

G H 
E F 
K L 

(Fig. y). 

Quand on int~grera depuis A jusqu'~ 1'oo pour obtenir /~, le chemin d'int~gration 
devra passer par le point B, sous peine de franchir des r~gions off la partie imaginaire 

de 0 est plus petite qu'en B; de m~me, quand on int~grera de A en C pour obtenir 
L l e  chemin d'int~gration devra passer par le point D, mais il ne sera pas n&essaire 

de le faire passer en B. 
Pour le calcul des ~l~ments de l'int~grale (2) voisins de B ou de D, nous pourrons 

toujours nous servir des m~mes formules et &rite 

y = M e  '~ (en B), y - - M e  - '~ (en 19), 

M e t  ~ &ant toujours d~finis de la m~me mani~re. Seulement il ne faut pas oublier 
que M et ~ ne sont plus r~els; les deux quantit6s imaginaires M e  ~' et M e  - ~  ne sont 
plus conjugu&s et n'ont plus m~me module; la seconde est beaucoup plus petite en 
valeur absolue que la premiere. Nous aurons encore: 

In = C M e  '~', 

mais la formule pour Jr sera modifi~e puisque le chemin d'int~grafion ne passe plus 
en B et nous aurons : 

In  = C'  M a -ia . 

On tire de l&, comme plus haut, 

r. 
- -  --" - -  i cos ~, 

I I 

n 

L 

i COS 

- -  icos~ 
r . L  = r 3 .  - J : L  - r L - - icos  - (icos )' 

OU e n f i n  
I (8) :'.L = T .  

Rend. Circ, Martin, Palermo, t. XXIX 0 ~ sere. x9to ). - -  Stampato i| 20 dicembre xgo 9. 27 
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I2 ,  

]~tude des cas limites. 

Nous devons revenir sur le cas de < - -  I ou voisin de I. Si l'on appliquait l'une 
des formules (5) ou (5 b~) du ~ pr&~dent, on trouverait que pour < - - I ,  on a ~ - - o ,  
de sorte que les seconds membres de (5) ou (5 his) deviennent infinis. On devrait donc 
conclure que quand < tend vers I, ] .  et /~ tendent vers l'oo. I1 est clair qu'il n'en 
est rien, et d'ailleurs si on se reporte ~. la figure, on volt que pour < - - I  les points 
B e t  D se confondent; l'int~grale (2) prend alors la forme: 

f ~  e ~0 d x~ 

off 0' et 0" s'annulent ~t la lois. On peut, dans le voisinage du point singulier, off nous 
supposerons qu'on ait transport6 l'origine par un changement simple de variable, prendre 

- - -  c o n s t .  : 

On a alors l'int~grale 

ei~' f e ~ 3  d x, 

i 
qui est de l'ordre de ,i--S_' au lieu d'&re de l'ordre de ~--~. Ce qui arrive donc ce n'est 

r 
pas que J.  devienne infini pour < - -  I, rnais que le rapport de la valeur de J.  pour 
~[-= I, ~t sa valeur pour < < I ,  est tr~s grand, et, pour pr&iser, tr~s grand de l'ordre 

!_ 

de to6. 
En effet, les raisonnements par lesquels nous avons &abli nos formules approch&s 

ne sont plus valabtes si deux points singu|ier% par exemple deux maxima ou minima 
de 0, sont tr~s rapproch& l'un de l'autre. I1 importe de voir comment se fair le raccor- 

dement des diverses formules approch&s. 
A cet effet, envisageons l'int~grale 

( i )  y = . / 'e  ~'~ dx, 

off x 3 
0 - - X ~  2 - -  - -  

3 

La d~riv& de 0 s'annule pour x - - +  ~; qu'arrive-t-il si �9 est tr~s petit en m~me 
temps que to tr~s grand? Les seuls 61~ments sensibles de l'int6grale sont ceux qui sont 
voisins d e - [ - %  et par cons6quent de z6ro. Nous pouvons donc choisir les limites 
arbkrairement; nous les prendrons A l'c~ avec des arguments different de 120 ~ et choisis 

de telle sorte que 
x3 

- ; o  T 
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Pour transformer l'int6grale (I):~ posons 
I 

X ---" ~ ~ 3 .  

il viendra 

avec 

t ~--- ~2~03 . 

I1 est ais6 de v~rifier que y satisfait A l'~quation 

d~y 
(2) dr" + ty - -  o; 

on voit tout de suite que y est une fonction enti~re de t, d&eloppable suivant les puis- 
sances croissantes de t et que la loi des coefficients successifs de ce d&eloppement est 
tr~s simple. Mais il importe de pr&iser davantage; pour cela, je suppose t r&l positif 
et je construis les courbes d'~gale partie imaginaire de rexpression 

3 
J'obtiens ainsi la figure suivante: 

~ ,  - ~-~ 

(F~g. 6). 

Nous supposons co ~ o, et nous faisons la figure dans le plan des x. 
Les courbes trac&s sont celles pour lesquelles la partie imaginaire est nulle; les 

points A e t  B sont les points singuliers 
_ J _  

o u  

les r~gions couvertes de hachures sont celles off la partie imaginaire est n~gative; ce 
sont celles off le contour d'int~gration, sous sa forme d~finitive, ne doit pas pgnltrer. 
Nous distinguerons trois d&erminations remarquables de notre int~grale que j'appellerai 

parce que la premiere, par exemple, est prise depuis ~ - - ~  dans la r~gion 3 jusqu'~ 
~ - - ~  dam la r~gion I. Ces trois d&erminations ne s~nt pas ind~pendantes et leur 
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somme est 6videmment nulle, puisque les trois contours d'int6gration r&nis 6quivalent 
~t un contour ferm6. Si la I ~ est repr6sent6e par F(t) ,  les deux autres le seront par 

ai~ 21~ 4i7r __4i~r 

e 3 F ( t e T ) ,  e-3-F(te3 ). 

Celle qui nous convient, c'est celle qui 6quivaut ~t l'int6grale prise le long de l'axe 

r&l; c'est donc - - F ( t ) .  Les deux 

suivant les puissances de t, 

f _ 7  -iS-d 

premiers coefficients du d&eloppement de F, 

oo _~g 

int~grales prises le long de l'axe r&l, se calculent aisem6nt par les fonctions eul6riennes, 
et il est encore plus ais6 d'en d~duire les coefficients suivants par l'6quation (2). Les 
termes en t ~, t ~ , t s, . . .  manquent. Soit doric 

(3) F( t )  = d o + At -Jr -  . . .  
avec _..~I I 

Ao=3 

On aura: pour t = o , y - - d o c o  3; pour t trhs petit~ 

y = K ~  ~ + . 4 t ~  ' = K ~  ~ + A , ~  ~. 

Qu'arrive-t-il pour t tr6s grand ? On dolt remplacer l'int6grale F(t)  par sa valeur asymp- 
totique; cdle-d pourrait se calculer directement, mais il est pins simple d'appliquer les 
formules (2) et (2 hi') du ~ 8. On trouve: 

2 0~ t 
x - - - - ~  min.; 0 ~ - - - - ;  0 " ' - - 2 ~  

3 
2 ~3 

x - -  ~ m a x . ;  0 - -  ~ ; 0 "  ~ - -  2 ~, 
3 

d'ofi, par application des formulas du ~ 8, 
3 3 

y - -  

OU 

ou enfin: 

Y " -  2 r  c~ ( 2~3c~ ~r)4 

y = 2 f ~ - v t - Z c o s  t 2 ~ 
4 

OU 

(4) /:(t) = 2 r  t ' cos t' - 

L o r s q u e  t est tr6s grand, mais n~gatif, cette formule dolt &re modifi&. Les deux points 
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singuliers deviennent imaginaires 
= +__ i r  . 

Les courbes de la Figure 6 se d~forment et prennent la disposition de la Figure 7: 

E F 
P~ 

t 

(e~g.~ z ). 

Les courbes en trait plein E F, X Y et G H sont les courbes de partie imaginaire 
nulle; les r~gions hach&s sont celles off cette partie imaginaire est n~gative. 

J'ai track en outre les deux courbes MNPQ. et M'N'P'  Q.' qui ont les points 
singuliers .4 et B pour points doubles. Sur la I ~e la partie imaginaire est constante 

et positive; sur la 2 ae constante et n~gafive. 
Nous pouvons alors tracer notre chemin d'int~gration par le point B, d'abord entre 

les deux branches MB et PB, puis entre les deux branches B N  et B Q. Les seuls 

~l~ments sensibles sont voisins de B et il nous reste 
3 

Ft(t) = l/~ t - 4e - ' (~  ' ~--~),  

en attribuant ~t t l'argument qui convient pour le point B, c'est-~-dire pour 
= -  

l 3 

c'est-~-dire l'argument ~r~ et par consequent ~ t ~ t ~ les arguments - - - ~  3 
4 7 2 

Appliquons ces principes au calcul approch~ de J~ et reprenons les notations du w 
pr&~dent. Nous avons trouv~ pour ~ notablement plus petit que I: 

L = 2 C ' M c o s  �9 

et pour Z notablement plus grand que I: 

L = C' M e -~ ' .  
I 

Ces deux expressions proportionnelles ~t o-~-, deviendraient infinies pour z~= I;  pour 
- -  i, le calcul direct nous donnerait une troisi~me expression contenant en facteur 
_ !  

to J,  et il s'agit d'op~rer le raccordement de ces trois expressions. 
Reprenons la formule (6) du w pr&~dent qui donne 0q et faisons-y 

__ e~ n --- Z~ - -  ~sin~ = ~ cos~; 
2 
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il viendra (inutile d'ajouter que ~ n'a plus la m4me signification que dans le d6but du 
present ~ mais bien celle qu'il avait dans le w pr&6dent):  

~ =  ~ s i n ~ + ~ c o s ~ + y +  4 

ou, si ~ est tr6s petit et ~ a3 fini ou tr~s grand, 

~r  'ire 
~ - ' - -  ~ n ~ .  

3 4 

Uanalogie avec l'analyse qui pr&~de et l'&ude de l'im~grale (x) est &idente. I1 
suffit pour passer d 'un cas ~t l 'autre de faire jouer ~ ~ le r61e de ~, et ~t ~ celui de 2 co. 

Soit donc 
2__. 

( - -  Q " C ' M  = 2 ~ M , ,  t = ~ , 

I 
et comme M est proportionnel h - -  

r ~ 
un coefficient constant. Nous aurons:  

0) 

pour z~ notablement ~ I :  

pour ~ voisin de i :  

p o u r  ~. - - -  I : 

pour ~ notablement ~ i :  

i 

- -  - -  l/s--{~n ~ , on aura M - -  K , K &ant 

_ & .  

L = ~ F(t); 
- !  

] =M, Ao; 

3 
- -  . 2 ~" . / ~= .  -,(v, -~) 

L--- I / ~ ,  , 

J n  Le raccordement est effectu~, et on voit que ~ est dans les deux 

- - 4  _ 2  

de l 'ordre de ~ 2 et dans les deux cas moyens de l 'ordre de ~ 3 
I1 faut maintenant examiner ce qui se passe pour I .  

4 ; 

cas extremes 

L'int~grale qui correspond ~ I . ,  est celle qui est prise le long d'un chemin passant 

par le point .4, soit sur la figure 6, soit sur la figure 7, et allant de la r~gion 3 A la 

r~gion 2; c'est donc l'int6grale 
4 ire 4i~ 

f'3 - -  - -  eT  F(te-i-)' 

de sorte que nous aurons 

(6) ~ = C M ,  v o , ' ) ( - , ~ ) ,  

t ayant le m~me sens que darts les formules (5) .  
l~tudions maintenant les d~riv&s telles que I '  et J'.. Nous avons trou%, en nous 
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rappelant la valeur de M,, 

J . - - K r  s i n ~ k 2  l 

K ~tant un coefficient constant; z &ant tr~s petit, nous pouvons, en confondant l'arc 
• 

avec le sinus et en incorporant 2 3 au coefficient K, &fire: 
i_ 

(7) ] .  = K, ~6 F (t) 
et de m~me: 

.!_t 4 iTr 

(8) /~ = K:~ 6 F(te-5-), 

K et K~ &ant constants. Les d+ri%es J '  et I '  doivent 6tre prises par rapport A ~; 
mais t, ~ et ~ sont li~s par les relations: 

2___ (h' t ~ - ~  2 

on tire de 1A: 

n --- ~ cosr 

dt 2d, ____2 d~ d ~ = ~ t g , d ,  
T = T +  3 ' 

on sensiblement : 

dt 2d* 
t 

d'o5 : 

- - ,  d~--~r 

1__ 

3 _  _!" 5 
K, ~-T F (t), ] '. "- K. V 2 ~ 6 F ' ( t ) -2v -6-- . 

I '  K:~/2 e s ~ F ' ( t e  T )  ~ (te' = + ). 

On v&ifie que 
4iqt 41~ 4i'ff 

I' J. 1'.. K K: t/2-[e T F ' ( t e T ) F ( t )  F'(t)F(teT)] 
se r~duit bien A une constante; de sorte qu'il est possible de disposer des coefficients 
K, et K~ de telle fa~on que cette expression se r6duise t I. On trouve d'aiUeurs: 

3 41~ 4i~ 2 4 i~ 

I ~-TF(t)F(teT)]" (9) I'1. -- K K~[I/2eTF'(teT)F(t) -}- T 

On volt que I']. se d&ompose en deux termes; le premier est une fonction enti~re 

de t, le second, n6gligeable par rapport au premier, est une foncfion enti~re de t, mul- 
2 

tipli~e par ~ y 
Revenons ~t la Figure 6. Nos trois int6grales fondamentales sont, comme on l'a vu, 

x f 2  2i~ 2i*l: ; 3  4i'x 4i--~ ~ 

['j, =F(t) ,  j ,  = e '  FOe') ,  # ,  = e '  FOe') .  

La I ~'e est r&lle, les deux autres sont imaginaires conjugu+es. Tout cela suppose 
que o est positif. Supposons maintenant co ~ o et reprenons la Figure 6. Les r~gions 
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off la quantit6 sous le signe I sera trhs petite, ne seront plus ceUes qui ne sont pas 

couvertes de hachures, mais au contraire les r6gions 4, 5 et 6 qui sont couvertes de 
x 3 

hachures, puisque l'exposant - - i  c o - -  a chang6 de signe. Les int4grales que nous 
3 

avons ~t envisager sont donc les suivantes: 

s 
La I ~r~ est 6gale ~ F ( 0 ;  en effet l'int6grale peut &re consid&~e comme prise 

le long de l'axe r6el: les deux int6grales 

f/ e i~'~ d x, e -i~'~ d x 

seront done imaginaires conjugu6es; la I ~ est r6elle et 6gale ~ F ( t ) ;  il en sera donc 

de m4me de la seconde. De m&ne 

e i~176 dx ,  e -i~ d x  
L, 4 

seront imaginaires conjugu6s, puisque les deux chemins 1.2 et 4.5 sont imaginaires 

conjugu~s; nous aurons donc: 

= - -  e T F ( t  . 

i j .  

Calcul de d .  

Reportons-nous aux formules (2 )e t  (9) du w 6, paragraphe dont nous reprenons 

les notations. 
Dans ces formules figure un coefficient A dont il convient de calculer la valeur 

approch6e. Nous trouverons plus loin, au ~ 16, une expression simple et rigoureuse pour 
ce coefficient A~. Nous allons n&nmoins indiquer deux m&hodes diff~rentes pour le 

calcul approch6 de ce coefficient. 
A cet effet je me servirai de la formule suivante. Soit F une fonction quelconque 

de l'angle % elle pourra &re d6velopp~e en s6rie de polyn6mes de LZG~.lqDRZ SOUS la 

forme: 
= 5- (cos 

et on aura: 

( I )  2K,  +x ~ r" F d ~  2n + = d.  F(,p)P.(cos,p)d(cos )= f F ( ~ ) P , , ( c o s * t ) s i n ~ ? d ~ p = J P , ,  ~-~=, 

d ,  repr6sentant l'61~ment de surface de la sphere. 
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Si nous appliquons cette r~gle ~t la formule (2) du ~ 6, que j'&ris: 
i p  

(~) f '* - ~ e  '~'' Y A n . [ . ( ~ p ) - ~ -  . (cosg), 

nous trouverons: 

f o  ~ 
2e~' p) ~-~- f '*P (cos ~?) sin 3d?.  (3) 2n + , &L(o,  - -  

Quant ~ f '*, c'est une fonction de ?, d~finie par la formule ( I )  du w 6; rappelons 
d'aiUeurs que l'on a, clans le triangle S O M dont les c6t~s sont r, D et p, et les 

angles % 0 et ~ -  ~: 
sin ~ sin ~? _ sin 0 

D r 
Nous devons consid~rer p et D comme donn~s, de sorte que r sera donn~ en fonetion 

de 3 par 
r 2 - -  p2 -[- D ~ - -  2Dp cos ~. 

Supposons d'abord p sensiblement plus petit que D, de telle fa~on que r ne puisse 
devenir tr~s petit; nous pourrons alors profiter de la grandeur de ~ pour appliquer nos 
formules approch~es. D'abord nous pouvons r~duire la formule (I)  du ~ 6 ~ son premier 

terme et &rite: 

(4) 4 ~f'* - -  d~('-') i__~_~ sin 0 sin ~. 
r 

D'autre part, nous pouvons remplacer P. par sa valeur approch& du w xo et 

&rire : 

( P n - - c ~  n~p+  2 4 ~nsin~p" 

Nous avons donc ~ envisager l'int~grale 

w/fo ( I 2 g_ i to r  ~ ' g  
4--- ~ ~-~ cos n ? + 2 4 d % 

en supprimant dans les deux membres de (3) le facteur d TM. 

Cette int~grale se d&ompose en deux que j'&ris, en omettant le facteur ~ ~ :  

/, ~ i ' ~ _ - ~  _ _  

O) J e ~ ~ 4 J i/sin~d~ 

et 

f e-'("* § e - ' ( ~ -  4)]/s--~-? d (~bi$) 
t /  

Comme n e s t  un trbs grand nombre et que l'on peut poser 

n --Ko~p -'-" o~p sin ~, 

voit que ces deux int~grales sont de la forme fei~~ consider& au w 8, mais o n  

off la fonction qui joue le r61e de 0 est de la forme: 

(6 )  (~q~p-  r) pour l'int~grale (5); 

(6 ~ )  - -  (Z~P qt_ r) pour l'int~grale (Sb~). 
Rend. Circ. Ma,em. Palermo, t .  XXIX ( l  ~ sere. xgio ). - -  S~;ampato il 20 dicembrr i9o9. 28 
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Nous sommes donc conduits ~t rechercher les maxima et les minima des expressi 

(6) et (6b'~); la d~riv& de (6) est 
dr D~ sin 9 

~ ~ d-~ = ~[~ r 

En l'6galant ~t z6ro, nous trouvons 

~r - -  D s i n ?  --- r s i n~  
OU 

sin ~ --- ~ - -  sin ~. 
Cela comporte deux solutions: 

I1 est ais~ de construire les deux 

l'angle 0 sera la m6me pour ces deux 

~ - - .  ~ ~ .ft. 

triangles S OM correspondants. La valeur 

ti'iangles; je l'appelle 0 o et elle est donn6e t 

n 
sin 0 o --" coD" 
nous supposerons d'abord. Cela pos~, les poi 

�9 / %  ~ \  
. 

sm 0 o sin ~ e (pour 9 0 ) ;  
r o 

i(o sin 0 o sin ~ e' ( ~ - $ )  1/s-~ ?, (pour $,). 
r t 

Cet angle est r&l s i n  < o D, ce que 
S et 0 sont fixes, nous construirons la droite S M qui fait cet angle 0 o avec S O. 

nous la coupons par la circonf6rence de centre 0 et de rayon t~; les deux po] 

d'intersection nous donneront les deux positions possibles du point M, que j'appelh 
Mo et M, ;  j'appellerai % et ~, ,  ro et r, les valeurs correspondantes de ~ et & 

J'aurai: 

t o  + r i  " - "  2 D c o s 0  o ,  f~ ~ t o  - - "  2 ~ c o s ' q .  

n 
I1 faut pour que ces points soient r&ls que 0 soit plus grand que --'o~ 

Pour la formule (6 b~') on trouverait de m~me: 

~r = - -  Ds in  9 --- - -  r sin~, sin~ - -  - -  sin~, 

ce qui est impossible car les angles ~ et ~ sont par hypoth~se compris tous deux en 
o et ,x. La formule (6 bi~) ne pr~sente donc pas de maximum et de minimum, de sc 

que nous n'avons pas ~1 nous inqui&er de l'int~grale (5~i~); au contraire, nous dev, 
appliquer ~l l'int6grlde (5) les formules (2) et (2 bi~) du ~ 8. Nous observerons que 9= 

correspond ~ un maximum et 9 - - ? ,  ~t un minimum; et il nous faut pour appliq 
les formules du w 8 rechercher les valeurs des quantit~s qui correspondent aux 0 

et 0" de ce paragraphe. 
En ce qui concerne le 0 du ~ 8, nous trouvons: 

t ~ ~o sin ~ ~ r o (pour ?o) ; 

t~ ,  sin'~ ~ r, (pour q),). 

En ce qui concerne le ~ du w 8 nous trouvons: 
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d 2 r 
Reste la d6riv& seconde 0" du w 8; elle est ~gale /t - - ~ - ~  et on trouve, par un calcul 

simple, en partant des relations trigonom&riques et les diff6rentiant, 

dr 
r ~ "-- D p sin ? - -  D r sin 0, 

/ 

d r  D sin 0, d * r _ D cos 0 dtl 
d ? - -  d? ~ ' d?'  

D cos 0 d ? - -  ? cos ~ d ~ --- p cos ~ (d 0 -71- d ~), 

dO pcos~ p c o s  r. d~r _ _  Dp__ cos ~ cos0. 
d?  D c o s 0 - - p c o s ~  r ' dq~ r 

La d&iv& seconde cherch& est donc: 

Dp cos~ cos0 o (pour %); 
r o 

+ Dp cos ~ cos 0 o (pour ?,). 
~'x 

Les formules (2) et (2 bi~) du ] 8 nous donnent alors pour l'int~grale (5): 

( 7 )  v C s l n t ~ o  - D ~ e ~  e '~, sin0osin~ 
o~ cos ' r ,  c o s  0 o ~ ~ ' 1 /  co c o s  ~ c o s  0 o 

fo I V  

avec 

1~o = o, (p ~?o sin ~ - -  ro) - 1 %  9. 2 ' 

(8) 
~, - -  ~0 (p % sin ~ - -  r,)  + - ~  �9 

Si l'on se rappelle que 
r o __ r, p 

sin?o - -  s i n ? , - -  sin0 o' 

on volt que l'expression (7) prend imm~diatement la forme: 

(7bi~) i l / ~  sin 0o sin ~ (e~o + e,~, ) 
1 / ~ p  c o s  0 o c o s  

et alors notre 6quation (3) s'&rit: 

�9 ],( p)-~- = g-~r il/2=c~176 :, ~ k  .n 
2 n + I  I/DpcoS0oCOS~ V P 

Nous aUons dans le I e' membre remplacer J ,  par sa vale ur approch~e. Nous avons 

vu au ~ x x que J,  est ~gal, ~t un facteur constant pros, ~t 

I 
2 ' COS ~t~ 

]/cos 
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off 

- -  - -  ~ c o s ~  - -  n ~  2 -~- 

Dans cette formu|e ~ et n ont la m~me signification que dans [e pr&ent ~, mais ~ re- 

pr~sente l'argument de J .  et doit &re remplac6 par co ~0. On a donc: 

(9) ~ - -  - -  o ? cos ~ - -  ~0 ? ~ sin ~ ~ 2 (n ~ I ) 2 .  

D'autre part, Ies formules (8), et celles qui nous donnent les sommes et les diff&ences 

9, +--- ~o, r -+- r o, nous donnent: 

~, -~- ~o ~--- o~? sin~ (~ - -  200) ~ 2~oDcos0 o - -  0o, 

OH 

OH 

(io) 
d'ofl 

~ i -  ~o "--- - -  2 ~ i ~  COS'tl - -  2 0,1 ~'tl sin, - - ,  + (n + I ) ~  

D'autre part, nous poserons [~ + l~o - -  2 y e t  nous aurons: 

n ~  0 
7 - -  - -  ~ n0o ~ o~DcosO o -  

2 2 ' 

e*o + ?r  - -  2 ( - -  *)~ cos  ~ ? v .  

4A~ 
2 n + 1  

ou enfin 

n 
Nous remarquerons en outre que sin-~ = - -  et que 

o,? 

COS 0~ 

L - -  2 Kfco , 

K &ant un coefficient constant; notre formule (3 ~i~) deviendra: 

_ _ - - _ _ c ~  i ~ - 2 -  | / 2 - ~  nsin0o / - s i n 0 o  . . . .  2 ( - -  

.ZK=i(__0re, 2n+  n s Ain0 o 
8,~ ~/~-~ 1/D cotg 0o 

Comme 0 o et, par consequent, y ne d~pendent que de D, co et n e t  sont ind~pendants 

de p, on voit que, comme il convient, A, K ne dbpend pas de p. 

Au sujet de l'ordre de grandeur de A , K ,  nous voyons que n et ca &ant tr~s 

grandes du i ~* ordre, A K sera ~galement tr~s grand du 1 ~ ordre. 

Le coefficient K n'est pas enti~rement d&ermin6, puisque la fonction L n'est 

dbfinie qu'A un facteur constant pros, mais si on convient de d~finir cette fonction 

par l'int~grale (1) du w 11, sans facteur constant, les formules (5) et (5 hi*) du ~ 1I 

nous montrent que l'on a: 

ou~ avec la m~me approximation, 
K =  2"nl 
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La formule ( I I )  nous donnera done: 
�9 n sin 0 o I 

(x2) A = i ( - -  i)" 2-"n -" e" e'V4~ r Oo cotg 

Nous avons ici quelques remarques ~t faire: 
I ~ Pour obtenir la formule (I2), nous avons pris pour point de d~part l'int~grale 

(3), nous en avons cherch~e une expression approch~e, qui est l'expression (3his); remar- 
quons que cette expression (3 his) est de degrb z~ro, si on consid~re n e t  co comme 

tr~s grands de degr~ I. 
Pour obtenir cette expression approch~e, r/ous nous sommes servis des Principes 

du w 8, c'est-~t-dire que nous avons d~s le chemin d'int~gration [en ce qui concerne 

l'int6grale (5)], de fa~on que tout le long de ce chemin la fonction sous le signe j air 

son module tr~s petit, sauf encertains points qui correspondent aux maxima ou mi- 
nima de O, et aux extr~mitbs de ce chemin. II suttit alors d'envisager les ~l~rnents 

voisins de ces points. 
Nous avons envisag~ seulement les ~l~ments voisins des maxima ou minima de O 

et c'est ce qui nous a donn~ l'~quation (3uis), mais nous avons laiss~ de c6t~ les ~l& 
ments voisins des extr~mit~s du chemin d'int~gration, c'est-~t-dire des points q~ ~ o, 
q~ - -  ~. En gbn~ral, les principes du w 8 permettent de d~montrer que cette pattie de 
l'int~grale est beaucoup plus petite que la pattie qui provient des ~l~ments voisins d'un 
maximum ou d'un minimum de O. Seulement ici, nous ne pouvons plus appliquer 
sans explication /es principes en question; parce que la valeur approch~e de P. ,  dont 
nous nous sommes servis, n'est plus valable pour q) voisin de o ou de ~. Cherchons 
done a nous rendre compte de l'ordre de grandeur de l'int~grale 

s (13) sin d , 

~ ~tant une valeur telle que depuis ? ~ - o  jusqu'~ ~ - - ~  la valeur approch~e de P. 

ne soit plus valable, c'est-~-dire une valeur de l'ordre de ___I. Alors P sera plus petit 
n 

que x ; f '*  sera de l'ordre de o, ~ cause de la presence du facteur ica; sin~ sera de 

l'ordre de r et l'int~grale de l'ordre de o s ~, ou de -~-~, ou de ~---" n ' elle sera donc 

n~gligeable vis-a-vis d~ l'expression (3b~); on pourrait m~me montrer qu'eUe est d'un 
ordre de petitesse beaucoup plus ~le% encore; et beaucoup plus ~lev~ que celui auquel 
conduirait l'application des principes du ~ 8, si la formule approch~e qui donne P. restait 
applicable pour les petites valeurs de ~. 

2 ~ Pour ~tablir la formule (r2), nous avons suppos~ t~<D, n < o  p; nous pouvons 
choisir p de fa~on ~t satisfaire ~t ces deux conditions, pourvu que n ~ ca D. Si cette 
derni~re condition est remplie, nous pourrons r~p~ter le calcul en supposant fl > D, 
n > c a ~ ;  la formule (x2) restera vraie, puisqu'elle est ind~pendante de t~. Dans ce cas, 
la formule 

cos  K 
y. - -  2 K ] / c _ ~  - -  ]/cOS~ "J- 
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doit ~.tre remplacbe par la suivante (d'apr~s les formules de la fin du ~ I I ) :  

L -  (e-). 

Si nous rempla~ons ]~ par cette valeur, et . 4  par l'expression (12) dans l'expression de 

2A,,J,, 1 
2 n + 1  p~ ' 

nous retrouverons une expression analogue ~l (3~i'), mais off dans le dernier facteur, 
au lieu de deux termes (e ;i3~ Jr-e ;~x) on n'en aura plus qu'un, ei~~ c'est 6galement le 
r6sultat auquel on serait arriv6 en appliquant les formules du ~ 8 aux int6grales (5) 
et (5bi'), mais en tenant compte seulement des 61~ments voisins des maxima et minima 
de O, en n~gligeant les 616ments voisins des extr6mit6s, en n6gligeant, par cons6quent, 
l'int~grale (13). Seulement ici l'expression (3 hi') ainsi modifi~e n'est plus de l'ordre de 
I, comme dans le cas pr~c6dent; comme la partie imaginaire de ~o est tr~s grande, 
elle est de l'ordre de e -z~ ), ~tant un nombre positif; elle est donc beaucoup plus petite 

que les quantit~s de l'ordre de --1 ou de 1 
n 

Nous avons montr~ plus haut que l'intbgrale ( I3)es t  de l'ordre de I - d "  ou qu' elle 

est plus petite encore. Si elle ~tait pr~cis~ment de l'ordre de i --~-, nous n'aurions pas 

le droit de la nbgliger. 
Mais comme nous savons que notre formule (12) reste vraie dans tousles cas, 

puisqu'elle est ind~pendante de p, nous savons aussi que notre formule (3 his) modifi~e 

est vraie. 
Nous en concluons que l'int6grale (13) doit ~tre n6glig6e, m6me devant e -zu, et 

I 
par consequent qu'elle est beaucoup plus petite que - -  

r 

3 ~ Supposons maintenant n ~  o~ D, nous ne pourrons plus raisonner comme nous 
venons de le faire; les formules (3 bi~) modifi~e et (12) sont encore vraies, mais nous 
n'avons plus le moyen de les d6montrer. Pour cela il s pouvoir 6tablir directe- 
ment que l'int~grale (13) est n~gligeable, m~me devant eJ'~; on y pourrait parvenir 
en transformant nos int6grales, et en particulier l'int~grale (I3) , par n int6grations suc- 
cessives par parties; de faqon ~ introduire, au lieu de P ,  qui est proportionnel ~l la 
d&i%e n ~ de (cos~q~--t)" par rapport ~t cosq~, ~t introduire dis-je la fonction (cos~q~--I) ~ 
elle-m6me. Mais la d6monstration serait longue et compliqu6e, et je pr~f~re employer 
une seconde m~thode off routes ces difficult~s ne se pr~sentent pas. 

(1) 

w 14" 

Deuxi~me m~thode. 

Reprenons la formule approch~e qui donne f'* [formule (4) du w I3]:  

4 ~ f  '* : e ;~r sin 0 sin 
r 
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et la formule (2) du ~ 6, que j'6crirai: 
I 

(2) f '* --- e'~" S .4 J. ((o p) 7- P (cos q)). 

Nous ferons d'aiUeurs dans ces formules t - - - o  pour nous d~barrasser du facteur e ~'  
qui ne fait qu'allonger les &ritures. 

Comme on a 

la premiere formule devient: 

(3) 

sin ~ sin q~ _ sin 0 
D - -  r p 

4 ~ f , ,  i t ~  - --- e- 7/-Dt~ sin ~ 

et l'~quation (2) peut s'6crire: 

i ,oD i~, ].(~ 
(4) ~ e -  (psinq~) ' - -  Y A  P P . (cos~) .  

Les deux membres de cette +galit+ sont d+veloppables suivant les puissances croissantes 
de i~cos3 et de t~sinq~; il en est ~videmment ainsi de r et de psin% et par cons+quent 

du ?r  membre. Dans le 2 a membre, le facteur J "  proc~de suivant les puissances de l~, 
P 

le d+veloppement commen~ant par un terme en t ~" et t o u s l e s  exposants de t~ &ant 
de m~me parit+ que n ;  quant ~l P ,  c'est un polyn6me de degr+ n en cos ?, et les 
degr~s de tous ses termes sont de m~me park& 

Ainsi nos deux membres sont d+veloppables suivant les puissances de 

p e'~ = ~, p e - ~  = ['. 

Nous sommes ainsi conduits b. chercher ce que devient le second membre pour ~ ' ---o.  
Nous consid~rerons )'.(cop ) comme d+fini par l'int~grale 

= + ' d x .  
1 

Le coefficient du I ~ terme, c'est-~-dire du terme en (co p)"+~, sera 

~ +x - .  2 (2,, n ])2 
�9 x (x2 - -  I)'~dx ~ -  ( -  I )  ( 2 .  - ~  I ) ["  

D'autre part, dans le polyn6me P ( c o s  q~), le coefficient de (cos q~)" sera 

I ( 2 n ) !  

2 " n !  n !  

Consid+rons maintenant l 'expression: 

x p 

et ~crivons : 

d'ofi 

I 
= 5- ap(o,p)"+-, P. = 5- 

i p 
. ] ' . .  = Z ap bq (cop cos ?)"-~  (co 8) 'p+'q 
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OU 
I p b (0 -t"-2q 

On voit que si l'on fait [ ' - - o ,  tous les  termes disparaltront sauf celui oh p - - q - - o  

et il restera: 
i__Lp" = ao/~o ~ , ~ - .  
o)p 2" 

Mais nous venons de trouver: 

il reste donc: 

(~ n)! 
2(2"n!)~ b o - - 2  ~ t ' ( -  

C~.~,,). + 0! '  "! "" a o 

I 
(s) - - L  oO 

On a, d'autre part, 

2 f.0" ~" 
P,, - -  ( - -  I ) " 2 n  + i 

P~ sin~ 9 - -  \ ~ 1  , 

p * s i n * 9 = - - ~ ,  

r ~ - -  (D - -  [ ) ( D  - -  [ ' ) ,  

d'ofi, pour [ '  = o, 

r 2 = D  ~ - - D [ ,  

de sorte que la formule (4) devient: 

(6) y 2 , L ( -  0 " 0 , ~ ~  i r '~" 
2n--{-- I I '6~ r 3 D~2" 

I1 nous sut~ra d'identifier les deux d&eloppements, en calculant les coefficients A 

par la formule de CAUCHY; nous trouverons ainsi: 

I _ _ g l - . d ? "  (7) ( - - I ) " O " A  = I ( 2 n +  x ) ( - - i D )  Pe  -'~r 
2 i ~  2 I 6 o  , J  r 3 ~ "' 

Hnt6grale &ant prise le long d'un petit contour ferm~ entourant le point ~ = o. 
Mais il conviendra de changer de variable en prenant r au lieu de ~ comme 

variable ind~pendante. Nous avons trouv6 

r ~ ~ _ _ _ D ~ D ~ ,  

d'ofl, si nous prenons D comme unit6 de longueur afin d'abr~ger les &ritures, 

~'--- I - - r  i .  

L'int~grale qui figure darts le 2 d menrbre de (7) peut alors s'&rire: 

f e -it~ d r ~2 
(8) r ' 0  - ~')"-' 
et elle dolt &re prise le long d'un contour tr~s petit entourant le point r - - -  3, c'est- 

~t-dire r = D. Nous pouvons profiter de ce que les hombres o et n sont tr~s grands 

et chercher A construire les lignes d'+gal module de la fonction 

(9) ~-'~'(~ - r g "  = r  
Pour cela nous pouvons nous servir des figures 3 et 5 du S I I, la forme des courbes 

&ant grossi&ement la m~me. Deux cas sont k distinguer: 
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S i n  ~ o ,  il faudra prendre la Figure 3; les points A et C repr~sentent respective- 

ment les points r = - - I ,  r - - + I ;  off notre module est ~gal ~t l'infini; ce module est 

donc Plus grand en A et en C, ou encore sur la courbe G H; et au contraire plus 

petit sur la courbe K L ,  qu'il ne l'est sur la courbe E B M D N F  qui passe par les 

deux points doubles B e t  D. 
Si au contraire n ~ o, il faudra prendre la Figure 5; le module sera infini en 

A et C, plus petit sur la courbe qui passe en D, plus petit encore sur la courbe qui 

passe en B. 
Cela pos~, nous pouvons dans l'un et l'autre cas d~former notre contour d'int~- 

gration, et le remplacer par un contour ferm~ passant par le point D, ne coupant en 

aucun autre point la courbe d'6gal module qui a un point double en D, enveloppant 

compl~tement la boucle qui contient le point C, et laissant compl~tement en dehors 

la boucle qui contient le point A. On volt que le module de la fonction sous le signe 

f sera beaucoup plus grand dans le voisinage du point D qu'il ne l'est sur tout le 

reste du contour. Nous pouvons donc, pour calculer l'int~grale, nous contenter d'envi- 

sager les ~l~ments tr~s voisins du point D et pour calculer ces ~l~ments nous n'avons 

qu'~t appliquer les principes du ~ 8. 
Notre int~grale peut, comme au ~ 8, se mettre sous la forme: 

f e~~176 r, 

et l'on a 
O = - -  r + i z l o g [ ,  

en posant n - -  Zo. Le maximum de O correspondant au point D sera donn6 par 

dO dr  i z I iz~ 
(IO) dE - -  d~ -JI- ~ - - 2 r  ~ - - ~ - - - o  

OU 

- -  ~ 2irzo r" - -  2 i r z  - -  I --- o. 

Nous avons une 6quation du 2 a degr6 en r ;  dans le cas off n ~ c o ,  nous pouvons 
poser 

z - "  sin 0 o . 

L'angle 0o a alors la m~me signification que dans le w 13, off nous avons pos6 

sin ~ sin 0 o sin ~ n 
D - -  ? ' o 8 '  

d'ofl 
n - -  o D sin 0 o 

ou, en faisant D - -  I, Z z n% 
Z - -  sin 0 o . 

L%quation (IO) nous donne alors: 

Z - -  i sin 0 o + cos 0 o; 

et la solution qui nous convient est celle qui se r~duit ~t I pour 0 o - - o ,  c'est4-dire: 

( I  x )  r = e I~176 ~ = - -  2 i s in  0 o e i~176 . 

Rend. Circ. Mature. Palermo, t . -XXlX (I  O sere. l ~ l O ) , -  Stampato il 2x dicembre tgo 9. 2 9 
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Dans le cas off n ~ % on trouve 

et c'est le signe - -  qui convient. On trouve ensuite: 

2 i sin 0 e -~i~ H - -  r3 - -  o �9 

Nous avons besoin ~galement de la d~riv& 2 d~ 0 "  et nous trouvons: 

0 "  - -  d~O - -  I i~( __ ie  -3i0~ 

d~ ~ 4 r3 ~ 4tg0o" 

Quant ~t 0 lui-m~me il s'&rit: 

O = - -  d ~ + i sin 0 o log ( - -  2 i sin 0 o ei0~ 
d'ofi 

OU 

gitaO .__ e--ior 

I 
( - -  O " A .  = ( - -  i)2i~z - -  

Posons 

eloO ~ ~n ~Tn ~--i~r o . 

Reprenons la formule (2) du w 8, qui s'&rit: 

eY H e  ~ ~  -~,  �9 

Notre int~grale devient donc: 

f f  ( - -  4 i) sin 0 o e -~~176 V i  cotg2----~-Oo i / -  i e~ i0o e" ( -"  e -~or176176176 

I1 convient de prendre 1/~---~ = e --r ce qui, en observant que 

[ -"  = ( - -  2 i)-" (sin 0o)-" e -"'~ - -  e ~ 2-" n-" co" e -"'~ 

nous donne pour l'int~grale: 
ni~r Oo 

--n n n T _niOo ~ i - ~  _iocosOo 2 
( - -  i) 4 sin 0o 2-" n ~0 e e e e e ocOt0o.  

Si nous substituons cette valeur de l'int~grale dans l'~quation (7), il vient, en se 
rappelant que D - -  I, 

2 n + ~ ( .  i) .,~ ,0o ~/ 
2 I 6 ~  4 s i n O ~  ~ e-~~176176176176  ] / c  2~  oC~0o' 

la formule deviendra: 

J'ai remplac4 

0 o 
y - -  n ~  - -  n0 o - -  c0 cos0 o - -  ~ ; 

2 2 

.nf~v~ ~ slnv~ . . J - - 7 -  ( A .  "-- ~ n - "  e" e'~ V ~  I )  n . 

2 n - ~ I  
- -  par n, ce qui est permis ~t l'ordre d'approximation adopt& 

2 
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Si nous r&ablissons l'homog6n6it6 en ne prenant plus D = I, il vient: 

0 o 
7 = n - - - -  n0 o - -  toDcos0 o - - ,  

2 2 

.~ n I / f - ~  _~ _. , �9 sin 0 o 
(12) A~ z i ( - -  I) --ff-~-~ 2 n e e'Yl/toOcotg0o, 

formule identique ~t la formule (12) du w I3. Si n ~ to la m6me formule est encore 
applicable, mais il convient de prendre: 

sin 0o - -  Z, r--e'~ cos 0o--  - -  iI /~2-- i .  

II nous reste 2t examiner le cas limite, celui off n e s t  voisin de to et off il convient 
d'appliquer les principes du w I2. Dans ce cas, les points singuliers Be t  D de la Figure 3 
deviennent tr~s voisins l'un de l'autre; ils doivent &re assimil6s aux points ,4 et B 
de la Figure 6, tandis que les parties de la Figure 3 voisines de ces points B e t  D, 
doivent &re assimil&s ~t la Figure 6 tout enti6re; mais la quantit~ qui correspond ~. I% 
du ~ I2 est n~gative; dans ces conditions on volt que notre contour d'int~gration devra 
passer de la r~gion 5 ~t la r6gion 4 de cette figure. 

s L'int~grale que nous avons ~ envisager est donc l'int~grale du w I2 qui est 
4i~ 4i~ 

~gale ~t --e-3--F(te -3-) et que je repr&enterai pour abr6ger par F,(t). 
Cela pos~, nous n'avons plus qu'/t raisonner comme au w I2, et nous trouverons 

pour la valeur de ,4.: 

Les mSmes principes et le rappel des 6quations (5)du  w I~-nous donneraient pour J . :  
- - !  _2 

0 4 )  J" (to P) - -  ( 7 )  3(__ 0 ,2 ,n ,e_ , ,  n l / _ ~ . ~ F [ c o s ~ ( ? ) 3 ] ,  

au lieu de la valeur: 

Os) LOop ) = 2cos , 

qui convient quand n e s t  notablement plus petit que to ?. 

IS. 

C a l c u l  d e  ?. 

Nous avons trouv6 [formule (9) du w 6]: 

(I) 

,Darts ces expressions l~argument de P ,  est .cos% celui de I'. et . d e J .  est~po. 

A.& A.LP.  
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Nous allons dans cette formule remplacer A ,  I'., ] .  et P par leurs valeurs ap- 
proch&s. 

Nous envisagerons successivement les cas suivants: 
I ~ n est notablement plus petit que co? (je 15uis sans inconvenient &rife ? au lieu 

de ~o) et, par consequent, que o D .  Dans ce cas, nous avons trouv+: 

A. i ( - -  "" n 1/2--~ . sin Oo 
- -  I)  -- f f~ ~- 2-" n-" e" e'~l/~o D cotgOo , 

J .  - -  2,,n. e - . 1 / 2  r~---n 
�9 v ~ - ~ ~  + ~-'~)' 

o 

I'. J,, - -  e ia cos ~, 

1~' - -  8 ~ ~ 1/D l~ cos 0 o cos v~ 

~, = ~ + ~, + n ~ ,  ~o = "l - ~ - n ~ :  

formules 5, 6, 7 du w II ,  3 bis et 13 du ~ 13, 12 des w 13 et 14. 
Si j'&ris pour abr6ger 

A.L r = H (~'~o + ,,r 

il restera, pour le coefficient de notre formule (I),  

ou encore: 

2 n + I  
) 

2 

--H. ~'-~co%-~ ~ + e ' -  ( -  0", 

~ _  ,*o + e'*o+'~) _ ,'~o 
2 n 

I + g21a 

Ainsi le rapport du coefficient de P. dans le d&eloppement de /z, c'est-~t-dire de la 
composante normale du champ total au coefficient de ce m~me polyn6me de LEGE~DRE 
dans le d&eloppement de la composante normale du champ ext6rieur, est ~gal 

2 e i~~ 

ei~x _Jr_ ei~o " 

II est ais6 d'imerpr&er ce r~sultat. Comment avons-nous en effet obtenu au w 13 
la formule qui donne A. ? C'est en calculant l'int~grale 

fo" f'* P. sin ~d~, O) 

ce qui nous permettait de calculer le coefficient de P, dans le d&eloppement de f '*  en 
polyn6mes de LEGrNDRE. 

Supposons maintenant que nous voulions d&elopper de m~me en polyn6mes de 
LEGEiqDRE une fonction F qui soit 6gale ~t f *  sur la pattie &lair& de la sph6re, et 
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z6ro sur la partie dans l'ombre. Nous aurions A calculer l'int~grale 

(3) Jo FP~sin~pdq~ = Jo f ' *P  s in?d? ,  

b btant la valeur de q~ qui correspond A la limite de l'ombre g~om~trique. 

Pour le calcul de notre intbgrale nous avons, au ~ 13, appliqu6 la m~thode du 

w 8, c'est-A-dire que nous avons consid6r~ seulement les bl6ments de l'int6grale voisins 

des maxima et minima de O; ces maxima et minima ~taient au nombre de 2 et cor- 

respondaient A ~? = ~?o et A q~ = q~,; le premier nous avait donn6 le terme en ei~% le 

second le terme en e ~' . Mais de ces deux maxima, un seul, q~--q~o, est compris dans 

la zone 6clair6e. Donc l'intbgrale (3) se calculera comme l'int6grale (2) ;  seulement, au 

lieu du facteur e ;~~ AI--e ~, nous aurons le facteur e ~~ Si nous rapprochons ce r6sultat 

de celui que nous venons d'obtenir, nous voyous que le coefficient du d6veloppement 

de /zest  le double du coefficient correspondant du dbveloppement de F, c'est-~t-dire 

que 
~z = 2F. 

Or dans la r6gion de l'ombre F est nul, il e n e s t  donc de m6me de ~., c'est-/t-dire 

qu'il n'y a pas de perturbation dans l'ombre gdomdtrique. 
Ce r6sultat, bien entendu, n'est qu'approch~ et dfi, en particulier, ~l ce que nous 

avons n6glig6 dans l'intLgrale les ~16ments voisins de la limite sup6rieure e?--h  et qui 

sont les plus importants apr~s ceux dont nous avons tenu compte. 

2 ~ Supposons maintenant n notablement plus grand que to D et par consequent 

que o p. Dans ce cas nous avons trouv6: 

. .  n 1/2-~ 2_~ n_. �9 sin0 o 
A~ "-" i ( - -  I) ~ e"e'~l/toDcotgOo , 

0 
y = n - -  - -  n0 o - -  toD cos0 o - -  .___9_0, 

2 2 

n e;0o cos 0 o - -  - -  i fZ2 I, r =  = O ,  s in  0 o - -  ~ --" o D ' 

j .  - -  2 . n . e - . l / ~ - n e - , ~  
j / c o s  

ou, en donnant ~i H~ le m~me sens que plus haut: 

p~ - - H ~ e  ~~ 

D'autre part, 
I 

l ' . ln  = 7 ,  
d'ofi 

(4 )  

C'est la m~me formule que plus haut, mais il faut distinguer queue est la valeur qu'il 
faut adopter pour ~o. Nous observerons que nous avons: 

iOo 

le;q = 2 e_,  ~ I 
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OU 
_ _  ,t+~ 

D'autre part e - ~ ,  qui correspoad aux ~16ments de l'int~grale J.  voisins du point D 
dans la figure du S II ,  est 6galement plus petit que I;  j'ajouterai marne que e ~r et 
e - ~  sont tr~s petits A cause de la grandeur des exposants n e t  (o D. Donce  ~o est tr~s 
petit, d'autant plus que n e s t  plus grand, de sorte que pour n > co D l e s  coefficients 

de notre d6veloppement d&roissent tr~s rapidement. 
3 ~ Supposons ensuite que n soit compris entre o D et o~p et diff&e notablement 

de l'un et de l'autre. C'est ce qui pourra arriver si D n'est pas tr~s voisin de p. 
Les formules pr&~dentes sont encore applicables, et l'on trouve encore 

A . J .  __ H ei~o 2 H e~r e-i~ ( - i ) "  
p ~ l ' J . -  2 = . . �9 

Mais ici % est r&l, de sorte que le~rl--I, tandis que le-~l tend rapidement vers z~ro. 

Donc ici encore le terme du d&eloppement tend rapidemem vers z~ro. 
4 ~ Supposons que n soit tr& voisin de m D et notablement plus grand que co p. 
I1 faudra dans le calcul de A. appliquer les principes du S I2, tandis que pour 

I '  on pourra continuer A se servir de la formule approch&. On trouve ainsi: 

I_L 2 

P ' l ' . J . =  ~ 2 H . e -  F, os 0 o ~ ( - -  ,)" 

avec 

(6) 
i sin 0 o sin 

4 ~ P 1/D cotg Oo cos 

(dans le calcul de Hn j'ai remplac6 

proximafion adoptS) et 

I 2Oz 
F, ( t )  - -  - -  r T A o ( X  

(7) / 
e T A ,  t t ~ 

Ao et A,  &ant d~finis au ~ 12. 

2n+I par n ce qui correspond au degr6 d'ap- 

t 3 

2.3 

t 6 t 9 ) 
~ 2 . 3 . 5 . 6  2.3.5.6.8.9 -~- " ' "  

3.4 + 3-4.6.7 - . . . .  

n :t 
On peut ajouter que, dans 1'argument de F , ,  cos 20 o - -  I - -  ~ peut avec la 

m~me approximation &re remplac~ par 2 I - - ~ - ~  �9 

5 ~ Supposons maintenant clue n soit tr~s voisin de (~ p e t  notablement ptus petit 

que co D. 
Ici c'est au contraire A. que 1'on dolt calculer par la formule approch~e et I' n 

par les formules du ~ I2. 
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Nous trouvons que le rapport de la valeur de I '  ~t sa valeur approch& est 

2i~ 2 I t 4 i~ 
- -  i e  ~ 2 "~ (to ~)---6-(2 '~ COS ~)--r -i~' 

ce qui nous donne: 

xelnjn ~.i~ x ~ Hn r  i ) n  
( 8 )  2 / r r  - - i e  3 2 ~ ( t o [ ~ ) ~ r  

e ,,J,, -~ ' 

avec ( , 3 )  
F ( t ) - - A  o I - - 2 . - - ~ + . . .  + A  t - -  - -  + . . .  

6 ~ Les trois derniers cas ne peuvent se pr6senter que si D diff~re notablement 

de 8; si D est tr~s voisin de p, n tr~s voisin de to D et de to ?, il faudra appliquer les 

principes du w 12 /t la lois au calcul de A~ et ~t celui de ] .  et on trouvera:  
3 

~ ~ x , F ,  c o s  ~ 0 o 

- - - - i e  3 2 ~ ( t o ? ) 7 ( t o D ) T  2~l/cos~,cOS0o/_/ ( - - I ) " .  
A.L 

(9) , 
? ,,J,, 41__~ I F[cos ( ) 

Ii ne sera pas inutile de chercher A nous rendre compte des valeurs des exposants [~o, 

~t et y. Nous avons trouv6: 

(Io) 

qg 
( n  - -  I ) - ~ - ,  ~t ~ - -  t o ~ c o s ~  - -  n ~  2 

n ~  0 
y = - -  - -  n 0 o - -  to D cos 0 o u _q_o 

2 2 ~ 

Dans le cas off n e s t  tr~s voisin de co ?, on a sensiblement x = -~--; d'ofi, ainsi que 

nous l'avons vu au w ~2, 

top cos 3 ~ _~ 
- - -  

3 4 

De meme, dans le cas off n e s t  tr~s voisin de to D on trouve: 

to D cos 30 o 
0 2 )  ~" = 

3 4 

Si nous supposons que to ? et to D soient voisins l'un de l'autre, et que n soit 

notablement plus petit que l 'un et que l'autre, on aura sensiblement: 

7g 
o ?  = o D ,  0 o = ~, ? - -  ~ - -  n ~  - -  ~ o - - - - - - "  

2 

Ce r~sultat &air ~t pr&oir ;  nous voyons en effet que si D est tr~s voisin de t~, 

le point S est tr~s pros de la sphere et par cons6quent du point M o de la figure; 
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( I 3 )  

d'ofi : 

donc r o - -  % ~- o et l 'on a 

~ o = n % _ _ O p r o _ ~  - ?o = r: , 
2 2 2 

Si passant A la limite nous raisons D - -  b nous trouvons pour l'expression de H . :  

I n 3 

H - -  4 ~ ? ,  o~p l/~0, ?, __ n "  

05) 

avec 

A . J .  - -  i n 3 

0 4 )  ' I '  " - -  ~ 1/o ?' n" p . j .  2 ~ p ' o p  - -  

pour n notablement different de o p~ en dessus ou en dessous; et s i n  est tr~s voisin 

de cap et caD: 

"e 3 " ~ F~ ( t )  A.L (-- l ) , ,1,  e " - - j "  n = (caP) P' 'L p' '7 
3 

I I n e  sera sans doute pas inutile de donner une expression exacte de notre coefficient 

sous la forme du quotient de deux int~grales d~finies. Nous avons trouv~ au w 14, 

en faisant D = i~ 

(--'y"n+'> C 
Mais nous avons obtenu ce r~sultat en partant d'une valeur approch~e de f '* :  

4 

la valeur exacte &ait celle du 

4~f '*  = g~'-'~ [ ! r  sin 0 

Pour transformer ['expression 

p sin 

en reprenant les notations du 

on trouverait de m~me: 

~f '* --- e i~ fca sin 0 sin ~ ; 
r 

w 

sin ~ + ~ + ~ 0 m  0 sin ~ - -  2 cos 0 cos ~) . 

approch~e, nous avons observ~ que 

0 sin ~ --- w 4 r~ 

w x 4 et supposant comme dans ce paragraphe ~' = o; 

:' : ' L '  :" 
r I /  " 4  r~ I /  + 4  r~ - - ~ - I /  t ~ - ~  

ou, en se rappelant que [ '  - -  o, [ = I - -  r ~, 

p~os0cos~ O - - e ) O + r O - ~ - - e  
~- 2 r  2 r  4 r~ ' 
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d'ofl finalement 

o~1 

(i6) + (~) = 7 + r 
Passons an calcul de 1'. 

Nous avons trouv6 au ~ 11 : 

3~'  d ~ - - ~ '  

to / r4 1 2 r 2 " 

I . ( ~ )  = c [ = e ' ~ ( x  ~ - O " ~ " + ' d x ,  
Lr 

C &ant un facteur constant; d'ofi 

I' (~) = C s  e'~(x~ -- l )"~"+'(ix--~-~ldx 

ou, en remplaqant ~ par to p, 

s ( " )  / ' ( ~ p ) = c  e'~-(x ' -  O"(top) "+' i x + ~  ax. 

Il reste /t d&erminer le coefficient C; ce coefficient dolt &re choisi de telle so rte 

clue , si l'on pose 

ff' 1.(~) = e'~X(x ~ - O-~"+~dx, 
on ait 
(~7) r . L  - J ' . I  = I. 

Consid~rons le d~veloppement de I . (~)  et de J . (~)  suivant les puissances croissantes 

de ~ et soient: 
L(~) =-4~"+'  + . . . ,  i .  = B~-" + . . .  

les premiers termes de ces dLveloppements; la relation (17) nous donnera: 

I A B - - .  
2 n  --~- 1"  

Or nous avons trouv+ au ~ I4 :  

A = ( -  ~)"~(2"~!)' (2n ~L I)l  

Pour avoir B, il faut chercher une valeur approch6e de l'int6grale pour ~ tr6s 
petit; raisons alors 

i~x  = - X, 
d'o~ 

s s e,~(x, i ) . ~ . + , d x = / ~ - ,  e - x ( _  X ~ - - e ) " d X  
I 

et pour ~ trbs petit: 

~-"i(-- I)'~Fei~;X2ndX --i(-- I ) " 2 n ! ~ - " .  

I1 reste doric 
t / o  

B -- Ci(-- I ) "2n l  
Rend. Circ. Matera. Palermo, t. X X I X  0 o sere. xgio ),  - - S t a m p a t o  il 2I elicembre i9o 9, 30 
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et 

2 ~ z + i  

ou, pour n entier, 

d'odl enfin: 

(-- I)~"2Ci(2"n!)~=__ I 
2 n + I  ~ 

i 
C =  

2(2"n!)  ~'  

c _ i ( - -  0 -=" 2(2"n!y 

08) & L  - i  - ~  - 2 (2",,F .f c'~,+(O(I-rT-"a~ 
? = I , ] - - T r - ( ~ - - )  ( 4 n + ) ~  fei~.O~(x=i,.Oo?,.+i(ix_l_.4}dx 

w 16. 

Introduction des  va leurs  non enti~res  de n. 

I1 s'agit maintenant (en faisant t = o pour nous d~barrasser du facteur e ~t) de 
sommer la s~rie 

.-- A . P .  
(0  ~ P o  ~ = 2. ~ �9 

On a assez souvent une premiere approximation de la somme de la s&ie 

YF(n), 
en la remplaqant par l'int4grale 

f F(n) n ; d 

il suffit pour cela que la formule sommatoire d'EOLER soit suffisamment convergente. 

Si nous cherchons • appliquer cette m&hode au cas qui nous occupe, nous serons 
arr&~s par une premiere difficultY; en effet nos fonctions A ,  P e t  I '  ne sont d~finies 
que quand n e s t  entier positif; il faut d'abord les d~finir pour toutes les valeurs de n. 
Commenqons par P .  Nous avons trou% au w Io:  

f+- (2) 2 ~ P.  = (cos ? -}- i sin q~ cos co)" d o 

et nous pouvons conserver la m~me formule dans le cas off n n'est pas entier positif; 

il pourrait y avoir une difficult6 si 

cos q~ + i sin ? cos co 

s'annulait sur le chemin d'int6gration; c'est ce qui peut arriver quand le chemin d'in- 

t~gration est rectiligne, pour ? - - -  et pour certaines valeurs imaginaires de q~; mais 
2 

si on attribue A ? l'une de ces valeurs, il suffira de modifier le chemin d'int6gration. 
Nous observerons que la fonction P ainsi Mfinie est une Jonction enti~re de n; ce n'est 
pas une fonction uniforme de % puisque pour certaines valeurs de % on est oblig6 de 

d6former le chemin d'int6gration ainsi que nous venons de le dire; mais c'est une 
fonction uniforme de n e t  c'est ce qui nous importe. 
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La fonction P,, jouit d 'une autre propri&6 importante. Posons 

to 
t g ~ -  --" t; 

notre relation devient: 
~ p  - -  f_~~ (e~* + e-~*:) "dt  

. (, + t 7  +' 
Changeons n e n  - - n -  I ;  il viendra: 

'~ P-"- '  = (e'~ + e-'~ : )"+ '  

t - - "  u e i g ;  
Posons 

il viendra : 

o n  

/ '  (i + . '  e ' 7  e'* a .  / '  (e-'* + .~ e '7  a 

P_. ,  (~) = & ( -  ~) = &(~), 
car il est ais6 de voir que P~ ne change pas quand on change ~? en - - 9 ;  il suffit pour 
cela de changer to en o~+~, dans la formule (2);  les limites deviennent o et 2 = , m a i s  

&re ramen&s ~ - - =  et -]-=, puisque la fonction sous le s i g n e f  est p&iodique. peuvent 

dinsi la fonction P. ne change pas quand on change n en - - n -  I. 
Passons maintenant ~t I '  et d'abord ~ t / ;  nous avons t rou% ~t la fin du w I 5 :  

z = T [  ~ i  "r(n + 0 ] - 2 ( -  O-2"f~'~"(x 2 -  O"(top)"+'ax, 
i / - -  - - i  (3) 

L , = ~  " r ( n +  i ) ] - 2 ( - 0 - ~ ' f ~ e ' ~ " ( x  2 0 X t o , y + ' ( ~ x +  ~ ) a x .  T [2 _, - 

[Nous r&ablissons ici le facteur ( - -  i )  -~" que nous avons supprim6 ~ la fin du ~ I5 
parce que ce facteur est 6gal ~ I quand n est entier]. Le plus simple semble &re de 
#n6raliser  ces formules pour n non entier; mais il peut y avoir une difficult6 parce 
que x ' - -  i s'annule ~t l 'une des limites d'int6gration. Si donc la pattie r&Ue de n 
&ait plus petite que - -  i, l'int~grale serait infinie. 

En cons6quence, au lieu d 'un chemin d'int~gration C allant de - - I  ~ l'infini, de 
fa~on qu'~ l'infini l'exponentielle e i~p~ soit tr&s petite, imaginons un autre chemin C, 

allant de l'infini ~ l'infini apr6s avoir contourn6 le point - -  I, et de fa~on qu'~. l'infini 

e it~ soit tr~s petit. Quand on contourne le point - - I  et que n n'est pas entier, l'expres- 
sion (x 2 -  x)" se trouve multipli& par e2~"; il en r~sulte que nous avons: 

f, - (e2,=. __ , ) f  

et que nous pouvons remplacer les Lquations (3) par les suivantes: 

(s b'') I. ou r =  i . I)-2"(:'~" f c '  . y [ 2  r ( n +  0]-~(--  - 0- '  
1 
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les expressions sous le signe f &ant les m6mes que dans les formuies (3). L'inconv6- 

nient signal6 ne se reproduit pas. Nous observerons alors que [ "  est une fonction 
, . / C  I 

enti6re de n; il enes t  de m~me de [2" r ( n  + i)] -*, et par consequent de 

I.( O, I'.( 0- 
I et I '  sont des fonctions m6romorphes de n e t  elies ne peuvent devenir infinies que 

pour n entier. Mais s i n  est entier positif ou nul,/~_ s'annule ~galement et, cause 
t,t C 

I 

de la formule 

f = ( e  - , 

nous voyons que (e ~" - -  I ) - '  l reste fin/. Si au contraire nest  entier n~gatif, r (n -~ i )  -I 
t : C  

I 

s'annule et I '(n + i )- ' (e2 '~"--x)  -~ reste fini. Donc I e t  I' sont des fonctions enti~res 
de n. 

Voyons maintenant ce que deviennent I e t  I '  quand on change n e n  - - n  - -  I. 
Rappelons que I. satisfait A l'6quation diff+rentielle: 

[ n n+ ,J 
(4)  l " . + I .  I . . . .  ~ = %  

off les d6riv~es sont prises par rapport ~t ~ et off l'on a pos6 ~---co ? (cfr. w 5, 6qua- 
tion IO, et ~ I i  in initio). La fonction I. ne cessera pas de satisfaire ~ cette 6quation 
quand n ne sera plus entier. De plus, cette fonction I. sera sensiblement proportionnelle 
A e -it quand ~ sera tr6s grand. Or cette condition suffit pour d6terminer l'int6grale 
de (4) ~ un facteur constant prks. 

Mais quand on change n en - - n -  I, le produit n(n + I)  ne change pas. Donc 
l'6quation (4) ne change pas, et ceUe de ses int6grales qui devient sensiblement pro- 
portionnelle A e -r pour ~ tr~s grand reste la m6me A un facteur constant pr~s. Donc 
le rapport 

I--n_l _ It-.-I 
I .  - r .  

est ind6pendant de ~ et ne d6pend que de n; il reste A d6terminer ce facteur constant. 
Indiquons bri~vement deux modes de calcul pour cette d6termination: 
I ~ Soit d'abord ~ tr~s grand. Dans ce cas les seuls 616ments sensibles sont ceux qui 

sont voisins de - - I ;  nous pouvons donc remplacer sous le signe f ,  l'expression x~--I 

par - - 2 ( x +  I). Alors l'int6grale est facile ~t calculer par les fonctions eul~riennes et 
on trouve: 

/ .  - -  ?-" 2-"-'  
r (n  + O" 
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En changeant n en - -  n - -  1, il vient : 
e-r 

I . ~ ~ i 3+" 2 ~ -  
- -  r ( -  ~ ) '  

d'ofi 
/_._, _ / ~ + ,  2~.+, r(n + ~) 

(s) Z. r ( -  ~) 

2 ~ Soit maintenant ~ tr~s petit; deux cas sont ~t distinguer: 
Si la partie r&lle de n e s t  positive, le terme le plus important sera le terme en 

, on pourra le calculer comme nous avons fait ~t la fin du w 15- Nous avons ramen6 

~t l'int~grale 

f o x ( _  x ~ _ ~ T d X  

que nous avions prise d e  m ~ ~ Hnfini; ici il faut prendre le chemin correspondant 

,~ C ,  c'est-~-dire que X dolt aller de l'infini ~t l'infini en contournant le point X - -  - -  ~ ; 

le chemin d'int6gration pourra d'ailleurs contourner 6galement le point X - - ~ ;  car 
cela revient ~ ajouter J .  multipli~ par un facteur constant;  or J .  &ant de l'ordre de 
~.+i sera, pour ~ tr~s petit, nSgligeable devant /~. Dans ces conditions, notre chemin 
d'int6gration pent &re track de faqon que l 'on ait constamment }X} > }~] et le calcul 

du ~ 15 demeurera applicable. On  aura donc: 

(6) T. = ~-"(-- 0 ' - "  r(2n + I) 
2 [ : r ( n  + 1)] 2. 

On remarquera que nous avons &rit ici ( - -  I)  '-~ et non pas ( - -  i )  '+" , c'est parce 
que nous avons r&abli le facteur ( - -  I)  -~", comme je l'ai expliqu6 plus haut. 

Supposons maintenant que la partie r&lle de n soit nSgative, de sorte que le terme 
principal sok en ~ + ' .  Nous n'avons plus ici le droit de tracer notre contour d'int6- 

gration de telle fa~on qu'il enveloppe les deux points X - - - t - - ~  (qui correspondent 
aux deux points x - -  ___+ I), de sorte que l'analyse pr&6dente est en d6faut. Mais si 
est tr6s petit, nous pouvons remplacer e ~i~ par I, et notre int6grale se r6duit 

f+" ~"+' (x'-- O"dx=i('~+')U +'r-~r(-n--~) 
_~ r ( - - . )  ' 

d'o6 

( 7 )  

et 

(7~i3 

Nous remarquerons que 
e--211t(~+~) 

d'oth 

r ~ r ( - - n - - ~ )  i,.~§ 5.+, (:,~. 
i "r(n + 0 ] - -  iy--~ ~3 - ' ) - '  

/ -  .... = T  t2 r ( - - n ) ]  -~ r ( n + ~ )  

_._, 

- -  I - - ( - -  I)-("+'12i s i n n %  

I )  - [  , 

~ [  _._, r ( _  _.~_" r-~ r(~ + -3 r,.~+,, ,+. 
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Nous calculerons donc 1, par la formule (6) et / _ ,  par la formule (7~'), de sorte 
qu'il viendra : 

L._,s. --  2~"+'r-~r(n+-~)r(n+O'-'~"§ + ~ - - ; -  ;~- ' t - -  O~"+'sm~n~. 
Mais 

r ( n  + ~__) i,(n + i )  - -  F I r ( 2 n +  0 
2 2 2" 

d'ofl 

Mais 

d'ofi, finalement, 

/_._, __  2=.  + ,  l'Z~ - i~ .+,  s 
I. ---" I': (_2 n) sin n r~ 

sinner - -  sinnw - -  _ r ( -  O r O  + O, 

L._, = 2=.+,iz.+, r ( .  + ~) 
r ( -  n) ' 

formule identique ~t la formule (5), et qui peut s'6crire: 

C._< 2 . . . .  i . . . .  
r ( ,  + 0 = r ( -  n) 2"i", 

ce qui veut dire que 

I .  2" i" (s) r ( -  n) 

est une fonction enti~re de n qui ne change pas quand on change n e n  ~ n - -  I. 

Passons A A ;  nous avons trouv6: 

A ~-- ( _ _ ~ I ) ' 2 n  -q-I ['e-i~~ 
32,~: J O - r ) - '  

avec (,_ ,)(, 
ou, en r&ablissant l'homog~n6it6: 

[- ,~"2n +, f e-'~'+(r)drD '"-' 
(9) .,1 = to, D ] 72=----: d (--D-~mr') "-----v 
avec 

0o)  + ( 0 = 7  + i ~  o ~ ,  ~ 7 ~  -~l 
La m6me d6finition peut &re conserv& pour n non entier, cependant il convient de 
faire l'observation suivante: L'int6gration se fait le long d'un contour ferm6 entourant 
le point r =  D; quand nes t  entier, il n'est pas n&essaire de pr&iser quel est le point 
initial et final de ce contour, il n'en est plus de m~me. si n n'est pas enfier; nous 
prendrons alors un chemin d'int~gration qui partita de l'infini pour revenir A l'infini 
en enveloppant le point r - - D  et de telle fa~on qu'A l'infini e -~~ soit nul. Dans ces 
conditions ,4  sera enti~rement d6fini et on volt ais~ment que c'est une fonction enti~re 

de n. 
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Pour aller plus loin, reprenons le triangle S O M du w 6 dent les c6t~s sent D, 
r et p, et les angles T, 0 et ~ -  ~, et la formule: 

4 = f  '* = e ~'('-,) s in0sin~ + 7 + ~ (sin0 sin~ - -  2 cos0cos~ . 

Or remarquera que cette formule pr~sente une sym&rie particuli~re. Supposons que 
dans le triangle S OM, on permute les sommets S e t  M;  les longueurs D et l~ se 
permuteront,  q~ se changera en - - ~ ;  r ne changera pas, 0 se changera en ~ -  ~, et 

en = - -  0, de sorte que les produits sin 0 sin ~ et cos 0 cos ~ ne changeront pas. I1 en 
r~suke que f '* ne changera pas. Donc f '* est une fonction de D, ~ et q~ qui ne change 
pas quand on change D, ~ et q~ en l~, D et --q~; et comme d'ailleurs elle ne chang e 
pas quand on change q~ en --q~, ce sera une fonction sym&rique de D et ?; mais les 
conditions de cette sym&rie exigent quelque attention. Nous avons t rou% au w 6 :  

f '*  = e ' ~  -- A . J .  (o  t0-~r P.  (cos ~?), 

A.  &ant une fonction de D;  on serait tent~, ~ cause de la sym&rie, d'&rirr que A 
, I 

est ~gale, ~t un facteur constant pros, a ~J. (co D) ~ ;  mais la formule pr&~dente n'est 

vraie que si l~ < D ;  si on avait l~ D D, il faudrait la modifier et y remplacer J .  (0~ l0 

p a r / ( c o  p) (de m~me que si on veut d~velopper I__ suivant les polynbmes P . ,  le 
r 

d&eloppement precede suivant les puissances positives de ? si l ~ <  D, et suivant les 
puissances n~gatives si l~ ~ D). Or si l 'on a l~ < D, on aura inversement D ~ l~; il 

faudra donc conclure que A. est proportionnel non pas ~t J.,(coD)-~, mais ~i /~(oD) ~---r, 

et &rire:  
I 

f'* = e~~ ~" K I(coD)J.(co?)-~r-DrP (cos o?), 

K &ant un coefficient ind~pendant A la gels de D, de ~ et de q~. Pour d&erminer ce 
coefficient, supposons que D et ~ soient tr~s petits; alors / .  et J,. se r6duiront sensible- 
ment  ~t leurs premiers termes; soient 

I(o~D) -- b(o~D)-", J . ( o  0) - -  c,,(o ~)"+' 
ces premiers termes; il viendra, pour t - - o ,  

D'autre part, dans ces conditions r est tr6s petit, de sorte qu'il reste: 

4 ~ f ' *  - -  - -  

Nous savons que l 'on a: 

][ ~ 

__ idri(Sm 0 sin ~ - -  2 cos 0 cos ~). 

i 

r - - D  E P." 

Si nous diff~rentions cette ~galit~, d'abord par rapport ~t D, puis par rapport ~i p, 
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en remarquant que si d o -= o on a 

dr - -  dD cos 0 
et que si d D = o  on a 

d r =  - -  dpcos~,  rdO-=dps in~ ,  
nous trouverons : 

cos0 
- e - D ~ y ( ' + ~ )  P~' 

puis 

__ __ ( ' y  2cos0cos~ sin0sin~ i y n ( . + i )  - g  P~ 
r 3 r 3 - -  ?D ~ 

ou, en identifiant les deux valeurs de 4 ~ f  '*, 

icopD, ~ - n ( n  3v I) P~ "-- 4~r Z K~b~c. c~ ?D 2 P~ 

OU e n f i l l  : 

K =  i n ( n + I )  
4 ~ c~ b,, c,, 

Or nous avons trou% [S 14 in initio et w 16 formule (6)]:  

b __ ( _  0 ,_  n r ( 2 n  + i) 212~ F(n + i )] ,  c, --- ( - -  I)  n 2"[2n l ' (n  -lt- I)]* 
' r(2n + 2) 

d'ofi 

e t  

r (2n  + ~) - i  
b c. = - -  r ( z n  + 2) - -  2n  -]- I 

- - i  n(n -~- I)(2n ~- I), / L -  4 ~  

ce qui me permet d'&rire: 

- - i  
A -  ~-~o~n(n -- t-I)(2n -{- I ) I " ~ ?  ) ( I I )  

et 

- ~ ~ , In(o D) p (co~ ~). V. - -  ,~(o~ ?*D* ~- n(n + I ) ( 2 n  + I)  ~ - ~  

I1 ne sera pas inutile de v~rifier que la valeur approch& de A n 

avec la formule ( i 2 )  des w167 13 et 14. Nous avons trouv~: 

~(~) = M C e  ,~ 

avec 
i 

M - - 2 ~ n n e - * | / 2 ~ n  C - -  (2 .n ! ) ,  
V cos ~ ~ 2 

d'ofl 

en tenant compte de 

L ( o P )  = *--e " i _ _  
2 2 n n ! f c - ~  

concorde bien 

n! - -  n" e-n ]/ 2 ~r n. 

Si nous changeons ? en D, ~ se change en 0o, e i~ en i ( - -  I)ne i~', de sorte qu'on, 
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trouvera : 

I , (oO)  - -  ( - -  O"+' "e'* I 
2 2"~ ! f~O-~o ' 

d'o~, p~ h formula (10, en rempl~nt n(n + O(~n + I) p~r 2. ' ,  

i . n 3 I 
An - -  4~co ~ ( - -  I)" eq" 2-hi  ]/co~ff ~ D* " 

Or la formule 0 2 ) ,  qui s'&rit: 

d . = i ( - - U  ~ 2  

?eut s'&rire 6galement: 

n--n ~n eq, sin 0o r 
i/co D cos 0o ' 

.4 n i ( -  - ' - '~r f2-4~ ,oD D 
"-- I)  ~ 2"n! l /oDcos0o  e'~ 

~tui se ramhne facilement ~ la formule pr&6dente. 

L'expression ( i  i )  de _.4,, conserve un sens quand on suppose que n n'est pas 

miler, puisque I a 6t6 d4fini pour n quelconque. J e n e  m'occuperai pas de d6montrer 

tue cette nouvelle d6finition de X, pour n quelconque (qui est celle que nous adopterons 
tdsormais) concorde avec celle que nous avons donn6e plus haut, bien que cela soit 

~robable. 

Le terme g6n6ral de la s6rie 0 2 )  est 

i j )  - -  i / Q o D )  . , n(.  + i ) (2 .  + i ) ~ & ( c o s ~ >  
4~o-~?-~D ~ 

On voit d'abord que ce terme g6n6ral est une fonction mdromorpbe de n:  Si 
naintenant nous changeons n, en - - n  ~ I, je dis que cette foucfion changera de 

I igne, c'est-~-dire que ce sera une foncfion impaire de n q--7" En effet nous avons vu 

lue P est une foncfion paire, qu'il en est de m4me de 

I . (oD)  2. i. I"O~ 2"i" 
r ( - -~ )  ' r ( - ~ )  

it par cons6quent de / ( c o D )  /~(o ,?)"  II en est de m4me de n ( n + I ) ;  tandis que 2 n + I  

;st une fonction impaire. Donc l'expression ( i3 )  est une fonction impaire, c. o_. F. D. 

17. 

Cas limite de D - - ? ;  emploi des s4ries divergentes. 

Le cas le plus int6ressant est celui off D est tr6s voisin de ?; on pourrait d'abord 

onger ~i faire D - - ?  dans la s6rie (12) du ~ pr&6dent; mais cette s6rie deviendrait 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXlX (x o sem. xgxo ). --Stampato il 2i  dicembre zgo 9. 3z 
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alors divergente. On peut n~anmoins employer l'artifice suivant. Reprenons la s~rie: 

y - - i n ( n  + I)(2n-Jr- i)  I .(eoD)_ 
4~o~2D, p~ / ~ / " . '  

que je puis 6crire: 
( I)  ~" __ y - -  i n(n -~ 1)(2 n 2[_ I) I(o~ D) J~(r D) p 

4~o2 D2p ~ I'(o~O) I'. (~ ?) "" 

Tant que ? ~ D, elle converge; si l'on fait ? = D, le facteur I'. (co D) devient r( p) 
~gal ~ 1 et elle diverge. Ce facteur, pour n tr~s grand est sensiblement ~gal 

( p V  +' 
, 

de sorte que nous sommes amenbs ~ comparer notre sbrie ~ la suivante: 

y--  
4~o*D~p ~ I'(coD) . _ _ .  P"" (2) F - -  

Je me propose d'&ablir que, quand ? tend vers D, les deux s+ries (1) et (2) tendent 
vers une m~me limite. La d+monstration repose d'abord sur la possibilit+ d'+crire: 

I'(coD)i,(o~?) ---- (~-)"+'[I -of - A t ( P - D ) n  ~-A~(9--D)n ~ ~" 

(3) . . .  + A,_,(p - -  D) B(p - -  D ) ]  

off . 4 ,  .'/~, . . . ,  .4p_~ sont des fonctions de ? et de D, indgpendantes de n, tandis 
que Bes t  une fonction de ?, de D et de n qui reste limit~e m~me pour n tr~s grand. 
Pour le d~montrer, il suffit d'+tablir que l'on a 

[ C, C~ C~_ Cp] 
I' ( ~ ) --- N ~ . . . .  I +- -~  + "~ + "'" + n~-~-7--I + ~-  ' 

off C,, C~, . . . ,  C~_, sont des fonctions de ~, et Cp une fonction de ~ et de n qui 

reste limit+e m~me pour n tr~s grand. 
Pour cela, rappelons que I ( ~ )  est donn6, ~l un coefficient constant pros qui n'a 

pas k intervenir id, par la formule 

I = i~-" ( - -  X ~ - -  ~2)"dX. 

On voit que c'est une fonction enti~re de ~; cette fonction est d'ailleurs la somme 

d'une fonction impaire et d'une s paire; car on a 

On volt ainsi que le coefficient de ~-" est i ( - -  i ) "2n!  (cfr. ~ 15) et que celui de 

~'=+~ est donn+ par la formule 

I + i  

~- d_~ 



SUR LA DIFFRACTION DES ONDES HERTZIENNES. 24~ 

off 12on regarde ~ comme tr}s petit, ce qui donne: 

I f + '  ~--- I 22n+x r ( n  + 1) 2 
--f d - i  (x= - -  i ) " d x  - 7  C -  x)" r ( 2 n  + 2)" 

Les deux coefficients ont pour valeur approximative 

i ( - - i ) '22"n="l /4~ne-~"  et ( - - 1 ) " 2  TM n="e-="l/4r~an* - - (  )=~/~n O, + 0 - - - L  

Le second est donc beaucoup plus petit que le premier, de sorte que les termes 
qui ont m~me parit6 que {"+' n'interviendront pas dans la discussion. Nous aurons: 

/ ( ~ ) - - i ( - - I ) " 2 n ' ~ , - " [ 1  + Z A 2 ,  ( ~ ) 2 q ]  

~). 2=.+, r(n + ~)2 =.+,~ [ ~__i=q1 

oh A2q et B=q sont des coefficients d6veloppables suivant les puissances n6gatives de n. 
Cela suffit pour &ablir ais~ment la formule que nous avons en rue. 

La formule (3) ~tant ainsi d&montr6e, nous avons: 

X / '(coD) = / \.+x 
= x ,  " ) Y - :  O) + 0~ n 

~ d 

--~n C 
�9 . .  + Mp_, (? - -  D) X n p----~ - -  " 

Si nous supposons que les s&ies y ~ -  ( q - - I ,  2, . . . ,  p - - x )  teudent 

~n vers une limite finie pour 0 - - -D ,  et que la s&ie y - ~ -  et par cons6quent aussi la 

x7% C s&ie z_ ~ soit absolument convergente, tousles termes du 2 d membre de la relation 

pr+cSdente tendent vers z&o pour ? = D, saul le premier, et il reste 
, I p \ -+ ,  I" (o~ D) __ lim y lim X ./'(0~?) %~,-DJ 

Or il est ais6 de constater que ces conditions sont remplies pour la s6rie qui nous 
occupe; et en effet, en reprenant les formules asymptotiques des ~ pr&6dents pour n 
tr~s grand m~me par rapport ~i co, et calculant au besoin des termes compl~mentaires 

par la m&hode du w 8, on trouve que l'on peut 6crire: 

"'"  + , 

Ao, A,, . . . ,  Ap_, &ant ind~pendants de n, Ap d6pendant de n mais restant fini pour 

n infini; et voici une premiere consequence. 

Nous trouvons : 

d~.O 2 - -  i n ( n  -of- I ) (2n  -31- i ) I '  (o)D) _ 
(4) d D  --" ~-  4r:oa? = ( I ~ - ~  t"" 
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Les consid6rations pr&6dentes &ant applicables ~t cette nouvelle s6rie, nous avons: 

lira ~dFD~ (pour p = D) - -  lim ~ . ~ -  in(n +4~o~p ~I)(2n + I)  p ;  

- - i  
ce qui, au facteur 4 ~ o D ~ pros, peut s'~crire: 

~ - n ( n - J - i ) ( 2 n - J - I ) P  ( ~ ) ' .  

Or, 

d'ofl 

() x 

? n I _ _ ( ? ~ + D  ~_:~DPcos~P) YP.-D- = 7 -  

d3 ~ d3 I__ 

~ - n ( n  + i ) ( 2 n  + I)P~ --  dD, dp dDdp2. 

Or un calcul direct montre que le second membre de cette 6galit6 s'annule pour p ~ D, 
donc: quand D tend vers ?, la ddriv& de ~. D 2 par rapport d D tend vers zdro. 

Disons encore quelques roots d'une seconde question, tout ~t s analogue A celle 
que nous venons de traiter et qui d'ailieurs nous sera utile dans la suite. Dam quelles 
conditions peut-on ajfirmer que l'on a 

OCn (5) lim(p - -  i)  de ~ - % ? " - - l i m ( ,  --- o) de ~-x + ~n ~" 

I ~ I i  e s t  clair d'abord que cda a lieu si Y % est convergente, m~me si la con- 

vergence n'est pas absolue; et en effet la limite du I er membre est Y %, en vertu d'un 
th6or~me bien connu d'ABEL; et il en est de m~me de la limite du 2 a membre en 

vertu d'une d~monstration toute pareille. 
a n 2 ~ Si ~ - - ~  converge absolument, nous pourrons donc affirmer que 

% P" ~ lim ~_ % . lim ~- ~ - -  n~(i + ~n ~) 

Je suppose de plus que 
~X n 

soit une fonction analytique autour de p - -  I, de telle sorte que la s6rie puisse 4tre 
continu~e analytiquement en dehors du cerde de convergence. I1 en sera de m~me de 

nO 
�9 (p) = Y n ~ ( i T  ,~) 

et en effet * (p)  est d6fini par l'6quation diff&entielle: 

. (p)  + ~(p'o" + p,') = F 
dont les int6grales sont analytiques. 

Celle de ces int6grales qui nous convient est d'aiUeurs: 

I iv'V {'PF ~ W d p  ~ 
�9 = ~ P  L T P  ~iCr Jo T P - P 
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Et on trouverait de mSme: 

[- _~ FP, -, ~,-, o, P 

Jo ' 
en posant, pour abr~ger, 

* , 0 )  = r  + ~ * ' 0 ) ,  

F,(?)  - -  e'F"(O ) + pF'(?),  

I ~ . . - -  

On a, pour t~ ~ I, 

e" = ",0) 

et, la s6rie restant convergente pour ? = I, le th+or~me d'ABFL donne: 

L'application des principes du ~ 8 ~t cette int+grale montre que, quand r tend verso  
et par consequent ~ vers l'infini, cette int6grale tend vers F ( I ) .  

Or~ 
F ( x )  = l i m F ( p )  = lim ~-%~" 

pour p = I;  donc: 

~" (pour ~ = o). lim y ~. ?" (pour ? = I )  = lim Y I + ~ n 2 

w 18. 

]~tude de la fonction m~romorphe II: 
# 

Pour utiliser les r~sultats pr&~dents, il importe de se rendre compte de la faqon 
dont se comporte la s~rie divergente 

I.(oD)p 4i~o~2D27~ F = ~-n(n --[- I ) (2n  -J- I)l,(coD ) . ;  

I.  pour n tr~s et pour cela il faut d'abord chercher comment se comporte le rapport I'. -w- 

grand m~me par rapport ~t ~ D. 
Nous avons, il est vrai, trouv+ d@l une expression approch+e, mais il est n& 

cessaire de pousser l'approximation plus loin. Envisageons le d~veloppement d e / . ( ~ )  
suivant les puissances de ~, c'est-s 

[ 4n--z.----~2 ----~4 (4n--x'2X8n--3"gXIun--5 " 6 ) ~ 6  ] In ' - -~  - n  I + + (4n_i .z)(8n__3.4)  ~ +. . .  ; 

les premiers termes de ce d~veloppement nous donnent une valeur approch~e de I .  pour 
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n tr~s grand. On voit ainsi que ~ ' ~  peut, au point de vue asymptotique, se d&elopper 

suivant les puissances de - -  et de - - ;  si nous &rivons: 
n n 

c ~ - = i  + y  ~ , ~ ! ,  

i il viendra: Qc &ant d&eloppable suivant les puissances de --~-, 

~,~ K K 

Si nous nous bornons aux premiers termes du d&eloppement, nous trouverons: 

I,, n 
I '  ~ - - 1 - t - 2 t ~ ' - ~  -'-f-4t~-~-'-t" ~nn4 n n ' n  * n " 

Or, 
C, i I i I C~ = yd- i +  C~, --- 

2 4 
4 ~  n 

I _ _  I_I_ I 

- - '  C = '---" C, C~ - -  ~ , 3 384' 

d'o6 ( ') Ii: n - I + P i i + g__~ + ~ + . . .  
. ~ f ~ - ~ - 4  n---~3 

Nous avons donc pour n tr~s grand la formule approximafive: 

I. - ~ ( . + ~ ) ( 2 n + 0  ~ 

I 
des termes pros qui s'annulent avec - - .  Cette formule est applicable lorsque la partie 

n 
r&lle de n est positive et tr~s grande, et lorsque par cons6quent les termes en ~-" ,  

. . . .  , etc., sont pour les petites valeurs de ~ tr~s grands par rapport aux termes en 

~'+ ' ,  ~+=, etc. Si au contraire la partie r&lle de n e s t  nCgative et tr~s grande, c'est 

le contraire qui arrivera et ce seront [es termes en ~"+', etc. qui seront tr& grands 

par rapport aux termes en ~-",  etc. 

Cette formule n~us montre toutefois que: 

lim I.  -w-  " -  0 pour partie r&lle de n positive et tr~s graude ; 
I .  

/ .  i ,  on aura de m~me:  et comme ~ ne change pas quand on change n en ~ n - -  

1. 
lira ~ ~ o pour partie rtelle de n ntgat ive et tr6s grande. 
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Je voudrais maintenant &udier de plus pros l'expression 

R(n)'-- n(n + I ) ( 2 n  + I )  i In , 
n 

qui est une fonction mbromorphe de n, et rechercher en particulier comment sont 

distribu6s les infinis de cette fonction m~romorphe et surtout ceux pour lesquels n est 

tr~s grand. Nous avons: 

I - -  c f ~"+'e ~ax (x _ i )" d x~ 

C &ant un coefficient constant ind~pendant de ~ et de x, mais dbpendant de n; l'int& 
grale est prise le long d'un chemin aUant de l'infini ~t l'infini, mais enveloppant le point 

singulier - - i .  Nous devons surtout nous occuper des coefficients des termes en ~-" 

et ~"+', que j'appellerai A. et B.;  on trouve: 

{ 2 ~ + I ) i  ~-~ 

-4. = e  2 _ i ) r (2n  + i ) c ,  

B - -  (e 4"''~ - -  e'""~)e "''~r(n + I)1/~ C. 

II est ais~ de v~rifier que, si l 'on d+signe par A'. A. ~i- ce que devient le rapport -~. quand 
B n 

on y change n e n  ~ n ~ I, on a comme il convient: 

A. A'.__ i. 
B. B'.-- 

Quoi qu'il en soit, nous pouvons &rire: 

I. = C(K .  + z . ) ,  

off C K .  repr~sente l'ensemble des termes du d&eloppement d e / .  suivant les puissances 
de ~ qui sont de degr+ ~ n, ~ n --[- i, ~ n -1 t- 2, etc., tandis que CL. repr+sente 

l'ensemble des autres termes, c'est-s ceux qui sont de degr+ n n t- I, n n t- 2, n- l -3 ,  etc. 
S i n  est tr~s grand, K se r6duit sensiblement ~t son premier terme A ~-", et L.  

~t son premier terme B.~"+~; nous pourrons donc &rire: 

I -- C(A.~-" n t- B.~ "+') 
et 

L _  + B. 
I'. - -  _ n A . ~  . . . .  + (n + I)B.~" 

Si la partie r&lle de n e s t  positive ou n+gative et tr~s grande, l'un des termes du nu- 

m+rateur (comme du d~nominateur) l'emportera de beaucoup sur l'autre. Si la partie 

imaginaire de n est tr~s grande sans que sa pattie r&lle le soit, ces deux termes seront 

comparables et il pourra se fake que le d~nominateur s'annule. 
On obtiendra donc les racines du d+nominateur en &rivant: 

. . . .  _ A. n 
B. nAv I 
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ou sensiblement 

- B. - + + 0 

ou, en rempla~ant les fonctions eul&iennes par leurs valeurs approch+es, 

~2.+, __ 4i ~ 2'" e - ~ i ~ "  n TM e - ~ "  2 ~; n 

ou, en observant que l'argument de n dolt &re compris entre - - ~  et n t- I: (pour que 

les formules approch~es des fonctions eul&iennes soient applicables) et par consequent 

voisin de ~ ,  
2 

(2n + t ) log~ = log8 in  ~ + 2n(log2 - -  I - -  2 i~)  + (2n + I ) logn  ~ z i K n ,  

K &ant un entier. Cette formule pour n tr~s grand ~quivaut sensiblement ~t 

n logn  - -  i K n  
ou encore, plus grossi~rement, t 

i K ~  
n " - - ~ g  K , 

ce qui nous indique que les infinis de notre fonction m~romorphe sont un peu moins 

~ condenses ~) que les nombres entiers K, mais plus condens& que les puissances K TM, 
quelque petit que soit ~. 

II y a int&& ~ connaitre le r~sidu correspondant. Posons 

"-- A,, ' ~ ~ A,  n 
d'o6 

le r~sidu sera: 
I t ~ , ~ I  n ' 

n q~, d+r log �9 ' 

la d~riv& |ogarithmique de �9 &ant prise par rapport k n. Mais pour une racine on 
dolt avoir , I , =  x, et comme nest  tr~s grand, on a sensiblement ,I, =~1, ;  il reste donc 

n d &  log ~,  
Or on trouve sensiblement 

d'o~ 
d6r log q~ = - -  2 log n, 

r~sidu de ~ ~ n logn = ~ " 

- -  2 ~ n  2 
Quant au r&idu de R(n)  il est sensiblement 

log n 

Cela nous permet de tirer des conclusions au sujet du d&eIoppement de ia fonction 

R(n) ;  on voit que /" s'annulant pour n tr~s grand, il en est de m~me de n - 'R (n ) ,  
T 

et la consid&ation de"la distribution des infinis et des r~sidus nous montre qu'on peut 
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construire dans le plan des n une s~rie de cercles concentriques, de rayons ind~finiment 
umformement  vers z&o sur ces cercles, quand le croissants, tels que n -3 R(n) tend " ' 

rayon de ces cercles croit ind+finiment. L'application du th~or~me de CAUCHY suffit 

alors pour montrer  que l 'on a:  

n -3 R (n) - -  ~' % ~3 B~ , + + + Z (n - 

les ~ &ant des constantes, les ~ repr&entant les cliff+rents infinis de n -3 R. et les B~ 

&ant les r+sidus correspondants de R(n). 
J'ai encore une remarque ~t faire au sujet de la distribution des infinis. Supposons 

i. 
que ~ soit tr6s grand;  s i n  est fini, ~ sera sensiblement ~gal ~t i e t  ne pourra pas 

devenir infini. Donq  tous l e s  infinis auront un module tr~s grand. Si maintenant n 
est tr& grand et r&l positif, nous pourrons appliquer les formules du ~ I I ; elles nous 

donnent  : 
I . _  i 

Y - cos  - r  _ 

ce qui montre que nous ne pouvons avoir d'infini que pour n- - -~ ;  mais pour n voisin 
de ~, les formules du ~ ix ne sont plus appficables et il taut recourir ~t ceUes du 

i2. La conclusion subsiste quand, la partie r+elle de n &ant positive et tr~s grande, 

la partie imaginaire est finie, ou simplement est tr6s petite par rapport k ~. 
Si la partie r&lle de n e s t  n~gative et tr~s grande, sa partie imaginaire &ant finie 

ou petite par rapport ~ ~, on peut ramener au cas pr&~dent en changeant n e n  ~ n - -  I, 
i. 

ce qui, comme on salt, ne change pas T . "  

En r~sum~, si l 'on fait abstraction des cas off il faut recourir aux proc+d+s du 
12, t ous l e s  infinis ont leur partie imaginaire tr~s grande de l 'ordre de ~. 

n 
Venons maintenant aux cas off il faut recourir k ces principes, c'est-s o6 

est voisin de -~-x (mettons de + i ) ;  en reprenant les notations du w 12, les infinis 

cherch~s seront donn+s par la formule:  

F ' ( t U ) =  o. 

Si t ~---t o est la plus petite racine de cette +quation, on posera comme au w i2 :  
! 

t - - ~ '  , n = ~ c o s ~ - - ~ - - ~  2 ; 

il viendra donc pour celui des infinis de R (n) dont la partie imaginaire est la plus 

petite en valeur absolue: 
)L (})' 

n ~ t  o 

x 

ce qui montre que la partie imaginaire de cet infini est tr~s grande de rordre de ~3. 
R~nd, Cirr. Matcm. Palermo, t. XXIX (1 ~ sere, 1910). - -  Stampato il 22 dicembrr i909. 32 
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On pourrait pousser plus loin l'~tude des infinis de R(n).  Supposons n tr~s grand, 
mais d'argument quelconque; nous avons une valeur approch~e de I'~ qui nous est 

fournie par les proc~d6s du ~ I r. Soit 

c - ' L  = a, ( . )  

cette valeur approch~e. Cette valeur est applicable, non seulement pour n tr~s grand 
r~el positif, mais pour divers arguments de n. Pour tous les arguments qui different 

des premiers de r:, on aura: 
c - ' z '  = . ( -  ~ -  ~), 

puisque C-'I',, ne change pas quand on change n e n  - -  n - -  x. On verrait que l'on 

a dans tous les cas: 
c - ' r  = a , ( . )  + a , ( -  . -  ~), 

de sorte que les infinis seraient donn~s par la formule 

~,(n) + ~ ( -  ~ - ~) = o. 

Le coefficient C- '  devrait atre choisi de telle sorte que C- '  I '  ne change pas quand 
on change n en - -  n - -  I, c'estdi-dire qu'on devrait, d'apr~s le ~ z6, prendre 

c - '  = ( ~ i y r ( ,  + O- 

Mais il n 'y a pas lieu d'insister sur tous ces points qui ne me sont pas utiles pour 

mon objet principal. 

Sommation de s~ries diverses. 

Nous allons envisager diverses s~ries de la forme 

5- e(n)~(cos~), 
n ~ o  

ofa R(n) est une fonction rationneUe ou m~romorphe de n. Parmi ces s~ries, il y en 
aura qui seront divergentes; par d~finition, et par application des principes du w I7, 

la somme de ces s~ries sera la limite vers laquelle tend la s6rie 

Y e(")p 7 
quand p, d'abord plus petit que x, tend vers l'unit~. Cette limite existera dans les cas 

que nous aurons h traiter. 
Nous partirons de l'identit~ 

(I) ,ix(~_21e) __  ,i,,~ = , :=~ n --~ X "  

On peut d~montrer cette identit+, soit en d~veloppant l e t  'r membre par la formule 
de FOURISR, SOit en consid+rant ce x "~ membre comme une fonction m~romorphe de 
x, d~composable en ~16ments simples, soit encore par d'autres proc+d~s. 
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Cette identit6 suppose toutefois que ? est compris entre o et 2 o. 
Soit maintenant 

f (~)  = YAnk" 
une fonction de Z holomorphe ~t l'int6rieur du cercle de rayon I. On aura, par le th6o- 
r~me de CAUClqY, 

O) ~ / ~ A - -  fff~)~-"-'d~, o - -  ff(~)Ca~ <.___o) 

si l'int6grale est prise le long d'un cercle de rayon I - - $ .  

Soit 
A n 

U - -  Z = x m n - - I  ' 

il viendra, d'apr~s les formules (2), 

(3) 2 i ~ U - -  f ( z )  = n + x dz" 

Mais si nous faisons Z - - d + ,  il viendra, d'apr~s l'identit6 (I), 

~" -- 2 ix  
(4) Y ~ " -  e,,,+~-~=7 __ e,X+, 

d'ot~ 
1 1  

(s) u = ~(x)j:(o:-"a~ 
avec 

e2 ix~ 

(6) ~ ( x ) -  e,,x._ : 

Le chemin d'int~gration est repr6sent6 sur la Figure 8: 

/ B % 

/ .. 

~l  ( , ,~',i; 
t I ',, o . q \  oo 

- J ,  

",, B' .:7" 

(F~g. 8). 

O est l'origine dans le plan des z,, A es t  le point I ;  A B M B '  est le cercle de 
rayon i ;  O d est une coupure rectiligne. Le chemin d'int6gration dolt diff6rer peu du 
cercle A B B ' ,  puisque nous avons fait dans nos formules z--e~*; il dolt &re ~t l'int6- 
rieur de ce cercle, pour que la fonction f ( z )  reste holomorphe; il dolt partir du point 
~'/ pour aboufir au point A, puisque ~ dolt rester compris entre o et 2 ~ pour que la 
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formule ( I )  reste applicable. La valeur de Z -~ au point A initial est I, et au point A 
final eIle sera e -~==. Le chemin d'int~gration sera donc le chemin A P QA parcouru 

dans Ie sens de la fl&he. 
Nous chercberons une valeur approch~e de U quand x est tr~s grand, et pour cda 

nous appliquerons les principes du ~ 8. Si la pattie imaginaire de x est positive et tr~s 
grande, ),(x) est sensiblement ~gal ~ --e=i~=; les seuls ~lbments sensibles de l'int~grale 

sont ceux qui sont voisins du point A final, 

grale : 

et  

e 2 i l t O - x )  

f O )  i _ _  x 

U _  

de sorte que nous trouvons pour l'int& 

f ( i)e-='*~ 

f ( I )  

Si la partie imaginaire de x est n+gative et tr~s grande, ),(x) est sensiblement ~gal ~. 

I ;  les seuls ~l~ments sensibles de l'int~grale sont ceux qui sont voisins du point .4 ini- 
tial, de sorte que nous trouvons pour l'int~grale 

- - I  

f O )  i _ _  x 
et encore 

On peut prendre, par exemple, 

U - -  f ( I )  

d'ofl 

�9 I 

~o elnqO ~ I I 

n ~ _ - o X - - ~ I  X - - I  i _ _  ei~ ' ; 

mais ce n'est pas hi l'application que nous avons en vue; nous prendrons 
p . ~  I 

(7) f(<) = )-- "< V'i - -  2 z~ cos ~ + Z 2 
et nous en tirerons 

( 8 )  = x - - n - -  I 2 ( x - - I )  sin 
2 

C'est l~ une premiere sommation d'une s&ie de la forme ~ R ( n ) P ;  reals, ainsi 
que nous allons le voir, les r~sultats sont bien diff6rents quand la fonction rationnelle 
R ( n )  jouit de la propri&b 

R ( n )  = - n - -  O. 

Comme premier exemple, prenons 

R ( n )  - -  i t I 
x ~ n ~ I  ~ x ~ n  

Nous avous trouv~ d'abord : 

(9) ~-  x - -  n - -  i - -  
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f (z)  &ant la fonction (7). En changeant dans cette formule x en I -  x, on trouve: 

f (IO) Z _ _  x - -  n 

I 
Transformons cette int~grale en faisant ~ = - - - ;  il viendra: 

U 

- -  I Y  7 "  

Quand Z d~crira le chemin A P Q A dans le sens de la fib&e, u d+crira le chemin 

A L K A  dans le sens de la fl~che; la valeur initiale de u -~ sera i e t  la valeur finale 
s e r a  e 2i~rx. Mais 

x ( i  - x )  = - ~ - " ~ x x ( x ) ;  

nous pouvons donc transformer la formule ( i o )  et &rire:  

,-.'o.f (iJ) ~ - - -  x P " -  n - -  - -  ),(x)e -'~=" Z~-~dz - -  ),(x) f u'-~dUu" " 

Mais e-~"=u -~ peut ~tre regard~ comme une autre d&erminafion de u -*, ~t savoir 

celle qui, au lieu d'avoir I pour valeur initiale et e =r pour valeur finale, a e -'~=x comme 

valeur initiale et I comme valeur finale. Nous pouvons donc ~crire: 

f Y-;~--n  ,e; 
l'int~gration est prise le long de A L K A  avec la valeur initiale e -'~'x pour u -x. Mais 

T --" uf(u), ce qui donne: 

P. = (x) f / ( . )  .-x .. (I2) y x~_ n 

Si l'on observe que la valeur initiale de Z -x dans (9) est ~gale A la valeur finale de 

u -x dans (12) et inversement, on volt qu'il est possible de raccorder les deux int~grales. 

Pour calculer Z R(n)P., nous n'aurons qu'A ajouter les deux s ( 9 ) e t  
( I2) ,  apr~s avoir dans cette dernibre remplac~ u par Z, ce qui est un simple change- 
merit de notation; on trouve alors: 

(13) Y R(,,)~ -- x(x) f f(~)q~dz. 

L'int~grale est prise le long du contour ferm6 A P Q A L K A ,  la valeur initiale et 

finale de Z -~ 6tant I. On remarquera que, si l'on pratique les coupures OA oo et BMB',  
cette derniSre atlant de B = e ~ A B ' - -d / ' ' ~ -~  , les deux fonctions f ( z )  et Z -x deviennent 

uniformes; et que notre contour ne coupe pas ces coupures. Nous pouvons en cons6- 

quence d6former notre contour d'int~gration d'une mani~re continue, pourvu que ce 

contour reste fermi, enveloppe la coupure B MB', en laissant en dehors la coupure 

O A r Nous pouvons par exemple prendre un contour qui suit l'une des 16vres de la 

~ r B' M B du cot6 interne en allant de B en B' et qui revient ensuite de B' en 
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B, en suivant l'autre 16vre de cette m6me coupure; ce que nous pouvons encore &tire: 

(14) y R(n)P,  = 2),(x) f(~)cxdz, .  

avec cette condition que l'int~grale dolt &re prise le long de la coupure sur la l&re 

interne. 
Nous allons chercher ~ Lvaluer approximafivemem ]'int6grale (I4) , en appliquant 

les m&hodes du ~ 8. 
Deux cas sont ~ distinguer: 
Si la partie imaginaire de x est positive et tr~s grande, on aura sensiblement: 

~,(x) = - -  e ~;~ 

et les seuls 61~ments sensibles de l'int6grale seront ceux qui sont voisins du point B'; 

on aura alors: 
2 i ~ - ~  ie;"-"+d+ 

y_ RP. = - e ; '~d i/i(v + + - ~ ) ( c " ~ -  O" 
Nous pouvons remplacer au num&ateur rexponentielle e ;l'-x)+ par 

gi(2~-~-x+) __ g-i~ g-lx+ 

et les formules du w 8 nous donnent, ~l un facteur num~rique pros, 

e -=9 I__._ Cix(zn_~ ~ 

C w ; *  - I 1/~-- 

~ix9 d'ofl 

Z R & ~- K r  I" __ t'21?) X (K &ant un facteur num6rique). 

On remarquera que la partie imaginaire de x &ant positive, l'exponentielle e ;x* est tr~s 

petite. 
Supposons maintenant que la pattie imaginaire de x soit n~gative et tr& grande; 

on aura sensiblement: 
;~(x) - -  1 

et les seuls 616merits sensibles de l'int6grale seront voisins du point B; on aura donc: 

y R & = 2  
1/i(+--qO(e 2i~ - -  1) 

On peut remplacer e ;('-xl+ par e;~e -;x+, ce qui donne, ~t un facteur num~rique pr~:s, 

r 1 6 2  I V ~  ~ ' "  

On a donc: ~-ixq~ 
ZI~&= K' 

1/( i  - e-~'~) ~ 

Ici encore, la partie imaginaire de x &ant nbgative, l'exponentielie e -;x* est tr~s petite. 
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On volt donc que les deux parties de la somme, 

P. P. 
Yx--n--~' Y--~---~' 

se compensent presque exactement. 
Supposons maintenant 

R(n) = (2~  + ~)~. 
Nous avons 

I = 5- ~ ,  & = S, 
F'? ~ - -  2~Dcos~? + D 2 

formule valable pour t~ ~ D. 
Introduisons le symbole d'op&ation: 

dS dS 

nous trouverons successivement: 

n [~n 

AS = X ( 2 n  -[- I) D?~+. P ~, A2S - -  Z (  2n -~- I)2 ~+-r  P. 

et en g6n&al: 
APS ~- (2n-3  r I p [~n P 

- -  ) O,,+, n. 

Quand on permute ? et D, la fonction S ne change pas, le symbole A se change 

en - -A ,  et MS se change en 
( - -  OpalS. 

Si done p e s t  impair et si on s D = ?, on aura: 

~ O U S  aVODS: 

A~S - -  o. 

en supposant ? < D; raisons D - - I ,  raisons tendre ? vers D, le premier membre 
tendra vers z&o, le second membre tendra vers une limite qui sera par d6finition la 

somme de la s&ie divergente 

YOn + ~Y&. 
On aura done, pour p impair, 

On conclura de 1~ que 

Y ( 2 n +  ~ Y L  = o. 

Y R ( n ) L  = o 

quand R(n) est un polyn6me entier tel que 

R(~) = - R ( - -  ~ - -  ~). 

~,'s= ZOn + ' ) ' ~ P ,  
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S 20. 

Conclus ion .  

Appliquons ces principes ~ notre probl~me. Nous avons trouv~: 

- -  i ~- n(n + i ) ( 2 n  -{- , I . ( ~ 0 D )  n 
( i )  F - -  4=(o2--D2p2 I)/In~i'-." 

Nous avons vu au S I7 que la limite de cette expression, pour p - - -  D, est 

(2) ~" - -  4 ~c~ D~ ~- R(n)P~, 
off 

.I.(o,D) _RCn) = ,~(n + 0(2n + ~J13~' 

la somme de la s6rie divergente (2) ~tant d~finie comme nous l'avons fait aux ~w 17 

et I9. 
Nous avons observ6 ensuite que R (n) est une fonction m6romorphe de n satisfaisant 

~i la condition 
e ( . )  = - e ( -  n -  0.  

Nous avons vu ensuite au ~ i8 que cette fonction m~romorphe peut ~tre d&ompos~e 
en ~t~ments simples. Soit ~k l'un des infinis de R (n), et B k le r~sidu correspondant; la 

s~rie 
Bkn 3 

(3) Z ~(, ,  _ ~) 

est convergente et sa somme ne diff6re de R(n) que par un polyn6me du 2 d degr~. 

Distinguons parmi les infinis ~k ceux dont la partie imaginaire est positive; nous 
aurons en outre les infinis - -  I M ~'k qui auront leur partie imaginaire n~gative, et le 

r~sidu correspondant sera + Bk; on peut donc diviser la s~rie (3) en deux parties, 

(4) 

en ne dormant aux s k que les valeurs dont la partie r6elle est positive. 

Comparons la 2 d~ s6rie (4) ~t la suivante: 

- 5- ~I (n + ~ + "0" 

Nous constaterons que ces deux s~ries convergent et que leur diff6rence est un polyn6me 

du 2 a degr6 en n. Cela nous permet d'6crire: 

(5) R ( n ) ~ .  H ( n ) +  Z Q.k(n) 
avec 

Bkn 3 B~(n 2 r- 1) 3 
Q-k (n) --" r (n - -  *k) Z I (n -+- I --~ r " 
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On aura d'ailleurs: 

I-I( ,)  = -  H ( - , - , ) ,  
(7) Q~(n) = -  Q - A ( - - n -  I). 

Nous sommes ainsi conduits ~t envisager la double somme:  

(8) E.H(,)P + y.z,Q,(,)P. 
Nous observerons que, d'apr~s le w I9 et la relation (6), on aura:  

EH(,)P.=o. 
D'autre part, 

g~ &ant un polyn6me du 2 a degr~, tel que 

~ ( n )  = - ~ , ( - ,  - 0, 
ce qui entralne: 

, ] 

Z ~ (.) P. = o, 

z [ ' ,  ' ]  y.Q,(,)P.=B, - , ,  , + ~ + ,  P. 
Or la somme qui figure ici au 2 d membre est, aux notations prbs, ceUe que nous avons 
6valu6e au w I9. 

Comme - - r ~  a sa partie imaginaire n6gative, elle est 6gale 
gi~kq~ 

K '  
]/r ( I - -  e -~i~') 

K' &ant un facteur num&ique. La somme (8) prend ainsi la foi 'me: 

O) K,x- B~e'ZL ~ 

Nous savons que la s6rie y mBk converge absolument; mais les exponentielles --. ~.] 
�9 I_I ._ ,  

~,,k~ d&roissent beaucoup plus rapidement que les facteurs ,] , nous sommes donc 

:ertains que la s6rie (9) converge, et il est ais~ de s'assurer que sa somme est bien 
[a m~me que celle de Ia s&ie (8). Les termes de ta s&ie (9 )d&ro i s sen t  m~me si 
:apidement qu'on peut r~duire la s&ie A son 1 ~ terme et &t i re :  

K" B, e i',* 
~Io) V" " -  ~  ] / , , 0  - -  e -"*) '  

K" &ant un nouveau facteur num&ique. 

Qu'est ce maintenant que ,, ? La remarque finale du w 18 nous permet de nous 
.~n rendre compte;  on a 

, o \ 2 1  ' 
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t o &ant la plus petite racine de l'bquation 

v ' ( t e T )  = o. 

Ainsi l'expression de /~ contiendra un facteur e ~'~, ce facteur d&roltra tr~s rapidement 
quand q~ augmentera, c'est-~t-dire ~t mesure qu'on s'~loignera de la source; sou module 

est, en effet, ~gal 

h &ant la partie imaginaire de r  or cette partie imaginaire est de la forme : 

m(oD) 3, 
m &ant un facteur num&ique, ou en prenant D "-  I, de la forme: 

mo  3 

Quand ~? augmente, c'est-~t-dire quand on s'~loigne de la source, l'amplitude des 

oscillations varie sensiblement comme l'exponentiene 

I..L 

C'est 1~ nutre conclusion finale. Comme ~o est tr~s grand, ~ est tr~s grand aussi, de 
sorte que cette d&roissance est tr~s rapide, quoique moins rapide que si  l'exposant 

&ait de la forme ~ m o ~. 

Cette conclusion finale permet-eUe d'expliquer les ph~nom~nes obser%s ? Pour s'en 
rendre compte, il convient d'abord de se reporter ~t la remarque du w 7, d'apr~s laqueUe 
les ondes hertziennes poss~dent un spectre continu, o~ les composantes qui correspon- 
dent ~t des valeurs de ~o qui ne sont pas tr~s grandes ne sont pas n~gligeables. Cette 
explication est-elle suffisante? il est permis d'en douter. Des calculs num~riques et des 
exp6riences pr&ises permettront seuls de trancher la question. 

Peut-&re sera-t-on oblig~ d'en revenir ~t une autre hypoth~se d6j~t souvent propos&, 
et d'apr~s laquelle les couches sup~rieures de l'atmosph&e, devenues coaductrices par 
ionisation, r~fl&hiraient les ondes. Ce qui viendrait ~t rappui de cette opinion, c'est la 
grande difference constat& entre Ies transmissions ~t grande distance de nuit et de jour. 
I1 est possible, en effet, que les conditions de l'ionisation n'&ant pas les m~mes de nuit 
et de jour, le passage des couches non-conductrices aux couches conductrices se fasse 
plus brusquement la nuit~ de faqon ~ rendre la r~flexion possible. 

Notre conclusion finale, est exactement conforme ~t celle que j'avais formul& clans 
les leqons que j'ai profess&s ~ i'flcole sup~rieure de T~l~graphie et qui ont &~ reproduites 
dans la , Lumi~re electrique ~. Elle est~ en revanche~ en contradition avec une formule 

que j'ai donn& dans les ,~ Comptes Rendus ,~. 
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Je dois au public l'explication de mes palinodies successives. A l'~poque de mes 
[eqons de l'flcole de T~l~graphie, j'avais introduit par une vole indirecte l'~quation 
diff6rentielle du ~ I2, et je m'&ais content~, comme d~monstration, d'un simple aper~u. 
Reprenant ensuite la question, je trouvais les formules approch&s des ~ x I, 13 et i4;  
je voyais bien qu'elles cessaient d'&re applicables quand nes t  tr~s voisin de o~ p ou de 
to D, mais je croyais, par erreu b que les termes correspondants &aient trop peu nombreux 
pour avoir une influence et que je pouvais sans inconvenient appliquer les formules 
approch~es sans restriction. C'est le contraire qui arrive; les termes auxquels ces formules 
ne sont pas applicables ont une somme sensible, et qui compense presque exactement 
:elle des auttes. C'est ht l'origine de ma Note des c( Comptes Rendus ~. 

Je ne m'&ais pas encore aper~u de mon erreur quand j'ai fair rues conf&ences 
:le G&tingen; au moment ot~ ces conf6rences ont &~ imprim&s, je venais seulement 
:le la reconnaitre et j'ai dfi me borner ~l indiquer, par une note br~ve en fran~ais, que 
[a derni&e formule &ait inexacte. 

Paris, x 5 octobre I9O 9. 

H. POIN CAR]~. 


