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\Jous écrirons S équation de FREDHOLM sous la forme suivante :

W s *ﬂffm.,/ Py + @)

o (o) est la fonction mcomme, b (:c)- une fonction donnée, f (@, y) le
~ noyau. La solutlon du problémc, nous’ est donnee par la formule de

FREDHOLM

_ ' | : '\[ l‘,.‘ .
@ - rMo)=i )+Afv(y) (D(:);‘y)dy

’

ou D (4) est le ])—~)J de FrEDHOLM, tandis que N (A; @, y) s'écrit d’éprés
les notations d(, FREDHOLM : - o

"—.)MD—Af '%J -. |

¥ Acta mathemalica. 33. Imprimé €p septembre 1909,
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R ) ‘ : : .' LI N -
\’Toua aur c)ns.dmm . ; o .
LY ) . /I/I‘] . ’,{'2? . L’n ) - : ‘ ) -_ .
Za - do r/ v N7 1
_ ?7 2 f/ ({I’,“ 1,4»‘? iy . l 21 : ’, .
r- B .-; 1 ? f S i . 7. :i v = .. ' - t _“
1 f(@nfﬂ-{)‘dwi +
Je n'écris qu'un signe ./ pour une intégration multiple.
Nous aurons de ﬁ-ménw : -
' _ ’j}', 0y, Ls, ..-..,fl}‘n. \ ‘ '
N U: 2..; a. — J ( p ) Qs g o B0 =
. - L : \ B 2'::‘ §' . \c,f/! ”51?%23 e 'Iy'ﬂ .‘ —1 . iof

’Z‘

y-—-—»)ff ’j?)da?i—t—.;. o

\Tcmx SOI‘llmtfs ainsi condml,s i oxaminer la 101 nmllon dll thl 11:;_li.1in.:'mt :

| | ('1’113%2) . 3’17::)'
D1y Ty vy @

Un des t(}rmm de son dév ﬂlnppclllﬂnt sera de ]:f forme :
+ 11 fla, a0) '

H /' (@:, @) représentynt le produit dun cwlam nomhro de Iat,l.uu de
da forme [ (@i, @), Ces facteurs dowent satisfaire 4 la -condition

sulvante ; chacune (lr\s leltres @, @y, .., @, devra figurer une fois et

une seule comme: @y, CbSl a dire comme premier argument de la.
fonction f(q; 1) (laml un des facteurs du produit. Elle devra figurer =
une folg et une senle comie Lk, C'est-a-dire comme second argumenl; _
de la fonction f (@, ) dans I'nn des facteurs du pmdmt A chacun des -,
termes du déterininant correspondra ainst une permutation des letlres, - v
@iy Weye -y T 3 A SavOIr celle qui change chacune des letires @ oenla .

letire @y bOllepD]ldﬂnLL Iy awra autant de LOL!]IO‘; dans, le déter-

‘minant quiil y a de semblables permintations, clost-a-dire n!; et e
produit I devra.élre dllu--ol&; du signe - siv Ja pel mutatlon dppalhcnt. au -

groupe. alterné el du wrn(, — dulh le cas Luntl aIre.

On [)eut I‘(,])(llfll les ]r'ttl(ﬁ, L4y Doy ooy Ta G UN cmtmn nomhxc de
‘cycles de telle Tagon que la permutation S envisagée pcl‘mutc cir culais

rement entre olles los lettres d’'un méme cycle.” Si nous dmlgnons par

T (8) celui des tornres = o @) 'do notre déterminant qui comes—n-

pond & la p(‘rmlllulllon S, ot si nous pown% pum aln(,gu* o
/R(d}‘mmﬂ | f:fbp)#f('fva!%ﬁ)/(%ﬁam‘i) f(ﬂ?), )/(wwma)

 BOUS pourrons ¢erire :

T(S)= % 11 / (@, @) = % 1 [ (2, B, .., By, @), -
Le dernicr mombre représente un prod ili"'? de facteurs de. la forme

Al
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/ (%,,.1,3, :55':1.: p_) (Jhat,uu dt, ces {dcteuts COI’ImI)Ond a un des o
= C'ya{es de la, permutdtnon S t,l le% lett1 es T ' R
Yoo e . e L - ) o B L

"@Onl; los lf,m es do ce cyck, yui sont permutées cucuhuremenl: pdt" S.. .
thn-t au sagne on l'obLmnt £n faisant le produit des différents tac,tems, B
e + 1 uonespondant.au\ dlﬂ&[f nts facteurs f(a,, a;*B, s By), macteurs_

L ét ant dgaux a4+ 1 ‘pour les {,ycles d’un nombre impair de lettres eta -
-~ — 1 pour les cycles d'un nombre paiv de lettres. =~ . Ll
. Nous poserons: B

-

©o Q?'l 11?3 ¢ 7 T S " - _ . |
a,, ‘—'—“f e | ?1, )dfﬁ._,(lrvg...cla;-,i_,a(s)—.__—— ) T (S)dw,dos...daz,
: . ‘n o . o

/‘ (I/-("an ;6{37 Seey Ty, W ) ((JU d’??e-"'d’ﬁ)dx' T

: Dans cette’ ders niére eu*ﬂihs Vindice & de by 1'oprebente le nombro > des .
A ettres. du t.,y(..le a:'a, L‘B, nes By Wy 5 I],mpgmlp ng dppend e\ldbmmpnt | .
;;_'l,_._'= que- dr* ce nombxe pumpm quelles que soient. les letbres @, .. oWy ‘
o bnvma%m on les (ora ngours varier entre les mémes limites. "
Cela posg intégrale « (S) va se’ dcwmpaser en un produit @’ inté-
sgrales by, puisque chacun des facteurs de T(S) ne contient qu’ .
cerlain noml:u de lettres y, ..., @, qui ne figurent pas dans les autres
Llctuus ; nuus poum ans Gerire : |
T a®) =% | | N |
| Qu pom pr OCISP[‘ Je signe: o - o
(4) - T —-11[-~1A+!b,ﬂj , o : s

- Sipar c\emple n=17 ut qu(, S comprenne 1 cycle de 4 lotires, 2 de
3 Iolh es, 3 (le 2 lettres ot 2 d1 lettre, nous aurons :

| | ‘a(S) = (— b, )(ba) ("""‘bg)3 (by) 2 =0, b2030%. T
Il fanl maintenant (:z.llcn;l.ler' o | |
. N .‘ - ’—'ﬂ ‘.
w“p :s a( 3
“a sommalion etdnt L,Lvndm, aux différentes per nmtatmm S de n lettres.
~ Nous devons donc rechercher combien il ¥ a de. ‘per mutations compre-
nant  eycles de « lettres, & cyeles de g letires, ¢ cycles de A leltres.
« cycles de 3 lettres.” En (mtu's termes de combien de maniéres
“pent-on lepartlr n leltres on- @ groupes de o letires, b de g, ¢ de A ot
- de 2 lettres 2 On rangera les lettres dans los différents ordres possibles

»q wi sont au nonibre de »!;.0n pu,ndm onsmtc les o premiéres lettres
qlu nous dcmnel'(ml; les qer g1 oupe, puis les o suivantes qut nous donne-

’ L
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ront le 2¢, et ainsi de suille ju_sq_.u":ﬁ et qu'on ait les ¢ groupes de
a lettres; on prendra ensuite les p letlres suivantes pour former le
1er groupe de 3 lettresetainsidesuite. On obtiendrait ainsi n! solutions,
mais elles ne sont pas distinctes; on oblicnt la méme -répartition en
permutant czrculazremem les lettres d’un méme groupe, ce qui nous
oblige & diviser par a‘*ﬁ*”l" 3% on obtient laméme répartitionen per mulant
d’une maniére quelconque les divers g ,«Dzoupes qui ‘sont formés d’un
méme nombre de lettres ce qui nous oblige & delser p.:lr a!bltct dl;
le nombre cherché est donc

atgtrr st aloleld!l’ |

On aura donc:
—y - n‘
w=2
" 18 (ﬁ“;"a“a‘b'b'd’

[— 1)1, Je[(—1) 5+ By]e

(= D0,]e [(—1) 15

Les entiers a, B, A, 3, @, b, ¢, d, (dont le nombre peut d’ailleurs étre
quelconque et n'a été pris égal & 4 que pour fixer les iddes) sont
assujeitis a la condition :

| ag + b + v¢ + id = n.

On a done

S ey S
n! albleld!\T 6 ., 5 )

11 vient ensuite : — - -
Z "—“fs.) Ay 2 1 _ ..__)\:itbm a __}Lﬁbﬁ b —“"AT b’! ¢ ——lﬁ ba d
o) D= =Lmiaa— /I S

de sorte que D'(J\) s¢ présente sous la forme d’un pI‘Odmt

D()\) e Ilc.?,x', Dy —\—‘(f_}*ab“) al
.o

Mais la sommation est 1mm(,dlatn el 'on lronvo

gu =20, l% pu=— 102

% a

d’ou

© | log D@y =— ¥ 2Pz

=
&

et en prenant 1a dérivée logarithmique de D () :
D" () — -
7 et =V a1y,
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Ces formules ne Sont pas nouvellws, elles ont 8té énoncées pa.r

- FBFDHOLM qui Ies a découvertes par une voie différente (Acta Mathe:

~ ‘matica, tome 27, page 384): . | - | '
‘&ppllquons la méme analy se au caloul de N (3) et du déterminant

o ,f(a?,m.”mg._..,xn)

;/: Ly, m!? <e ey n

*

("h'\que terme se pI ésentom encore sous la lorme

A

.l | o . Ilf(oya,wﬁ,...m;)
mu[ que 'un des facteurs est mmplaf;e par

'(8) f(&'(/' Y y mﬁ?*' 37}};) f(m 35‘ )f(;UGUTB) f(w‘).:y)(
'Si nous posons. |

5 ff(a:,'y; Dy Wy + - BT, A0 ... CZQ?XZIMI (2, ¥)
- celirs intégrale ne dépendra que du nombre % des variables 2, Dgyessy Ty,

. par rapport au\quellos on intégre; c'est ce nombre gqui figure dans
Yindice £ + 1. Cette fonction fiq1 (@, 7) n'est antre ChOSb que le no JQZ&

g (:m'?“(’ d’ordre £+ 1. On aura & alllnuls

- Si alors, par analogie avec les notations adOptees plus haut, nous
démcrnons par-T” (S) un quelcongue des termes .de notre nouveau
ﬂ. detmmlmnt et par & (S) l’intégrn]e de T7(S), nous trouverons comme
: plus haut ; - .
. R a()—~iﬁs+n(w J)ku

“avee la condition :
| : fa + Xk =mn.

' Le facteur /},..H( ) ptmmnt de lmtcgmtton du facleur (8) et les
;- divers facteurs by de Pintégration des antres. facteurs de la forme
| f(a:'u,.cr:ﬁ,. 1), Je puls BNCOre éerire

@ (8)=(—1)* fon (1)

TrLou S est Ja c~ubst1t11t1011 qui permute entre elles les lettres qm figurent
. dans les facteurs autres que le factour (8) ot de la fagon indiquée par
- Tordre de ces lettres dans ces divers facteurs. Si alors nous désignons
coopara, b mtcgrale de notre déterminant lai-méme, il viendra en remae-
quant qu'on obtient autant de fois le méme terme qu’il y a do maniéres
- de choisir les & lettres @,, wg . .., @) qui fignrent dans le facteur (8);
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o cest—a du*c aulant do 1013 qu i y ad anmwemcmg (le n lottres iz, a }z,
Gest~a-—d}re ' - ' LT L. N /
ou
N ()=

d’on enfin,

©

Celte formule s obl;lendralt immédiatement en chnrc,hanl', a dév clopper
* suivant les puissances de X la solution de I'¢ équation (1). .

Bien que les séries (6), (7) et (9) ne convergent que pour les petites
valeurs de %, leur considération peut abréger le caleul des termes des. ,,
séries D (3) et N (1), qui, elles, convergent tonjours. ‘1[&18 ce n'est pas . T
1:} I'usage que je veux.en faire. |

- § 2. cAS 00 LE NOYAU, BEVIENT INFINI. 7
~ La fonction I e
. . 4 -\T(\) ) . ot - . . .: _I { _."!l
o D( ) ' ' :

se présente sous la [onmo d’une fonction mmomorphe rle :k ; miais olle s
. peut &tre mise d’ une infinité de maniéres sous la lerme du quol u:-.nt da_b ;
_ deux fonctions enuerm En effet, on pourrait cc,ru A

NG NG G (3
DH ~ DHGEH

G (%) étant une fonction entiére qlmlccmquo do 1 ot st lon Yeul que la} )
| fractlon du second membre soit irréductible, 11 snlﬁt de pmudw

G)=cd 0

H (1) étant une fonction cntidre. En particulier nous pouvors prendre:

Hm#iﬂ?'
a1

Alors le dénominateur D (3) G (A) reste une fonction entiére, et le
développement de son logarithme est le méme quo celui de log D L('}‘), en
supprimant les z premiers termes. A .

Ces considérations prennent surtout de I'intérét. dans los cas ou la
méthode de FREDHOLM m\sapphque pas 1mmuhdtemonl; et ol il fautﬂ
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_ re-cdu-r-i i1 la nénex dll%.lil()ll eXposée par PREDHOLM pages 384 S, pdr :
'Ie moyen des noyaux reéitéres. |

1.a méthode de FrepHOLM :‘s’:‘tp[_;lir—[ue immédiatement, 101*511411;3 le o

| “noyau f reste pal'tout ﬁnl s‘uppasons maintenant que les p-m.micrs_‘
noyaux réitérés . L
ﬁfz o for R
" deviennent  infinis, mais  que fn et les noyaux suwivanls fug, ...
restent partoul finis. Nous supposerons de plus que les intégrales

“restent finies. Toutes ces conditions sont remplies dans T'hypothése

+ faite par FRF‘I}HOLM duns son §6; ¢est-a-dire si le noyau f(w, ») ne-

~+ “devient infini que pour z =1y et comme (.v—-—f/)a 0l 2 <

n—1
. | no
L’équation (1) du §1 pe-u't alors étre remplacée par-la ‘swivante

R Y f (@ fv)fo(v)dw{a( )
0 (v) =¥ (@) + f SO+ R oA e fui ] dy

est une fonclion connue. La méthode de Frepxorm est alors inmmé-
~ diatement applicable & 'équalion (1 bis), et on peut la résoudre par une

. JOI'mulf, analogue a la formule (2) du § 1, ot Uon remplace xmdmnbnt X

par ¥, fpat f,, el 4 par @. Si nous convenons d’écrive N {1, /) ot D (A,/)
aw liew de N-(3) et D (i) pour metire en évidence la fonction £, la

)

" nouvelle lnlmule pummsc,ulm: - >

@y _qs'u):c*»(w». o (v/)i%fi,,-—fév;wax

ou bien encore

Rw)  s@=ya 4+ [ g

Pour définic N, (3), nous poserons
N )\f2 oo AR ﬁ_,l-——l'*’(m,_y)
et nous aurons alors '

N ) =T @) DOe, f)+ioNGe, £ 4 [ N, (z) s

'La_ fonction | . R .
. . ‘ | ‘ B N1 (}\) . ) ) . . .
| L | L - '; | D (}&ﬂ ;{‘) | ‘ ' - '

se présente sous la forme d’une fonction méromorphe ; 6t nous sommes

[}
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certains que.le numératewr etde dénominaleur sonl des séries entidres
"toujours convergentes. Mais il n'est pas certain que cette fraclion soit
irréductible ; il est méme aisé de se rendre compie qu'elle ne est pas
engénéral. En effet la formule subsiste quand le noyau fest toujours
fini; mais dans ce cas la formule (2) est vraie également de sorte quiona:

N _ N

DO/ D)

Le dénominatewr de la 1% fraction admet tous les zéros

| D FIRD PR | |
du dénominateur de la 2te; mais il admet en outre tous les zéros
Ty, Dhg, coee
ott'z est une racine 12 de Punité. Cela montre que la 4 {raction n’est
pas irréductible. - ‘ o
Le probléme que je me propose maintenant; ¢’est dans le cas ol les

premiers noyaux réitérés ne sont pas partout finis, de trouver wne
Jormule anclogue o la formale (2 ter), mais ot figure une’ fraction
wrreduclible. | '

Bt je me propose d’éliblir que le résultat est e suivant. 1l suffira de
remplacer dans la formule (2) N (1) et D (3) par

N e—HO D) e H®

ou H () est 'ensemble des 22— 1 premiers lermes de log D (4). Reprenons
‘le développement de ee logarithme '

A ' — 50
log D\ =— z‘ 1 Do :
- a

-

[

Oyy bay wevy Doy peuvent &tre infinis, mais Dy, Dpa, ... sont finis.
“Formons alors la série
K () = DL/ TR Ua o /IR R 17/ B

» 741 n42

- 8

Nous montrerons que la série K (3} est convergente pour les petites
valeurs dex; que ¢X® cst une fonction entiére ; que

r)K () YU hegel

est ¢également une fonction entidre; saul pour o =¥, auquel cas
quelques-uns de ses coefficients deviennent infinis, ,
Revenons un instant au cas oi freste fini; et reprenons la formule

(9) du§t =

| NH & - 4
! — lh
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Si nous revenons au cas ou f, est lo promlel n@yau réitéré qui reste
fini; ¢t si nous changeona xen et fen fa, cette formule dev iendra ;

- (3) - - EA” f 2‘ ﬂnhﬁakt}-n - ' ‘ ? - : ’

ou, en mettant en évidence los variables @ et 1,

1"-3\"" LG, NI |
j:' ? f) —_ 2‘ A"h_fnhl—}—» (m:?f) : ‘

n’f

d 0k, en supprimant pour ahwﬂer les indications X* €t f, devenues
mutllm, | ' '

(4) f—-—-('-l-)——“—) Clﬂ?—‘———}_‘l"h bnhﬂ_};..‘ - ~
ol . . o

6 [T fiy,0) doty =3t [ Frwalo S t1,3) o dy =

\

sﬁ“- nh f )
- - ‘-‘!\ ‘)nh—kmkk-

Reprenons notre fonction K (3), nous aurons :.

d K =
Y =l b,,.H 1 D -
le sccond membre peut s'éerire :
}L"“"IE' A ,'m bnhq—-n' + l’f}l )‘n,}. b" I _+_ _+_ }__w‘—i-kﬁl ¥ lﬂ-ly [),;. P, + ‘ B '
) + ;\vn—? AN -‘nh bnhﬂ-)n—l .
. ou hien: : - .
k—n— -
_. | N (m, ) N N (2, y)

(G) lrl‘"—ff D d +> A!:-i-f—-*l f_.._.—_—-‘ D f (’Jj, )d/B d.j

’ J.—{nl

Comme D=D (", fo} et N (=, %) =N (", fo;2,y) sont des fonctions

entiéres de i on voit que Pexpression (6) et par conséquent it est une
fonction meéromorphe de i et que les infinis de cette fonction -méro-
‘morphe ne sont antre chose que les zmm de D (3, fa)-

Or daprés I‘BEDHOL\[ si 'ona:

D, f)=0
eb si kg e est un zéro simple, ce que je supposerai, il existera une fonction
px (%) ot une seule.telle que: ‘

(7) | ?R(m):f\;‘:\f‘?h(’/)ﬁ('ﬂ: y)d?/
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* éelle relation peut s'écrire _A

ST I or(@) = 3 5 ox(a)

LU omnen (:Ié'd'_tglit: | | | ,
R o Se@) =S e (m':_-—z»,s".{s@.-: ()]

L | de} sorte que SmK( 2) Sera aussi une ;soluhondr- l’nr[mllion (Myou(7 ]Jlx)
L (.,Otmue cette équation ne comporte qu'une solution, on devra avoir :

{c?‘?:ﬁ:;‘,-.;:_’ i .‘-E‘v“-v " ag >
I T
’
[

- d'ou -

3

P

P PR < I
-

i
‘ ‘.j:;. % -'*:j_\ -
s .

2
ST

TER A A L

o  Sox (@) =g« ()
~ e 6lant un coefficient constant, .'
On en tire |
J",' | fd’(}(l) en comparant avec (7 bis),
aﬂ: T

sy cequi r-mrren-l; a dire que « cst Ggal & —— a une racine 78 prés do Vunité.

h\

SERE -Nous poumons EOUJOLILb choisir ‘ag de tells ligon qm‘- cetls racine fn'g

soit-égale 41 et qm, Pon ait:

FEE - A - e (@) =ik Sex () |
On obtiendrait un résultat analogue dans le cas 'une racine multiple ;
je ne reproduis pas ici I'analyse compléte qui a déja été faite bien des

[ 3 - e T
For- AT foon Pl -
LB - . 4 LR
ﬁ-‘_ ;;- L3N P} ‘
- !

| I -
1019 Cela posé, reprenons notre fonation mr’wmo: phe 75 el propo-
. SOns- nous de déterminer le résidu de cette fonclion méromorphe pour
le pole r=1ix et pour les poles correspondants = a).h, a étant une
- . racine #® de l'unité.
- Cherchons d’abord ce résidu pour
f—(*?—*-)* de =3 " Dotun -
. - .. D i
Cette expression n’est autre chose que

. o | d.l_oa!l)('*,j)
- o - 'dlﬂ’
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_ md(,pendanl;e c,c»:t-a duvquu; Ir~ terme mﬁm sera (]ela lormo

. L -
. o . A . N T . - - LA L S L
. . - - I o YT . : 11 - N - oo~ B B B
W T I3 . oo Lz - . . - - . ' R o,
A . . t R R T - - . . - ¥ ] - PR
;l-(.. . L) . Ve . R . . . 2l
o .. ) ) } A ._....A
“u * N I LT v R : - ¢ .
. i‘.."

- etle 1"éSidlI.(?0'1‘1"95’}‘dlf‘-'g‘{l;%ﬁl’jh 1 lon 16P1'011Ll ) Gommc varmhlt e‘st e

: : E ‘ E o ) _..- : Vo e SR . - ;‘-.i,'.--'; . g ‘:M,;:.)
i.(.l._...; S _ .- . RPN ‘3‘},.;.,“_.1 | : IR RE ; ‘_1.1:.;
T S 1 SR

c ost-'l (lu'e D *‘“" pom l(~ péle ig et — — (a. A; )*—" pom lc .

; - om 7. | Lo
: pole alh. Pom le pren'ncr l:mnm do I ex pI’CSblO]’l (6), le 1'ésldu ast’ donc |
_re,' o 'v‘ i ‘
le tcnno gén[’n a] de T 6X IIL’CSHlOII (6) G ta-st_—a-d'u'e:

RN .}‘nfiép—lf (D f;, J (Dda:dq

', - ] ] \( 7/) ) : ) o .
: Lb I{Jbl(u dg ——= pom* l ——l en con\u]wm-b de nouveau X

\

-comme la variable mdcpnndanm sera ‘une Tonction de @ et dy do la.
fOrme ok () Yk (),-en vertu. duin theoremﬂ’ connu ; & aprés ce qut

e tant pmu 10 péle A quf* pour lﬂ pélr‘- adg. Conmdérom mfuntf*nant

T g,
B

.

P

plécedr;, le 1(51(111 par mppml‘, a A de S I
¥ o S . . _ ] . . ) . . !
S dBVId ehe . | \ | '
?;' .
TR i

et celui de

S f ol ) i () A0 ﬁ)dwdj o

Mfus ona d apreq T c‘-quahon (8) o
SR _fqm( D)1l ) 4o = S ply) = 5w (1)
et plus gnneralement | - :

11.‘ | g

g - " | . ?K(W)fv(y: )d.b‘——-spmx(?j)'—'g‘?;{ (y?— '
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Le léSLdu chprche sera donc | L
I{’: ] K (J) ”?K(/)ff?/ = _ﬂ-ﬁ’;{_

N,

et par rapport a A:

- ' . 7% A %;ﬁﬂ—l 7 o |
pourle pdle A= wix; pour le terme correspondant de I'expression (6),
qui est affecté du facteur A=+—1; it faudra multiplier par S
| | lﬂ—rp—l p— (a ;\K )n-{-jp-'-o]
de sorte qu'on trouvera:

o _
1

(

‘Nous avions trouvé pour le premier terme de I'expression (6)

1 1
e S— T g mo
7 n

de %orte que le résidu total del exprossmn (6) est

1 p.__.n—l
- - G‘. ..
o)

Cela fait — 1 pour 1o pélc )\ = g, Cost-i-dire pour «= 1 et 0 °
pour le pole A= adx quand « est une racing n¢ de 1 unité dlﬂ’pmnte de 1.
Ainsi, IeXpresston
est une fonction méromorphe de A dont tous les résidus sont -ég:aux a0 i
ou i 1. Donc expression '
B | AN
sera une fonction entiére de x. _ |

' | C. Q. F.D.
Il resterait & établir que | |

| (g) - }:}‘h frgr EW

est également une fonction entigie de .
En effet nous avons d’aprés la formule (2 ter)

‘ ,, Ny
Lf""f'] (}-ﬂ1f ,

- ¢ce qui nous prouve que 1‘_e:r:pression (9) est une _l’on-.ction méromorphe
de 2,, qui ne pourrait devenir infinie que pour D (3%, fo) =0, clest-d-

LY
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v

*

13
dlre pour A= lh th pour A = a)\x. Comme eK i g annule pour A =0k,
nous voyf)ns que 1 expr e\smn 9) ¢ est a- due

. "N, )
.‘- v I\‘()‘) ek O

ou; "ai ccmt D au heu dc D lﬁ,ﬁ Ieate ﬁme pour A= )\K, il me reste &

montrel que N {7 ) S fmnnle Pour 3 = akg ; OU que le rebldu ~correspon-
| N,

dant de _D_ ec-.l: nul \ous avons donc a evaluer le remdu de

No @i _\T(az ) IN (=, 2) o
{ _______ _'sn__________ At USRS+ .1 vt .
(0) N F+ | D___ +_ D _F(,y)d o
_ Lei"*‘termo du?d membl de (iO) ne devient. pas infini ; le second a
pour 1@31(111 Lo o

- r

ot d
-t

) * ‘[ ’
[11«: 25 ("U) %K (J)] =

. - K :
. et le troisieme

u—l aP A '+}’

30}\_ ‘I"h ).ﬂ? (”? )dz‘

\Tous sommes donc amenés’d c,dlc,uler

fm () fi e *e

NOu& demonh erons blentot que 1"on a

_(1/1) : '," 'fdah (z)j;,(&, dz=

de sor te qu’ 1[ v1endra pom notre résidu :

\PK()

— - .
T L a? Jx ok () dx (7) :

el powr .le'rési_d'n-_ total de IBXPI‘QSS[OII (10)

a—1
i =1 Mk 9k (@) i (y) Z a? = 0. o
\K _ . '- p—O . o . -
- .
Donc lbka‘GS.SlOIl (9), ne dovmmnt mhme ni pom A=k m pour l.—_-: 2k,
est une fonci ion entiére.

| o C._Q. F.D..
1l nous reste & démontrer 'égalité (11). A cet effet, remarquons que

PI PO]\CARF B BE‘VIA RQUES DIVFRSES SUR L’ EQUAIION DE FREDHOLM



" fo) Lo vesida de-l-)-\r (@,9) din g («v) e b conssquent
"-(/61!11 de—ﬁ ( s a';) étanl, qug (y) ph( ):.', nou&*voyons que qn\( By est
f (y, @) ce que 9% (a}) ost & j (q} J}. Alors dc méme quﬁ- 1 on (1
(12)" S ,_..q;»:t'(w) = leqm Y} f (@, 'q)dy
L et que cph( ) est ].:1 seul(, soluuon de celie GL[LML&OH de méme on, aura'
(17’ hls) -afm (@) :‘la i (J)f (J,. )d'v/
et i (i) sera la SGlllb solution de cette équdLIOD Do lequanon {12 ),11-0.,iis |
-+ avons dédwit B S A
a3 _ﬁ-_?"" @).zpzﬁfm(tj)f(w y) d ¥
_: 6 dtant nne 1.'aCine ne de I'unité, —de— mémé: de '_(’1:2 bi-s)"n’d us 'd_-;é(-l uirons
©(18bi) q«h () = @’J\j;_ qm( y) f ( 7)d v,
B étant une raf,im, ne de Tunité ; et il resto lalre voir qm, B = (5 = 1- }
g - Pour cela romfirquonq que fup1 Gtant Lmqours fini comme fa,- noue,'/-l
. pouvons raisonner sur I'un de ces noyaux ¢omme sur lautre. 11 existera -
" donc’ cics fonctions cp K .(f:(}) et 4« ) Scllll\ldl\{lllt anx. {,(]Ildll()ﬂs T
14 k@ =y leﬁ?’x(:?f)f wydy . .
Wby ¥ ) = h [ ¥ )f(% )c-z v
' ot~ étant deux racines # + Tes de l anité: )3 b\t di%6 - d(* Yoir ‘que 9’k
est %al a 9K, eta}a K A ,ph ; sans quoi on mualb o | o
":?:111 (q;) = " A’,'\f? K ('y) f (w, ’e‘j_)'(:l ?] : e -
Vi () =1"x | ¥rly )ﬁ, (J, ) d y

b

- . - e P

ol; nous devrions conclure quu D (" 7a) mlmet ouuc la lacme lh les

~ racines y" Xg el ¥'% Ni:, ¢'esl-i-dire plusieurs racines (dnux i monm ou
* ung racine double) de méme module que Ni: Cela: n'afrivera’ pas en
génwal {et il est dlSé de voir comment on devr :ut raisonner dans les (..ax
N exceptlon) | ' SR

Lob



" H. POINCARE, ~— REM\HQUES DIVERSES SUP I. }z.mm mw DE FBLDHQ{ EYRNRS L5 1‘.

L) d

1l Iaut donc q:l-,.u; L | |
k=0, Vrk={x, v=6, Y =
|

r=, Y =pr=1;. =y

,.‘
2
:
Lo
i
';a
¢

AR

L
*
7

g
Vet

=

-
A
]
b
N
+
-
]
[

sy 4 RS- . . \‘-l‘“_

d’oli enfin o L B
} ‘i[ —_ T’ -_— )1 '

7 Sl il & O

-
'y

L’équation (13 lns) s’ c‘u it alors

-
L
-
R
e Rt s

el il est alw ll en déduire -
be (@) =k | ¥x (¥), /s (y, @) dy ST
sy . ; 1y . - .. .. . ' ) R
e (ui n'est aulre chose que Péy qahon (11) qu’il fallait démontrer.
§ 3. FORMATION DE LA FONCTION MEROMORPHE. "
|-lr -

On peut tu'e[' do ld une fagon de L,aloulor les divers termus du. déve- -
- loppement du numérateur et"du dénominateur de notre ioncmon mém, Lo

morphe. I\Ou\ avons trouvé plus haut : o

(1) | ; lOg‘D(;’;):—-—L' _Z | ' R E
- formule que nous avons déduite de la suivante R
- D)= L( ) e L e e

2) nl o S

. ’ ~ : . L . .—" o
Z i - (ﬂg)a (___,.B{)B)b (___K‘f‘b?)c (____w 6ba)d oo - m'
albicldl " 3 '.{' s /0 ‘
Comment pourr Ons-nous. pa%sul de ces (lcveleppements i ceux dc, notre s
~nouveau dénominateur ¢X % et de son logarithme K (3). Pour passerdu =
: dCVOlOppement (1) & celui de K (»), il suffit de supprimer lestm-—1 " . .

- premiers termes,. cestm—rhrr‘ de remplacer "0y, bs, ..., bay par 0 ; on
~ obtiendra de méme le. développement de eX en partant du développe- -

ment (2) et en y Iemplaganl. by, b:,, RS b,;..1 par 0 Soitdonec: . R
(2hsy XN = —‘( raly S k
Nous avons trouvé plus haut | . T
&y = X (g) = L x ba bﬁb bd - L. o »

- Powr obtemr a, ny il \ulhm dans le 3 memlue de cuhte double ég ahte de B
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remplacer by, ..., by par zéro. Mais @ (S) provient de . lintégration
d’un des termes T (S) du déterminant '

f(m;,mz wn)

ml, m2 [ mn

et b, de celle de la fonction f (2, @, ..., %,). D’'ol la régle suivante :
Quaml le noyau deviendra infini pour r =.y de la méme fagon que’
| 1

e — e/) ol « < , ON pourra. former le dénominateur de notre

10111(,1,101:1 meromorphe en appliquant Ia wglo générale de FREDHOLM ; ot
par conséquent, en partant des déterminants

f (mj, Lay --- .fz;',,_)
Lyy Uy -ev Dn
seulement il faudra supprimer lous ceuw des termes de ces ditermi-
nants qui contiennent un factewr de la forme :

‘f(waa mﬁa 95‘ cor Wy ﬂ}‘p) ::f(ww m{i)f(mﬁ) 7}7) ‘ f(mb p)j( ni Y )

les lettres Wy, Bgy Tyy +o oy Tpy @ " formunf un cycle de moins de n
letlres.

La méme rcglc S apphquc a la formation du numérateur.

Dans le cas de n = 2, il suffira donc de suppmmer les facteurs de la-
forme f (@i, @), ¢’est-a-dire de vemplacer dans nos déterminants tous
les lermes de la dmgormle principale par zéro. Celte régle, dans ce cus
partu,uher avait déja té trouvée par une autre voie par HiLBERT dans
le dernier paragraphe de son prenum mémoire (Gotlinger Nachrichien,

- 1904).
§ 4. LA QUESTION DU GENRE.

FreDHOLM a démontré que les coefficients de la fonction enticre
. 1 : '
D (3) décroissent comme (n") 2;etque la decroissance est plus rapide
encore quand le noyau f (@, %) satisfait i certaines conditions de conti-
nuité. Si par exemple on a :

) | fl@ ) —f @) <Aly —y 1P
| | fl@y)—f@y | <Ale—o|

A et « étant des constantes, les coefficients «, décroitront comme
()", I

D'un autre cdté, HADAMARD a démontré que si le n® coefficient d’une
fonction entiére est de l'ordre de (n")'??l‘ , 1o 'genre de cette fonction
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entiére sera E, en désignant par E + 1 'entier immédiatement supé-
rieur 4 L. Si ) est entier, il pcut y.avoir doute et le genre peut étre
~égalddondd—1. . |
Donc le genre de la fonction D (3) dépend ra de I’ e\posant a qui ﬁgule

, g 1
dans les inégalités ('l) ; 1l sera zéro pour a> 5 il sera au plus égal é ai

1
cpour « > 0, « 4—§- ; et enﬁn an plus egdl a 2 pour o = : (0. S1 donc le

noyau a des dérivées premleres finies de sorte que a =1, le genre de
D (}) sera certainement nul. ‘
Nous pouvons nous demander ce que devient I'exposant .a quand on
passe. du noyau f (w, y) auwx noyaux réitérés successifs. Supposom que
[ (@, y) soit de la forme : '

Joy =22t (<-12—)
(2, J) étant holomorphe. On pout alors établir I’ munnhlc :
Ly — Ayl <Ale—a I‘*’“
~ A étant une constante. La fonction
D (32, f2)

‘sera donc une fonction entiére de gem e () par rapport a X* pmmu que

Texposant 1 — 2 a soit plus Grand que

wl pa

, © ‘est-d-dire pourva qhe

a —.'
. - < 4 S

‘Sialors le noyau f (2, y) n'est pas partout fini,. la fonction D (3, f)
n'existe pas en général, mais nous pouvons, comme dans le <~ , lormer
Ies deux fonctions entiéres )
. BKO‘}: A fag A 3

~on a d’ailleurs -
( jg) — K O) K (=0 |

- La fonction X 0 sera, en général, dans ce cas de genre 1, de soxte
que X ™M sera le produit d'un certain nombre de facteurs primaires de la
forme : S

| eP* (1 — v 1).
Le facteur primaire correspondant de eX (=¥ sera alors :
B (R S)
et celui de D (2, fq) sera |

' ce ([111 t,\phque que la [oncuon L (32, f ) soit de genre zéro. |
: ' . . x 9 A
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f

TLes résultats des trois premiers §§ s’appliquent sans changement

lorsqae les intégrales-et 1es fonctions connues ou inconnues (i figurent

dans 'équation de FrEpHOLM sont des intégrales doubles ou triples, et
diss fonctions de deux et de trois variables, au lieu d’8lre des intégrales
simples, et des fonctions d'une seule variable. Mais il n'en esl pas de

méme des résultats relatifs au genre que nous venons d'exposer. Le

genre ne s'abaisse plus quand les inégalités (1) sont satisfailes, ou plutdt
il s"abaisse moins rapidement. Un résultat subsiste toutefois, et c'est le

‘seul qui nous imporie, le JCH? e de D () reste toujours e plus

H

c'gdl a2,
Comme (aillewrs nous avons :

_ 2—@ = — X"+ b,
._ D(A) '
et.que 'on peut écrire en décomposant D () en facteurs primaives
D ()) =11 ([ — —-)6‘1; ‘ _ :
. - i 'lf : . b

X ¢tant les « valewrs propres » de 'équation de FREpHOLM, ¢esl-d-dive

les racines de D () = 0 et Py étant un - polynéme du 24 dogv{, au plus;

e _y

D(.n) \—»A; iy

—{-—LP,E

lnv}-l

» A

(oit en identifiant les deux développements de — et remarquant que
P’ ne peut donner que des termes de de‘gf’é 0 et 1
@ be=mp

égalité qui esl exacte pour n > 2.

S 4. TENTATIVE DE GENERALISATION.

i -

Au § 2, nous avons donné une régle pour former notre fonction
mm-omorphc de ), quand le noyau f(2,y) peut devenir infini, tandis
que I'un des noyaux réitérés successifs f, (@, y) reste partout fini.

On est naturellement amené A penser que la méme régle restera
applicable dans des cas beaucoup plus généraux & savoir :

10 Si les intégrales
NI

sont finies, sauf-pour des valeurs exceptionnelles de @. ’

/
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- Je di’s-d’aboml'ql.m Vv, tend vers uhe limite pour 7 == Ln offet, lus

\‘\s
]
-

-
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- . ] f -

.20 Sien méme tempsa partu d un cer tdlll rang les no-nﬂi’mé., queé .

nous avons appelés &, sont finis.

11 est clair qne cela peut avciver dans ‘de$ cas ‘ot -tous les noyau\ s
Jalw,y) présentent encore des infinis, et I'on pént se dmnander'%l le& e
o mglca des§§2et 3 pe.uvent néanmoins &tre appliquées. |

- :Je me bornerai au cas ol toutes'les valewrs propres k; sont molles et

posmwes Les théorémes de HiLBERT nous permettent de reconnaitre |

“dans quel cas cela a certainement lien. Ainsi sile noyau est s Jmetmguc
- les % sont certainement réels; ils seront ])OSlllfS quand: la.- forme

. _- qua(lrathm, qui.cor respond d ce namu sera définio ; et par eu,mpl(,,

si f(w, y) est un noyau symétrique, les \alours pl()pres relatives au

~ noyau redoublé £, (@, y) seront réelles positives.

Cela posé, nous supposons que notre noyau | j(fI} J) sylm,mqu(

devient infini- pour certaines valeurs de @ et de ¢ Y par exemple en

certains points- singitliers -ou sur certaines lignes singuliéres: dw plan
“des zy. Nous emplmerons le méme artifice que M. HILBERT & la fin de
son preniier mémoire. Nous subdiviserons la partie du plan_des ar YA

laquelle. s’étend - Tintégration (c'est-a-dire, par exemple, le . carré

0<a}<1 0<y<l si los limites d’intégration de I'intégrale de

- F'rRepHOLM sont 0 et 1). Ce carré'sera ainsi divisé en deux aires A ot L\’ "

que nous assujettirons aux CC}Il(lltl{}n\ suivantes : 1° Tous les points t,,L
lignes singuliéres devront so tronver (lans A”. 20 Chacune des deux aires
Aet A’ devrait E..Lle syméirique par 1'app0rt a la droite & =1.. \‘om
définirons ensuite un noyau symetr que £ (@, i) de la fagon suwant,e:

SN f (.’L‘,?/) :':f(’v,y) (dans A} _ ARt )—0 (d‘m“’ V] | |
~Nous désignerons par & et f, les valeurs de ces quantités qui (,ou'cs,* B

p()lldf'ntd Flw,y) et par Kiet b, les \almlrs des f[ll(lllf.ltb\ GDIICSPOI}-
- dantes pour f"(@; v). . . B
+ Nous ferons ensuite tendre Paire A” vers zéro, (le belle -01|u que X

tende vers i et b7, vers b,. Le noyau f{@,y) étani symétrique, -les x;
- soront tous réels, et nous POUVONS NOUS arranger de facon qu'ils soient

- tous positifs. Comme le noyau f* (2,%) est p(utout fini, [05 resultats du

S 4 ser ont appllf}dhlf‘s of 1OUS aurons : | |

(ty. - -~ | | b-n-—z“’““ §
Nous SIUPPOSErons 1(1\ e mnom par omlr de gr: m(luu crmsqante. Nous
anrons onsmte '

. b.,,, = lim b’,,,.

-

W denL réols pOSlLlf‘a, los quantltps Vb » sont pOsltwm ; de plus ona:

i h e B! . ’) l-"'%l < ,ﬂ;\,rlj b’ > A’__n . . .,i l4‘ :‘
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d’ou o
_ . 1 1= 1
g ] ’ﬂ-{-l ’ﬂ+[ y "ﬂ+] = -’-Hl - ’:
. - b BN | < b A 1 < b »
el enfin '
1 1 1
S Snegel a1 'n+1 .
. | < b nt )" " 4l < b .

. - % JR—— ‘ ) ' - ’
Les quantités V07, vont donc en décroissant quand n croil; il en

résulte qu’'a la limite, les quantités v, iront en décroissant quand n croit

(ou du moins ne pourront croitre) et comme ces quantitéssont positives,

elles tendront vers une limite pour n =0 ; cette limite, je Tappelle a7
Je dls llliillll.(‘llcllll. que l'on a: | .

v

- ' )\, = 1im ),
" Observons.d'abord que, au moins sé n est pair, O, va en croissant

quand » élanl constant, I'aire-A” diminue, on aen offet:

b 711--—ff (@, ) f ('e/,fr;) i dJ.
- Mais le noyau étanl symétrique, eela--peut;. s'écrire
b'on = f’3 @, ) dfvd?/

ety d"aprés'sa définition, f :;(w,-y) ne peut que croitre quand laire A’
diminue ; on aura denc, si n est pair :

b D

De plus, pour 2> p, d"aprés notre hypothése, les quantités b, sont
finies ; nous aurens donc, si p est un nombre pair suffissmment grand :

b’p = E )\,E-p < b‘p-

]

" Les quantités

- b a1

| | Y.

“vont en croissant quant 7 croit; il en est donc de méme des limites

, Vers losquelles tendent cos quantités quand laire A tend vers zéro,
c'est-d-dire de S

b.ﬂ-{-l_
b-n
_ - Z)’ +1 b +1 | ' ' .o
Les quantilés bt 3 l,; tendent pour 2 = o, vers los mémeslimites
. : 7 a .

' . R n 7 — - -
~queles quantités YD, Vb, ¢'est-d-dire vers X7 et AT ;mais elles tendent

.
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n n
vers ces himiles en croissant, tandis que Vb, \/b 0 .endpnt vmfs ces
"~ limites en décroissant. On aura donc '

n+[ ' )u.M
‘/b u' .....1 > b ., Vb—ﬂ: > }‘I_l b

d’olt :
| E)—,-m-{- L b : ' ‘ s
P “tp net-p - . .
T(M‘"a B P |
. " . 7‘

On tire i:le a: |
. | 'Mu<bn<b,p“’_”<bp h".
AUt e
?) B R
Rk (z; )n—p< b,::;;.u:_%,' | '_.i(_) >0 ;:" -5'.

Al A

Nous ne savons pas encore si »’ 1 tend vers une limite quand I"aire A’
tend'vers zéro ; mais nous pouvons parler de la limite supérieure et de
la limite inférieure de 2%, ; je veux dire que 2"y oscillera entre deux .
limites, dont 'une tendra vers. lim qupll et Lautre vers lim inf. ¥,
quand A” tendra vers zéro; 4 la lltlllte les inégalités (2) deviendront

- dong (puisque lim &, = b.) :

limi. sup. »’ L= llm inf. ' '
- A e - 1 — — . [

(3) — p bn—-p fa—ps ‘ >b \n)\ a.
' 2y 3 Ay b

Mais comme nous “pouvons prendre n “assez grand pour que les
seconds membres de Tinégalité (3) soient aussi voisins de 1 que nous
vouch ONS NOUS Pouvons éer ire:: | |
Inn sup ¥, . lim nf 3",

— =15 =~

¢ est-a-dire : | o ,

lim 3"y =32,.. :
C- Q,u I“"c

On verrait comme plus haut ue les c{uan't,i.tés

u KT = 05 N )
vont en décroissant quand » croit mdeﬁmment ctquel aire A” demeure
constante. D’autre part on a | _
. lim (O'n——A7T") = by — it
quand % restant constant, A~ tend vers zéro. On voit qu'a la limite
: .
;l. .

(T

4



el e

N On verrait ensmlc que los ex p:es«‘:lona - o

Et ainsi de suite.

-

el(}umtquand% croil. Cetle e,.\plessmn pour Y _Imul (ionc vers
unn limite que jappelle 357, |

—n—-i

b nl ’\ 1

b’ﬂ - ;t’“ "

et par conséquent

by — X

vont en u'lesant avee 1 el on en déduwirait le 8 inéﬂ"‘tlité':;

....n <b;" '_ k ---n <(bl. -.-p x’}?-—-n < b p A v—n <,},A p—

e b e (o — e < oy

el;, en nusonmnt omulte sur b, — a7, b — 3T ).’2 CLag, COMME NOUS
laxons fait sur b,, %), » W | et iy, nous verrions que |

*

tim ‘9 = is.
- Je dis m_aintenanl; que si nous considérons la fonction :
' : )\p bp qu—l bp-{-l

Kl':: —""--I.

- " ¢'est le logarithme d’une fonction entiére -de X Soit en effet

K ('x)' Elog(iw—)r_;z‘ii’f. |

=t g
- Nous aurons pour g>p

.—*"b _!\ q_'-'A } L) u_:'—l};‘f.[

- et par conséquent

lim \/cq =7

La fonction K, () est donc holomorphe pour [ 3] <3 Vetilen est
de méme de e, ou de

CKC[I( 1 —-—-——) = K0,

i=l
Mais nous pouvons prendre /vassez grand pour que i S0ib aussi
grand que 1011 véud. On'a en effet

bp > At AP e A0S 2

i

-

—q

> ()

“

d’ou
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ST e
-

Dono ek reste holomorphe pOllI' un mOdlllF' de haussi g mnd que l on -
- wut Cest donc une fonclion entiére.

CQI’D

o

en ce-qui concerne le numérateur de la fonction melomozphe Je me
. propoae de revenir ultmmurement sar cette quostlon y

]

§ 5. EQUATIONS INTEGRALES DE LA 1™ SORTE.

Il faudmnt pour c,ompléter le rﬁsu[tat démontrer le méme théoréme

11 y a des cas oit la méthode de FREDHOLM permet presque immédiates .

| ment 1’ mLLgI ation des équations intégrales de la 1 sorte, ¢ esl;-a dire

de la forme : B
S renemdy=s@

6l ¥ (@) est donnée et p () inconnue. Soit par exemple :
1 P

(1) . f? () [+ f (@, y)] dy = ¥ (@)

—

~ Dans le cas de A—-—O LllO se réduit tout smlplement a T'équation de -

FouRIER.
+ o

ffepmew/ ¥ ()

—_—

.
2apio)= [ 4ip)evay
. Posons alors:

| - +o | |
S = fe@emas
: -— 0

o
| + :
2ndi(fv)_:f@(?/)e“”y dy

l'équf;ition {1) deviendra :
| | “= 00 ' " , ,

@  zee@a [ops@geddy =i

" d’olt Pon tirerait

D
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-

et prend ainsi 1a forme d’ ane équation de Fm« DHOLM, ou ¢ (z) est la
fonction inconnue ¢t ot le noyau est -~ -

(@ 5) = f Flw,y) e dy

- Quelle est'la condition pour que la méthode de l*nmuom 01t dpph~
cable & 'équation (2} qui peat §’écrire

-+ o ' .
2m0 @)+ [ ¢ @K@, dr=y (@)
) ,

L’intégrale élant prise entre des limites infinies, il faut chercher
d’abord & la ramener & des limites finies; c'est ce qui est possible si
K (@. z) s’annule pour 5 = + o0, et est pour |z].trés grand de l'ordre de

- |z]7*, ot 2> 1. Si nous posons en effet -
=gk, z=igl
I'équation prend la forme:

. -
E " . «t
2z¢(tgi)+lf¢(tgi)li(.tg‘£, tgt)g(;-s-;g=+(tgﬁ);
) 7 . ‘ -
73

OU Mieux encore posons :
w=1tgki, z=Iig+{
-k étant un nombre suffisamment grand pOur que
k.
—_— \/__
k41
ce qui est toujours possible si 2> 1 notre e(]lldlIOll deviendra :

~+--.

5 o ag |
P (tg*) f B (tghd) K (g, ) g 8 oy — P 8)-

) r‘

Nous voyons que le nouveau noyau

L-ks tak 1) k-1

b

s€ compm te pour { == = comme:

1\9

1 .
cos?

lg—Hk { tgh—1
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c’est-a-dire comme : _
' - ((,05 c)kh—k—-l
el par consequcnt resté fini, puisque ,
) hk —k—1 >0
Pour préciser davantage, llOl.lb SUppPOSerons que :
| K (%, 2) |<Az—"-

A-élant une constante indépendante de wet de z, et l’in'égulité subsistant
pour toutes les valeurs de @ et de 2 depuis — o jusqu'a + oo . |
A quelles conditions cela correspond-il pour f (@, y). Il faut d’ abm d
-que la méthode de Fourier puisse étre appliquée & fla, y), ¢est-a-dire:
1° Que. f (@, y), considérée comme fonction de 7, n’admette qu'un
nombre fini de maxima et de minima (quelle que soit la valeur constanle
atiribuée a ). L . S - -
20 Que f (@, y) lendent umtormement vers z6ro, quanu y tend vers
Linfini, et cela quel que soit@. - | .
- Si nous supposons, de plus, que S @, Y) admet des cieuvees des deu\

df

premiers ordres ; que = tend un_nf@rmementyers zéro, quand ¥y tend |
- y " . ? ) .
vers I'infini et que

. 52]/ <

dy? 1+y
. 2 B
el qu enﬁn-—z—- n’ait commef quun nomhre fini de ma‘mma et de

wy-
“minima, on aura, en mtegmnt par pdl‘heb

afi f
iy —_— =iz —fzy__ . —izy
fjr dJ fe H— v d?f__e dJ

et, en prenant-pour limites 3/ =taow,

d’on

‘ M=
, Aa \l == .
<| | f 2 | ;’l"-"

Et comme d’ailleurs | K (’L‘, z) | reste fini -1-‘néme pour z =0, on voil
que les conditions sont remplies pour que la rmthodf, de FREDHOLM
. 301t‘1pphudble. » - L

Hest & peine nécessaire. d’ajéul;er quelle le serait dans des cas
heancoup plus généranx et qu'il serait aisé de déterminer. '

-
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e Cluﬁmh@ns& apphqum' le méme [)lll](xl[)t, 3 dos sér 1(,5 .,umlo“uus Q
S N u‘\l[e de FOURIFR M éerivons :
PRI @) =2 Aa LL“"“'+ABm (@)]-
ol Partons de la formule de FOURIER, en posant :
; N R | -
T _2_ 5= i (P (z) ‘(;—imz élz; ? (z’) —_ E ‘.;\m cimz ,
n ,

" notre équation deviendra :

S " em

@ Y@= @)t ) eRIBe ™ () dz

. , ' | - .0 .

Dans I'équation (3), il sagissait de déterminer les coefficients A,
connaissant les fonctions ¢ () et §n{w), cest-d-dire de développer la
fonction donnée } {x) en série 'p‘rocédanl;'suivnnt les fonctions e -
Ain(@). Dans P'équation transformée (4), il s'agit de déterminer la-
fonction inconnue o (#) connaissant la foncltion ¢ (7). Les deax
problémes sont manifestement équivalents, mais le second se raméne

+ 4 une équation intégrale, et la méthode de FREDHOLM ¥y sera dp])l!f.,;l])l()
| _pourvu que le noyau

soit toujours fini.
Cest-co qul arrivera wulemmﬂut si la série

E]m (2}

est absolument et:uniformément convergente. S
Soit par exemple a développer § (), pour les valeurs de & comprises
entre 0 et 2 =z, suivant les exponenticlles |
U el
\’0115 pourrons ramener ces exponenticlles a la forme

¢ 4\ G
en posant: ¢ )
) )~-_-__:-[_, Qm-—(}“‘ a:_.etm.'r i
Orona -
A Jpm —m | @
puisque : |

T
m -

e - o | b= z'fe“ (ot

mxr
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el quel e == 1. Commu a varie de 0 & 2 Ty 011 duld v
|eml<2h I U-m"“'?ﬁ, I
Il suffit done que la série

- son ahwlmnent et umlm mement GQHVGIgLan. 0} (,SL e qui arriy era par -

_e\f‘mple si I’on a ' SR , .
| 1

um—-7?’2+‘"*" ’ \ ) . '-“.

m i

Ici {,ncor,, il %mcub alsé etenche le lpsul[.at a ll‘u\ cas be au-co-u_p plus

vtend us. |
Soit maintenant I"équation

ges
-

B Y Y Y e

ui differe a4 (14 parce quéy les limites ne %OIIL plus mﬁuma. Nous ne

¥,

pouvons -pas“mous proposer de déterminer la-fonction inconnue ¢,

connaissant la fonction & ; et cette fonction’ étant quelconque ; le
‘probléme serait en général impossible. Il suffit pour s'en convaincre de

- faire k=0; on voit alors que quelle que soit la fonction o(y), la
'Joncnon ¢ sera une fonction entiére, qui tend vers zéro quand @ tend

~vers I'oo , avec un argument compris entre 0 et =; ot telle que pe=2™"

tende vers zéro quand @ tend-vers l'oo avec un algurnent compris entre
Cael2n La fonction ¢ ne peut donc pas élre choisie arbitrairement.

Ce que nous nous donnerons, ce sont.les valeurs ¢ (m) que prend la ™

fonction ¢ quand @ prend une valeur entléle Jpositive ou négative. Il est
- aisé d mlleuts de s rendre compte que ces valeurs ¢ (m) suffisent pour
| detmmmex une fonction entlem:, satisfaisant aux conditions que nous
. venons d’énoncer. S - :

Posons encore : f

1]

() - 2-’ \um Q_MM , 2 e 1-\"1 — f eww d,.

L équation (5 ) devient dlom 3

2%

® 0 2za,42 J p) Ag e~ f (m, y) dy = 4 (}n).

0

Cetle équation doit permettre de détorminer les coefficients A et par
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conséquent la fonction inconnue o, quand on connait les quantités ().
Cotte équation n'a plus la forme d’une équation intégrale, mais cello
“d’un sysléme d’une infinité d’équations 4 une infinité d’'inconnues, tel
‘que cenx qui ont fait I'objet des étudés de M. vox Kocn. Lanalogie des -
~deux théories est, d'ailleurs, évidenté. *
Pour que la méthode soit applicable, il faut et il sulfit que le détes-
“minant infini converge ; il suffit donc gu'il soit normal au sens de
M. vox KocH, ¢’est-d-dire qué la séric double en 2 et p..

‘ \ i 27 .
o S | v fim, gy

~converge absolument. Si f{m, y) est une fonction périodique de y avec
une dérivée seconde, nos intégrales peuvent se transformer par une
mtpgration par pdltleb et 1a série (7) devient

— — (1, y)dy
: e ( ‘J) Yy

Les termes en sont plus petils que ceux-de la série :
pLEAL I S
- _ o -t '"_ pz - *
1l suffit donc que la série

i

| L‘f” (’r‘_ﬁ', ,2;)
‘converge'absolument et nnif’or‘mément, ou encore que Fintégrale

ff” dz |

converge absolument et unif 01'1nement. B
On voit par cet exemple quelles différences il y a en ce qui concerne
les équations intégrales de la 17 espéce, entre les cas ot les limites sont
finies, et celui ol elles sont infinies, cas auquel se rattacherait d'ailleurs
celul ou le noyau présenierait des singularités entre les limites d'inté-
gration. Je me réserve de.revenir sur cette question par des méthodes
fondées sur I itération des noyaux et qui mettront ¢én évidence d nne
~autre manére les mémes particularités.




