-LES MATHEMATIQUES ET LA LOGIQUE

I. — La DEFINITION DU NOMBRE.

Depuis mon dernier travail sur les rapports des Mathémaliques
et de Ia Logique plusieurs articles ont été publiés sur cette question.
Nous avons d’abord les articles de M. Pieri et de M. Couturat dans
le numéro de mars de la Revue de Métaphysique, et qui 0;.‘!!, direc-
tement pour but de répondre & mes critiques.

(l'y a ensuile un important écrit de M. Russell « On some Difficulties
in the Theory of Transfinite Numbers and Order Types » dans les
{’r:uccea’ings of the London Mathematical Socicty, 7 mars 1906. Enfin
Jatrecu une lettre de M. Zermaelo.

e voudrais répondre aux objeclions de MM. Coutural et Pieri el
examiner si les nouvelles études de M. Russell ne vont pas nous
amencr & changer la position de la question. Je m'oceuperai d’abord
de I'article de M. Coutural, mais on m’excusera de ne pas m’arréter
longtemps sur la premicre partic de cet article et en particulier sur
ce qui concerne les définitions des nombres entiers. J'ai en eflel trop
de choses & dire au sujet du point essentiel du débat pour m’altarder
4 des queslions qui me semblent moins importantes.

Je persisle & penser que M. Couturat définit le clair par I'obscur et
quon ne peut poser = et y sans penser dews; mais il y a peut-étre
des lecteurs qui veulent bien suivre celle discussion avee inléret et
je nc veux pas leur infliger le faslidieux speclacle d’une intermi-
nable guerre de gudrillas. Jaccorderai donc & M. Coutural sans dis-
cussion :

1° Que roujonrs faux, ce n'est pas la méme chose que jameis vread.,

2oQu'avan( les lravaux de M. Burali-Forti, il était permis de douter
que un [4t un nombre, du moins ordinal,

3" Que l'idée d'unité n'implique pas lz nombre un.

Et je passerai lout de suile aux deux questions les plus impor-
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tantes & mon sens; les regles de la Logistique ont-elles fait leurs

preuves de fécondite el d'infaillibilité? Est-il veai qu'elles permettent
S—— e ety ————— ™

de démontrer le principe d'induction compléle sang ancun appel a

I'inteilion?
1]. — L’INFAILLIBILITE DE LA LOGISTIQUE.

En ce qui concernc la fécondité, il semble que M. Couturat se
fasse de naives illusions. La Logistique, d’aprés Iui, préte & -T'inven-
tion « des ¢chasses et des ailes » el & la. page suivanle : « Il y a dix
ans que M. Pcano a publié la premiére édition de son Formulaire. »

Comment, voild dix ans que vous avez des ailes, ¢t vous n'avez
pas encore volé!

J'ai la. plus grande estime pour M. Peano, qui a fait de Lrés jolies
choses (par exemple sa courbe qui remplil toule une aire); mais
enfin il n’est allé ni plus loin, ni plus haut, ni plus vite que la plu-
part des mathémaliciens apleres, et il aurait pu faire tout aussi bien
avec ses jambes.

Je ne vois au contraire dans la Jogistique que des entraves pour
U'inventeur; elle ne nous fait pas gagner en concision, loin de 1, et
g’il faul 27 équations pour élablir que 1 est un nombre, combien en
faudra-t-il pour démontrer un vrai théoréme. Si nous distinguons,
avee M. Whitehead, I'individu 2, la classe dont e secul membre est »
et qui s'appellera wz, puis la classe dont le seul membre est Ja classe
dont le scul membre esl o et qui s'appellera vz, croit-on que ces
distinctions, si utiles qu'elles soient, vont beaucoup alléger notre
allure?

La Logistique nous force & dire tout ce qu’on sous-entend d'ordi-
naire; clle nous foree a avancer pas d pas; c'est peut-élre plus sir,
mais ee n'esl pas pius rapide.

Ce ne sont pas des ailes que vous nous donnez, ce sont des lisiéres,
It alors nous avons le droil d'exiger que ces lisitres nous empéchen!
de tomber. Ce sera leur seale excuse. Quand une valeur ne rapporte
pas de gros intéréls, il faut au moins que ce soit an placement de
pére de famille.

Doit-on suivre vos régles aveuglément? Oui, sans quoi ce serail

by T—— S s - ;
Uintuilion seule qui nous permeltrail de discerner entre elles: mais
alors il faut qu’elles soient infaillibles; ce n'est que dans une aunto-

rité infaillible qu’on peut avoir une confiance aveugle. Clesl done
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une nécessité pour vous. Vous serez infaillibles ou vous ne serez pas.
Vous n’avez pas le droit de nous dire : « Nous nous lrompons.
c¢’est vrai, mais vous vous lrompez aussi ». Nous Lromper, pour nous,
c’est un malheur, un trés grand malheur, pour vous ¢'esl la mort.

Ne diles pas non plus : esl-ce que l'infaillibilité de arithmélique
empéche les crreurs d'addilion; les rigles du calcul sont infailli-
bles, et pourtant on voil se tromper ceux qui n'appliquent pas ces
régles; mais en revisant leur caleul, on verra tout de suite a quel
‘moment ls s’en sont éearlés. Iei ce n'est pas cela du lout; les logis-

ticiens ont appliqué leurs régles, et ils sont lombés dans la contra- -

diction; et cela est si vrai qu'ils s’apprélent & changer ces régles
et & « sacrifier Ja nolion de classe ». Pourquoi les changer si elles
étaient infaillibles?

« Nous ne sommes pas obligés, diles-vous, de résoudre hic el nunc
tous les problémes possibles. » Ob, nous ne vous en demandons pas
tant; si en face d’un probleme, vous ne donniez aucune solution,
nous n’aurions rien a dire; mais au contraire vous nous en donnez
deuz et qui sont contradictoires et dont par conséquent une au moins
est fausse, et c'est cela qui est une faillite.

M. Russell cherche a concilier ces contradiclions, ce qu'on ne peut
faire, d'aprés lui « qu'en restrcignant ou méme en sacrifiant la
notion de classe. » Et M. Couturat, escomptant le succés de celle
tentative, ajoute : « Si les logisticiens réussissent 1a ot les auires ont
échoué, M. Poincaré voudra bien sc rappeler cetle phrase, el faire
honneur de la solution & la Logistique. »

Mais non : La Logistique existe, elle a son code qui a déja eu
quatre éditions; ou pluldt cest ce code qui est la Logistique elle-
méme. M. Russell s’appréte-t-il & montrer que I'un au moins des
deux raisonnements contradictoires a lransgressé ce code? Pas le
moins du monde, il s'appréte & changer ces lois, et & en abroger un
certain nombre. S'il réussit, j'en ferai honneur i Pintuition de
M. Russell et non & la Logislique péanienne qu’il aura détruite.

IlI. — LA LimerTE DE LA CONTRADICTION.

J'avais opposé dans T'article cité deux objections principales a la
définition du nombre entier adoptlée par les logisticicns. La pre-
micre de ces objections a ¢Lé disculée par M. Coulurat aux pages
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231 & 241 et par M. Pieri aux pages 194 a 203. Nous allons comparer
et examiner les maniires de voir de MM, Coulurat et Dieri.

Que signific en mathémaliques le mol exisier; il signifie, avais-jo
dit, étre exempl de contradiction. Cest ce que M. Coulural contesle;
« L'existence logigque, dil-il, est tout autre chose que Labsence de
contradiction. Elle consiste dans le fait qu'une classe n'est pas vide;
dire : 1l existe des a, c'est, par définilion, affirmer que la classe «
n'est pas nulle ». Bt sans doute, aflirmer que la classe « n'est pas
nulle. c’est par définition, affirmer qu’il exisle des «. Mais l'une
des deux allirmalions est aussi dénuée de sens que l'autre, si elles
ne signifient pas toules deux, ou bien qu’on peut voir ou toucher
des a, ce qui est le sens que leur donnent les physiciens ou les natu-
ralistes, ou bien qu'on peut concevoir un a sans étre entrainé a des
contradictions, ce quiestle sens que leur donnent les logiciens et les
mathémaliciens.

Pour M. Couturat ce n'est pas la non-contradiction qui prouve
P'existence, c'est I'existence qui prouve la non-contradiction. Pour
élablir I'exislence d'une classe, il faut done étabiir, par un exemple,
quil y a un individu appartenant i celte classe : « Maiz, dira-l-on,
comment démontre-t-on I'existence de cet individu? Ne faut-il pas
(ue cette existence soit établie, pour qu’on puisse en déduire exis-
lence de la classe dont il fait parlie? — Eh bien, non; si paradoxale

que paraisse celte assertion, on ne démonlre jamais l'existence d'un [{
individu. Les individus, par cela seul qu'ils sontdesindividus, sontlou-

Jjours congidérés comme existants. On n'a jamais & exprimer qu'un
individu existe, absolument parlant, mais seulement qu'il existe dans
une classe. » M. Coutural lrouve sa propre assertion paradoxale, il
ne sera cerlainement pas le seul. Elle doit pourlant avoir un sens; il
vent dire sans doute que l'existence d’un individu, seul au monde,
el donl on n’affirme rien, ne peut entrainer de contradiction; tant
qu’il sera tout secul, il est évident qu'il ne pourra géner personne.
Eh bien soit, nous admelttrons l'existence de I'individu, « absolument
parlant », mais de celle-ld nous n'avons que faire; il vous restera 2
démontrer l'existence de I'individu « dans une classe . et pour cela
il vous faudra toujours prouver que I'affirmalion : tel individu appar-
tient a telle classe, n'est contradictoire ni en elle-méme, ni avec les
autres postulats adoplés.

M. Pieri n’est pas tombé dans la méme erreur. Il veut aussi qu'on
cherche & démontlrer 'existence par I'exemple; mais il se rend
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mieux compte des conditions d'une pareille démonstration : « Si A,
B, Gsont des propositions apparienant & nn méme systéme déductif
I, on pourra dire quon a démontré leur compalibilité, si dans
quelque domaine 4, on peut lrouver une nlerprélation des idées
primitives de I', qui manifestent fonlesles propriélés énonedées parles
propositions A, B, G, pourvu qu'un tel domaine A ne comprenne
aucune de ses propositions parmi ses prémisses el que la consistance
de ses principes soil d¢ja établic ou accordée a priori. » Cest parfai-
tement correct, et je naurais rien 4 y changer; plus loin M. Pieri
est plus net encore : « Celle seconde condition entraine I'impossibi-
lité d'établir déduclivement (au moyen du critére indiqué) la consis-
tance des prémisses logiques nécessaires au discours. » « Il ne sera
jamais possible de prouver déductivement la vérité ou la consistance
de toul le sysléme des prémisses logiques. »

Ainsi la compalibilité des postulats fondamentaux de la Logique
est elle-méme un postulat qu’il faut admetlre et qu’il est impossible
de démontrer déduclivement. Nous ne pouvons donc alfirmer celte
compalibilité que par un jugement synthélique a priori. Mais reve-
nons & M. Coutural :

« C'est donc émeltre une cxigence arbitraire et abusive que de
prétendre qu'une définition n'cst valable que si I'on prouve d'abord
quelle n'est pas contradicloire. » On ne saurait revendiquer en
termes plus énergiques et plus fiers la liberté de la contradiction.
« En tout cas, I'onus probandi incombe & ceux qui cruient que ces
principes sont contradictoires. » Des postulats sont presumés com-
patibles jusqu'a preuve du contraire, de méme qu'un accus¢ esl
présumé innocent. 3 :

Inutile d’ajouter que je ne souscris pas & cette revendication.
Mais, dites-vous, la démonstration que vous exigez de nous est
impossible, et vous ne pouvez nous sommer de « prendre la lune
avec les dents ». Pardon, cela est impossible pour vous, mais pas
pour nous, qui admeltons le principe d’induction comme un juge-
ment ‘synthétique a priori. Et cela serait  nécessaire pour vous,
comme pour nous.

Pour démontrer qu’un systéme de postulats n'implique pas con-
tradiction, il faut appliquer le principe d’induction compléte; non
seulement ce mode de raisonnement n'a rien de « bizarre », mais
c’est le seul correct. 1l n'est pas «invraisembable» qu’on I'ait jamais
employé; et il n'est pas difficile d’en trouver des « exemples et des

—
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précédenls ». Jen ai cité deux dans mon article et qui étaient
empruntés i la brochure de M. Hilbert. 11 n’est pas le senl henavaoir
fait nsage el cenx qui ne lont pas fail onl ea tork, Ge que jai reproehe
a M. Hilbert, ee n'est pas &’y avoir en recours (un mathémalicien
de race comme Ini ne pouvail pas ne pas voir qu’il fallait une
démonslration et que celle-1a étail la seule possible), mais 'y avoir
eu recours sans y reconnailre le raisonnement par récurrence.,

1V

Je suis obligé d'insister sur ce procédé de raisonnement. Et en
effet M. Couturat prétend qu'il est fondé non sur U'induction mathé-
matique, mais sur l'induction ordinaire; cela prouve évidemment
quil n’y a ricn compris du tout. Cest certainement ma faute et mon
exposé manquait sans doute de clarté; il faut done que je le recom-
mence et pour plus de simplicité, je vais reprendre le premier rai-
sonnement de Hilbert en insistant sur les détails.

Hilbert pose les trois axiomes suivants, pour définir I'égalité :

r=.r
Sizr=y,clque y=z, r=3.
Siz=1y, ¢(2)=12()

el il veul démontrer qu’ils ne sont pas contradictoires, pour cela
il démontre que si loin qu'on en pousse les conséquences, on n’oh-
liendra jamais que des identilés. Supposons en effet qu'on en ail
déja Liré un certain nombre d'équations el que ces équations soient
toutes des identités; nous appliquons une fois de plus & ces équa-
tions l'une des trois regles déduites de ces trois axiomes, je dis que
les équations nouvelles ainsi obtenues seront encore toutes des iden-
tilés.

Pour la premiére, il est inutile d'insister; appliquons la seconde
a deux ¢quations quelconques, préalablement obtenues :

Ne=7¥,. Y =%

Si ces équalions sont des idenlilés, comme nous le supposons,
elles se réduiront a :

X=X,X=X
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et nous n’en pourrons tirer que
X=X

qui est une nouvelle identité.
Appliquons la 3¢ & une équation préablement obtenue :

K=Y

si cette équation est une idenlite, comme nous le supposons, et

quelle se réduise &
X=X
nous en déduirons

qui est encore une identité

Ainsi didentités nous ne pourrons déduire que des identités, et de
proche en proche, c'esl-a-dire par induction mathématique, on voit
que, quelque loin que nous poussions la chaine de nos raisonne-
ments, nous n’obtiendrons jamais que des identités.

L'exemple est peut-étre trop simple, mais il suffit pour montrer
en quoi consiste ce mode de raisonnement.

Inutile alors d'insister sur les objections de M. Couturat; l'ordre
naturel d'une démonstralion n’est pas linéaire, mais ramifié;
qu'est-ce que cela peut faire; on n’énoncera jamais les théorémes
que les uns aprés les autres; Iordre de ces théorémes ne nons est
pas absolument imposé, el nous pouvons le modifier Iégerement.
Cela n'empéche pas que le raisonnement par récurrence ne s0it
applicable; je n’ai méme pas besoin de dire qne nous pouvonschoisir
lordre des théorémes de facon qu'il s’applique, puisqu’il s'appli-
quera quel que soit notre choix.

M. Pieri a mieux compris la question; il fait ¢cependant une objec-
tion;_« lors méme, dit-il, que le principe d’induction serait acceplé
parmi les axiomes logiques, nous ne saurions décider s'il s’agit d'une
série dénombrable, c’esl-a-dire susceplible del'applicationdu principe'».

Un’' raisonnement formé d'une suite non dénombrable de proposi-
tions ct de syllogismes, qu'est-ce que cela. peut bien étre? Comment
se représenter cela? Peut-étre pouvons-nous nous contenter d’étre
assurés que nous ne rencontrercns jamais de contradiction; jamais
signifiant au bout d’un temps fini si long qu'il soit; quand méme
nous n’aurions plus la méme certitude quand il gagirait d’'un temps
postérieur a la fin de I'élernité.

¥
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V. — La Secosne OBIECTION.

Je réserve pour plus tard les questions traitées par M. Couturat
dans son paragraphe IV et qui nécessilent un examen plus appro-
fondi et j'arrive & ma sceonde objection que M. Coutural cherche a
réfuter dans son § V.

Oi1, dit-il, M. Poincaré a-t-il vu les logisticiens commettre la faute
qu'il leur reproche? Je commence par déclarer gu'en écrivant la
phrase incriminée, je ne pensais pas & la confusion commise par
M. Russell enlre deux énoncés différents du principe d'induction.
Cette confusion se trouve dans un arlicle de polémique, mais non
dans son ouvrage principal, et je ne voudrais pas en abuser contre
loi.

Cest dans l'article de M. Hilbert que javais relevé la faule en
question; aujourd’hui M. Hilbert est excommunié et M. Couturat
ne le regarde plus comme un logisticien; il va donc me demander si
j'ai trouvé Ja méme faute chez les logisticiens orthodoxes. Non, je ne
Yai pas vue dans les pages que j'ai lues; je ne sais si je la trouverais
dans les 300 pages qu’ils ont écrites et que je n'ai pas envie de lire.

Seulement il faudra bien qu'ils la commellent le jour o ils vou-
dront tirer de la science mathémalique une application quelconque.
Celle science n’a pas uniquement pour objel de contempler éternel-
lement son propre nombril; elle touche & la nature et un jour ou
l'autre elle prendra contact avec elle; ce jour-la, il faudra secouer
les définilions purement verbales el ne plus se payer de mols.

Quoi qu'il en soit, je reviens a l'exemple de M. Ililbert; il s'agit
toujours du raisonnement par récurrence, et de la question de savoir
si un systéeme de postulals w'est pas contradictoire. M. Coulural
me dira sans aucun doute qu’alors cela ne le touche pas, mais cela
intéressera peut-étre ceux qui ne revendiquent pas comme lui la
liberté de la contradiction.

Nous voulons établir comme plus haut que nous n2 rencontrerons
pas de contradiction aprés un nombre quelconque de raisonnements,
aussi grand que I'on veut, pourvu que ce nombre soit fini. Pour cela
il faut appliquer le principe d'induction. Devons-nous enlendre ici
par nombre fini, tout nombre auquel par définition le principe
d'induction s'applique. Evidemment non, sans quoi nous serions
conduits aux conséquences les plus élranges.
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Pour que nous ayons le droit de poser un systéme de postulals, il
faut que nous soyous assurés qu’ils ne sont pas contradictoires.
Clestla une vérilé qui est admise par la plupart des savants, jaurais
éerit par tows avant d'avoir lu le dernier article de M. Coulurat,
Mais que signific-t-clle? Veut-elle dire : il faut que nous soyons sirs
de ne pas renconlrer de contradiclion apris un nombre fini de pro-
posilions, le nombre fini ¢tant par délinition celui qui jouit de toutes
les propriétés de nature récurrente, de telle fagon que si une de ces
propriétés faisait défaut, si par exemple nous tombions sur une
contradiction, nous convicndrions de dire que le nombre en question
n'est pas fini? '

En d'autres termes, voulons-nous dire : Il faut que nous soyons
sirs de ne pas rencontrer de contradiction & la condilion de convenir
de nous arréter jusle au moment ot nous serions sur ie poinl d’en
rencontrer unc? I1 sullit d’énoncer une pareille proposition pour la
condamner.

Ainsi non sculement le raisonnement de M. IHilbert suppose le
principe d'induclion, mais il suppose que ce principe nous est donné,
non comme une simple définition, mais comme un jugement syn-
thélique @ priori,

En résumé :

Une démonstration est nécessaire.

La seule démeonstralion possible est la démonstralion par récur-
rence.

Elle n’est légitime que si on admet le principe d'induclion, et si
on le regarde non comme une définition, mais comme un jugement
synthétique.

VI

Est-ce la peine de revenir sur les deux derniéres pages de M. Cou-
turat? Est-il nécessaire de dire que je n'ai pas donné deux
¢noncés incompaltibles du principe d'induction, que le premier (celui
de la page 813, 1°* article) est seulement moins complet que celui de
la page 32 (2° article), puisqu'on y parle des nombres entiers, sans
les définir? Que le second énoncé n’a nullement le sens grolesque
que M. Coulurat lui attribue, que je n'ai jamais voulu dire :

N=xz(0es:nes.o,.n+les:o,.xes)?.

H. POINCARE. — LES MATHEMATIQUES ET LA LOGIQUE. 303

Que signifiait alors « un nombre entier est celui qui peut élre défini
par récarrence? » Cela voulait dire : un nombre enlier est celni qui
peut étre oblenu par additions sueeessives; on si vous aimez mieux
un nombre entier est celuid’oit 'on peul revenir & zéro par souslrae-
Lions snceessives. Bt alors vous me demandez « combien de soustrace-
tions »; jo vous répondrai « n'importe combien ». Si nous prenons un
nombre infini quelconque, par exemple aleph-zéro, nous ne pour-
rons revenir & zéro ni par un nombre fini, ni par un nombre infini de
soustractions, puisque aleph-zéro moins un est égal a aleph-zéro.

Je ne peux pas éerire cela en péanien, puisque je ne parle pas
cette langue avec assez de sarelé, mais je peux le metire en formules
que vous pourrez facilement traduire en péanien.

Un nombre entier est un nombre cardinal; zéro est un nombre
entier — fout nombre entier a un suivant qui differe de Ini et qui
est aussi un entier — tout nombre entier, zéro excepld, a un précé-
dent qqui differe de lui et qui est un entier.

Il y aurait peut-étre avanlage a modifier cetle définition; mais
¢'était celle que j'avais en vue quand je disais délinir par récur-
rence; ce qui m'importe c¢'est qu'elle n’implique pas analytiquement
le principe d'induction (Voir plus bas § X).

VIL -~ Lis AstivoMiig CANTORIENNES.

Je vais maintenant aborder I'examen de U'important mémoire de
M. Russell. Ce mémoire a été éerit en vae de triompher des difficultés
soulevées par ces anfinomies cantoriennes auxquelles nous avons fait
déja de fréquentes allusions. Cantor avait cru pouvoir conslituer une
Science de I'Infini; Jautres sesont avancés dans la voie qu'il avait
ouverte, mais ils se sont bientot heurtés a d'étranges contradic-
tions. Ces anlinomies sont déja nombreuses, mais les plus cél2-
bres sont :

1° L’antinomie Burali-Forti;

2+ L’antimonie Zermelo-Kimig;

3¢ L’antinomie Richard.

Cantor avait démontré que les nombres ordinaux (il s'agit des
nombres ordinaux transfinis, notion nouvelle introduite par lui)
penvent étre rangés en une série linéaire, c'est-a-dire que de deux
nombres ordinaux inégaux, il y en a toujours un qui est plus petit
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que l'autre. Burali-Forti démontre le contraire; et en effet, dit-il
en subslance, si on pouvail ranger fous les nombres ordinaux en
une série lindaire, celle série définirait un nombre ordinal qui serait
plus grand que fous les aulres; on pourrait ensuile y ajouler 1
¢t on obliendrait encore un nombre ordinal qui serail encore plus
grand, cl cela est contradicloire.

A la suite de mon arlicle, M. Burali-Forli a écrit & M. Coutural.
Il i’y a pas contradiction, prétend-il, parce que le résultal de
M. Cantor s’applique aux ensembles bien ordonnés, et le mien aux
eusembles parfailement ordonnés.

La lettre de M. Burali-Fortiest cilée par M. Couturat a la page 229
de son dernier arlicle; mais elle a été dénaturée au poinl de devenir
absurde. Est-ce lui-méme qui a commis une inadvertance, est-ce
M. Coulurat qui 2 mal traduit, est-ce la faute de I'imprimeur? Je n'en
sais rien. Ileurcusement le texte est facile & rétablir, il suffit de
retourner toules les phrases.

On lui fait dire : une classe parfailement ordonnée est aussl une
classe bien ordonnée, mais la réciproque n’est pas vraie, el il a cer-
tainement voulu dire : une classe bien ordonnée est aussi une classe
parfaitement ordonnée, mais la réciproque n’est pas vraie. Et cn
eflel si on se reporte au lexte cité on lit : Ogni classe hen ordinata
¢ anche perfeltamente ordinata, ma non vice-versa.

Méme apres celte rectification son explication n’est pas salisfai-
sante. Les raisonnements de M. Burali-TForti s‘appliquent aisément
en cllet aux ensembles bien ordonnés et aux nombreé ordinaux de
Cantor et en particulier, il est facile de démontrer que la suile de
tous les nombres ordinaux de Cantor forme un cnsemble hien
ordonné.

Nous reviendrons plus loin sur I'anlinomie Zermelo-Kiinig qui est
d’une nalure un peu diflérente; voici ce que c'est que I'anlinomie
Richard. (Revue géndrale des Sciences, 30 juin 1903.) Considérons
tous les nombres décimaux quon peut définir a l'aide d’un nombre
fini de mots; ces nombres décimaux forment un ensemble E, et il
est aisé de voir que cet ensemble est dénombrable, c¢’est-a-dire qu'on
peut numeroler les divers nombres décimaux de cet ensemble depuis
1 jusqu'a I'infini. Supposons le numérotage effectué, et définissons
un nombre N de la facon suivante. Silan° décimale du 2° nombre de
I'ensemble E est

0,1,2,3,4,5,6,7,8,0

D
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la n® décimale de N sera :

1,2,8,4,5,6,7,8,1,1

Comme on le voil, N n’est pas égal au »° nombre de 5 el comme n
est queleongue, N n'apparticnl pas a I8 el pourtant N devrait appar-
tenir & cet ensemble puisque nous Uavons défint avee un nombre
fini de mots.

Nous verrons plus loin que M. Richard a donné lui-méme, avec
beaucoup desagacilé, I'explication de son paradoxe et queson expli-
cation peut s'étendre, mutatis mutandis, aux autres paradoxes ana-
logues.

VII. — Z.6ZAG-TNEORY ET NOCLASS-TIHEORY.

Queclle est I'altitude de M. Russell en présence de ces contradic-
tions? Apres avoir analysé celles donl nous venons de parler el en
avoir cité d'autres encore, apres leur aveir donné une forme qui
fait penser a I'Epiménide, il n'hésite pas a conclure :

« A propositional function of one variable does nol always deter-
mine a class. » Une « proposilional funclion » ou « norm » peul
étre « non prédicalive ». KL cela ne veut pas dire que ces propositions
non prédicatives déterminent une elasse vide, une classe nulle; cela
ne veul pas dire qu'il n’y a auvcune valeur de w0 qui salisfasse & la
définition et qui puisse élre 'un des éléments de I elasse. Les élé-
ments exislent, mais ils n'ont pas le droit de se syndiquer pour
former une classe.

Mais cela n’est que le commencement et il faul savoir reconnaitre
st une définition est ou non prédicalive; pour résoudre ¢e probléme,
M. Russell hésite enlre trois théories qu’il appelle

A. The zigzag theory.
B. The theory of limitation of size;
C. The no classes theory.

D’apres la zigzag theory @ « propositional functions determine classes
when they are fairly simple, and only fail to do so when they are
complicated and recondile ». Qui décidera mainlenant si une défini-
tion peut élre regardée comme suffisamment simple pour élre aceep-
table? A celte question pas de réponse, sinon I'aveu Joyal dune
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compléte impuissance : « the axioms as to what funclions are pre-
dicalive have to be exccedingly complicated and cannot be recom-
manded by any intrinsic plausibility. This is a defect which might
be remedied by greater ingenuity. or by the hel.p of some hitherto
unnoticed distinclion. But, hitherto, in altempting to sel up axioms
for this theory, I have found no guiding principle except the avoi-
dance of contradictions: and Lhis, by ilself, is a very insufficient
principle, since it leaves us always exposed Lo the risk that further
deductions will elicit contradictions ».

Celte théorie reste done bien obscure; dans cette nuit, une seule
lueur; c'esl le mot zigzag. Ce que M. Russell appelle la « zigzay-
giness » c’est sans doute ce caractire particulier qui distingue l'ar-
gument d’Epiménide.

Daprés Ia theory of limitation of size, une classe cesserait d’avoir
droil & I'existence si elle était trop étendue. Peut-élre pourrait-elle
étre infinie, mais il ne faudrait pas qu'elle le fut trop.

Mais nous retrouvons toujours la méme difficulté; a quel moment
précis commencera-t-clle & I'étre trop? « A great difficulty of this
theory is that it does not tell us how far up the series of ordinals it
is legitimate to go. » Bien entendu, cette difficulté n'est pas résolue
et M. Russell passe a la troisieme théorie.

Dans la no classes theory, il est interdit de prononcer le mot
classe el on doit remplacer ¢ce mot par des périphrases variées.
Quel changement pour les logisticiens qui ne parlent que de classes
et de classes de classes! Il va falloir refaire toute la Logistique. Se
figure-t-on quel sera Uaspect d'une page de Logistique quand on en
aura supprimé toutes les propositions oi il est question de classe?
Il o’y aura plus que quelques survivantes ¢parses au milieu d'une
page blanche. Apparent rari nantes in gurgite vasto.

Quoi qu'il en soil, on voit quelles sont les hésitations de M. Russell,
les modificalions qu'il va faire subir aux principes fondamentaux
qu'il a adoptés jusqu'ici. Il va falloir des critéres pour décider si une
définition est trop compliquée ou trop étendue, et ces critéres ne
pourront étre juslifiés que par un appel a 'intuition.

Hatons-nous d'ajouter qu'a la fin du mémoire un télégramme de
la derniére heure nous apprend que ces hésitations ont cessé : « From
further investigation, I now feel hardly any doubt that the no
classes theory affords the complete solution of all the difficulties.... »

Quoi qu'il en soit, la Logistique est & refaire et on ne sait trop ce
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(u'on en pourra sauver : « I hope in future to work oul this lhco_ry
Lo the point where it will appear exaclly how much of uml.hcmah.cs
it preserves, and how mueh il forces us Lo abandon. » Inutile
d'njouler que le Canlorisme et in Logistique sont seuls en canse; les
vraies malhémaliques, celles qui servent & quelque chose, pourront
continuer it se diévelopper d'aprés leurs principes propres sans se
préoceuper des orages qui sévissent en dehors d’elles, et cl!r:‘s pou-
suivront pas a pas leurs conquiles accoutumedées qui sont définitives
et qu'elles n'onl jamais L abandonner.

IX. — La vRAIE SOLUTION,

Quel cLoix devons-nous faire entre ces différentes théories? 1l me
semble que la solutlion esl contenue dans une lelire de M. Hie:l.mrd
dont jai parlé plus haut et qu'on trouvera dans la Revue f?ﬁnr-mf'e
des Sciences du 30 juin 1903. Apres avoir exposé anlinomie
que nous avons appelée Panlinomie Richard, il en donne Uexpli-
cation. '

Reportons-nous a ce que nous avons dilde cette antinomic au § VII;
E est U'enscmble de fous les nombres que I'on peutl définir par un
nombre fini de mols, sans inlroduire o notion de Uensemble B lui-
méme. Sans quoi la délinilion de I contiendrail un cerele vicieux; on
ne peul pas définic B par 'ensemble B lui-méme. :

Or nous avons défini N, avec un nombre fini de mots il est vrai,
mais en nous appuyant sur la notlion de I'ensemble B Et voill pour-
quoi N ne fait pas partie de E.

Dans l'exemple choisi par M. Richard, la conclusion se présenle
avec une enliére évidence el 'évidence parailra encore plus grande
quand on se reportera au lexle méme de sa lettre. Mais l.a méme
explication vaut pour les autres antinomies et en particulier pour
celle de Burali-Forti. On y introduil U'ensemble E de tous les nombres
ordinaux ; cela veut dire de tous Ies nombres ordinaux que Uon peut
délinir sans introduire la notion de l'ensemble E lui-méme; le
nombre ordinal qui correspond au Lype d'ordre défini par cet
ensemble E se trouve done exclu. i

Ainsi les définitions qui dotvent étre regardées comme non ;nvjdica—-
tives sont celles qui conticnnent un cercle vicienx. Bt les excanlos qud
précédent montrent sulfisamment ce que jenlends par la. Est-ce 1a
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ce que M. Russell appelle la « zigzagginess? » Je pose la question
sans la résoudre.

Par exemple Ia définition d'aleph-un est non prédicative; le rai-
sonnement par lequel Cantor cherche & établiv I'existence de ce
nombre, me paraissant Lout paveil & celui de Burali-Forti. Je ne suis
done pas siir qu'aleph-un existe.

X. — LEeS DEMONSTRATIONS DU PRINGIPE p'InbucTioN.

Je suis maintenant en mesure de revenir sur les questions Lraitées
par M. Couturat dans son § IV et que j'avais réservées. Peut-on
démontrer le principe d’induction, et si on le regarde comme une
définition, peut-on démontrer que celte définition n’est pas contra-
dictoire? Examinons donc les démonstrations qui onl 618 proposces
el que je ramdénerai a trois : celle de Whitehead-Russell; celle de
Burali-Forli rappelée par M. Pieri dans son dernier article; celle de
Zermelo que Jexposerai plus loin.

Et dabord pour mieux faire comprendre la position de la question,
profitons de quelques dénominations nouvelles heureusement intro-
duiles par M. Russell dans son récent mémoire.

'Appcions classe récurrente toute classe de nombres qui contient
Zero, el qui conlient n —- 1 si elle conlient .

Appelons nombre inductif tout nombre qui fail partie de loufes
les classes réeurrentes, '

Appelons nomire fini le nombre cardinal d’unc clagse qui n'est
¢quivalenle a aucune de ses parlies. ‘

Il conviendrait de compléter encore cette nomenclature, afin d'éviter
toute espéce de confusion, car on a donné une autre définition des
classes finies; on a dit qu'un nombre n est fini lorsqu'il n'est pas
égal & m — 1, Nous dirons alors qu'un enticr fint est un nombre car-
dinal 7 qui n’est pas égal & n — 1.

Il est clair d'apres cela que tout nombre fini est un entier fini,
mais la réciproque n'est pas évidente ; pour la démontrer, il faudrait
s'appuyer sur le théoréme de Bernstein que nous discuterons plus
loin.

On voit d’autre part tout de suite que la classe des entiers finis
est récurrente et par conséquent que tout nombre inductif est un
entier fini.

S
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Il reste & savoir si tout nombre fini est un nombre inductif; et s'il
en est de méme de tout entier fini. Etablir ce poinl ce serait démon-
Lrer le principe d’induction au sens que je Tui ai donné au § VI, ainsi
qu’il est aisé de le constaler en se reportant & ce paragraphe. Mais
il ne sembleé pas qu'on y soit parvenu. M. Russell qui esl censé
I'avoir démontré?y en doute fort, car il dit dans son dernier article :
« But, so far as I know, we cannot prove Lthat the number ol classes
conlained in a finite class is always finite, or that every finite number
is an inductive number. »

Xl

Je vais exposer de mon mieux Ia démonstralion de Whitehead;
les lecteurs qui trouveraient que mon exposilion manque de clarlé
pourrout se rcporter au texte primitif (American Jowrnal of mathe-
matics, t. XXIV).

Les nombres inductifs existent puisque zéro appartient par défini-
tion & teutes les classes récurrentes; on voil Lout de suile que tout
rombre non inductil n'est pas un entier fini. Il s’agit d’établir inver-
sement que tout nombre non induclif n'est pas un entier fini, et
pour cela de monlrer que toule classe dont le nombre cardinal n’est
pas induclif contient une classe dont le nombre cardinal est aleph-
zéro. Pour cela nous allons établir la proposition suivante :

Sin n'est pas inductif, ¢l que m le soit, » — m ne sera pas inductif.

Eten effel la classe des nombres m Llels que, » élant un nombre non
inductif quelconque, n — m ne soil pas inductif, cette classe, dis-je,
est récurrente; si done m est induelif il devra en faire partie.

Il est aisé de vérifier que cette classe que nous appellerons K est
récurrente; car zéro en fait parlic puisque n — 0 n’est pasinductil, si
n ne 'est pas; de plus m—+ L en fait partie si m en fait parlie; car si
n — m n’est pas inductif, il en est de méme de n —m — 1.

Je ne poursuivrai pas plus loin la démonstration, car c'est ici
qu'en est le défaut :

La définition du nombre inductif n’est pas prédicalive, si on admet
le critére du § IX. Un nombre inductif esl eelui qui apparlient & fontes
les classes récurrentes; si nous voulons éviter un cercle vicieux

1. Couturat altribue la démonstralion & Whitehead, mais Whilehead l'al-
tribae & Russell (American Journal of Mathematic, t. XXIV). (Toute Ia section 3,
dit-il, est due a Russell.)
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nous devons entendre :  toutes les ¢lasses récurrentes dans la défini-
tion desquelles w'intervient pas déja la notion de nombre inductif.

Or la classe K définic plus haut ne satisfait pas & cette condition.
Dans sa définition figure lanotion du nombre inductif, Clest la classe
des nombres m Lels que # élant un nombre non inductif donné, n —m
ne soit pas inductif. Le mot inductif est répété deux fois: passe pour
la premiére, puisqu’il s’agit d'un nombre non induelif donné; mais,
pour la seconde fois, nous ne pouvons admellre aucune excuse.

Autre exemple. Nous voulons démontrer que la somme de deux
nombres induclifs est un nombre inductif. En effet, dirons-nous, la
classe K des nombres qui ajoutés & un nombre induelif donné » don-
nent un nombre inductif est évidemment récurrente. Cela ne vaul
rien; la classe K est récurrente, c'est vrai, mais dans sa définilion
figure le mot inductif.

Le raisonnement de Whitehead est done vicieux; c'est le méme
qui a conduil aux anlinomies; il était illégitime quand il donnait
des résultats faux; il reste illégitime quand il conduit par hasard a
un résullat vrai,

Une définition qui contient un cercle vicieux ne définit rien. Il ne
sert & ricn de dire, nous sommes sors, quelque sens que nous don-
nions & notre définition, qu'il y a au moins zéro qui appartient & la
classe des nombres inductifs; il ne s’agit pas de savoir si cette classe
est vide, mais si on peut rigoureusement la délimiter. Une classe
« non prédicalive » ce n'est pas une classe vide. c¢’est une classe
donl la frontitre est indécisc.

Inutile d’ajonter que cette objection particulicre laisse suhsister
les objecticns générales qui s'appliquent & toutes les démonstrations.

XII

M. Burali-Forti a donné une autre démonstration dans son article
Le Classi finite (Atti di Torino, t. XXXII). Mais il est obligé d’admettre
deux postulats :

Le premier, cest qu'il existe toujours au moins nne classe
infinie.

Le second s’énonce ainsi :

ucK(K—1p)o.u<<vu
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Le premier postulal n'est pas plos évident que le prinecipe &
démontrer; le second non sculement n’est pas évident, mais il est
faux; comme 'a montré M, Whitehead, comme d’ailleurs Ie moindre
taupin s’en serait apercu du premier coup, si 'axiome avait ¢éLé
énoned dans un langage inkelligible, puisqu’il signific : le nombre
des combinaisons qu'on peut former avee plusicurs objels est plus
pelit que le nombre de ces objels.

Mais M. Picri fail observer que 'on peal sans changer Ta démon-
stralion, remplacer cel axiome faux par un autre d'aprés lequel le
nombre des combinaisons est fini, si celui des objels esl fini. Ce
nouvel axiome est vrai, mais il n’est pas plas évident que le principe
a démontrer. Il ne résout done pas la question el je n'ai pas & insister
davantage sur la démonstration de M. Burali-Forti; je me bornerai &
dire que malgré ces inadvertances, et la difficullé qu'il y a & le lire,
ce mamoire conlienl des choses trés intéressantes.

M. Zermelo a bien voulu m’écrire une lettre ou il propose une
démonstration du principe d'induclion. I appelle snite simple un
ensemble bien ordonné o tout élément (saul le premier) a un pré-
décesseur immédial; el celle suile simple est finie si elle a un der-
nier élément. On constate aisément qu'il y a des suites simples finies.

I1 est clair que le principe d'induction s’applique & ces suites,
puisqu'une des formes qu'on lui a données, ¢’est que dans une classe
de nombres enliers, il ¥ en a toujours un plus petit que tous les
autres, c'est-a-dire que la suile des nombres entiers est « bien
ordonnée ». Cetle démonstration ne differe done pas essentiellement
des précaédentes, el la plupart des objections subsistent. D'ailleurs
ce quiil faudrail démontrer, ¢’esl qu'il exisle an moins une suile

simple infinie.
XIt. — L'axtoME DE ZERMELO.

Dans sa démonstraiion célebre, M. Zermelo s’appuie sur 'axiome
suivant :

Dans un ensemble quelconque (ou méme dans chacun des ensem-
bles d'un ensemble d’ensembles) nous pouvons toujours choisir
au hasard un élément (quand méme cet ensemble d'ensembles com-
prendrait une infinité d’ensembles). On avait appliqué mille fois cet
axiome sans l'énoncer, mais dés qu'il fut énoncé, il souleva des
doutes. Quelques mathémalticiens, comme M. Borel, le rejetérent
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résolument; d’autres ’admirent. Yoyons ce qu'en pense M. Russell,
d’aprés son dernicr arlicle.

Il ne se prononce pas : « Whelher Zermelo’s axiom is true or false
is a question which, while more fundamental malters are in doubt,
is very likely to remain unanswered. » 1l se conlenle de meltre en
¢évidence quelques-unes des formes nouvelles que I'on peut donner a
la question; mais les considérations auxquelles il se livre sonl tris
suggeslives.

Et d’abord un exemple pilloresque; supposons que nous ayons
aleph-zéro paires de boltes de telle fagon que nous puissions numé-
roler les paires depuis 1 jusqu’a I'infini; combien aurons-nous de
bolles? en aurons-nous aleph-zéro de fagon que nous puissions
numéroter les boltes depuis 1 jusqu'a linfini? Oui, si dans chaque
paire, la bolte droile se distingue de la hotte gauche; il suffira en
effet de donner le numéro 22 — 1 & la bolle droite de la ne paire et
le numéro 2n a la botte gauche de la n° paire. Non, si la holte droite
est pareille & la Dholte gauche, parce qu'une pareille opération
deviendra impossible. A moins que Ion n’admetic I'axiome de
Zermelo, parce qu'alors on pourra choisir au hasard dans chaque
paire la botte que I'on regardera comme droite.

Enfin M. Russell montre que si on abandonne 'axiome de Zermelo,
on cst conduit a abandonner ce qu'il appelle, the mulliplicative
axiom, sur lequel repose la définition de la multiplicalion de deux
nombres cardinaux lransfinis. Alors lout ce que M. Coulurat appelle
la théorie cardinale du nombre s'¢eroule d'un coup.

A vrai dire, M. Russell n’abandonne pas tout espoir de rebilir :

« The complete solution of our difficultics, we may surmise, is
more likely to come [rom clearer nolions in logic than from the
technical advance of mathemalics; but until the solution is found
we cannol be sure how much of mathematics it will leave intact. »

Encore une fois les vraies mathématiques, celles oit 'on ne patauge
pas dans 'infini acluel, ne sont pas en cause. Mais, ce qui est inté-
ressant & rechercher, c'est ce que M. Russell entend par « clearer
nolions in logic ». Pour le comprendre il faut relire ce qui précede
page 49 :

« The multiplicalive axiom has been employed constanlly in
proofs of theorems concerning transfinite numbers. It is open Lo
everybody, as yet, Lo aceept it as a self-evident truth, but it remains
possible that it may turn out to be capable of disproof by reductio
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ad absurdum. 1L may, also, of course, be capable of proof, hut that
is far less probable. » .

Ainsi M. Russell espére encore qu'on pourra démontrer dédiucti-
vemenl, en parlani des autres postulals, que 'axiome de Zermelo
est faux, ou bien qu’il est vrai. Inutile de dire combien cet espoir me
parait illusoire. Ce ne sont pas de « clearer notions in logic » qui
nous lireronl d'embarras; ce ne sera pas non plus « the technical
advance of mathematics ». Les axiomes en question ne seront
jamais que des propositions que les uns admetteronl, comme « self-
evident » et dont les autres douleront. Chacun n'en croira que son
mtluilion. I v a Loutefois un point sur lequel toul le monde sera
d’accord. L'axiome esl « self-evident » pour les classes finies: mais
§'il est indémontrable pour les classes infinies, il I'est sans doute
aussi pour les classes finies, qu'on n’en a pas encore distinguces a
ce slade de la théorie; c'est done un jugement synthétique a priori
sans lequel la « théorie cardinale » serait impossible, aussi hien
pour les nombres finis que pour les nombres infinis.

NIV, — TutoriMr nE BERNSTEIN.

Je reviendrai sur ce théorgme, non pour répondre a M. Coulnrat,
mais pour éclaircir quelques points a la lumitre des considérations
qui précedent. Ce théordme peut s’énoncer de la fagon suivante :

Siun ensemble A, peul se décomposer en Lrois parties 11, (), ot A

Yo

1
de telle sorte que
An = ”u i (Jn = AI

et si A est équivalent o A, de telle sorte que
,'\‘ 7] 1\",

A+ Q. sera éruivalent & A,.

En effet si A, est ¢quivalent & A,, c'est qu'a chaque ¢lément de A,
correspond un élément de A, que Uon peut appeler sen image. Si B
est un ensemble conlenu dans A,, les images des 4léments de B
formeront un ensemble que nous pourrons appeler I'image de 1 et
que nous désignerons par o (B). On a done g (A,)=A,. Posons alors :

(23]

>

Rev, Mera., — T. XIV (0" 3-1000),
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et ainst de suile; on aura
Au = }Iu 1= ‘;}n = A" -1

quand I'indice n sera un nombre inductif quelconque.

Soit alors C l'ensemble de ious les éléments qui appartiennent &
tous les A, dont I'indice » est un nombre inductif. On démontre sans
difficulté que

% (C)=C.
Je dis maintenant que
(1) A=H+Q+H4+0Q+...... ~+ G

c¢’est-d-dire que tout élément de A, qui n’appartient & ancun des H,
ou 4 aucun des Q, dont l'indice n» est un nombre inductif, doit
appartenir & tous les A, d’indice inductif et par conséquent a C.

Et en effet la classe K formée par les A, auxquels appartient un
élément qui ne fait partie d’aucun des A, — A; .o dont lindice &
est un nombre inductif est une classe récurrente.

11 est clair que I'égalité (1) entraine la proposition énoncée; mais
comme dans la définition de la classe K figure la nolion de nombre
induclif nous retrouvons le méme vice de démonstration signalé au
§ XI. Qu'est-ce & dire? La démonstration du théoreme de Bernstein
reste légitime, mais & la condition que I'on y regarde le principe
d’induction comme un jugement synthétique et non pas comme une
définition, parce que cctte définition serait « non prédicative. »

M. Zermelo m’adresse une autre démonstration du théorcme de
Bernstein. Considérons tous les ensembles B qui contiennent (), et
qui eontiennent ienr propre image o {B). Soit R I'ensemble formé
par les éléments communs & fous les ensembles B; on voit que
I'image de R, ¢'est-i-dire o (R) sera formée des éléments communs
a tous les o (B); ces ¢léments font partie de tous les B, et par con-
séquent de R, d'ott il suit que R qui contient d'ailleurs Q,, contient
égalément z (R).

On montre ensuite que

car s'il en élait autrement ), (R) serait un ensemble B, qui ne
contiendrait pas R, puisqu’il n'en serait au contraire qu'une
partie.
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Ce point établi, on voit que Q, -+ A, ou

Q—+[A—g (R)] 7 () =[A, — 5 ()] R
est équivalent &
[A, P (R)] + 9 (n) = Al

puisque ¢ (R) est équivalent & IN; et enfin & A, puisque A, est équiva-
lent & A,

Le défaut est encore le méme; R est la partic commnne & tous
les ensembles B; sous peine de cercle vicieux, cela doit vouloir
dire & tous les ensembles It dans la définition desquels n'entre pas la
notion de R. Cela exclul I'ensemble Q, o (R) qui dépend de R. La
définition de I'ensemble I n’est donc pas prédicative.

El maintenaat on pourrait encore déduire le théortme de Bern-
stein du Lhéoréme célébre de Zermelo; mais nous nous heurtons tou-
jours au méme obslacle.

Que fait M. Zermelo? Il considére un ensemble E et les sous-cnsem-
bles qui y sont contenus. 11 choisit au hasard dans chacun de ces
sous-ensembles un élément qu'il appelle I'élément dislingué de ce
sous-ensemble. Cela est possible si on admet « 'axiome de Zer-
melo » cité plus haut. 1l définit ensuite ce qu’il appelle les My, 11
appelle I' Ia somme logique de tous les My, de telle facon que tout
élément faisant partic d'un My fasse parlie de I'. 1l sagit de montrer
que 1" n’est antre chose que ensemble total E. Car s'il n'en élait pas
ainsi, I'ensemble E—T" conliendrait un élément distingué A; I'en-
semble '+ A serail un My, de Lelle sorte que A ferait partic d'un
My sans faire parlie de I', ce qui est contraire a I'hypothése.

(Gest Loujours la méme chose; la définition de 1" n'est pas prédica-
tive. La somme logique de fows les My, cela doit vouloir dire la
somme logique de leus les My dans la définition desquels ne figure
pas la nolion de I'; et alors le My, formé par 1" el I'élément dislingué
de B—TI' doit &tre exclu. Aussi, quoique je sois plulot disposé a
admettre l'axiome de Zermelo, je rejette sa démoastration, qui
m’avail fail croire un instant qu'aleph-un pourrail L'ien exisler.

XV. — CoxcLusioNs.

Une démonstration vraimenl fondée sur les principes de la
Logique Analytique se composera d'une suile de propositions; les
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unes, qui serviront de prémisses, seronl des idenlités ou des défini-
tions; les autres se¢ déduiront des premicres de proche en proche;
mais bien que le lien entre chaque proposition et la suivanle
s'apergoive immdédiatement, on ne verra pas du premier coup com-
menl on a pu passer de la premiére 4 la derniére, que l'on pourra
étre lenlé de regarder comme une vérité nouvelle. Mais si l'on
remplace successivement les diverses expressions qui y figurent par
leur définition et si I'on poursuit cette opération aussi loin qu'on le
peul, il ne restera plus & la {in que des idenlités, de sorle quc tout
se réduira & une immense tautologie. La Logique reste done stérile,
a moins d’étre fécondée par Uintuilion,

Voila ¢e que j'ai éeril aulreflois; les logisliciens professent le con-
traire et croient l'avoir prouvé en démontrant ecffectivement des
vérilés nouvelles. Par quel mécanisme?

Pourquoi, en appliquant & leurs raisonnements le procédé que je
viens de décrire, c'est-a-dire en remplacant les lermes définis par
leurs délinilions, ne les voil-on pas se fondre enidenlilés comme les
raisonnements ordinaires? G'est que ce procédé ne leur est pas appli-
ocable. EL pourquoi? parce que leurs définilions sont non prédicatives
et présentent cetle sorte de cercle vicieux caché que j'ai signalé
plus haut; les définitions non prédicatives ne peuvent pas élre sub-
slituées au lerme (éfini. Dans ces conditicns, lu Logistique n'est plus
stévile, elle engendre Pantinomie.

C'est Ia eroyance & I'existence de Uinfini acluel qui a donné nais-
sance & ces délinitions non prédicatives. Je m'explique @ dans ces
définitions figure le mot lous, ainsi qu'on le voit dans les exemples
cités plus haul. Le mot fows a un sens bien nel quand il s'agil d'un
nombre fini d'objets; pour qu’il en edt encore un, quand les objets
sonl en nombre infini, il faudrait qu’il y eat un infini acltuel. Aulre-
ment [lous ces objels ne pourront pas étre congus comme posés
antéricurement & leur définilion et alors si la délinition d'une nolion
N dépend de tous les objels A, elle peut élre entachée de cercle
vicieux, si parmi les objets A il y en a qu'on ne peut définir sans
faire inlervenic la nolion N elle-méme.

It wy a pas d'infini actuel; les Cantoriens 1'ont oublic, el ils sont
tombés dans la contradiction. I est vrai que le Cantorisme a rendu
des secrvices, mais ¢'élail quand on Uappliquait & un vrai probléme,
dont les termes élaientl netlement définis, et alors on pouvait mar-
cher sans crainte.
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Les logisticiens 1'ont oublié comme les Canloriens et ils ont ren-
contre Tes méames difficults
engagés dans ectle voie par aceidenl, ou si ¢’étail pour enx une

tx. Mais il &’agit de savoir s'ils se sont

nécessité.

Pour moi, la question n’est pas douteuse; ln eroyance & I'infini
acluel est essentielle dans la logistique russelienne. C'est justement
ce qui la distingue de la logistique hilbertienne. Hilbert se place
au point de vue de Uextension, précisément afin d'éviter les anti-
nomies cantoriennes; Russell se place au point de vue de la com-
préhension. Par conséquent le genre estpourloi anlérienr i Uespéce,
el le summum genus esl anlérieur a toul. Cela n'anrait pas d'in-
convénient si le summunm genus était fini; mais s'il est infini, il faut
poser l'iulini avant le fini, Cest-a-dire regarder U'infini comme actucl.

it nous n'avons pas seulement des classes infinies: quand nous
passons du genre & Uespeee en restreignant le coneept par des condi-
tions nouvelles, ces condilions sont encore en nombre infini. Car elles
expriment giénéralement que Uobjet envisagé présente telle ou telle
relation avee tous les objels Cune classe infinic.

Mais cela, cest de Ihistoire ancienne. M. Russell a apercu le péril
et il va aviser. Il va tout changer; et qu'on s'enlende bien : il ne
s'appréle pas seulement & introduire de nouveaux principes qui per-
meltront des opérations autrefois interdites; il sappréte & interdire
des opéralions qu'il jugeait autrefois Iégilimes. 1l ne se contente pas
d'adorer ce qu'il a bric; il va braler ce qu’il a adoré, ce qui est
plus grave. 11 n'ajoule pas une nouvelle aile au bitiment, il en sape
les fondalions.

L'ancienne Logistique esl morte, i bien que la zigzaz-Ltheory el la
no classes theory se disputent déja sa succession. Pour juger la
nouvelle, nous attendrons qu'elle existe.
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