
SUR LES LIGNES GEODESIQUES DES SURFACES CONVEXES* 

PAR 

HENRI POINCARIP 

? 1. Introduction. 

Dans mes JJethodes nouzCelles de la Jicaniique celeste j'ai etudie les par- 
ticularites des solutions du probleme des trois corps et en particulier des solutions 
periodiques et asymptotiques. I1 suffit de se reporter 'a ce que j'ai ecrit a ce 
sujet pour comprendre l'extreme complexite de ce probleme; a cote de la diffl- 
culte principale, de celle qui tient au foind me6me des choses, il y a une foule de 
difficultes secondaires qui viennent conmpliquer encore la tache du chercheur. 
I1 y aurait done interet 'a etudier d'abord Uln probleme ou on rencontrerait cette 
difficulte principale, mais oiu on serait affranchi de toutes les difficultes secon- 
daires. Ce probleme est tout trouve, c'est celui des lignes geodesiques d'une 
surface; c'est encore un probleme de dynamique, de sorte que la difficulte prin- 
cipale subsiste; mais c'est le plus simple de tous les probl'emes de dynamique; 
d'abord il n'y a que deux degres de liberte, et puis si l'on prend une surface 
sans point singulier, on n'a rien de comparable avec la difficulte que l'on ren- 
contre dans les probl'emes de dynamique aux points ou la vitesse est nulle; dans 
le probleme des lignes geodesiques en effet, la vitesse est constante et peut etre 
regardee comme une des donnees de la question. 

M. HADAMARD l'a bien compris, et c'est ce qui l'a determine a etudier les lignes 
g odesiques des surfaces 'a courbures opposees; il a doiin une solution compl'te 
de ce probl'eme dans un memoire du plus baut iiiteret. Mais ce n'est pas aux 
geodesiques des surfaces ?a courbures opposees que les trajectoires du probleme 
des trois corps sont comparables, c'est au contraire aux geodesiques des surfaces 
convexes. 

J'ai done aborde l'etude des lignes geodesiques des surfaces convexes; mal- 
heureusement le probl'ene est beaucoup plus difficile que celui qui a ete resolu 
par M. HADAMARD. J'ai done duf me borner ta quelques resultats partiels, rela- 
tifs surtout aux getodesiques fermees qui jouent ici le role des solutions perio- 
diques du probl'eme des trois corps. 

* Presented to the Society at the St. Louis meeting, September 17, 1904. Received for publi- 
cation January 4, 1905. 
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? 2. Foyers et caustiques. 

Soit S une surface convexe, analytique; supposons que ses deux rayons de 
courbure principaux restent constamment compris entre deux limites L1 et L2 et 
par cons6quent sa courbure totale entre L, et L2. Nous voyons d'abord que 
le rayon de courbure de l'une quelconque de ses geodesiques restera toujours 
compris entre L1 et L Je commence par rappeler les propriet6s essentielles 
des foyers et des caustiques. 

Soit 0 un point fixe de la surface S. Envisageons une geodesique O3 
passanlt par le point 0, soit OF une autre geodesique fixe passant par ce menme 
point 0, soit v l'angle sous lequel ces deux geodesiques se coupent en 0, soit u 

l'arc 01Xcoinpte sur le geodesique. Ces deux quantites it et v peuvent etre 
regardees comme des coordonnees definissant la position du point 3 sur la sur- 
face; ce sont, en quelque sorte, des coordonnees polaires, le point 0 jouant le 
role du polIe, et la geodesique OH celai de l'axe polaire. Le carre de l'elerment 
d'arc sera de la forme 

ds2 = dut2 + X2dv2 

ou X est une fonction de ut et de v. 
I1 est a remarquer qu'un point quelconque 3 de la surface correspond a une 

infinite de couples de valeurs des coordonnees ui et v, et en effet il y a une 
infinite de manieres d'aller de 0 en 31 en suivant une geodesique. Par exemple 
si S se reduit 'a une sph'ere de rayon 1, on a 

dS2 = dU2 + sin2 u. dv2 
et les couples de valeurs 

(u, V), (it + 27r, v), (u + 47r, v), 

correspondent a un meme point M. 
Considerons deux geodesiques issues du point 0 et infiniment peu differentes, 

et supposons qu'elles se coupent de nouveau en un point 3. Nous aurons pour 
le point d'intersection deux couples de valeurs des coordonnees et l'on obtiendra 
l'un oni l'autre suivant qu'on atteindra ce point 3 en suivant la premi'ere geo- 
d6sique, ou bien en suivant la seconde qui en differe fort peu. Comme ces deux 
geodesiques soiit infiniment peu differentes, les deux couples de valeurs seront 
tres peu diff4rents, soit (u, v), et (ut + dut, v + dv). Comme le point 31 
represente par ces deux couples est 16 meme, on aura 

ds2 = d?t2 + X2dV2 - 0 

soit 
du=0, X=0. 

Si donc nous envisageons deux g6eodesiquies infiniiinent voisines issues du point 
0, elles se recouperolut successivemeiit en une infinite de points d'apres Ull 
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theor'eme de M. HADAMARD et les points d'iintersection successifs pourront etre 
designes par F1, F2, ***, F . Le point Fn est ordinairement appele le n6me 

foyer du point 0; on voit que F est le (p - q)eme foyer de Fq. 
On appelle caustique l'enveloppe de toutes les geodesiques issues du point 0; 

et on voit que la caustique est le lieu des foyers du point 0. Cette caustique 
d'apres ce qui precede a pour equation 

x = O. 

Considerons un instant v comme une constante, de fa9on a suivre constamment 
une des geodesiques issues de 0, et designons par X', X", etc., les derivees suc- 
cessives de X par rapport 'a u. On sait que 

x, 

represente la courbure totale de sorte que l'on a 

L2 x<L2 1 B 12 

On conclut aisement de ces in6qualites: 
1 . que X, X' et X" sont toujours finis. 
20. que les racines de l'equation X = 0 sont separees par celles de l'equation 

' = 0 et reciproquement. 
3?. que si u0 est une racine de 1'equation X = 0 et u1 une racine de l'equation 

X' = 0; si entre u0 et u1 il n'y a aucune racine ni de X- 0, ni de X' =, on 
aura les inegalites 

(2) ~~~~~~~7r 7 (2) L 2 <U 11 uo <-L, 

Si done nous considerons u et v) comme les coordonnees polaires d'un point 
dans un plan, et que nous construisions dans ce plan les courbes X = 0, X' = 0, 
Inous voyons que ces courbes se composent d'une serie d'ovales fermenes s'envelop- 
pant mutuellement et enveloppant le pole, de sorte que si l'on s'eloigne du pole 
en suivant un rayon vecteur on rencontre alternativement une ovale appartenant 
A X = 0 et une ovale de X' = 0; la distance de deux ovales consecutives est 
comprise entre -7r/2L2 et -7r/2L,. On a d'ailleurs pour u = 0, 

x-O x'- 1 

de sorte que l'on peut considerer le pole comme l'une des ovales de la courbe 
X - 0, cette ovale se reduisant "a un seul point. 

Les lers foyers se trouvent sur la 1ere ovale, les 2ds foyers sur la 2de, et ainsi de 
suite. On voit done que les foyers des differents ordres sont enti'erement separes 
les uns des autres. C'est ce qui nous permet de definir la nme caustique comme 
le lieu des nrnes foyers. 
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Nous appellerons P le plani sur lequel nous representons ainsi les points de S, 
en prenant pour coordonlnees polaires u et v. Dans ce plan, nous appellerons 
Cl, C2, *.* les ovales successives de la courbe X 0, (CO se reduisant au pole); 
nous appellerons CQ, CQ, . . les ovales successives de la courbe ' = 0. Dans 
le cas ou la surface S serait de revolution, le point 0 etant le pole, X ne depen- 
drait que de u et les ovales C et C' se reduiraient a des cercles concentriques. 
Soielt x, y, z les coordonnees du point X et 

F(x, y, z) = 0 

l'6quation de la surface S. Les 6quations d'une ligne g6odesique peuvent 
s'6crire 

(3) d2 dF d2y dF d2z dF 
du2 dx' du 2 dy du2 dz 

, 6tant determine par l'equation 

(4) / dF dx \2+ 22dF dx dy + 2 ( 
dX2 ( 

+ 2 x- F)2u u-+ 1 

Les valeurs initiales de x, y, z seront les coordonnees du point 0; quant aux 
valeurs initiales de dxl/du, dy/du, dz/du, elles dependront lineairement de cos v 
et sin v. 

Les equations differentielles (3), (4) ne peuvent adrnettre de point sinigulier 
reel; elles n'en adimettraient en effet que si , devenait infini, c'est "a dire si 
I (dF/dx )2 s'annulait, c'est 'a dire si l'on avait a la fois 

dE dF dF 
= =_'=0, 

dx dy dz 

c'est "a dire si la surface S avait un point singulier, ce qui n'est pas. Nous 
sommes done certain que la solution envisagee de nos equations differentielles, 
n'ira passer par aucun point singulier. Je puis donc lui appliquer le theorbme 
que j'ai d6montr6 aux Nos. 23 "a 28 du Tome ler de ttlhodes nouvelles de la 
Me&canique cleste. I1 en r6sulte que x, y et z sont des fonctions holomorphes 
de u et des valeurs initiales, et par consequent de u et de v; je veux dire que 
x , y, z sont developpables suivant les puissances de n - uoI, v - vo pourvu que 
I u-uo I et I v-vo I soient assez petits et cela quelles que soient les valeurs de 
uo et vo. 

Revenons 'a nos caustiques; s'oient Q9 et Q2 deux points d'une caustique entre 
lesquels nous supposerons qu'il n'y ait aucun point singulier. Quelle sera (sur 
le surface 5) l'arc de caustique compris entre ces deux points ? Si ul et in2 sont 
les valeurs de u correspondant A ces deux points; cet arc est 

I it1I -i21 
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On le verrait par un raisonnement tout pareil a celui qui donne l'arc de la 
d6veloppee d'une courbe plane. 

L'element d'arc de caustique est done egal "t du. 
Reprenons les deux geodesiques infiniinent voisines issues du point 0 et cor- 

respondant aux angles v et v + dv. La distance d'un point de la Jere geod6sique 
a la 2de sera evidemment Xdv; quand on approchera d'un foyer, cette distance 
tendra vers 0 puisque X tendra vers 0, les deux g6od6siques se recouperont 
sous un angle X'dv. L'angle de contingence geodesique de la caustique est 
done X'dv. La courbure geodesique de la caustique est donc (d )2 

VduJ 

tdy 
VdvJ 

Cela pos6 reprenons l'6quation X = 0; en aucun point on ne pourra avoir 
xi = 0: les deux cotirbes X = 0, X' = 0 ne peuvent se couper, puisque la dis- 
tarice des deux ovales C et C' est au moims egale a -7r/2L2; donc l'6quation 
X = 0 peut etre r6solue par rapport a u, et u est une fonction holomorphe de v. 
Comme x, y, z sont fonctions holomorphes de u et de v, nous voyoiis que dans 
I'equ,ation de la caustique les coordonnees x , y, z sont des fonctions holo- 
morphes de v. 

Toutes les fois que dX/dv n'est pas nil, l'equation X = 0 peut 6tre r6solue par 
rapport 'a v, et v est fonction holomorphe de u. Les coordonnees d'un point de 
la caustique sont donc des fonctions holomorphes de l'arc u. Tous les points 
singuliers de lnotre caustique nous seront donc donnes par l'equation dX/dv = 0. 
J'ajoute que la courbure geod6sique de la caustique ne peut pas s'annuler ni 
changer de signe, puisque dX/du ne peut s'annuler. II n'y a donc rien qui cor- 
responde a une sorte de point d'inflexion. 

Les points singuliers de la caustique correspondent donc aux racines de l'equa- 
tion dX/dv = 0, c'est a dire aux minima de u quand on de6crit l'une des ovales 
C dans le plan P. 

Pour nous rendre compte de la nature de ces points singuliers prenons un 
instant pour origine le point singulier, pour plan des xy le plan tangent, pour 
axe des x la tangente 'a la courbe, et choisissons l'origine de l'angle v de fa9on 
que v = 0 au point singulier. Alors x et y sont d6veloppables suivant les 
puissances de v, le ler terme du d6veloppement est en v"' pour x, en v"L pour y; 
et les entiers m et n satisfont ?a l'in6galite 

m < n. 

Si X s'annule ainsi que ses p premi'eres d6riv6es par rapport 'a v et que la 
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(p + 1 )eme ne s'annule pas, comme d'ailleurs d/du ne s'annule pas; on voit que 
le developpernent de u commence par un terme en vv+'. On aura done 

Mn = p + 1. 

D'autre part dX/dv commence par un terme en vP de sorte que pour un point 
tres voisiln du poilnt singulier, la courbure g6od6sique est de l'ordre de v-P. 

Or cette courbure a pour expression 

dx d2y dy d2x 
dv dv2 dv dv' 
[(d 2 (d)2 3r 

elle est donc de l'ordre de 

m ? n-3 -3(m-1)j = n- 2m. 
On a donc 

n - 2m = -p, 
d'ofu finalement 

rn=p?+ 1 n=p+2. 

Le cas le plus simple est celui de 

p =1, M-= 2 n= 3; 

le point singulier est alors un point de rebroussement ordinaire. 
Ces points de rebroussement correspondent aux maxima et aux minima de u, 

mais les deux cas doivent etre distingues. S'il s'agit d'un minimum, et si R est 
le point de rebroussement en question, les deux branches de la caustique touch- 
ent non la geodesique OR, mais son prolongement; s'il s'agit d'un maximum, 
les deux branches de la caustique sont dirigees de R vers 0. 

Nous sommes ainsi amenes 'a distinguer 4 sortes de foyers. 
1'. Les foyers ordinaires, correspondant aux points non singuliers de la 

caustique (p = 0). 
20. Les foyers en pointe, correspondant aux points de rebroussement ordin- 

aires (p = 1), qui sont des minima de u. 
- 30. Les foyers en talon, correspondant aux points de rebrousseinent ordin- 

aires, (p = 1) qui sont des maxima de u. 
Ces deux expressions sont empruntees 'a l'art des chemins de fer; je me 

represente une trifurcation, oiu nous avons la voie principale represente par la 
geodesique OR et deux embranchements represent's par les deux branches de la 
caustique; un train qui suivrait la ligne principale en allant de 0 vers R ren- 
contrerait les aiguilles en pointe dans le ler cas et en talon dans le 2'. 

40. Les Jbyers singuliers, correspondant aux points singuliers d'ordre plus 
eleve (p > 1). On voit pour ce qui precede que ces points singuliers rentrent 
dans tous les cas dans une classe tr'es particulier. 
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Nous introduisonls maintenant la notioni de ligne de partage. Supposons que 
l'on joigne chaque poilnt de la surface S ati poinlt 0 par le plus court chemin. 
Ce plus court chemiin sera un arc de geodesique. Si OAPM est le plus 
court chemin de 0 ti 31M; si le point P est situe sur l'arc OAPJi, l'arc 
OAP sera manifestemeDt le pluis court chetilin de 0 Ci P. I1 suit de la que 
le plus court chemin de 0 'a 3 ne peut jamnais croiser le plus court chenin de 
O0a 1 '. 

Soit OMi uile geode'sique quelconque passant par 0; on pourra trouver sur 
cette geodesique un point P, tel que le plus court chemin de 0 a un point Q 
situe sur la geodesique O entre 0 et P, soit pr6cise6nent l'arc OQ de cette 
geodesique O , mais que cela lne soit plus vrai si le point Q est au dela de P. 
On dit alors que P est l'extremitet du plus court chemin OP. 

Nous pouvons alors conclure que par tout point de S passe un plus court 
chemin et un seul. 11 y a exception pour les extre'mites des divers plus courts 
chenins; si P est l'une de ces extremites; du point P partiront au moins deux 
plus courts chemins qui auront l'un et l'autre leur extre6mites en P. Tous les 
plus courts chemins qui ont leur extremite en P ont meme longueur. 

Le lieu des points qui sont les extiemites de deux on plusieurs plus courts 
cheinins forment un ensemble de lignes que l'on peut appeler lignes de partage, 
Si un point P partent seulement deux plus courts chemins, par le point P passe 
une seule ligne de partage dont la tangent est la bissectrice de l'angle forme 
par les tangentes aux deux plus couirts chemins. 

Si du point P partent plus de deux plus courts chemins, au point P aboutis- 
sent plusieurs lignes de partage, dont les tangentes sont les bissectrices des 
angles formes par les tangentes a deux plus courts chemins consecutifs. 

L'ensemble des lignes de partage ne divise pas la surface S en deux regions, 
puisque l'on peut aller du point 0 a un point quelconque 3 de la surface sans 
traverser aucune ligne de partage; il suffit pour cela d'aller de 0 en 3 par le 
plus court chemin. 

L'ensemble des lignes de partage, ou une partie de ces lignes, ne peut donc 
jamais constituer un polygone ferme; il formera une sorte de systerne rameux. 
oju les bifurcations seront representees par les points oiu aboutissent plus de deux 
plus courts chemins. Que representeront alors les extremite's des rameaux? Sup- 
posons que nous suivions une ligne de partage PQR et que le point R soit 
l'extremite de cette ligne. Du point Q partiront deux plus courts chemins de 
meme longueur; quand le point Q ira de P en R, ces deux plus courts chemins 
varieront d'une manilere continue. Au point R ils devront se confondre en un 
seul. 

Il est aise de voir que les points R sont les seuls points des lignes de partage 
qui se trouvent sur la 1 re caustique; (je veux dire bien entendu qu'en aucun 
autre point d'unie ligne de partaga, l'un des plus courts chemin qui y'aboutissent 
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ne touche la 1ire caustique). On voit d'ailleurs que ces points R ne peuvent 
etre des foyers ordinaires, mais seulement des foyers en pointe. 

?3. Geodesiques d'un spheroide. 

Cherchons les geodesiques d'une surface tres peu differente d'une sphere; 
nous n'aurons pour cela qu'A appliquer la methode de la variation des constantes 
de LAGRANGE. Sur la sphere, les lignes geodesiques sont les grands cercles 
et l'on peut adopter cornine elements definissant le mouvement d'un point sur ce 
grand cercle de la merme maniere que les elements elliptiques definissent le mouve- 
ment Keplerien d'une plaiiete, les quatre quantites suivantes: les coordonlnees 
du pole du grand cercle, la vitesse uniforme du mouvement ou une fncletion de 
cette vitesse, la longitude du point mobile sur ce grand cercle, comptee a partir 
d'une certaine origilne. Mais il convient d'abord de mettre les equations sous 
la forme canonique. Si nous mettolns l'ele6mlent lineaire d'une surface quel- 
conque sous la forme 

ds2 = Ed u2 + 2Fdudv + Gdv2, 

on aura pour l'expression T de la demii-force vive qui figure dans les equations 
de Lagrange ou de Hamilton 

T- I(EU'2 + 2Fut'v' + Gv'2) 
d'ou 

= d T,_ Eiu' +- Fv', 

dTi 
V= -,=Fu' + Gv' dv 

et 
T7 ((SU2 + 2 UV+ 6 T2), 

ou C, a et 6S ont des valeurs faciles a calculer. Dans la cas de la sphere on a 
simplement 

T- (u2 sin'u v'2), 
d'oiit 

T= I U2 + Si1?.. 
2 P1 T2 , sin V2)U 

Dans le cas d'une surface tres peu diff6rente de la sphere, on aura 

T= To r 4T1, 
ou 

T = (u2 I2 V2) 

ou / sera tr'es petit et ou 

T7 (e U2 + 2fUV + g V2) 

e, f et g etant des fonctions quelconques de ut et de v. 
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Formons l'equation de Jacobi. 
Supposons d'abord , = 0 de fa9on que notre spheroYde se reduise A uwle 

sph'ere. 
Soit 0 la longitude du noeud de l'orbite circulaire decrite par le point sur la 

sphere, sur le plan de l'equateur; soit i l'inclinaison de cette orbite; soit X la 
longitude du point mobile sur la sphere cormptee "i, partir du noeud; soit w la 
vitesse de circulation; (le rayon de la sphere est pris pour unite aiinsi que la 
masse du point mobile); alors la demi-force vive sera W2/2; la constante des 
aires sera w dans le plan de l'orbite et c cos i dans le plan de l'equateur. 

I1 est aise d'exprimer u, v, U, ,V en fonctions de 0, X, i, c, et on verrait 
comime en mecainique celeste que, eln posant G = co cos , 

wdX + GdO - Udct - Vclv 

est une differentielle exacte. 
Si nous lne supposonls plus t = 0, lnous pourrons toujours considerer des vari- 

ables nouvelles 0, X, i. cv, liees "a u, v, U et V par les memes relations que dans 
le cas de la sphere et que nious considererons comme " les elements de l'orbite 
osculatrice." Les equations coinservent alors leur forme canonique et peuvent 
s 'ecrire 

dX dT dw dT dG dT d8 dT 
dt do cit dd' dt d8' dt d( 

Quelle est la forme de T? Observons d' abord que To - W2/2 . Remarquons 
en outre que u, v, u'l/c, v'l/c, b/Il, V/l et par consequenit TW2 ne depen- 
dent que de i, X, 0. Posons done 

Wtr, T cT2S,T = a)c2S, J7 - c2S; 

i0os equations deviendront 

dw dS dii.. dS dS 
cocii-- ixi d- dod - cos 

dx ciS dO l dS -- = 2S?+. cotg i, di- si. d S, 

qui admettent comine il con vient l'integrale )22S = const. 
Comme S0 se re'duit a 1/2 nous pouvons ecrire 

di d dS1 dSI do d dS 
dTr sini ciO dX dr sin i dii' 

dr 1 + 2uS1? + cotg i 1d. 

Comnme ,t est tr'es petit, nous pouvons dans les seconds membres remplacer les 
inconnus par leurs valeurs approchees qui sont celles qui correspondent au cas 
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de la sph'ere; c'est A dire des valeurs constantes pour i et 0, potur X, la valeur 
approchee r + const. 

Au point de vue qui nous occupe, il sera d'ailleurs prWf6rable de prendre X 
pour variable ind6pendante et d'ecrire 

, d S1 . dS, 
di sini dO -Lcotgi dx 
dX ~ ~ ~ d 

1 + 2,tS1? + cotgi di 
ou en n6gligeant p', 

di ,dS8 dS, (1) ~~~~~dX =sinl i dfS, cotgb ) 

et de meime 
(2) d __ dSI (2) ~~~~dX sini di 

Dans les 2Is membres, on conservera alors X et on remplacera i et 0 par leurs 
valeurs approchees qui sont des constantes. 

Rendons-nous compte de la signification geomntrique de cette fonction S1; 
comment d'abord ferons-nous correspondre les points du sph6roide a ceux de la 
sphere? Le choix de cette correspondance est arbitraire dans une assez large 
mesure. Le plus simple est de faire correspondre les points oiu le plan tangenlt 
a m6me direction, c'est adopter ce qu'on appelle la representation spberique des 
surfaces. Dans ces conditions, si l'on veut me permettre le langage de la 
G6od6sie, u et v representeroilt, sur le sppheroide la colatitude et la longitude 
astrononziques. 

Consid6rons alors sur le spheroide deux points infiniment voisins i et i', 
et sur la sph'ere les deux points correspondants Mf et Xi. Soient u et v les 
coordonn6es de M (ou de Mi); soient u + u'dt, v + v'dt celles de i' (ou de 31). 
Soit ds l'arc if' et ds1 l'arc Mj1%, nous voyons que le rapport ds/ds, depend 
non-seulement de hI position du point i, mais de l'orientation de l'arc ifI'; 
lorsque cet arc appartient A une ligne de courbure, il n'est pas autre chose que 
le rayon de courbure principal correspondant. 

Si if et M' representent deux positions d'un point mobile sur le sph6roide 
aux instants t et t + dt, on aura pour l'61ergie cin6tique 

11= (ds)2 

I1 est manifeste que les deux couples de points MM' et 3< if correspondent 
aux memes valeurs de u, v, u', v'; mais ils ne correspondent pas aux memes 
valeurs de u, v, U, V, ni par cons6quent de i, 0, cc, X; car la relation qui lie 
Uet Vh u, v, u', v', n'est pas la meane pour a = 0 c'est A dire pour la sphere, 
et pour tu> 0, c'est a dire pour le sph6roide. Soit alors sur la sph'ere un couple 
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de points infiniment voisins MIX 3, choisis de faeon a correspondre aux memes 
valeurs de u, v, U, V(ou de i, 0, o, X) que le couple de points MM' du 
spheroide. 

Soient alors u et v les coordonnees du point MX, u + u'dt, v + v'dt celles du 
point M,; soit ds2 l'arc M1 3I. Alors i et 0 designeront la colatitude et la 
longitude du pole du grand cerele qui passe par- Ai et 21; X sera l'arc de ce 
grand cerele compris entre le point Mj et l'6quateur, et on aura enfin 

*i1>f2=ds2= wdt. 
Soit 

T= 1 (u2 + V'2 siu2 U) 

TO '(U'2 + v2sin2u), 
on aura 6videmment, 

(ds12 fds\2 02 'I' _ 1 (s) T' = I (d2) 

Si nous designons de meme par T' ce que devient TI quand on y remplace 
u' et v' par u' et v', la diff6rence 7' - Tf sera de l'ordre de ,u de meme que 0 0' 1 

dTJ1du'-dTj/du'. Comme U et V doivent avoir meme valeur pour le couple 
MMf3' sur la sphere et pour le couple M, M, sur le sph6roYde, on aura 

d7 - 
dT 

V dT' dT 
d'oui en negligeant y2 

du' du' + dLW ' 

dlT' dRT dT 

00 66o dv' dvs 

Jo multiplie la lore par uO; la 2de par vO et j'ajoute; j'obtiens alors par les 
proprietes des formes quadratiques, 

dl?' dT' ,dT ,dT 

>gUe t = Et 0 d6+ i.LtU0 d<t' -u 6 HI 

0du' - 0du= -du-du' 

d ou 

dT ) du =o diT' A;(u ' ) dv6 dv2u 1 

D'autre part, nous pouvons developper Ro par la formule do Taylor suivant 
les puissancos croissantes de u' - ul , v' - v; nous avons alors en nagligeant 
prp c'st a dire en negligeant les termes du 22 ordre, 

dT Tt ;d a To dT' _ ) a 2 

1>~~I1 
(o U )d, 

2 Tl 
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ou toujours en n6gligeant 2, 
2 To- -2--pT, 

d'ou 

Des deux relations 
T= To - 1, T= To + 71 

on tire d'aboid 
2T= To+ TO' 

c'est a dire 
2dcs2 = ds2 + ds2, 

ou en negligeant ,2 
2ds = dsc + ds2 

Ce que nous appelons SI, c'est le rapport ( T_ -W2 )/pW2, c'est a dire 

(d 72 -dS2 )/ud S2 

ou en negligeant les puissances sup6rieures de , 

ds2 - ds2 2 ds1- ds 2 ds -ds 
7ds2 7- ds 4 ds1 

Telle est la signification geometrique de S1. 
Reprenons maintenant les equations (1) et (2). Les 2ds membres sont des 

fonctions periodiques de X. Pour que i et 0 soient egalement des fonctions 
p6riodiques de X, c'est ia dire pour que la geodesique soit fermee il faut et il 
suffit que la valeur moyenne de ce 2d membre, considere comme fonction p6ri- 
odique de X, soit nulle. 

Quelle est cette valeur moyenne? Developpons S1 suivant les cosinus et les 
sinus des multiples de X et soit R la valeur moyenne de S1, c'est A dire l'en- 
semble des terines independants de X. Il est clair que dR/di sera la valeur 
moyenne de ds,/di, et dR/dO celle de dSc/dO. Quant it la valeur moyenne de 
dSc/XA, elle sera nulle. 

Pour que les valeurs moyennes de nos 2ds membres soient nulles, il faut done 
et il suffit que 

dcQ dR_ 
j_ 1- i- 

-oI 
d/i - c/6 

Les geodesiques fermees repondront done aux maxima, aux minima, et aux 
minimax de la fonction R. A l'exemnple des Anglais, j'appelle minimax les 
points oiu s'alnnulent les derivees du ler ordre d'une fonction de deux variables 
sans qu'on ait ni maximum, ni minimum. 

Il faut d'abord rechercher la signification geometrique de la fonction R. Si 
nous donnons ia i et ia 0 des valeurs constantes et que nous fassions varier X, 
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comment variera le point M. Le point MX decrira sur la sph'ere un grand cerele, 
le plan tangent au point Al restera donc parallele A, une droite D dont la direc- 
tion est definie par la colatitude i et la longitude 6. Construisons un cylindre 
circonscrit au spheroYde et dont les generatrices sont paralleles 'a D; il touche 
le sph6roide suivant une courbe fermee C. Le point lXE restera sur cette courbe 
C. Cette courbe C sera ce qu'on pourrait appeler, dans le langage de la 
geod6sie, un granid cerele astronomique. 

On a alors 

27r J 

Soient X, M"1' deux points infiniment voisins de la courbe C, soit X., X1 
les deux points correspondants de la sphere. Soit comme plus haut 

3Li1' ds, M,1 X= ds1. 
On aura ds1= dX et 

S 2 ds -ds 
= ds, 

d'oiLi 
1 2 ds-ds t 

pli d 2 2dX/ - -o (S s-$ S) P - 
-'~t -d X---(s 

Ici S1= 27r est la longueur totale dui grand cerele de la sphere, et s est la 
loiugueur totale de la courbe C. 

Ainsi les maxima, minima et mininiax de R correspondent aux minima, 
maxima et minimax de la longueur totale des courbes C. 

Considerons sur la sph'ere le grand cerele qui correspond 'a une courbe C, 
soient P et P' les deux poles de ce grand cerele; la colatitude et la longitude 
dui point P sont i et 6; et R est une fonctioni de i et de 6. Remarquons 
d'abord que cette fonction a meme valeur aux deux points diametralement 
opposes P et P'. Construisons les courbes R = const., c'est A dire les courbes 
qui joignent les differents points P oiu la fonction R a la meme valeur. Nous 
aurons une serie de courbes telles que par ehaque point de la sph'ere passe une 
de ces courbes et une seule. Aux minima et aux maxima de 1t correspondent 
des points isoles de ces courbes, aux minimax des points doubles 'a tangentes 
reelles. Un theor'eme d'Analysis Situs nous apprend que le nombre total des 
minima et des maxima, c'est A dire des points isoles, surpasse de 2 unites celui 
des minimax, c'est La dire des points doubles. Je me bornerai La renvoyer La ce 
sujet La mon me"moire sur les courbes definies par les equations differentielles 
(Journal de Liouville, ser. 3, tome 7). 

Le nombre total des minima, maxima et minimax est done un mnltiple de 4, 
plus 2. Mais A chaque courbe C correspondent deux poles P et P' diametrale- 
ment opposes, done La ehaque geodesique fermee correspondent deux minima, 
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maxima ou minimax. Le nombre total des geodesiques fermees est donc impair, 
puisque c'est la moitie du nombre total des minima, maxima et minimax. 

Il ne s'agit bien entendu ici que des geodesiques fermees qui subsistent 
quelque petit que soit ,u. Il peut y en avoir et il y en a une infinite d'autres. 
Une question reste a traiter. L'existence des geode'siques fermees dont nous ven- 
ons de parler "a ete tablie par un calcul approximatif puisque nous avons neglige 
#2* Cette existence peut-elle etre demontree rigoureusement? Ou plutot cette 
demonstration rigoureuse ne peut elle pas se tirer directement de notre calcul 
approximatif? Oui, cela peut se faire et par un procede connu; on n'a qu'a 
appliquer les principes exposes dans le Chapitre 3 du Tome 1 de mon ouvrage, 
Les lMeJthodes nouvelles de la 1Jecanique celeste. 

? 4. Le principe de continuite analytique. 

Soient S et S' deux surfaces quelconques satisfaisant aux conditions que 
nous nous sommes imposees dans les paragraphes precedents et que j' appellerai 
pour abreger les conditions A. On peut toujours passer de l'une 'a l'autre 
d'une manTere contin?ue. Je veux dire que l'on peut supposer une surface vari- 
able Y. qui ayant pour equation generale 

F(x, y, Z, t) = 0, 

oiu le jer membre F est une fonction analytique des coordonnees x, y, z et d'un 
parame'tre variable t (qui restera analytique au moins pour tous les systemes de 
valeurs de x, y, z, t, tels que 10. t soit compris entre 0 et 1; 2?. x, y, z soient 
reels 3?. F soit nul.) et de telle fa9on: 10. Que cette surface Y. se reduit a S pour 
t = 0 et "a S' pour t = 1; 20. Que quand t varie d'une mani'ere continue depuis 
0 jusqu'a 1, cette surface Y, ne cesse jamais de satisfaire aux conditions A. 

Ainsi la surface E quand t variera d'une mani'ere continue entre 0 et 1, res- 
tera convexe et analytique, ses ravons de courbure restent compris entre des 
limites determin6es. Considerons sur cette surface variable I une ligne geo- 
desique satisfaisant a une certaine condition, par exemple a celle d'etre ferme6e. 
Soit y (x), z = f(x) l'equation de cette geodesique. Definissons cette 
geod'sique, par les donnees initiales; appelons par exemple y0 et z% les valeurs 
de y et de z pour x = 0, de sorte que 

Yo= b(0), z = (0). 

Soient de meme y', z' les valeurs initiales de dy/dx et dz/dx , de telle fa9on que 

YOI~~ ~~ *1 () 0 (0). 

Ces donnees initiales yo, zo, y', zg suffisent pour distinguer notre geodesique de 
toutes les autres geodesiques tracees sur la surface 1. 

Cela pose, si nous ecrivons que cette geodesique est fermee, nous obtiendrons 
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entre yo, z0, yo, zo certaines relations qui seront analytiques. Donc yo I zo y,' z 
sont lies a t par des relations analytiques; si nous considerons yO0, y,, z , t 
comme les coordonnees d'un point dans l'espace a 5 dimenisions, ces relations 
definiront une certaine courbe analytique que j'appelle C. Nous envisagerons 
une branche de cette courbe analytique que j'appelle B. I1 est aise de definir 
cette branche et de la distinguer des autres par continuite. Dans le voisinage 
de t- toI les quantites yO, yO, z,, zo sont susceptibles d'un ou de plusieurs 
developpements et chacun de ces developpements proc'ede suivant les puissances 
de ( t - to )1/q; la branche B se composera de tous les points reels de la courbe C 
qui correspondent a l'un de ces developpements; quand le developpement ne 
sera plus valable, on la poursuivra par le procede de la continuation analytique. 
Si q est impair, cette branche comprendra un point et un seul, tant pour t to - e 
que pour t = to + e; si q est pair, elle comprendra deux points pour t to - e 
et z6ro pour t = to + e; ou inversement. 

Nous dirons que les differentes geodesiques fermees qui appartiennent aux 
differents points d'une meme branche B font partie d'une meme serie continue. 

Considerons les differents geodesiques fermees d'ulne meme serie continue qui 
appartiennent a une meiiie surface ;. Elles correspondent aux points d'inter- 
section de la branche B avec le plan t= to. Le nombre de ces points ne peut 
varier que quand to prend uine valeur telle que le nomibre que nous appelions 
plus haut q soit pair. Dans ce cas, ce nombre varie de deux unites. D'oiu cette 
conisequence: 

Le nombre des geode'siques d'une surface E qui font partie de une, deux 
ou plusieurs series continues determinees est constamment pair ou constam- 
ment impair. 

Examinons maintenant les differentes sortes de courbes fermees que l'on peut 
tracer sur une surface convexe. Ces courbes au point de vue de l'Analysis Situs 
se repartiront en une infinite de types caracterises par le nombre et la disposi- 
tion des points doubles. 

Considerolns une serie continue de geodesiques fermees; elles pourront appar- 
tenir a differents types; comment pourront elles passer d'une type A l'autre? 
D'abord elles ne pourront jamais avoir de point de rebroussement; car les geo- 
desiques des surfaces satisfaisant aux conditions A n'ont aucun point singulier- 
Ensuite, il ne pourra jamais arriver que deux branches de cette geodesique vien- 
nent a se totucher. Car deux geodesiques ne peuvent se toucher sans se confon- 
dre, attendu qu'un point et la tangente en ce point sur une surface convexe 
deterinine completement une geodesique. 

II resulte de lIa que dans une nzmee serie continue, le nombre des points 
doubles d'une geodesique fermee demeure constant. Ce nombre en effet, pour- 
rait varier de deux mani'eres: 10. Si un point double a tangentes reelles devenait 
un point isole a tangentes itniaginaires, mais alors il faudrait passer par un 
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point de rebroussement. 20. Si deux points doubles reels deveniaient imaginaires 
conjugues, mais alors il faudrait qu'au mioment du passage, deux branches de 
courbe vinssent "a se toucher. 

Nous venons de voir que tout cela est impossible; un seul point reste "a 
eclaircir. Xi'ai dit que deux geodesiques ne peuvent se toucher a noins de se 
confondre. Ne serait il pas possible que pour certaines valeurs de t, la geo- 
desique fermee que nous envisageons degenere parce quie deux de ses parties se 
conifondraient entre elles ? I1 est clair que cela est possible. Une courbe fermee 
d'un certain type, peut se reduire en degenerant a une courbe fermee d'un autre 
type parcourue plusieurs fois. C'est ainsi qu'un lima9on de Pascal, peut, a la 
liinite, se reduire "a un-cercle parcouru deux fois. I1 n'y a pas de raison pour 
que cela n'arrive pas pour les geodesiques et en fait cela arrive. 

Si une courbe fermee du type 17, peut degenerer en une courbe fermee du 
type 17' parcourue plusieurs fois, nous dirons que le type 17' est subordonnen 
au type T. 

Supposons done que nous considerions une serie continue de geodesiques 
feriie6es correspondant 'a la branche de courbe B definie pluis haut; que M, 
x1', 1M" soient 3 points infiluiment voisins de cette branche, que 1' soit entre 
3et 31", qu'en X la geodesique appartienne an tvpe T; qu'en 3' elle se 
reduise i une courbe fermee du type 17' parcourue plusieurs ?ois; qu'en 31" elle 
appartienne an type T", qui pourra etre d'ailleurs identique "a T. Le type 17' 
est ainsi subordonne tant 'a T qu'a- 17". Quand on passera de 31 en 3" on peut 
se demander si le nombre des points doubles a varie. 

Soit to la valeur de t qui correspond an point 3'; nous poserons T (t - to ), q 
en choisissant l'entier q de fa9on que yo zo, yo, z' soient developpables suivant 
les puissances de T. Considerons l^un des points doubles de notre geodesique, 
quand t tenid vers to, ce point se rapprochera d'un certain poilnt D de la geo- 
desique singuniere du type 17'. Prenons ce point pour origine et choisissons les 
axes de facon que le plan des yz ne soit tangent 'a aucune des branches de geo- 
desique qui passent par ce point. Dans ces conditions, nous pourrons mettre 
les equations 'Wune quelconque de nos branches de geodesique sous la forme 
suivante; y et z seront developpables suivant les puissances de x et de 7. Con- 
side'rons deux de ces branches et soient 

Y-- 
7m 

?2(f ) (z - m (v7 

y I T"'c (X ' ), z - t () 

leurs equations. Je suppose que ces deux branches se confondent pour = 0, 
oni a done 

o (z= x (x), =l(x) = ?(X). 

Cherchons les poilnts doubles, c'est ti dire les points d'inltersection de nos deux 
branches. Ils nous seront donnes par l'equation 
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IT' O ?m (Xt) -?n ( ' X) ] 0 

(laquelle entraline d'ailleurs l'autre equation 

IT7m [I (X) - ( ) = 0 

en tenant compte de l'equation de la surface ;). 
Soit 0,b(x) - 0,'(x) le premier des coefficients 0b (x) - fbj(x) qui ne 

s'annule pas identiquement; quand tendra vers zero, les points doubles ten- 
dront vers des limites, qui seront les solutions de l'equation 

0, (x) - 0k1(x) = 0 . 
Par l'hypothese le point x = 0 est une de ces limites; on a donc 

OP(? ) - .) (?)- =0. 

Nos points doubles sont alors donnes par l'equation 

rTnmp [ b)(X) - O ( X) 0 

dont le ler membre, developpable suivant les puissances de x et de T, s'annule 
pour X = T = 0; on peut en tirer x developpe suivant les puissances de T ce qui 
prouve que x reste reel aussi bien pour T > 0 que pour < 0, et par consequent 
qu'un point double reel, par exemple au point 1, lie peut devenir imaginaire au 
point Xl'. 

I1 n'y aurait d'exception que si la derivee 

d 

s'annulait pour x = 0. Or cela n'arrive pas; cela voudrait dire que deux 
branches se coupent en deux points infiniment voisins, c'est a dire qu'un point 
se confond avec son propre foyer, ou peut en devenir aussi voisin que l'on veut 
en comptant les distances sur la geodesique. Or nous avons vu plus haut que 
la distance d'un point 'a son foyer est toujours au moins egale a r/2L2. 

Donc meme dans ce cas, le nombre des points doubles ne peut varier. 
La disposition des points doubles peut elle varier ? Oui, mais uniquemnent de 

la maniere suivante: supposons trois branches de courbe qui se coupent en 3 
points doubles de facon 'a former un petit trialngle; 'a la limite ce petit triangle 
se reduit 'a un point et les 3 points doubles se confondent en un seul point 
triple; ensuite les 3 points doubles se separent de nouveau, et les trois branches 
forment de noaveau un triangle, mais dont la disposition est differente. Si la 
branche 1 parcourue dans UD certain sens rencontrait dans la 16re disposition, la 
branche 2 d'abord, puis le branche 3; dans la 2de disposition, elle rencontrera 
la branche 3 d'abord puis la branche 2. 

I1 est aise de voir que si les branches de courbe au lieu de determiner un triangle 
Trains. Am. Math. Soc. 18 
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deterininent un polygone de plus de 3 cotes; la disposition des points doubles ne 
pourra changer, car il faudrait que deux de ces branches devinssent tangentes. 
Lorsqu'on pourra passer de cette maniiere du type T au type 7', nous dirons 
que ces deux types sont equivalents. II y a des types qui ne sont equivalents a 
aucun autre, par exemple le type sans poinit double. Une courbe fermee a points 
doubles partagera la surface convexe en un certain nombre de polygones curvi- 
lignes dont quelques-uns pourront etre des biangles ou des uniangles. Si ancun de 
ces polygones n'est un triangle, le procede precedent ne pourra etre applique et le 
type ne sera equivalent a aucun autre. Considerons maintenant deux series 
conitinues de geodesiques; soient G la geodesique de la lre serie, G' celle de la 
2de; le nombre des points d'intersection de G et de G' ne pourrait varier que si 
ces deux geodesiques devenaient tangentes l'une a l'autre, ce qui est impossible. 

Le nombre des points d'intersection de deux geod'siques appartenant at deux 
series continues determineies est invariable. 

Supposons que pour t voisin de to, on trouve que le noombre q, dont nous 
avons parle plus haut et qui figure dans l'expression ( t - to)'X est pair pour la 
1ere serie continue, et egal a 1 pour la 2de serie. Il arrivera alors que pour 
t <to, nous aurons 2 geodesiques G et G" de la 1ere serie, et que pour t> to 
nous n 9en aurons plus. Au contraire nous aurons toujours une geodesique G' 
et une seule de la 2de serie, quel que soit t. Nous pouvons poser 

(t -to)l" 

et faire varier T d'une maniiere continue; alors dans la 1ere serie nous passerons 
de la geodesique G a la geodesique G"; et dans la 2de serie nous partirons de la 
geodesique G' et reviendrons finalement 'a cette meme geodesique G'. 

Donc le nombre des points d'intersection de G et de G' est le merme que celui 
des points d'intersection de G et de G". 

Quant a la disposition relative des points doubles de G et de G' et de leurs 
points d'intersection, elle ne pourra varier que de la fagon que j'ai dite plus haut 
?t propos de la disposition des points doubles d'une seule geodesique. 

Comme premiere application de ce principe; etudions les geodesiques fermees 
sans point double; ces geodesiqnies formeront evidemment une ou plusieurs series 
continues. D'apr'es ce qui precede ces series continues ne pourront contenir que 
des geodesiques ferinees sans point double. 

Donc le nombre total des geodesiques ferm6es sans point double est toujours 
pair ou toujours impair. Or nous avons vu au ? precedent que pour un spheroyde 
ce nombre est impair. De plus on peut passer d'un spheroide a ulne surface con- 
vexe quelconque d'une mani"ere continue. 

Done sur une surface convexe qaelconque, il y a toujours an moins une 
geodesiquf fern6ee sants point double et il y en a to?0ours un nombre impair. 

Par exemple pour uni ellipsoide iions avons le3 trois sections principales par 
les plans de syme'trie. 
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? 5. Stabilite et instabilite. 

Etudions maintenant les geodesiques peu diffe6rentes d'une geodesique fermee 
(avec ou sans point double). Pour cela nous nous servirons du systeme de 
coordonnees suivalnt. Soit G0 la geodesique fermee, 0 un point fixe de cette 
geodesique; prenons sur G? a partir du point 0, une longueur OP= u; au 
point P menons une geodesique Gi normale a Go; sur G? a partir de P prenons 
une longueur P i= v; les coordonnees du point Mf seront u et v. L'e'lement 
d'arc sera donne par 

ds2 =dV2 + h2 dU2. 

On voit que h = 1 et dh/dv = 0 pour v 0, et qtiel que soit u. Les equa- 
tions d'une geodesique seront 

d v' dh 
du 1 V12 + h2 dv 

v' 6tant la derivee de v par rapport a U; on en supposant v tr'es petit pour cher- 
cher les geodesiques tr'es voisines de Go 
(1) v" = v 

ou hA" est la valeur de d2h/dv2 pour v 0. Alors - A", qui represente la cour- 
bure de la surface au point (u, 0), est une fonction de u qui est d'ailleurs p6ri- 
odique puisque Go est fermee. 

L'equation (1) est une equation lineaire a coefficients p6riodiques; elle admet 
deux solutiolns remarquables de la forme suivante: 

(2) v = e a, (u), v = e-auif(U), 

0(u) et *(u) etant periodiques en u. 
Quatre cas peuvent se presenter: 
1'. Ou bien a est purement imaginaire et les deux solutions (2) imaginaires 

conjuguns. On dit alors que Go est stable. 
20. Ou bien a est reel et different de zero et les deux solutions (2) reelles. 

On dit alors que Go est instable. 
30. Ou bien on a a = a' + i7r/ U, a' etant ree], et U etant la longueur totale 

de Go; nos deux solutions peuvent alors se mettre sous la forme v - ea'u 4l (u), 
v = e-a*u# (u), les fonctions 41 et *1 etant reelles et telles que 

?)1 ( + U) = 1 (b) q *1 (Ub + U) 1(U ) . 

On dit encore dans ce cas que Go est instable. 
4?. Ou bien a est multiple de i7r/ U; c'est un cas limite, qui ne se pr6sentera 

pas en gen6ral et que nous laisserons de cote pour le moment; dans ce cas les 
expressions (2) peuvent prendre une forme dege'nrescente oiu figure log u; 
ainsi qu'il arrive dans le cas des racines multiples pour les equations lin6aires A 
coefficients constants. 



256 H. POINCA RE': SUR LES LIGNES [July 

Pla9ons nous d'abord dans le ler cas, et soient p et 6 le module et l'argument 
de la lire solution (2); alors l'equation (1) admettra comme solutions particu- 
li'eres, 

v =peio v = pe-, 
et comme solution generale 
(3) v=Apsin(6- 3), 

ou 13 et A sont des conistantes d'integration. 
Soit en particulier 

v1= psin , v2 = pcos 0, 
on aura 

(4) tgO=- vl fB dit 
2 * 2 

B etant une constante. La formule (4) oiu tout est d'ailleurs reel nous montre 
que tg 6 varie toujours dans le meme sens, par exemple toujours en croissant; 
car si tg 0 allait toujours en decroissant, il nous suffirait d'intervertir le role 
des deux soltutions (2). Done 0 est uine fonction croissante de u. 

Supposons qu'on ait pris l'unite de longueur de telle facon que la longueur 
totale de G soit egale a 27r. Qu'arrivera-t-il quand u augmentera de 07r? 
II arrivera que p ne changera pas et que 6 augmentera de 2a7r/i (ce qui nous 
montre d'ailleurs que a/i doit etre positif si l'on veut que 6 soit croissant). 

Cela pose, nous appellerons argument reduit d'un point sur la geodesique 
fermee Go la quantite 

i6 
a 

Si nous avons une unite de longueur quelconque et que U soit la longueur 
totale de Go l'argument reduit sera 

2i7rO 
a U. 

Il resulte de la que l'argument re'duit augmente constamment de 0 a 27r quand 
on parcourt la geodesique tout entiere. Cet argument reduit peut done servir 
a deflnir la position d'un point sur Go 

Revenons a la solution generale (3); elle represente ulne geodesique G tr'es 
peu differente de GO; les points d'intersection successifs de G et Go seront 
donnes par la formule 

6=13+Kw, 
ou Kest uln entier quelconque. 

Le K6me foyer du point 6 = /3, sera done le point 6 = 3 + Kwr; d'oiu cette 
cons6quence: Les arguments reduits d'un point et de son KJIme foyer dif' erent 
d'une quantite constante et positive 

Kiwr 27r 
a U 
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L'analyse qui precede ne differe pas de celle du No. 347 du tome 3 de mon 
ouvrage sur les methodes nouvelles de la me6anique celeste. Au No. 349 
j'ai envisage les solutions. instables et j'ai montre qu'elles se repartissent en 
trois categories. 

1?. Ou bien a est reel et 0(it) ne s'annule jamais (solutions instables de la 
P re categorie). On a alors 

e-2au *(u) B r du6 e ( u) e ( U 

ce qui montre que le ler mneimbre qui est toujours fini et croissant ne peut 
s'annuler qu'unie fois; comme e-2aue ne s'ainnule pas, il en resulte que *(u) ne 
peut s'annuler qu'une fois; et comme J(u) est p6riodique, 4r(u) ne s'annule 
jamais. D'ailleurs la solution g6nerale de (1) sera encore de le forme 

(5) v= eaK,o( )BJe2ud1 

ce qui montre que v ne peut s'anlnuler qu'une fois: Aucun point de G n'a 
done de foyer. 

2?. Oa bien a est reel et f (u) s'annule (solutions instable, de la 2de cat6gorie). 
La formule (5) nous montre alors que (l'integrale du 2d membre etant tou- 

jours croissante et devenant infini quand b s'annule) entre deux zeros consecutifs 
de 0b(u), il y a un zero de v et un seul. 

En particulier entre deux zeros de f(u), il y a un zero de *(at) et un seul. 
Si donc u 0, tl, U2, etc. sont les zeros successifs de b(u ) , les valeurs de 4 ( to0), 
J (Ua1), J(U2), *.. sont alternativement positifs et negatifs; mais la fonction 
J (u) etant periodique, doit revenir a la mNme valeur quand on fait tout le tour 
de Go. Donc le nombre des zeros de 4 (u) est totjours, pair. Soient donc 

.to I U1 U2, * .*5 t6tt 

les zeros successifs de 0(a) (pair-n). Tout point situe entre at0 et u1 aura son 
foyer entre u1 et a2 et quand l'argtinent d'un point croiltra de u0 a -u l' argument 
de son foyer croitra constacmnnent de ua a 2; car s'il cessait de croitre, c'est 
qu'un meme point aurait plusieurs foyers, ce qui est impossible. 

Supposons que a soit positif; alors pour at positif et tres grand v sera sen- 
siblement proportionnel a eau4 (u) ; pour u negatif et tr'es girald v sera senisible- 
ment proportionnel A e -au*(a). 

Les foyers d'ordre positif et tr'es grand seront donc tr'es voisins de l'un des 
zeros de f (a). 

Les foyers d'ordre negatif et tres grand seront tr'es voisins de l'un des zeros 
de *(u). Soient alors 

les zeros successifs de ylr(u); u' etant compris entre u0 et al. 
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Soient 3I. et M' des points de Go qui correspondent respectivement A u. et 
uz'.. Soit Fo un point quelconque situ' entre XMo et X,, Fk son K0m foyer. 
Alors pour k < n, F, sera compris entre X1 et 3f; on voit enlsuite que Fn est 
compris entre Mo et Mo; je dis que c'est entre Mo et Fo; si en effet Fn etait 
compris entre 3i et Fo, F2n serait compris entre XMo et Fn et par consequent 
entre 31' et FO; plus gkneralement F, serait compris entre 3o' et Fo Done 
F, ne pourrait tendre vers l'un des z6ros de (u ) quand k tend vers + o0. 
En consequence les points 

Fn 9 F2n~ ...-s Fk * 

sont entre Mo et Fo et quand K crolt constammelnt et indeflniment, ils se rap- 
prochent constamment et indefiniment de M0. Au contraire les points 

F_n 9 F_~~ 2n, - 5F_kr 

sont entre Xf, et Fo et quand K croit constamment et indefiniment, ils se rap-. 
prochent constamment et indefiniment de Mo. Les zeros de 0(u) et ceux de 
* ( u) peuvent en consequence recevoir le nom de fioyers limites. Telle est la 
loi de la distribution des foyers pour les geodesiques fermees inistables de la 2de 

categorie. 
3?. Ou bien enfin a est de la forme a' + i7r / U, a etanit reel (solutions in- 

stables de la 3eme categorie). 
D'apres ce que nous avons vu au No. 359 (loc. cit.), ces solutions jouissent 

des memes proprietes que celles de la 2de categorie. On a d'apres ce qu'on a vu 
plus haut deux solutions de la forme: 

v ea'uc0 (u), V e= a +1 ( ) 
avec 

01 (u +U) 1(uf) 1(u + U) ' 1(f)q 
et la solution generale s'ecrit: 

(5 bis) v = e <up, (u) BJ__ ( 
e2a!u 2u) 

Nous voyons que f1 ( u) doit s'annuler, puisque cette fonction change de signe, 
qu'entre deux zeros de 4, (u), il v a uln zero de 41 (u) et un seul. 

Ce que nous avons dit de la distribution des foyers successifs et de leurs rela- 
tions avec les zeros de b et de * (dont le role est joue ici par les zeros de 0, et 
de #1) subsiste sans changement; la seule difference c'est que le nombre des 
zeros de 1 (u ) au lieu d'etre toujours pair, est toujours impair. 

En effet la fonction *, (u) doit, non pas revenir a la meme valeur, mais au 
contraire changer de signe quand on fait tout le tour de GO 

Dans le cas des surfaces convexes tout point a un foyer dont la distance a 
ce point est inferieure ia une limite donnee; il n'y a donc pas de geodesiques 
fermees instables de la 1 re categorie; iH y eii a au contraire pour les surfaces ia 
courbures opposees. 
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Au No. 355 (loc. cit.) j'ai montr6 que la condition n'cessaire et suffisante 
pour qu'une trajectoire fermee corresponde "a un minimum de l'action, c'est 
qu'elle soit instable de la lIre categorie. I1 resulte de la que sur une surface 
convexe. il n'y a pas de geodesiquie fermee qui soit plus courte que toutes les 
courbes fermees infiniment voisilles. Cela est d'ailleurs aise a etablir directe- 
ment. 

Considerons un ellipsoYde et ses trois ellipses principales; la plus grande et la 
plus petite sont des geodesiques fermees stables; la moyenne est une geodesique 
fermee instable de la 2de categorie. Sur un hyperboloide "a 1 nappe, l'ellipse de 
gorge est une geodesique fermee instable de la lIre categorie. 

11 est ais6 de voir (loc. cit., No. 378) que si deux geodesiques ferrnees vien- 
nent La se confondre, pour disparaitre ensuite en devenant imaginaires (lors- 
qu'on fait varier d'une maniere continue le parametre que nous appelions t dans 
le ? precedent), l'une d'elles est stable et l'autre instable. D'oii il resulte que 
dans une meme s6rie continue, b'exces du nombre des geodesiques stables sur 
celui des geodesiques instables est constant. Or nous avons vu que les geo- 
desiques fermees sans point double forment une ou plusieurs series continues, et 
d'autre part que l'on peut toujours passer d'une miani'ere continue d'une sur- 
face convexe quelconque a une autre. 

Done si sur une surface convexe quelconque on envisage toutes les geo- 
desiquesferme6es sans point double l'exces du nombre de celles qui sont stables 
sur le nombre de celles qui sont instables est constant; il est done le meme que 
pour l'ellipsoide, il est donc e'gal 'a 1. 

Sur une surface convexe, il y a donc touajours au moins une geodesique 
ferme'e stable sans point double. 

Remarquons que a que l'on appelle l'exposant caracte6ristique de Go est par 
ce qui precede entierement determine. On pourrait croire le contraire, car si U 
est la lougueur totale de GoI on a 

2i7ru- 2i7ru 

eau(u) = ea U [()(u)e-u ] 
o (u ) e-"I7ru/U est comme b (ut) une fonction periodique. I1 semble done que 
l'on puisse remplacer a par a + 2iwr/ U ou par a + 2kiwr/ U (k entier positif ou 
n6gatif). Mais dans le cas des geode'siques instables, il n'y a qu'uue des quan- 
tites a + 2ki7r/ U qui soit reelle et c'est celle qu'il convient d'adopter. 

Dans le cas des geodesique stables, a est entierement determine par la con- 
dition que l'argurnent 0 augmente de a U/i quand on fait le tour de la geo- 
desique G0. Auitre remarque: consid6rons une geod6sique instable de la 2de OU 

de la 3eme cat6gories; elle fera partie d'une s6rie continue au sens du ? 4. Je dis 
que le nombre des zeros de f (u), d'oiu depend cornme nous venons de le voir, la 
loi de distribution des foyers, demeurera constant; car il ne pourrait varier que 
si 0(u) et 0'(u) s'annulaient en mAme temps, ce qui ne peut avoir lieu. Une 
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serie continue peut se partager en sections, de telle fa9on que dans une section 
par exemple toutes les geod6siques soient stables, danis la suivante toutes instables, 
dans la suivante toutes stables, et ainsi de suite. Aux points oiii l'oln passe d'une 
section a l'autre, 1'exposant caracteristique est multiple de i7r /U. Eh bien 
dans une mdme section d'une mame serie continue, le nombre des foyers limnites 
est invariable. 

Dans le cas des geodesiques instables, il y a plusieurs manieres de definir 
l'exposant a; nous pouvons, comme nous l'avons fait jusqu'ici, supposer a reel 
pour celles de la 1ere et de la 2de categorie, tandis que pour celles de la 36rne cate- 
gorie, on supposera la partie iniaginaire de a e'gale 'a iw/ U. Mais on peut 
egalenient adopter une autre solution. 

On peut supposer que la partie imaginaire de a est egale a ni7r / U, n etant 
le nombre des zeros de ? (u) (ou de 01); l'exenmple qui va suivre nous fera 
comprendre les raisons qui pourraient juistifier cette convention. Envisageons 
la surface 

2 +y2 q gz q1 z X 
x2+ y2 + - 4 1 

q et q, etant deux constantes. 
Cette surface est convexe et fermee si qg est suffisamnnent petit; car elle 

diff'ere tres peu de l'ellipsoide de revolution 

x2 + y2 + - - 1. 
4 - 

Elle admet une geodesique fermee qui est le cercle 

z= , x2+2 =1. 

Si pour ce cercle, ious expiimons x et y en fonctions de l'arc u, nlous trouvons 

x = cos u, y = sin u. 

L'equation des geodesiques infiniment peu differentes de ce cerele sera 

V/ + I ( q2 CSUV=0. 4" (q- q,cos u)v =0. 

Nous reconnaissons une equation qui a fait l'objet de travaux nomnbreux (loc. 
cit., Tome 2, Chapitre 17), les notations sont les memes que dans ce chapitre 17 
a la condition de changer x en v et 2t en u. Le role de l'exposant a est le 
meme que celui que jouait dans l'ouvrage cite la quantite 

ih 
2* 

Si done q1 est petit nous avons sensiblement 

iq a 2 



1905] G?XDtSIQUES DES SURFACES CONVEXES 261 

D'ailleurs a est imaginaire et la geodesique stable, a moins que q ne soit voisin 
d'un entier. 

Si q est voisin d'un entier, n de telle fagon que sur la figure de la page 243 
(loc. cit.) le point de coordonnees q, q1 se trouve dans une des regions cou 
vertes de hachures, la geodesique est instable. D'apres le No. 352 (loc. cit., 
Tome 3) elle est toujours de la 2de ou de la 3eme categorie). 

Quel est le nombre des zeros de b(u) ou de 01(u)? I1 suffit de remarquer 
que sur l'une des courbes qui limitent les regions couvertes de hachures (loc. 
cit., No. 352) la fonction b ou f1 est impaire et se reduit sensiblement (a cause 
de la petitesse de q,) 'a sin qut/2, ou a sin nu/2 puisque q est tres voisin de n. 

Le nombre des zeros de 0 (u) ou de f0(u) est done n et celui des foyers 
limnites est 2n, dont n pour les z6ros de ?b(u) et n pour les z6ros de f(u). 
Cela nous montre: 

10. qu'il existe des surfaces qui admettent des geodesiques fermees instables de 
la 2de et de la 3eme categories, le nombre des foyers limites pouvant etre quelconque. 

20. que si l'on veut que a soit une fonction continue, il faut lui attribuer pour 
partie iniaginiaire niwr / U, 2n 6tant le nombre des foyers limites. 

? 6. De quelques types de geodsiques fermnees. 

Soit Go une geodesique fermee stable dont la longueur totale est U et qui 
appartient a une serie continue. Soit a son exposant caracteristique. I1 est 
clair que U et a sont des fonctions continues du paramretre que nous avons 
appele t au ? 1 et qui correspond a cette serie continue. 

Supposons que pour une certaine valeur de t, pour t = to par exemple, le pro. 
duit a U soit commensurable avec i7 par, exemple egal 'a 

2 --- 
n 

mn et n e'tant deux entiers premiers entre eux. L'argument reduit d'un point 
et de son KJC- foyer diff6reront de 

nK 
m 

ce qui montre que tout point de notre geodesique G6 coincidera avec son 2rntme 
foyer. Si l'on consid'ere un poinlt A de Go, et la geodesique issue du point llI 
et infiniment voisine de Go on voit qu'elle viendra repasser en M, aux inlfiniment 
petits pres d'ordre superieur apres avoir recoupe6 G 2mn fois (le point M coin- 
pris). Elle aura ainsi fait n fois le tour de la geodesique GO. Les principes 
exposes dans le Chapitre 28 (loc. cit.) nous permettent d'interpreter ce resultat. 
I1 existe outre la geodesique GO6 deux autres geodesiques fermees G6 et G6 
jouissant des proprietes suivantes: 
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10. Pour t < to (par exeinple) ces deux geodesiques n'existent pas ou plutot 
sont imaginaires; 2?. Pour t > to elles sont toutes deux reelles; 3?. Pour t =to 
elles se confondent entre elles et se reduisent l'une et l'autre a la geodesique Go 
parcourue n fois; 40. Elles appartiennent "a une mnNme serie continue; 5?. 
l'une d'elles est stable et l'autre instable. 

La relationi de G et GQ avec Go, est la mnme que celle qu'on rencontre en 
mecanique celeste, entre les solutions periodiques de la 2de et de la 3eme sorte 
et celles de la fore sorte, ou entre les solutions du 2d genre et celles du ler genre. 
La serie continue S1 a la quelle appartiennent G1 et GC peut done etre regardee 
comme engendr6e par la serie SO A la quelle appartient GO; comme le produit 
a U, en variant d'une manilere continue, passera une infinite de Lois par des 
valeurs commensurables avec iw , la serie So engendrera une infinite d'autres 
series continues. Et comnie l'une des deux geodesiques GC et GC est stable, le 
serie S1 va A son tour engendrer de la meme maniere une infinite d'aiitres series. 

Nous avons vu qu'il y a toujours une geodesique fermee stable, sans point 
double. Appelons-la Go. Supposons qu'elle engendre comme nous venons de 
l'expliquer deux autres geodesiques fermnees GC et GC; soit miw/n la valeur 
correspondante de a U. Pour des valeurs de t tres voisines de toI ces deux 
geodesiques differeront tres-peu de Go et nous obtiendrons leur equation approxi- 
mative en reprenant l'analyse du ? pr6c6dent; nous trouverons alors (en repre- 
nant les 6quations (3) du ? 2 prec6dent) 

v=Apsin(6- 13) pourGl, 

v =A'psin ( -/B') pour GC, 

A, 13, A', /3' 6tant des constantes. 
Les points d'iintersection de G, et de G1 par exemple nous sont donn6s par 

la forinule 
= 3K8 + K-V (Kentier), 

et les valeurs correspondantes de I'argument redduit sont 

2iv/3 Hw -2iw n/3 n 
aU + aU =-- + -] Ki7. 

Combien l'expressioin 
nK 
m' 

peut-elle prendre de valeurs distinctes, deux valeurs n'etant pas regard6es comine 
distinctes lorsqu'elles diff'erent d'un entier pair? Evidemment 2m; done le 
nombre des points d'intersection de Go avec GI, et par consequent avec une 
geode'sique quelconque de le serie AS1 est egal 'a 2m. 

Chercholns maintenant le nombre des points doubles. Supposons la g6od6sique 
fermee G1 partag6e en 27n arcs par ses 2nm points d'intersection avec GO; ces 
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arcs seront alternativement d'un c^t6 et de l'autre de G6; d'oiu il suit qu'un arc 
de rang pair ne peut pas couper un are de rang impair, mais que deux arcs de 
rang pair, ou deux arcs de rang impair peuvent se couper. 

J'observe ensuite que v = partie reelle eau b (,u) est une fonction uniforme de 
un de sorte que les points doubles corresponldront aux valeurs de u pour les- 
quelles on aura 

(h) v(u) = v(u + 2K7r), 

Ke'tant entier, et qu'il n'y en aura pas d'autre. Nons avons d'ailleurs 

v(u + 2Kr) Bf du 
V ('1) .Jv (ub) 

car v ( u) et v (iu + 2Kwr) sont deux int6grales de l'equation lineaire (1) du ? 
prec6dent ce qui montre que le rapport de ces deux integrales va constamment 
en croissent ou constamment en decroissant. Entre deux zeros consecutifs de 
v (i), qui correspondent aux valeurs + co et - co de ce rapport, il prendra 
done une fois et une seule la valeur zero, une fois et une seule la valeur 1. 
Entre deux points d'intersection consecutifs de Go et de la branche v (u) de la 
geodesique G6 (points donnes par l'equation v () = 0), il y aura un point 
d'intersection de Go et de la branche v (i + 2Kr) de la g6od6sique G6 (point 
donne par l'equation v (u + 2Kw) = 0) et il n'y en aura qu'un seul; de plus il 
y aura un point double donne par l'equation (4) et il n'y en aura qu'un seul. 

Cela nous permet d'enumerer les points doubles. Donnons a l'entier K une 
valetar determinee et faisons varier u de 0 a 2n7r, nous aurons 2m points d'in- 
tersection de Go avee la branche v (u) de GI; cela nous donnera done 2m points 
doubles. Maintenant nous pouvons donner "a K les valeurs 1, 2, n - 1, ce 
qui fait en tout 2m(n-1) points doubles. Mais chaque point double est ainsi 
compte deux fois, puisqu'on retrouve le meAine en changeant u et Ken tu + 2Kwr 
et n - K. 

Le nombre total des points doubles pour la geodesique GI qui difJJere infini- 
ment peu de Go, et par consequent aussi pour toutes les g6odesiquesfermees de 
la se'rie S, est donc n (n 1). 

Pour n = 1, on etrouve des geodesiques fermees sans point double; pour 
n = 2 on constate la circonstance suLivante: Les divers arcs de GI partagent la 
surface en m + 2 regionis, dont m sont des polygones curvilignes de deux ctes 
et les deux autres des polygones curvilignes de m cotes. Si m n'est pas egal La 3 
aucun de ces polygones n'est un triangle, de sorte que d'apres ce que nous avons 
dit au ? 4, la disposition des points doubles ne peut varier quand on parcourt 
la serie S1 d'une inaniere continue; toutesles g6ode'siques de cette serie appar- 
tiennent donc au meme type. 

Il semble qu'il y ait exception pour m = 3 et que deux types soient possibles, 
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repr6sentes par les figures 1 et 2; mais la disposition de la figure 2 est impos- 
sible. En effet la courbe 2 limite quatre regions A, B, C, D; la region D est 
un triangle dont les trois angles sont a, /, ry; la courbure totale de D est 
a + / + 'y -7r; do meme celles de A, B, (C sont respectivement a + r, /, + 7r, 

ry + 7r; de sorte que 
A + B+ C>D?+4w>47r, 

chacune des grandes lettres repr6sentalnt la courbure totale de la region cor- 
respondante. Ce qui voudrait dire que la courbure totale des trois regions 

A ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~~A1 

D B 

FIG. 1. FIG. 2. 

A, B, C reunies serait plus grande que celle de la surfaee entiere, r6sultat evi- 
demment absurde. 

Suipposons maintenant une geodesique G1 de la s6rie S1 qui ne soit plus tres- 
peu differente de Go. Je consid'ere le produit a U correspondant et je suppose 
qu'il passe par la valeur 

2m1 7tr 
n 

commensurable avee i7r. D'apr'es ce que nous veilons de voir, la serie S1 
engendrera une autre serie 82; soit G2 une des geodesiques de cette serie et par 
exemple celle qui differe tres peu de la geod6sique GQ parcotirue n, fois. On 
voit d'abord qu'elle rencontrera Go eln 2mn1 points. En combien de points ren- 
contre-t-elle GQ? Les points d'intersection seront de deux sortes. D'abord "a 
chaque point double de G1 correspondront 2n1 points d'intersection. En effet 
en chaque point double viennent passer 2 branches de Gl, soient B et B', et 
alors B rencontre n1 branches de G2 tres peu diff6rentes de B'; et B' rencontre 
n1 branches de G2 tres peu differentes de B. On obtient ainsi 2min (n - 1) 
points d'intersection. I1 faut y ajouter les 2m, points d'intersection de G2 avec 
la branche correspondante de G1, soit en tout 

2mnu (n- 1) + 2nml. 

Combien GU aura-t-elle de points doubles? Chaque point double de G, nous 
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donnera d'abord n2 points doubles de G2, car nous avons les n1 branches peu 
diff6rentes de B, qui coupent en nl points, les n, branches peu diff6rentes de B'; 
nous avons en outre ml (n1 - 1 ) points doubles obtenus par des equations anal- 
ogues a (4), soit en tout 

mnn2(n -1) + rnl(n- 1). 

Ainsi G2 et par consequent toutes les geodesiques de la serie S2 cou- 
peront Go en 2mnl points, G1 en 2nnl (t - 1) + 2nz, points et auront 
mn2(n- 1) + m, (n- 1) points doubles. 

11 y a une autre quantite qui demeure invariable dans toutes les geodesiques 
d'une nmAme serie, c'est la courbure totale de la region limit6e par la geodesique; 
dans le cas d'ulne courbe fermee sans point double, c'est 27r; dans le cas de la 
figure 1, c'est 47r en comptant A, B et C une fois, et D deux fois, conforme6ment 
aux conventions habituelles. 

? 7. Existence d'une geodesiquejermee. 

Nous avons vu plus haut qu'il y a toujours au moins une geod6sique ferm6e 
sans point double. Bien que la demonstration ne laisse rien a desirer au point 
de vue de la simplicite, je crois cependant devoir enl donner une seconde, quoique 
beaucoup moins simple. 

Soit une g6od6sique fermee sans point double, elle partagera la surface en 
deux regions et la courbure totale de chacune de ces deux r6gions sera 2wr. 
Consid6rons maintenant toutes les courbes ferm6es sans point double qui par- 
tagent la surface en deux r6gions dont la courbure totale est 27r. La longueur 
de l'une de ces courbes fermees ne peut pas devenir plus petite que toute quan- 
tit6 donn6e; car si cette courbe se r6duisait a un contour infiniment petit, la 
courbure totale de l'une des regions limitees par ce contour serait elle-m6me 
infiniment petite. 

Parmi ces courbes, il y en a done une qui est plus courte que toutes les autres, 
et je dis que c'est une g6od6sique. 

Contentons-nous d'abord d'un premier aper9u, afin de faire compendre le 
principe de la d6monstration. 

Soit C une courbe ferm6e quelconque et R l'une des r6gions limitees par 
C, soit 

U= ds , Q d-f-, 

la longueur totale de C et la courbure totale de R; dans ces formules ds repr6- 
sente 1'6l6ment d'arc de C, dw 1'6l6ment de surface de R, et p le produit des 
deux rayons de courbure principaux. 

Consid6rons une courbe C' tres peu diff6rente de C et limitant une region 
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R', soit ' la distance de ces deux courbes comnptee sur la normale a C. Soit 
U 3 Ula longueur de C', et Qi + &f2 la courbure totale de R'; on aura 

.3U=f 7'ds &Q=J Ns 

y repr6sentant la courbure geodesique de C. Nous nous sommes impose la con- 
dition fl = 27r, et nous voulons que U soit minimum; nous devons done avoir 

8U=O, Zfl=O. 

Ces deux equations doivent done 6tre equivalentes, c'est ta dire qu'on doit avoir 

K 
p 

Kktant une constante. 
Mais pour une courbe fermee quelconque C limitant une region R on a 

f,yds = - 2w. 

Dans notre cas, on a Q= 27r; d'oiu 

Kfs ==. 

Comme la surface est convexe, p est essentiellement positif de sorte que l'integrale 
fds/p ne peut s'annuler; on aura done 

K=O, y=0, 

ce qui veut dire que la courbe C est une ggodgsique. 
Examinons maintenant les objections qu'on pourrait faire a ce raisonnement 

incomplet. Considerons l'ensemble des courbes analytiques C fermees et sans 
point double, limitant une r6gion R de courbure totale 27r; iH est clair que la 
longueur de ces courbes aura une limite inf6rieure; mais on peut se demander 
si cette limite sera effectivement atteinte; et si elle le sera par une courbe faisant 
partie de l'ensemble. 

Cette courbe pour laquelle le minimum serait atteint sera-t-elle analytique, 
de telle fa9on que les regles du calcul des variations puissent lui etre appliqu6es? 

Et si elle est analytique, sera-t-elle d6pourvue de points doubles, ou bien ne 
pourrait-il se faire que tout en 6tant infiniment voisine de courbes sans point 
double elle possedat elle-mNme des points singuliers oiu deux de ses branches 
viendraient a se toucher ? 

Cela fait en r6alit6 deux objections distinctes. 
La lre est d'ordre analytique; c'est celle que l'on rencontre dans tous les 

problemes analogues; malgre son importance, je n'en parlerai pas ici, je me 
bornerai "a renvoyer aux recents travaux de M. HILBERT. 
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La 2de est d'ordre physique, pour ainsi dire; elle est speciale au probl'eme qui 
nous occupe et nous allons en faire un exainen approfondi. 

Pouir la bien faire comprendre, nous allons donner "a notre probleme une signi- 
fication physique et concrete. Supposons d'abord un gaz enferme dans une 
enceinte en partie d6formable, il exercera sur les parois de cette enceinte une 
pression qui tendra A en augmenter le volume, le travail effectu6 par la pression 
de ce gaz d6pendra des variations de ce volume. Au lieu d'un gaz, nous pou- 
vons supposer un fluide compressible comme un gaz, inais tel que la pression soit 
li6e au volume non par la loi de Mariotte, mais par une relation quelconque. 
Alors le travail virtuel de la pression pour une deformation virtuelle quelcoinque 
de l'enceinte sera p3 V,p designant la pression du gaz, laquelle doit etre uniforme, 
et 8 V l'accroissement virtuel du volumie. 

Si l'enceinte n'est susceptible que de certaines deformations, l'equilibre sera 
atteint quand le volume sera maximum, en supposant que toutes les d6formations 
possibles se fassent sans resistance. Si au contraire certaines forces opposent A 
la d6formation de l'enceinte et que le travail virtuel de ces forces soit 8 Wv la 
condition d'equilibre sera 

pv? V w= o0. 

Supposons maintenant que notre enceinte soit limitee: 10. Par notre surface 
convexe S elle-meme, 20. Par une autre surface convexe S' infiniment peu dif- 
ferente de S et telle que la distance des deux surfaces, compt6e suivant la nor- 
male "a , soit 6gale A E/p, E etant une coustante infiniment petite et p le produit 
des rayons de courbure, 3?. Par un ruban infiniment etroit dont les bords s'ap- 
puieront sur S et sur S', (c'est ce ruban qui va 6pouser la forme de notre 
courbe fermee C, de telle fa9on que notre enceinte sera l'espace infiniment mince 
compris entre la r6gion de S que nous avons appelee R et la r6gion correspond- 
ante de S'). Le volume de notre enceinte sera alors repr6sente par l'inte- 
grale 

-dw = ffl. 
p 

Nous supposerons que notre ruban resiste plus on momiis a l'extension, mais 
qu'il est d'ailleurs flexible sans resistance; sa largeur pourra 6tre suppos6e une 
peu plus grande que la plus grande valeur de e/p, de telle sorte que ses bords 
s'appliquent sur les surfaces S et S' et soient colles contre ces surfaces par la 
pression du fluide. La pressioin du fluide tendra A allonger le ruban et mettra 
en jeii la resistance du ruban ha l'extension, c'est a dire ce qu'on appelle la 
tension du ruban;. cette tension sera constante tout le long du ruban, puisque 
la pression du fluide est normale a ce ruban; nous l'appellerons T; on aura 
alors 

= W;- 73U, 
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U etant la longueur totale du ruban, c'est A dire la courbe C. L'6quation 
d'equilibre s'ecrit alors 

pESf = TL U. 

Si le fil est inextensible, c'est a dire si un accroissement tr'es petit de U am'ene 
un accroissement tres grand de S: la longueur U est constante et doit (tre 
regard6e comme une des donnees de la question, et l'6quilibre est atteint quand 
Ql est maxinium. 

Si au contraire le fluide est incompressible, c'est a dire si une diminution tres 
petite du volume amnene un accroissement tres grand de p, c'est Ql qui est con- 
stant et qui est une donnee de la question (comme dans le cas qui nous occupe 
ou l = 27r) et 1'equilibre est atteint quand U est minimum. 

Considerons un segment tres petit ds du rubaln, limnit6 en AB et A'B'; tout 
se passera comme si le ruban (tait coupe en AB et A'B' et soumis a deux 
forces appliqu6es l'une au milieu de AB, l'autre au milieu de A'B' et repr6- 
sentant l'une l'action de la portion du ruban situee an dela de AB, l'autre 
l'action de la portion du ruban situ6e au dela de A'B'; ces deux forces ne sont 
autre chose que la tension du ruban; elles sont done (gales en grandeur et 
egales a 7; elles doivent faire equilibre a la pression exerce6e par le flnide sur 
le segment ABA'B'. Projetons tout sur la normale 'a la courbe C, dans le 
plan tangent 'a la surface S. La projection de la pression du fluide sera 

PE ds, 
p 

celle de la tension sera Tda, da etant l'angle de contingence geodesique de C. 
On aura done 

PCds = Tda. 
p 

Comme T, p et E sont des constantes, nous voyons que le rapport de la courbure 
geod(sique da/ds a l/p doit ktre unie constante; nous retrouvons ainsi, dans un 
autre langage, le resultat obtenu plus haut. 

L'equilibre pourra certainement (tre atteint d'une fa9on quelconque, ce qui 
ne peut se faire que quand C sera une geod(sique fermee 'a moins que, et c'est 
ici que nous retrouvons la difficult( signalee plus haut, deux portions du ruban 
ne viennent se coller l'une contre l'autre. Dans ce cas les deux portions du 
ruban ainsi coll(es l'une sur l'autre, subiraient la pression du fluide des deux 
cotes, de telle fa9on que l'effet de cette pression se trouverait annul(e. 

Dans ce cas lequation d'equilibre s'6crirait, pour cette portion du ruban, 

Tda = 0, 

de sorte que l'angle de contingence g(odesique etant nul cette partie du ruban 
devrait affecter la forme d'une g6odesique. 
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Ainsi nous devrons distinguer les parties libres du ruban qui devraient satis- 
faire A la condition pda/ds = const., et les parties collees qui se reduiraient A 
des arcs de geodesiques. Que se passerait-il maintenant aux points de raccorde- 
ment ? Je dis que les diverses parties du ruban devraient se raccorder par con- 
tact, c'est A dire sous Un angle nul et de fa9on que l'ensemble du ruban ne pre- 
sente pas de point anguleux. 

Soient en effet BA C, EDF deux brins du ruban, AB etant applique sur 
ED; nous savons que la tension est constante tout T 

le long de AB, de m6me que tout le long de A C, 
de ED ou de DF; mais nous ne savons pas encore 
si elle est la meme par exemple sur A C et sur AB. 

Mais il est ais6 d'6tablir c dernier point; le brin \ 
BA C est en 6quilibre sous l'action des deux tensions 
CT et ET' appliquees A ses deux extr6mites, de la A D 

pression du fluide et de l'action exerc&e par le brin 
DE sur le brin AB sur Jequel il s'applique. Cette 
action (6gale d'ailleurs au sens pres A la reaction du 
brin AB sur le brin DE) est normale au brin AB, 
puisque les deux brins, quoique appliqu6s l'un sur E B 

l'autre, peuvent librenient glisser l'un sur l'autre. 
Supposons alors que le brinl BA C se deplace pour 4i 

venir en B'A C' (c'est A dire glisse en passant par 
le point fixe A); la somme des travaux virtuels doit FIG. 3. 

etre niulle. Or le travail de la pression et celui de l'actioni de DE sur AB sera 
nul, puisque ces forces sont normales aux brnins sur lesquels elles s'exercent. Les 
travaux des deux tensions seront donc 6gaux et de signe contraire, ce qui exige 
que les deux tensions CR et BT, soient egales. c. Q. F. D. 

Supposons maintenant les arcs A C et AB tr'es petits; soit AM le prolonge- 
ment de la tangente en A A AB; soit a l'angle de CT avec AM. Projetons 
sur une perpendiculaire A AX toutes les forces qui aggissent sur ABC. Les 
pressions seront negligeables puisque les arcs sont tres petits de sorte que le 
brin ABC devra etre en equilibre sous l'action des deux tensions et de l'action 
de DE sur AB; iI faut donc (puisque les tensions sont egales) que cette action 
soit dirigee suivant la bissectrice des deux tensions; c'est A dire qu'elle fasse 
avec la perpendiculaire ha AB un angle a/2; or elle est normale a AB. Done 
l'angle de raccordeinent a est nul. C. Q. F. D. 

Ainsi le ruban forme une courbe sans point anguleux le long de laquelle la 
tension T est constante. 

Alors la courbure totale de R sera encore 

Te.dsa+.27r 

Trans. Am. Matb. Soc. 19 
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l'integrale etant 6tendue a toute la partie libre du ruban; on aura done 

pe ds -0 
TJ p 

ce qui veut dire encore que p = 0, ou que la courbure geodesique est partout 
nulle, ou que le ruban entier affecte partout la forme d'une geodesique fermee. 

Si alors AB et Al B1 sont deux parties du ruban collees l'une sur l'autre, si 
A C et A1 C' sont les parties libres du ruban au dela de A et de A, ; si BD et 
B 1D sont les parties libres du ruban au dela de B et de B1, toutes ces parties 
devront appartenir 'a une meme geodesique; done A C est la continuation analy- 
tique de AB, et A, C1 celle de A1 B1. Ce qui est absurde, puisque par 
hypothese AB coincide avec AlBl et que AC ne coincide pas avec AlC,. 
L'hypothese oiu deux parties du ruban viennent se coller l'une sur l'autre doit 
done etre ecartee. 

Nous devons de m6rne ecarter celle oiu deux parties du ruban viendraient se 
toucher en un point, car nous avous vu que deux geodesiques ne peuvent ktre 
tangentes l'une a l'autre. 

L'equilibre ne pourra done etre atteint que quand le ruban prendra la forme 
d'une geodesique ferniee sans point double. 

? 8. Discussion dut minimun. 

La courbe C dont la longueur est un niniimum, doit d'apres ce qui pr6'eede 
se reduire a une geodesique; mais cette condition necessaire n'est pas suffisante; 
c'est celle qui se rapporte a la lre variation et nous avoijs 'a examiner celle qui 
se rapporte a la 2" variation. 

Soit C la courbe consideree, qui est repr6sentee sur la figure en AMJBNEPA. 
Supposons qu'il existe une courbe AMjBNlE infiniinent peu diffe'rente de la 
1ire et satisfaisaint comme elle a la condition: 

Courbure geodesique _ K 
p 

K etant une constante qui pourra ne pas avoir la meme valeur que pour la 
courbe C (c'est a dire la valeur zero). 

Je suppose de plus que la courbure totale de I'aire infiiiment petite AX, BMA, 
soit egale a la courbure totale de l'aire BNEN1 B, de telle faSon que les deux 
courbes fermees A IBNEPA et AMI-BN EPA enveloppent 'des aires de 
meme courbure totale. 

Je consid6re les angles sous lesquels les deux courbes AJBNE, AMX BN E? 
se cou pent en A1 eni B et en E comme des infiniment petits du ler ordre, et je 
remarque d'abord que la difference des longueurs des deux courbes est infiniment 
petite duL 3eme ordre. 
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Prenons sur AM, B et AP deux points A" et A' voisins de A sans en 6tre 
infiniment voisins (je les suppose simplement assez pres pour que les geodesiques 
qui les joignent en restant tres voisins de C restent le plus court chemnin d'un 
point a un autre) ; et de m&me sur EN,l B et EP deux points E" et E' voisins 
de E. Joignons par des arcs de g6odesique marques en traits pointillks A'A" 
d'une part, E'E" d'autre part. I1 est clair: 

1'. Que la longueur A'A" sera plus petite que A'A + AA", et de mrnie la 
longueur E'E" plus petite que E'E+ EE", et que les differences seront des 
infiniment petits du 2d ordre (et non pas d'ordre sup6rieur au 2d); en effet 

FIG. 4. 

A'A" etant une g6odesique AA' + AA" - A'A" par exemple, est au moins 
egal A AA' + AAI' - A'A", en designant par AA' et AA'" les g6odesiques qui 
joignent A q A' ou A A"; (comine AA' est une g6od6sique, elle coincide avec 
AA'). Les deux g6odesiques se coupent sous de angles infiniment petits du ler 
ordre, (et non d'ordre sup6rieur, puisque la distance de A" ' C est du ler ordre) 
de sorte que AA' + AA" - A'A" est positif et plus grand qu'un infini petit 
du 2d ordre. 

Il resulte de tout cela que la courbe fermn6e A'A"Mj BNj E"E' PA' est plus 
courte que la courbe ferm6e AMBNEPA , ou C. 

2?. 11 est clair ensuite que l'on peut placer les points A', A", E', E" de telle 
fagon que les deux triangles AA'A" et EE'E" aient Wnme courbure totale. 
Dans ces conditions, les deux courbes AJIBNVEPA et A'A"XIj BN, E"E'PN 
enveloppent des aires ayant m6me courbure totale. 

Si donic on peat construire une courbe A1JI BNj E plac6e comme sur la figure 
et jonissant des propriet6s 6nonc6es, C n'est certainement pas la plus courte de 
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toutes les courbes fermees qui enveloppent des aires de courbure totale 27r. La 
courbe C ne correspond pas A un vrai minimum. Supposons maintenant que 
C soit une g6odesique ferm6e stable et que le produit a U/i soit plus grand que 
27r. Je dis que C ne pourra pas correspondre A un vrai minimum. 

Soit en effet A un point quelconque de C, AM, B une g6odesique tres voisine 
de C et passant par A; elle viendra recouper C en un point B qui sera le ler 
foyer de A puis eni ul point E qui sera le 2d foyer de A. Si a U/i est > 27r, 
les deux arcs AMB, BNE ne couvriront pas le perimetre de C tout entier et 
les deux courbes seront dispos6es comme sur la figure. 

Si de plus l'angle sous lequel les deux geodesiques se coupent en A est egal 
A celui sous lequel les deux g6odesiques se coupent en E, les deux aires 
AXi BA, BN1 EXB auront meme courbure totale; nous serons dans les con- 
ditions du th6oreme prec6dent et C ne sera pas un vrai minimum. 

La question 'a resoudre est done la suivante: peut-on choisir le point A de 
telle fayon que les deux angles en question soient egaux? 

Reprenons les rotations du ? 5, la geod6sique AMI1 B aura pour equation 

v = p sin (6 - 8), 

et les points A, B, E correspondront a 

0 6=, 0 = +3?w, 0 =3 + 2w, 

l'angle sous lequel les deux geodesiques se couperont en chacun de ces trois 
points sera represente par la valeur correspondante de pd6/du. La condition 
A remplir est done ( dO dO 

uJ_=g c du J=0 +27r' 

Mais p et dO/dun sont des fonctions p6riodiques de u se reproduisant quand 74 
augmente de U. Ce sont done aussi des fonctioils periodiques de l'argument 
r6duit 

2i7rO 
a U 

Nous aurons done 
dO -F 2iwO \ 

F6tant d6veloppable en serie de Fourier suivant les cosinus et les sinus des 
multiples de 2i7r/a U. 

I1 s'agit done de savoir si l'on peut determiner /3 de telle fagon que 

/2iwr3 4w7r2 / 2iw7r/3 
FOr+ lri) - F e 2-) =0. 

Or le premier menibre est une fonction p-eriodique de 2i7w/3/ a U, d-eveloppable en 
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serie trigonmetrique suivant les sinus et les cosinus des multiples de 2i1,8/a U, 
et dont la valeur moyenne est nulle. Ce premier membre ne peut done etre tou- 
jours de meme signe et il faut bien qu'il s'annule. Donc C n'est pas un vrai 
minimum . C. Q. F. D. 

Supposons maintenant que C soit instable, soit n le nombre des zeros des 
0(u) (ou de 4)) et par cons6quent n le nombre des z6ros de #(u) et 2n celui 
des foyers limites. Soient 

U10 U I1, U2, *. 9, Un ,Un=Uo+ U, uMw1 = 1 + U, 

les zeros successifs de 4(u) (ou dq 4)1); soient 

,1, b * * * U.-1 Un, UO=u + U, un+1 = ul + U, 

les zeros successifs de sr ( ). 
Les zeros de 4 (u) partagent le p6rimetre de C en n segments, de telle fa9on 

que si un point est sur le K6me segment, son foyer est sur le (K + 1)6me, son 
second foyer sur le (K+ 2)6me, etc. 

Reprenons la figure 3, soit A un point quelconque de C, AM1 BN1 E une 
g6od&sique infiniment voisine de C, de sorte que B et E soient le ler et le 2d 
foyers de A. Si n > 1, cette courbe est disposee comme sur la figure, et la 
seule condition a reniplir pour que notre theoreme soit applicable, c'est que 
l'angle sous lequel cette courbe coupe C en A soit 6gal "a l'angle sous lequel elle 
coupe C en E. 

Soit u la valeur de u au point A et soit F(u) le rapport de l'angle sous 
lequel les deux courbes se coupent en E La l'angle sous lequel elles se coupent en 
A. Le rapport F( u) est toujours positif, et la question est de savoir si l'on 
peut disposer de u de telle fa9on que 

F(u) = 1. 

Soit u = u0; l'Nquation de la geod6sique AM, BNlj E se r6duit alors "a 

V = eaLu (u) 

(ou 'a v = eaL'u4l (u) dans le cas des geodesiques instables de la 3eme categorie). 
Elle vient couper C successivement en AO, A1, *.*, points correspondanit aux 
arguments u0, ul, ; de sorte que A,k+ est le foyer de A,, et l'intersection a 
lieu sous les angles 

( U0)I ,08( 81) .. I * 

en posant 
(U) = eau [a4( U) + 4' (U)] 

On aura done 

F(u ) = 0 (U2) F(u.) = (u) * , F(u2 0 ) ( 2.) 
0 0(u0) F(u2) U2)' F(u2" 0 (U2fl2)' 
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d'oiu 

F(u )F( U2) ...F(U2 = 0(u2) = 
(U2 0(+2 U) = e2aU> 

F(u0)F(2)...F(22) - 

(uO) 
- 

6(uo) 

ce qui prouve que l'un au moins des facteurs 

F(uO), F( U2), ) ., F( U2.-2 

est plus grand que 1, et par consequent que F(u) peut devenir > 1. Soit 
maintenant u =uo, la geodesique se reduit "a 

V e-al#f(U) 

et l'on a 

F(u' ~ F(u') =F, u = F(0o) = f ~ ( u2 ) 
2 

( ) ( U2 ) s, F ('2n-2 ) = (( U2'n)2 

en posant 
w (U) = e-au[#'(U) a- (u)] 

d'o'u, 

F(u' ) F(u' ) * ' * F(ut =w(u2') =-Q 
( o+2U) )=e-2aLU<i, F(0)(2) 2nFu -2)~ =w(uo) - w (uo) 

ce qui prouve que l'un au moins des facteurs 

Ft uxo), F( U2), * * , F(ut'2-) 

est < 1, et par consequent que F(u) peut devenir <1. 
Le rapport F( u) etant une fonction continue et periodique de u et pouvant 

devenir < 1 et > 1, pourra devenir egal a 1 . 
Ce qui molitre encore que C n'est pas un vrai minimum. 
Ainsi pour que la geodesique fermee C, soit la plus courte de toutes les 

courbes fermees sans point double qui enveloppent une aire de courbure totale 
27r, il faut, si elle est stable que a U/i soit plus petit que 27r et si elle est 
instable que le inombre 2n des foyers limites soit egal a 2. 

Ces conditions necessaires sont-elles suffisantes ? Je n'ai pas besoin de traiter 
ici la question que les proc6des ordinaires du calcul des variations permettraient 
de resoudre. 


