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“Rapport sur les travaux

de M. Hilbert,
professeur 'de_ ma!hématiqneé & I'Université de Goettingen,

Nos idées sur les origines et la portée des vérités géo-
métriques ont évolué d’une fagon trés rapide depuis un sidcle.
Les decouvertes de Lobatchefski, ecelles de Bolyai, celles de
Riemann ont inauguré une ere nouvelle; certes elles n’ont pas
deeouragé les hommes trop nombreux qui cherchent & démont-
rer le postulatum d’Euclide; ceux—Ila, hélas, rien ne pouvait
les décourager; mais elles ont convaineu tous les vrais savants
de T'inanité d’une telle recherche, Tel fut le premier résultat
de Vinvention des géométries non euclidiennes.

Mais le véritable sens de cette invention n’a pas été pé-
nétré tout de suite; Helmholtz a montré d’abord que les pro-
positions de la géométrie euclidienne n’étaient autre chose que
les lois des monvements des corps solides, tandisque celles des
autres géométries étaient les lois que pourraient suivre d’autres
corps analogues qui sans doute n'existent pas, mais dont I
existence pourrait étre congue sans qu’il en resultdt la moindre
contradiction, des corps que I’on pourrait fabriquer si on le
voulait. Ces lois ne pouvaient, toutefois, étre regardées comme
experimentales puisque les solides naturels ne les suivent que
grossiérement et d’ailleurs, puisque les corps fictifs de la géo-
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a subi une profonde évolution non seulement en Géométrie,
mais en Arithmétique et en Analyse. La notion de nombre s'est
éclaircie et précisée; en méme temps elle a regu des généra-
lisations diverses. La plus précieuse pour les analystes est celle
qui résulte de Vintroduction des imaginaires dont les mathé-
maticiens modernes ne pourraient plus se passer; mais on ne
s'est pas arrété la et lon a fait entrer dansla Science d’autres
généralisations- du nombre, ou, comme on dit, d’autres ca-
tégories de nombres complexes.

Les opérations de PArithmétique ont été de leur coté
soumises & la critique, et les quaternions d’Hamilton nous ont
montré un exemple d’une opération qui présente une analogie
presque parfaite avec la multiplication, que Pon peut appeler
du ‘méme nom, et qui pourtant n’est pas commutative, c’est
A 'dire dont le produit change quand on intervertit Pordre des
facteurs. C’était 13, en Arithmétique une révolution tou'te pa-
reille & celle qu’avait faite Lobatchefski en Géométrie.

- Notre facon de concevoir Dinfini s’est également modifice.

- M. G. Cantor nousa appris a distinguer des degrés dans V'infini

Jui-méme (quin’ont d’ailleurs rien de commun avec les infini-
ments petits des différents ordres crées par Leibnitz en vue
du calcul infinitésimal ordinaire). La notion du continu, long-
temps regardée comme primitive, a été analysée et reduite 2
ses élements. ' ‘

Mention'nerai-je également les travaux des Italiens qui se
sont efforcés de créer un symbolisme logique universel et de
réduire le raisonnement mathématique & des régles purement
mécaniques? C’est ainsi par exemple que plusieurs géométres
italiens tels que M. M. Peano et Padoa ont crée une pasigraphie,
c’est-a-dire une sorte d’Algébre universelle ol tous les raisonne-
ments -sont remplacés par des symboles ou de formules.

Enfin je dois citer le livre de M. Veronese sur les foun-




S

AL

dements de la géométrie ou l'auteur applique pour la premidre
fois & la géométrie les nombres transfinis-de Cantor; jaurai
plus loin 'occasion de reparler de cet ouvrage.

En 1899 & loccasion du jubilé de Gauss et Weber, M.
Hilbert pubha, un mémoire intitulé Gr undlaqen der Geomet: ie
et rempli des idées les plus originales. Ce n’était pas d’ ail-
leurs la premiere fois qu’il s’occupait de questions analogues,
témoin sa lettre de 1894 & M. Klein: Ueber die gerade Linie
als kitrzeste Verbindung asweier Punkte. Depuis il publia dans
divers recueils une suite d’articles 1nt1tu1es

Ueber den Satz von der Gleichheit der Baszswznﬁez X
gleichschenkligen Dreieck.

Neue Begrindung der Bolyai- Lobatscheffskyscheaz Greome-
trie.

Ueber die Grundlagen. der Geometrie.

Ueber Flichen wvon konstanter Gaussscher Ifmmmemg
Tous ces articles ont été réunis de fagon & former une secon-
de édition de son mémoire jubilaire; et je dois ajouter que cet-
te seconde édition comporte une série d’additions et de perfec-
tionnements qui en augmentent beaucdup la valeur.

C’est donc cette seconde édition qlié nous suivrons dans
notre analyse; mais nous la rapprocherons d’une part d’autres
travaux de Hilbert, tels que son article Ueber den Zahlbegriff
et sa conférence de Paris sur les problemes mathématiques de
Pavenir et d’autres part de plusieures théses écrites par ses
éléves, sous son inspiration directe et qui par conséquent nous
aideront & comprendre sa pensée. Les principales sont:

Ueber die Geometricen in denen die Geraden die kiirzesten
sind par M. Hamel. A

Die- Legendre’schen Sdtze ueber dze Winkelsumme ime

Drezeck par M, Dehn.
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Liste des axiomes.

M. Hilbert commence par établir la liste compléte des
axiomes, en s'efforcant de n’en oublier un; cela n’est -pas aus-
si facile quon pourrait croire et Euclide lui méme en applique
quil n’énonce pas. L’intuition géométrique nous est tellement
familiere que nous faisons usage des verités intuitives pour ains
si dire sans nous en apercevoir. De I3 ‘pour atteindre lé hut
que se plouoszut Hilbert, la- necesmte de ne pas accorder A
Pintuition la plus -petite place.

TLa liste de M. Hilbert est-elle définitive? I est permis
de le croire, car elle semble avoir été dressée avec soin'. Le
savant Professeur répartit Jes axiomes en cinq groupes:

1. Axiome der Vulmupiung (je traduirai par axiomes
p.*OJectzfs an lieu de chercher une traductmn littérale, comme
par exemple’ aa;wmes de la connectaon qu1 ne saurait ehe sa-
nsfalsante) : :

1I. Axiome der Anmdnung (axiomes de Doy dle)

_ III Axiomes de la congruence ou axiomes metl iques.
. Axiome dEuclide.
V Anome dAlcluméde

Parmi les axiomes projectifs, nous dlstmguelons ceux du
plan et ceux de l'espace;. les premiers sont. ceux qui dérivent
de la pr-o-position bien- connue: par deuz points passe. une droite
et une seule; mais je prefere tr admre lltteralement afin de bien
faire comprendre la pensée de M. Hilbert. _

»Imaginons trois systémes d’objets que mous appellerons
points, droites et plans. Imaginons que ces points, ~droites et
plans solent liés par certaines relations que nous exprimerons
par les mots étre situé sur, entre, ete. '

,J.—1. Deux points différents A et B determlnent tou-
jours une droite a; ce que nous écrirons

e e —— e o
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AB=a ou BA=a.

,Au lieu du mot déferminent nous emploierons également
d’autres tournures de phrase quiseront synonymes; nous dirons:

A est situé sur @, A est un point de @, @ passe par A, a

joint A & B, ete.-
~ ,1.—2. Deux points quelconques d'une droite déterminent
cette droite, c’est-a-dire que si AB=aet que AC=a, ef si Best

“différent de C, on a aussi BC=a.

Yoici les réffexions. que doivent nous inspirer ces énoncés:
les expressions,. élre situé sur, passe par, eic., ne sont pas
destinées & évoquer des images; elles sont simplement des sy-
nonymes du mot déterminer. Les mots point, droite et plan
eux-mémes ne doivent provoquer dans lesprit aucune représen-
tation sensible. Ils- pourraient indifféremment désigner des ob-
jets d’une nature quelconque, pourvi - qu’on pht établir entre

“ces objets une . correspondance telle qu’a tout systeme de deux

des objets appelés poinfs correspondit un des objets appelés
droites, et un seul. Et c’est pourquoi il devient néces'saire_‘d’
ajouter '(I, 2) que, si la droite qui correspond aun systéme des
deux points ‘A et B.est la méme que celle qui correspond au
systetme des deus points B et C, c’est aussi la méme qui cor-
respond .au systtme des deux points A et C. s _
Ainsi M. Hilbert a, pour ainsi dire, cherché i mettre les
axiomes sous une forme. telle qu'ils puissent étre appliqués par
quelquun qui n’en comprendrait pas le sens parce quil n'au-
rait jamais vu ni point, ni droite, ni plan. Les raisonnements
doivent pouvoir, d’apres lui, se ramener a des régles purement
mécaniques, et il suffit, pour faire la Géométrie, d’appliquer
servileménf_;.ces régles aux axiomes, sans savoir ce qu'’ils veulent
dire. On pourra ainsi construire toute la Géométrie, je ne dirai
pas précisénient sans y rien comprendre, ~ puisqu’on saisira I’
enchainement logique des propositionS; mais tout au moins sans




e 1B =

y rien voir. On pourrait confier les axiomes & une machine &

raisonner, par exemple au piano raisonneur de Stanley Jevons,

et 'on en verrait sortir toute la Géométrie.

Cette préoccupation peut sembler artificielle et puérile; et
il est inutile de faire observer combien elle serait funeste dans
Penseignement et nuisible au développement des esprits; combien
elle serait desséchante pour les chercheurs, dont elle tarirait
promptement 'originalité. Mais, chez M. Hilbert, elle s’explique
et se justifie, si 'on se rappelle le but poursuivi. La liste des
axiomes est-elle compiéte, ou en avons-nous laissé échapper quel-
(ues-uns que nous appliquons inconsciemment? Voild ce qu’il
faut savoir. Pour cela nous avons un critére, et nous n’en avons
qu'un. II faut chercher si la Géométrie est une conséquence
logique des axiomes explicitement énoncés, cest-d-dire si ces
axiomes confiés & la machine & raisommer peuvent en faire so-
rtir toute la suite des propositions.

Si oui, on sera certain de n’avoir rien oublié, Car notre
machine ne peut fonctionner que conformément aux régles de-

la Logique pour lesquelles elle a ét6 construite; elle ignore ce
vague instinct que nous appelons ntuition.

Je ne m’étendraipas surles axiomes projectifs de Pespace
que lauteur numérote I, '3, 4, 5, 6. Rien n’est changé'aux
énoncés habituels. ' ' :

Un mot seulement sur Paxiome I, 7, qui se formule ainsi:

»our toute droite il y a ‘au moins deux points; sur tout
plan, il y a au moins trois points non en ligne droite; dans
Pespace il y a au moins quatre points qui ne sont pas dans
-un méme plan.“ : :

Cet énoncé est caractéristique. Quiconque aurait laissé
I'intuition une place, si'”petite'qu’éll'e fit, n’aurait pas songé
a dire que sur toute droite il y a au moins deiix points, ou
bien il aurait ajouté tout de suite qu'il y en a une infinité;
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car l'intuition de la droite lui aurait révélé lmme(hatement et
simultanément ces deux veutes.

Passons au second groupe, celui des axiomes de Vordre,
Voici 'énoncé des deux premiers:

»o1 trois points sont sur une méme droite, il y a entre
eux une certaine relation que mnous exprimons en disant que
Pun des points, et un senlement, est entre les denx autres, Si

C est entre AetB, etsiD est entre A et C, D sera avssi en-
tre A et B/ etc.*

Ici encore nous ne falsons pas intervenir Iintuition; nous
ne cherchons pas & approfondir ce que swmﬁe le mot entre,
toute relation satisfaisant aux axiomes pourrait étre désignée
par le méme mot. Voila qui est bien propre & nous éclairer
sur la nature purement formelle des définitions mathématiques;
mais je w’insiste pas, car je n’aurais qu’'a répéter ce que 7o
dit & propos du premier groupe.

Mais une autre réflexion s'impose. Les axiomes de 'ordre
sont présentés comme dépendant des axiomes prO]ectlfs et ils
n'auraient plus aucun sens si Pon n’admettait pas ces derniers,
puisqu’on ne saur ait ce que c’est que trois points en ligne- droite.
Et cependant il existe une géométrie particulidre, purement
~ qualitative, et qui est absolument indépendante de la Géomé-
trie progectlve qui ne suppose connues ni la notion de droite,
ni celle de plan, mais seulement celles de hgne et de surface
c'est ce quon appelle I’ Analysis sitiis. Né serait-il pas préfé-
rable de donner aux axiomes du deuxidme groupe une forme
qui les affranchit de cette dépendance et les séparit comple-
‘tement du premier groupe? 11 reste & savoir si cela serait pos=
sible, en conmservant 3 ces axiomes leur caractire - purement
logique, c’est-a-dire en fermant compleétement la porte i toute
m{ultmn ‘
- Le troisigme groupe comprend les axiomes métriques ot
9

&
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nous distinguerons' trois sous-groupes. Les propositions 1II, 1, 2,
3 sont les axiomes métriques des segments: ces axiomes servent
a dofinir les longueurs. On conviendra de dire :qu’un_ segment
pris sur une droite peut étre congruent (égal) & un segmnent
pris sur une autre droite; c’est I’axiome III, 1; mais cette conven-
tion m'est. pas tout & fait arbitraire; elle doit étre faite de fa-
con que deux segments congi'uents 4 un méme troisieme soient
congruents entre cux (111, 2); on définit ensuite par une convention
nouvelle addition des segments, et cette convention, & son
tour, doit étre faite de fagon qu’en additionnant des segmens
égaux on trouve des sommes égales; et c’est 1a Paxiome 1II, 3.

Les propositions I1T,4, b sont les amomes correspondants pour
les angles. Mais cela ne sufﬁt pas encore: aux deux Sous-gro-
upes des axiomes metrlques des segments et des anglesil faut
adjoindre l’anome métrique des triangles (que M. Hilbert nu-
mérote 111, 6); si deux triangles ont un angle égal compris entre
cotés égaux, les autres angles de ces deux triangles sont égaux
chacun & chacun. o

On . retrouve-1a P'un des cas connus de Pégalité . des tri-
angles, que I'on démontre d’ordinaire par superposition, et
qu’on doit poser en postnlat si Pon veut éyiter de faire appel
a Pintnition. Quand d’ailleurs on se servait -de Pintuition, ¢’est-
A-dire de la superposition, on voyait du méme coup que. les
troisiemes cOtés dtaient égaux dans les deux triangles, et les
‘deux propositions étaient nnies pour ainsi dire. dans une méme
aperception; ici, au contraire, nous les sép&rons; de Pune d’elles
nons faisons un postulat, mais nous n’érigeons. pas l’autre en
postula._t_ parce gu'elle peut se déduire logiqﬁeméut de la pre-
midre. ‘ ' ' = '

Un pomt 1mportant ici nest pas traité; . 11 aulalp fallu
compléter la liste des axiomes en disant que le segment AB
est congruent au segment inverse BA, Cet axiomp implique la
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symetrie de lespace et 1’égalité des angles & la base dans un
triangle isoscele. M. Hilbert ne traite pas ici. cette question,
‘mais il en a fait objet d’un mémoire sur lequel nous revien-
drons plus loin.

" Je regretterai aussi que, dans cet exposé des axiomes mé:
‘triques, il ne reste plus aucune trace d’ure notion dont Hel-
mholtz avait; le premier, compl'is'l’imp01‘t'mce" je veux parler
-du déplacement d’une figure invariable. On aurait pu conserver

4 cette motion son réle naturel, sans sacrifier le' caractere
Iogfque des axiomes. On aurait evité ainsi Iintroduction arti-
Ticielle de cet axiome III, 6, et les postulats auraient été
rattachés 2 leur veritable origirie psychologique. Dans un autre
mémoire sur lequel mous reviendrons M. Hilbert s'est place
4 ce point de vue qui nous semble plus satlsfaasant

Le quatricme groupe ne complend que le postulatum d
Euchde

Le unqméme gloupe complend deux axmmes, e’ p1enuer

1

et le plus important est celui d’Archimede.

Soient deux points quelconques A et B sur une droite
.D; soit @ un segment, quelconque; constxulsons sul D, & partir
du point A, et dans la direction AB une série de _segments
‘tous égaux entre enx et egaux hoar AA, Al,d,, A o] , on

“pourra toujours plendle n a.ssez gmnd pour que Ie pomt B
se trouve sur I'un de ces segments

(’est-a-dire que, si l'on se don_ne,deux . longueurs quel-

conques {-et I, on peut toujours trouver un nombre entier n
assez grand pour que, en ajoutant » fois & elle méme la lon-
gueur [, on obtienne une longueur totale plus. grand que L.

Le second est ’Axiom -der Yollstindigkeit dont- jexpli-
qjuerai. plus doin Je sens. o e B
" Indépendance dbs - axiomes.——Ta liste 'dés axionies uné fois
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dressée, il faut voir sielle est exempte de contradictions.” Nous:
savons bien que oui, pmsque la géometrie existe; et M. Hilbert:
avait d’abord répondu oui en construisant une géométrie. Mais,
chose étrange, cette géométrie n’est pas tout & fait la notre,
son espace n’est pas le ndtre, ou du moins ce n’enest qu'une:
partie. Dans lespace de M. Hilbert, il n’y a pas tous les.
points qui sont dansle nétre, mais ceux seulement qu'on peut,.
en partant de deux points donnés, construire par le moyen de-
la régle et du compas. Dans cet espace, par exemple,. il n’exis-
terait pas, en général, un angle qui serait le tiers d’un angle-
donné. )

Je crois bien. que cette conception aurait été regardée-
par Euclide comme plus raisonnable que la notre. Toujours.
est-il que ce n’est pas landtre. Pour retrouver notre géométrie-
il faudrait ajouter un axiome.

,Si sur une droité, il y a une double infinité de points:
A,4,,...4,,.B,,B,,..B,.. tels que B, soit compris entre 4,
et B,_,, et A entre B, et 4 =13 quelsque soient p et g, 1E
4 aura sur cette droite a,u moins un point c qui sera, entre
4, et By, quelsque soient p et g*.

Da,nq sa seconde édition, M. Hilbert a voulu completer-
sa liste de fagon & retrouver notre geométrle et & n’en pas re--
trouver d’autre. Mais il ne se servit pas dela_xmme. t_jué nous:
venons d’énoncer et préféra adopter PAxiom der Vollstindigkeit:
qu’il enonce comme il suit:

Au systtme des points, droites et plans, il est impossible-
d’ad;omdre un autre systeéme d’objets tel que le systéme com--
plet satisfasse & tous les autres axiomés. '

Il est clair alors que cet ‘espace dont je parlais qui ne
contient pas tous les points de’ notre éspace ne. satisfait pas.
2 ce nouvel axiome, car on peut lui adjoindre ceux: des points-
de notre espace qu’il ne contenait pas,. sans.cesser de satis—
faire & tous les axiomes, w0
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Iy donc une infinité de géométries qui satisfont i tous
Jes axiomes, moins ’Axiom der Vollstindigkeit, mais il n'y en

2

-a qu'une, la nbétre qui satisfasse enoutre & ce dernier axiome.

On doit se demander ensuite si les axiomes sont indé-
-pendants, c’est-i-dire sil’on peut sacrifier Pun des cing grou-

) “pes en conservant Jes quatre autres et obtenir néanmoins une gé-

-ométric cohérente. C’est ainsi qu’en supprimant le groupe IV
(postulatum d’Euclide) on obtient la géométrie non-euclidienne
de Lobatschefski. '

On peut également supprimer le groupe III. M. Hilbert
a réussi & conserver les groupes I, II, IV et V, ainsi que les
-deux sous-groupes des axiomes métriques des segments et des:
.angl,és, tout en rejetant Paxiome métrique des triangles, c’est-
a-dire la proposition 111, 6, ' :

Voici comment il 'y parvient: considérons, pour simplifier,
une Géométrie plane et soit Ple plan dans lequel nous opérons;
nous conserverons aux mots points et 'dfroites leur sens habi--
'tuél; de méme nous conserverons aux angles leur mesures habi-
tuelles; mais il n’en sera pas de méme pour les longueurs. Une
ioﬁguem sera mesurée par définition par sa projection sur un’
plan Q différent de P, cette projection conservant elle-méme
sa mesure habituelle, I est clair que tous les axiomes subsis-
“teront, sauf les axiomes métriques. Les axiomes métriques des
angles subsisteront également, puisque nous ne changeons rien
3 la mesure des angles; ceux des segments sont vrais également,
puisque, chaque segment du plan P est mesuré par un aufre
segment qui est sa projection surle plan Q, et que ce dernier
segment est mesuré 4 la maniere habituelle. Au contraire, les
théordmes sur 1’égalité des triangles, tels que ’axiome III, 6,
ne sont plus vrais. Cette solution ne me satisfait qu’a moitié;
Ies angles ont été définis indépendamment des longueurs, sans.
quon se soit préoccupé de mettre les deux définitions d’accord.




fou plutot en les mettant en désaccord & dessein). 1l suffirait
de changer Vune des deux définitions pour retomber sur la
Géométrie classique. Je préférerais qu'on donnat deslongueurs
une définition telle qu’il devint impossible de trouver une dé-
finition des angles satisfaisant aux axiomes métriques des angles
et des triangles. Cela ne serait d’ailleurs pas difficile.

Il aurait ét¢ facile & M. Hilbert de créer une géométrie
olt les axiomes de Vordre seraient abandonnés, tandis que tous
les autres seraient conservés. OQu plutit cette Géométrie existe
déjz, ou plutdt encore il en existe déja deus. Il y a celle de
Riemann, pour laquelle, il est vrai, le postulatum ¢'Euclide
(groupe 1V) est abandonné également, puisque la somme des
angles d’un triangle est plus grand que deux droits. Pour bien
faire comprendre ma pensée, je me bornerai & considérer une
géométrie & deux dimensions. La Géométrie de Riemann i
deux dimensions n’est autre chose que la Géométrie sphérique,
a une condition toutefois: c'est quel'on ne regarde pas comme
distincts deux points diamétralement opposés sur la sphére.
Les éléments de cette Géométrie seront done les différents
diametres de cette sphere. Or, si P'onenvisage trois diamdtres
d'une méme sphére situés dans un méme plan diamétral, on
n'a aucune raison de dire que l'un d’eux est entre les deux
autres. Le mot entre n’a plus de sens, et les axiomes de I'ordre
tombent d’enx-mémes.

Si nous voulons maintenant une Géométrie ot les axiomes
de Pordre ne subsisteront pas, et ot on conservera le po-
stulatum d’Euclide avec les autres, nous n’avons qu'a prendre
pour éléments les points et les droites imaginaires delespace
ordinaire. II est clair que les points imaginaives de T'espace
ne nous sont pas donnés comme rangés dans un ordre déter-
miné. Mais il y a plus: on peut se demander s’ils sont suscep-
tibles d’étre ainsirangés; cela serait sans doute possible, comme
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Va montré G. Cantor (3 la condition, bien entendu, de
ne pas toujours ranger dans le voisinage l'un de Dautre des
points que nous regardons comme infiniment voising, de rompre
par conséquent la continuité de l'espace). On pourrait bien,
dis-je, les ranger, mais cela ne pourrait pas se faire de telle
fagon que cet ordre ne soit pas altéré par les diverses opérations
de ja Géométrie (perspective, translation, rotation, etc.). Les
axiomes de ordre ne sont donc pas applicables & cette Gé-
ométrie,

La Géométrie non archimédienne.—Mais la conception la
pius originale de M. Hilbert, c'est celle de la Géométrie non
archimédienne, on tous les axiomes restent vrais, sauf celui
d’Archimede. Pour cela il fallait d’abord construire un systéme
de nombres non archimédiens c’est-a-dire un systéme d’éléments
entre lesquels on pfit concevoir des relations d’égalité et d’inéga-
lité et auxquels on putappliquer des opérations correspondant &
Faddition et & la multiplication arithmétiques, et cela de facon
& satisfaire aux conditions suivantes:

1° Ler régles arithmétiques de P’addition et de la multi-
plication (commutativité, associativits, distributivité, etc.; Ari-
thmetische Axiome der Verkndipfung) subsistent sans changement.

2° Les regles du calcul et de la transformation des iné-
galités (Arithmetische Axiomeder Anordnung) subsistent éga-
lement.

3" L'axiome d’Archimede n’est pas vrai.

On peut arriver & cerésultat en choisissant pour élément
des séries de la forme suivante:

Aotm-f'.dltm_l-f-44215”1_2"1"'...,

ol m est un entier pesitif ou négatif et ot les ccefficients A
sont réels, et en convenant d’appliquer & ces séiies les recles
ordinaires de l'addition et de la multiplication. Il faut ensuite
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- déflnir les conditions d’inégalité de ces séries, de fagon & ran--
ger nos éléments dans un ordre déterminé. Nous y arriverons:

rar la convention suivante: nous attribuerons & notre série le

signe de A, et nous dirons qu'une série est plus petite qu'une’

autre quand, retranchée de celle-ci, elle donne une différence
positive. ; :

11 est clair qu’avec cette. convention, les rdgles du calcul
des inégalités subsistent; mais I'axiome d’Archimdde nlest plus
vrai; et, en effet, si nous prenons les deux €éléments 1et ¢ le
_premier, -additionné & lui-méme autant de fojs qu’on le voudra,
restera toujours plus petit que le second. On aura toujours
t>mn, quel que soit Ventier s, puisque la différence ¢—n sera
toujours positive, le coefficient du premier terme ¢, qui, par
définition, donne son signe, restant toujours égal & 1.

Nos nombres valgaires rentrent comme cas’ particuliers
parmi ces nombres non archimédiens. Les nouveaux nombres
viennent s'intercaler pour ainsi dire dans la série de nos nom-
bres valgaires, de telle fagon qu’il y ait, par exemple, une
infinité de nombres nouveaux plus petits qu’un nombre vulgaire
‘donné A et plus grands que tous les nombres vulgaires infé-
rieurs-3 A,

Cela posé, imaginons un espace & trois dimensions ol les
coordonnées d’un point seraient mesurées, non ‘pas- par des
nombres vulgaires, mais par des nombres non archimédiens,
mais ol les équations habituelles de la droite et du plan sub-
sisteraient, de méme que les expressions analytiques des angles
et des longueurs. 11 est clair que dans cet espace tous les axio-
mes resteraient vrais, sauf celui @’Archimade,

Sur une droite quelconque, entre nos points vulgaires, vien-
draient s’intercaler des points nouveaux. Si, par exemple, D,
est une droite vulgaire, D, la droite non archimédienne cor-
respondante; si P est un point vulgaire quelconque D, et si
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ce point partage D, -en deux demi-droites S et S' (j’ajoute, pour -
préciser, que je considere P comme ne faisant partie ni de S ;
ni de §'), il y aura sur D, une infinité. de points nouveaux .
tant entre P et S quentre P et S’ Il y aura- également sur.
D, une infinité de points nouveaux quiseront & droite de tous
les points vulgaires de D,. En résumé, notre espace vulgaire
n’est qu'une partie de l’espace non archimédien.

On voit quelle est la portée de cette invention. et en “quoi
elle constitue dans la marche de nos idées un pas presque
aussi hardi que celui que Lobatchefsky nous a fait faire; la
géométrie - non euclidienne respectait pour ainsi dire notre
conception qualitative du continu géométrique tout en boulever- .
sant nos idées sur la mesure de ce continu. La géométrie non
archimédienne détruit cette. conception, elle disstque le continu .
pour y introduire des ¢éléments nouveaus. : _

Dans cette conception si audacieuse Hilbert avait .eu un.
precurseur. Dans ses fondements de la géométrie Veronese avait.
eu une idée .analogue. Le chapitre VI de son introduction est -
le développement d’une véritable arithmétique et. d’une véritable
géométrie . non-archimédiennes o les nombres transfinis de
Cantor jouent un rdle préponderant. Toutefois par I’élégance
et la simplicité de son exposition, par la profondeur de ses
vues philosophiques, par le parti qu’il a tiré de I'idée fonda-
mentale, Hilbert a bien fait sa chose dela nouvelle géométrie,

Quoi qu’il en soit, M. Hilbert poursuit les conséquences
de ses prémisses et il cherche comment on pourrait refaire la
Géométrie sans se servir de I’axiome d’Archimede. Pas de dif-
ficulté en ce qui concerne les Chapitres que les écoliers ap-
pellent le premier étle deuwiéme Livre. Cet axiome n’y inter-
vient nulle part.

Le troisieme Livre traite des proportions ¢t de la similitude.
Voici, en substance, la marche que suit M. Hilbert pour le
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réconstituer sans  avoir recours & Paxiome d’Archimgde. II
ﬁr‘end la- construction habituelle de la quatridme proportionnelle
comme “definition de:la proportion, mais une- pareille définition
a besoin d'étre justifiée; il faut montrer d’abord que le résultat
‘est le méme, quelles que soient leslignes auxiliaires. employées
dans la construction et ensuite que les régles  ordinaires. du
calcul 'appliquent aux proportions ainsi définies. C'est cette
justification que M. Hilbert nous donne d’une facon satisfaisante.

Le quatri¥me Livre traite de la mesure des aires planes;
si cette mesure peut s’établir - facilement sans le secours du
principe @ Archimede, c’est parce que deux - polygones équi-
valents ou bien’ peuvent étre -décomposés en triangles de telle
facon que-les triangles élémentaires de l'un et ceux de V’autre
sofent égaux chacun & chacun -(ou, en d’autres termes, peuvent
étre ramenés ’'un & Vautre par le procédé du casse-téte chinois),
no bien peuvent: étre regardés comme des différences de poly-
gones susceptibles de ce mode de décomposition (c’est-toujours
lé méme procédé, en admettant non seulement des triangles
“additifs, mais encore des triangles soustractifs). Mais nous
‘devons observer qu’une circonstance analogue ne parait pas se
retrouver pour deux polyddres equivalents, de sorte qu’on peut
se demander-si l’on- peut déterminer; par exemple le volume
de la pyramide sans un appel plus oa moins déguisé au cal-
cul infinitesimal. 11 n’est donc pas certain qu’on pourrait se
passer aussi facilement de l'axiome d’Archiméde dans la mesure
des volumes que dans celle des aires Iilanes._ M. Hilbert ne
I’a d’ailleurs pas tenté. Mais depuis la publication de la pre-
miére édition, un de ses ¢léves a démontré que le_procédé-du.
casse-téte chinois n’est pas applicable aux volumes des solides.

Une question restait & traiter toutefois; étant donné un
polygone, est-it possible: de le décomposer en triangles et d’en-
lever l'un des morceaux de fagon que le . polygone restant soit
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~équivalent au polygone donné, c’est-a-dire de fagon qwen trans-

formant ce polygone restant par le procédé du casse-téte - chi--
nois, on puisse retomber sur le polygone. primitif. D’ordinaire,
on se borne a dire. gue. cela est impossible parce que le. tout
est plus grand. que la partie. -Clest 13 invoquer un axiome
nouveau, et quelque évident . qu’il nous paraisse,- le logicien
serait plus satisfait si Pon pouvait Iéviter. M. Schur a trouvé

- la démonstration, il est vrai, mais en s’appuyant sur Paxiome

d’Archimede; M. Hilbert voulait y arriver sans se servir de
cet axiome. Voici par quel artifice il y parvient; il admet, que
la surface du triangle est par dé finition le demi-produit de sa .
base par sa hauteur, et il justifie cette définition en montrant
que deux triangles équivalents (au point de vue du casse-téte
chinois) ont méme surface (au sens dela nouvelle définition)
et que la surface d’un tnangle decomposable en plusieurs aun-
tres est la somme des surfaces _des triangles composants. U_ne
fbis cette justification terminée, tout. le réste suit sans difﬁculté
Cest donc toujours la méme m‘u'che. Pour éviter d’incessants
appels & l'intuition, qui nous fournirait sans cesse de nouveaux
axiomes, on transforme. ces axiomes en définitions, et. 'on jus-
tifie aprés coup ces définitions en montrant qu'elles sont exe-
mptes de contradictions. R

La Géométrie non- arguésienne.—Le théoréme fondamental
de 1a Géométrie projective est le théordme: de Desargues. Deux
triangles sont dits homologues lorsque les- droites qui joignent
chacun 2 chacun les sommets correspondants se coupent en un
méme point. Desargues a démontré que- les points d’intersection
des cdtés correspondants de deux triangles homologues sont sur -
une méme ligne droite; la. réciproque est également vrale.

Le théoreme: de Desargues. peut s’établir de deux manieres:

1" En se servant des axiomes projectifs du plan et des
axiomes métriques du plan;
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_ 2° En se servant des axiomes pTOJthlfS du plan et de
ceux de l’espace.

Le théordme pourrait donc étre découvert par un animal

3 deux dimensions, & qui une troisitme dimension paraitrait
aussi inconcevable qu’a nous une quatnéme qui par conséquent
ignorerait les axiomes projectifs de Despace, mais qui aurait
vu se déplacer, dans le plan qu’il habite, des figures invariaples
ana,locrues 3 nos corps solides, et qui, par ‘conséquent, con-
naitrait les axiomes métriques. Le théoréme pourrait étre dé-
couvert également par un animal-d trois dimensions qui con-
naitrait les axiomes * projectifs de P'espace, mais qui, n’ayant
jamais vu se déplacer de corps solides, ignorerait les axiomes
métriques.

Mais pourrait on établir le théoreme de Desargues sans
se servir ni des axiomes projectifs de Vespace, ni ‘des axiomes
métriques, mais seulement des axiomes ‘projectits du plan? On
pensait que mnon, mais on n’en était pas str. M. Hilbert a
tranché la question en construisant une géoméirie non argue
sienne, qui esi, bien entendu, une géométrie plane. Considérons
une ellipse E. A Vextérieur de cette ellipse, le mot droite con- -
serve son sens habituel; & lintérieur le mot droife prend un
sens différent et il s'applique & un arcde cercle qui, proiongé,
irait passer ‘par un point fixe P extérieur & Vellipse. Une
droite qui traverse D'ellipse E se composera donc de deux parties
rectilignes, au sens ordinaire du mot, raccordées 4 lintérieur
de Pellipse par un arc de cercle; tel un rayon lumineux qui
serait dévié de sa trajectoire rectiligne en traversant un corps
réfringent.

Les axiomes projectifs du plan seront encore vrais si I’on
suppose le point P assez éloigné de D'ellipse E.

Placons maintenant deux triangles homologues en dehors
de Vellipse E, et de telle fagon que leurs cotés ne renconfrent
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pas E, les trois droites qui joignent deux & deux les sommets

~correspondants, si on les entend aw sens ovdinaire du mot,

jront se couper en un méme point Q d’aprés le théoréme .de
Desargues; supposons que ce point Q soit a Vintérieur de B.
Si maintenant nous entcndons le mob droite aw sens nouvel,
les trois droites qui joignent les sommets correspondants seront
déviées en pénétrant  Vintérieur de ellipse. Elles n’iront donc
plus passer en Q, elles ne seront plus concourantes. Le théo-
yeme de Desargues n'est plus yrai dans notre nouvelle géomét-
rie, c’est une géométrie non arguésienne.

La Gécmétrie mon pascalienne. — M. Hilbert ne s’arréte
pas Ta et il introduit encore une nouvelle conception. Pour
bien la comprendre, il nous faut d’abord retourner un instant
dans le domaine de PArithmétique. Nous avons vu plus haut
gélargir la notion de nombre; par Vintroduction des nombres
non archimédiens. Tlnous faut une classification de ces nombres
nouveaux, et pour I’chtenir- nous allons classer d’abord les axi-
omes de VArithmétique en quatre groupes qui- seront:

19 Les lois d’asscciativité et de commutativité de V'addi-
tion, la loi Passociativité de la multiplication, les deux lois de
distributivité de la multiplication; ou en résumé toutes lesre-
gles de l'addition et de la multiplication, sauf la loi de com-
mutativité de la multiplication; '

9° Tes axiomes de l'ordre, c’est-d-dire les régles du:cal-
cul des inégalités; o

30 T, loi de commutativité de la ‘multiplication d’aprés
laquelle on peut intervertir Pordre des facteurs sanschanger le
produit; . :

' 4° 12axiome d’Archimade.

Les nombres qui admettront les axiomes des deux premiers

groupes seront dits ar guésiens; ils .pourront étre pascaliens ou
:non pascaliens selon qu’ils satisferont ¢u me satisferont pas a
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T'axiome -du troisitme groupe, ils seront archimédiens ou non:

N

archimédiens, suivant qu’ils satisferont ou non &
quatriéme groupe. Nous ne tarderons pas 3 voir la: raison de ces

Paxiome du

dénominations. _

Les noribres ordinaires sont & la fois arguésiens, pasca-
liens et archimédiens. On peut démontrer la loi de commuta-
tivité en partant des axiomes des deux premiers groupes et de
I’axiome d’Archimede; il n’y a donc pas de nombres arguésiens,
archimédiens et non pascaliens. -

En revanche, nous avons cité plus haut un exempleé de
nombres arguésiens, pascaliens et non archimédiens; c’est ce
que jappellerai les nombres du systéme T, et je rappelle qu’a
chacun de ces nombres correspond une. série de la forme

1 ' t—1
Aot”‘ﬂ-Alt" - oy

ol les A sont des nombxes réels- ordinaires.

il est aisé de former, par un procédé analogue, un svsteme
de nombres arguésiens, non pascaliens- et non archimédiens. Les
éléments de ce systéme seront. des séries de la forme

S=T " +T,s" '+

ol s est un symbole analogue & ¢, » un entier positif ou né-
gatif, et T,, T,,... des ‘nonibres ‘du systéme T; si doncon rem-
placait les coefficients T, T,,... par les séries en ¢ correspon-
dantes, on aurajt une série dépendant ¥ la fois de ¢ et de s.
On additionnera les séries 8 d’aprds les régles ordinaires, et
de méme pour la multiplication de ces séries on admettra les
regles de distributivité et d’associativité, mais.ion:admettra que
la:loi- de- commutativité n’est pas.wvraie .et .gqu'ap .contraire
St==~=15.. ) A
1 reste d rangey les 8éries. dans H . o;dle detelmme pour
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satisfaim aux axiomes de D’ordre. Pour cela, on attribuera & la
série S le.signe du premier coefficient Ty; on dira qu'une série
est plus petite qu'une autre, quand, retranchée de celle-ci, elle
donnera une différence positive. C’est donc toujours la méme
régle: ¢ est regardé comme trés grand par rapport a4 un
nombre réel ordinaire quelconque, et s est regardé comme fres
grand par rapport & un nombre quelconque du systéeme T.

: La loi de commutativité n’étant pas vraie, ce sont bien

‘des nombres non pascaliens.

Avant d’aller plus loin, jerappelle que Hamilton a depuis
longtemps introduit un. systéme de nombres complexes ol la
muitiplication n’est pas commutatiife' ce sont les guaternions,
dont les Anglais font unsi fr equent usage en Physigne mathé-
111at1que. Mais, pour les quatelmons, les axiomes de I'ordre ne
sont pas vrais; ce qu'il y a donc d’original. dans la conception
de M. Hilbert, ¢’est que ses nouveaux nombres satisfont anx
axiomes de I'ordre sans satisfaire 3 la régle de commutativité.

Revenons & la Géométrie, Admettons les axioi:nes des trois
premiers groupes, cest-i-dire les axiomes projectifs du plan et
de lespace, les axiomes de Pordre et le postu]at d'Euclide; le
théoreme de Desargues s’en déduira, pulbqu il est une consé-
quence des axiomes projectifs de l’espace =

Nous voulons constifuer notre geometne SaNSs NOUS scnm-
des axiomes métrigues, le mot de longueur n’a done encore
pour .nous aucun sens; nous n’avons pas le droit de nous ser-
vir du compas; en revanche, nous pouvons nous servir de la
régle, puisque nous admettons que par deux points on peut
faire passer une droite, en vertu delun des axiomes projectifs;
nous _sayoﬁs également mener par un point ung para]léle 4 une
droite donnée puisque nons admettons le postulatum d’Euclide,
Voyons ce que nous pouvons faire avec, ces ressources.

Nous pouvons définir 111om0thet1e de. deux ﬁgures, deux

T T i,
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triangles seront' dits ~ homothétiques quand leur cotés seront
“paralléles deux- & deux, et nous en conclurons (par le théoréme
de Desargues que nous admettons) queles droites qui joignent
les sommets correspondants sont concourantes. Nous nous servi-
rons ensuite de P’homothétie pour définir les proportions. Nous
- pouvons aussi définir I'égalité dans une certaine mesure.

‘ Les deux cotés opposés d’un parallélogramme seront égaux
par définition; nous savons ainsi reconnaitre si deux segments
sont égaux entre eux, pourvu qu’ils soient paralltles. '

Grace & ces conventions, nous sommes maintenant en me-
~sure de comparer les longueurs de deux segments; mais pourvi
que ces segments soient paralldles. La comparaison de deux lon-
gueurs dont la direction est diflérente n’a aucun sens, et il
faudrait pour ainsi dire une unité de longueur différente pour
chaque direction. Inutile d’ajouter que le mot angle n'a aucun
sens. 7 '

Les longueurs seront ainsi exprimées par des nombres;
mais ce ne seront pas forcément des nombres ordinaires. Tout
Ce (ue mous pouvons dire, c’est que, si le théoréme de Desar-
gues est vrai comme nous ’admettons, ces nombres appartiend-
ront & un systéme satisfaisant aux axiomes arithmétiques
des deux premiers groupes, c’est-h-dire d un systéme argué-
sien. Inversement, étant donné un systéme quelconque S de 1no-
mbres arguésiens, on peut construire une géométrie telle que
les longueurs des segments d’une droite soient justement exp-
rimées par ces nombres. '

Voici comment peut se faire cette construction: un point
de ce nouvel espace sera défini par trois nombres z, ¥, # du
systeme S qui sappellexont les coordonnées de ce point. Siaux
‘trois coordonnées des divers points d’une figure on ajoute trois
constantes (qui sont, bien entendu, des nombres arguésiens du
systtme S), on obtient une autre figure transformée de la pre-
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midre et de telle facon qu’a un segment quelconque de l'une
des figures corresponde dans l'autre un segment égal et paral-
Jele (au sens donné plus haut a ce mot). Cette transformation
est done une translation, de sorte que ces trois constantes dé-
finissent une translation. Si maintenant nous multiplions les
trois. coordonnées de tous les points d’une méme figure par une
méme constante, nous obtiendrons une seconde figure qui sera
homothethue de la premiere.

" Iréquation du plan sera une équation linéaire connue
dans !a Géométrie analytique ordinaire; mais, comme dans le
systtme S la multiplication ne sera pas commutative en géné=
ral, il importe de faire une distinction et de dire que dans
chacun des termes de cette équation linéaire ce sera la co-
ordonnée qui jouéra le role de multiplicande, et le coefficient
constant qui jouerd le role de multiplicateur.

Ainsi, & chaque systéme de nombres arguésiens corres-
pondra une géométrie nouvelle satisfaisant aux axiomes pro-
jectifs, & ceux del'ordre, au théoréme de Desargues et au po-
stulatum d'Euclide. Quelle est maintenant la signification. gé-
ométrique de 'axiome arithmétique du troisitme groupe, c’est-a-
dire de la régle de commutativité. de la multiplication? La
traduction géométrique de cette régle, cest le théoréme de Pas-
cal; je veux parler du théoreme sur I'hexagone inscrit dans
une conique, en supposant que cette conique se réduit & deux
droites. ;

Ainsi, le théordme de Pascal sera vrai ou faux, selon que
le systtme S sera pascalien ou non pascalien; et, comme il y
a des systdmes non -pascaliens, ¢ y aura également des géo-
métries non pascaliennes.

Le théortme de Pascal peutse démontrer en partant des
axiomes métriques; il sera donc vrai, si Ton admet que les figu-
res peuvent se transformer nous seulement par homothétie et

3
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tl&]lS]&th]] comme nous venons de la faue, mais encore par
lotatlon : _ e

Le théoréme de Pascal peut également se déduire de I'axi-
ome d'Archimede, puisque nous ven'('ms: de voir que tout Sys-
teme de nombles arguésiens et arch]me(hens ést en méme
temps pascahen toute géométrie non pascalzeme est donc en
méme temps non archimédienne.

Le Streckeniibertriiger.—Citons encore une autre concep-
tion de Hllbelt 11 étudie les constructions que I'on pourrait
faire, non pas & Vaide de la régle et du compas, mais par le
moyen de la 1évle et d'un’ instrument paltmuher qu’il appelle
'St; eckeymbe? tmge:- , et qui pexmettlalt de porter sur une
drmte un segment égal & un autre segment pus suf une autre
droite. Le Streckendibertrdger nest pas leqmvaleut du compas;
ce dernier instrument permettrait de construire 1’111te1'sect1on
de deux’ cercles ou d’un cercle ‘et d’une- droite quelccnque, le
Streckenubertmgea nous donnerait seulement l’mtersectmn d'un

cercle et d’une droite passant pa@ le’ centre de ce corcle. M.
‘Hilbert cherche dong quelles sont 165 constiuctions qui seront

p0551b1es avec ces - deux instr uments et il arrive & une con-

lusion bien remm quable.

Les constmct:ons qui peuvent se faue pa.r la 1é01e et le

icompaq peuvent se faire ega,lement par la 1évle et le Str ec.ke—
nibertrager, si ces constructions sont telles gue le “résultat én
svid toujours réel. 11 est clair, en effet, que cette condition est

nécessane ca1 un cercIe est tOUJOUIS coupe en deux points
réels par une droite menee par son centré. Mais il était dif-
ficile de prévoir que cette condltmn selalt eva,]ement suf-
fisante. s

Mais ce n'est pas tout; dans toutes ‘cés’ 'EOhél?ubtions il

‘serait possible de’remplacer le Streckenabertidiger par VEich-

mass; instrument qui’pérmet-de porter sur une droite quel-
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“conqiie 3 partir d’un point quelconque non plus une Iomuem
quelconquic mais une longueur égale 3 V'uriits.

Cette remarque, due & Pun des éleves de M. Hilbert,

augmente beaucoup la por tee du 1‘esultat precédent

- Le mémoire que nous venons dana,lvsel mettait en evi-
dencelxmpm tance de la nouvelle géométrie non-ar cmmedlenne
il discutait le role de Taxiome d’Ar chimede dans les raison-
nements géometrlques et. le principal résultat de cette discus-
sion pouvait seresumer ainsi; 511011 ab'mdonne cet amome et
que Yon conserve seulement, les . axiomes des quatre premiers
groupes, les résultats essentiels de la ﬂéometlle _ euclidienne
mne sont pas a]terés, mais il n’en est pIus de méme si on con-
serve seulement les axiomes pl‘OJectlfS et ceux de l’mdre ‘ain-
si que le. pustulatum dDuchde, mais en abandonnant A Ia fois
laxmme d’Archiméde et Ies axiomes metnqueS' .on peut. alors
‘tomber sur la geometue non -pascalienne, e

Une question se- pose alms ce que n01. venons de dlre
-de Ja géométrie euc]uhenne est- 1l encore vrai de ce]Ie de Lo-
batchefski? En d’autres termes, si Pon conserve seulement les
-axiomes des trois premiers groupes (pw_]ectifs de Tordre et
metuques) et que l'on remplace le postulatum. d’Euchde par

cehu de Loba.tchefskl, letromera t-on les théor émes fondamen- _

tanx de Lobatchefsky sans se servir de Vaziome @ Ar chzmﬂde?

_ C ‘est cette question que M. Hilbert a 1esolue dans son artlc]e

Uebee eine meue Begmndung der Boly _;aa—Lobatsckefsk Jschen
Geometrw I y repond aﬂumatnement et montre en particulier

Y

quil existe tOUJouls une perpend:culaue commune 3 _deux

drmtes du pla.n qu1 ne se rencontrent pas sans étre paralldles.

J attu'elal lattentlon sur I'enoncé du postulat de Lobatchefskl-

,,Sl b.est une. d101te quelconque du plan et A ‘un. point non

sxtue sur cette drmte il. passe . tOIIJOIIFS par A deux demi-

drmtes a, et @, qui ue sont pas.dans le pmlono'ement l’une
3*
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de P'autre et qui ne coupent pas la droite b, tandisque toute-
semi-droite, passant par 4 et située dans Pangle formé par-
@, et a,, rencontre b.“

Ce sont ces deux demi-droites @, et @, qui ont recu le:
nom de paralléles. Elles ne rencontrent pas la droite b, mais-
elles servent de lémite & Pangle ol se trouvent les droites qui
rencontrent b et & DPangle ou se trouvent les droites qui ne-
rencontrent pas b. K

Je signalerai une théorie élégante de certaine$ transfor-
mations qui portent sur ce qu’on pourrait appeler les points-
a linfini du plan lobatscheffskien et dont les lois sont les mé-
mes que celles de I'addition et dela multiplication des nombres-
réels. On peut en tirer une exposition tres snnple et tléSw
suggestive de la géométrie non-euclidienne.

I’origine de nos connaissances sur la théorie des paralleles-
se trouve dans les théorémes de Legendre qui établissent une-
correlation nécessaire entre la somme des angles d’un triangle-
et le choix entreles trois géométries d’Euclide, de Lobatchefs-
ki et de Riemann. Quel réle joue I’a:nome dAlchlméde dans-
ces théorémes?

Cette question pleoccupalt M. Hilbert et, sous son mspl—
ration, M. Dehn en a fait 'objet d’une these que je ne puis:
ici passer S0us silence. Les conclusions de M. Dehn montrent
que sans l'axiome dAl_chlméde les théorémes de Legendre ne-
sont plus vrais. I est vrai encore que si un triangle a la som-
me de ses angles egale (ou plus grande) (ou plus petlte) que-
deux droits, il en est de méme ‘de tous les autres. Il est vra.
encore que si cette somme est plus petlte que deux droits, l'or
peut mener A une “droite pluSIeurs paralleles par un. pomt 1
est vral que si elle est plus grande que deux d101ts, le postu-
latum d’ Euchde est faux, et que si e]le est égale & déux dro-- '
its, il est lmpossﬂ)le que deux droites se rencontrent tOllJOllI‘S.
mais les autres théorémes de Legendre ne sont plus vrais.




SRS e e AP .

L

I1 existe une géométrie plane ot la somme des angles d’un
itrlangle ¢étant plus grande que deux droits, on peut mener A
une droite par un point une infinité de paralldles (j’ appelle
ainsi les droites qui ne la lencontlent pas), c’est la géométrie
‘non-legendrienne. '

1l en existe une ou. la somme des angles est ‘égale & deux
droits, et ot on peut mener & une droite par un point une
infinité de paralleles. C'est la géométrie semi-euclidienne.

11 me suffira d’expliquer ici ce que c’est que cette derniere,
la premidre etant tout-d fait analogue. Pour cela il faut nous
Teporter & ce que jai dit plus haut dela géométrie non-archi-
-médienne. J'ai expliqué comment le plan non-archimédien se
-déduisait du plan vulgaire par ’adjonction de pbints nouveausx;
comment pour déduire une droite non-archimédienne D, de la
droite vulgaire D,, il faut y adjoindre 1° d’une part une in-
finité de points nouveaux entre deux demi-droites quelconques
&' et S” dont P’ensemble forme D,. 2° d’autre part une infi-
nité de points nouveaux a droite de tous les points vulgaires
de D,, et une infinité de points mnouveaux & gauche de tous
les points vulgaires de D,. '

Eh bien, conservons les points nouveaux de la premiére
sorte c’est & dire ceux quisont  distance finie et suppri mons
les points nouveaux de la seconde sorte c’est & dire ceux qui sont
a distance infinie. Alors soit D une droite quelconque et 4 wn
point quelconque; alors il y aura une infinité de droites pas-
sant par 4 et qui ne rencontreront pas D, ce sont celles qui
T'auraient rencontrée en l'un des points nouveaux de la secon-
-de sorte, si ces points n’avaient pas été supprimés: cependant
tous les théorémes d’Euclide subsistent et toute rotation ou

‘toute translation transformera en lui-méme le plan non-archi-

médien ainsi mutilé.

I semble qu’il y ait 13 une contradiction avec les résul-

e e T T T T




tats de article que je viens de citer: Ueber eine neue Begriin-
dung..... Si, comme I'a montré M. Hilbert, la géométrie de
Lobatchefski peut étre déduite de son postulat sans linterven-
tion de Faxiome d’Archimede, comment peut-il y avoir une
géométrie semi-euclidienne c’est 3 dire une géométrie ou les
theoxemes Q’Euclide se concilient avee le postulat de Loba-

_ 1:(:11efsl(1D i

11. semble. que cette dlfﬁculte p10v1ent de ce quel’énoncé

du postulat  n’est pas le méme dans les deux cas. M. Dehn
suppose que par un point on peut meper une infinité de
droites .qui ne rencontrent pas une droite donnée et une infinité
de droites qui la rencontrent. Les premjeres forment un . en-
semble F,, les autres forment un ensemble &, M. Hilbert sup.-

pose de plus qu’il existe une droite limite qui appartient & -
Tensemble F et telle que toute droite comprise entre cette

droite limite et une droite de E, appartient également a E,.

Clest cette droite - limite que M. Hllhe1t considére comme Ja.

paralléle proprement dite. Dans la géométrie de M. Dehn,

cette parallele proprement dite n’existe pas. Il:y aurait 13 une

3

question interessante & examiner de prés. Peut-on construire
une géométrie non-archimédienne ot cette paralléle proprement.

dite existe et & laquelle sapnhquent les résultats de M. H]l-
bert?

Une (question analogue est traitée dans un autre article
de M. Hilbert: Ucber die Gleichheit des Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck, _ :

Dans la géométrie plane ordinaire, le plan est symé,frique
ce qui se traduit par I’égalité des angles & la base du triangle
isoscele.

On doit faire figurer cette symétrie du plan dans la liste .
des axiomes métriques. Dans toutes les géométries plus ou .

moins étranges dont nous avons parlé jusqu'ici, dans celles




du moins ol I'on admet les axiomes métriques, dans la géomé-~
trie metrxque non ar chlmedlenne, dans les geometmes nouvelles
de M. Dehn, dans celles qui ont fait Pobjet du mémoire Ue-
ber cine neue Begmndun_q ... cette symetne du plan est tou-
jours supposée. Kst-elle une conséquence des autres axiomes
métriques? Oul, comme Ie montle M. Hilbert, si Ton “admet
I'axiome d’Archimade. \Ton dans le cas contran'e‘ 11y a des
geometrles non-archimédiennes ot tous les axiomes metuques
sont vaals a l’exceptmn de celul de la symetrle du plan. En .
voici un exemp!e '

Les nombres non-archimédiens, définis plus haut, peuvent
étre infiniment grands ou finis ou infiniments petits; mais un
angle sera toujours fini ou infiniment petit & cause de la re-

Jation
' Cos’p -+ Sz'-)a?go:l j

Un angle peut donc toujours se mettre sous la fmme
8+7, 6 etant un nombre reel ordma,ue et 7 un nombre non-
archimédien infiniment petlt Defmlssons alors les coordonnees
rectangulaires d’un point, les droites et les translatlons A la
maniere ordinaire ef, déflmssons Ia 10tat10n de la maméle sui=

_vante Sment o,/ les 0001donnees du centle de mtatwn B+T

l’angle de 1otat10n, Y les coordonnees @ un point_ quelconque
avant la, 1otat10n‘ 'y ses coordonnees a,p1és la rotation; 011

aura , N
(ﬂ,}tl _a) + é(y'_ﬁ),_:?{m+t+m

Consnlerong le gmupe formé par, les rotations autour de
l’nuwlne ce groupe ne sera pas pelmutable 3 la transforma-
tion qul chancre y en—y, ni & aucune transformation qui con-
serve origine, qui change les droites en droites et dont le
carré se réduise & la transfmmatwn identique. Le ;plan n’est

donc pas symétrique.
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Tous les autres axiomes métriques subsistent cependant
ainsi que le postulatum d’Euclide et méme un axiome nouveau
que M. Hilbert appelle Awxiom der Nachbarsc?iﬂft et qu’il.
énonce ainsi:

,Etant donné unsegment quelconque S, on peut trouver
un triangle 3 Pintérieur duquel on ne puisse placer aucun seg-
ment congruent & S.“

Cela résulte aisément de Yequation ducercle. L’équation
d'un cercle de rayon o et de centre a8 est en effet’

2t e

B
(0—0) '+ (y—B)'=0% ; H—g=tg(B+7):

En revanche il n’est pas vrai que les angles & la base
d’un triangle isoscéle soient égaux; il n’est pas vrai que dans
un triangle un coté soit plus petit que la somme de deux autres;
enfin le théoreme de Pythagore sur le carré de I'hypoténuse
n’est pas vrai. Cest pour cette raison que cette géométrie s'ap-
pelle non-pythagoricienne. '

Je vais parler maintenant d’un article intitulé Ueber die
gerade Linie als kiirzeste Verbindung sweier Punkte que je
ne puis séparer d’une these sur le méme sujet, éerite par M.
Hamel sous Vinspiration de M. Hilbert. Ici nous sommes moins
depaysés; non seulement il mest pas question de renoncer
b Yaxiome d’Archimede, mais nous ne rencontrons que de fonc-
tions analytiques qui se laissent différentier et intégrer.

Supposons quon ait défini les droites & la fagon ordinaire
et quon admette les axiomes projectifs, ceux de Pordre et les
théorémes de Desargues et de Pascal. Définissons maintenant
la longueur d’un arc de courbe quelconque; il n'est pas néces-
saire de choisir cette définition de facon & satisfaire aux axi-
omes métriques c’est a dire de facon a rendre possible le mou-
vement d'une figure invariable. | '
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Est-il possible de faire ce choix de facon que la ligne
droite reste le plus court chemin d’un -point & un autre? La
définition de la droite n’est pas changée, mais celle du cercle
reste arbitraire dans une trés large mesure; il faut seulement
que tous les cercles qui ont leur centre sur une droite et qui
viennent passer par un point de cette droite aient en ce point
méme tangente. Le probleme comporte une infinité de solutions.
M. Minkowski, dans un but arithmétique, en a developpé une
ou tous les cercles sont des courbes semblables entre elles au
cens ordinaire du mot. M. Hilbert, des 1894, en avait donné
une autre qwon peut caractériser ainsi: Envisagons une courbe
fermée connexe qui servira de courbe fondamentale. Soit D une
droite, M un point de cette droite; tous les cercles qui ont
leur centre sur D et qui passent par M ont méme tangente
T et cette tangente quand le point M déerit la droite D, pi-

b)

vote autour @un point fixe qui est Pintersection de deux tan-

gentes & C aux points. ol cette courbe est coupeé par la droite

D. Enfin M; Hamel a dans sa thése donné la solution gé-
nérale de la question, mais cette solution est trop compliquée
pour pouvoir étre exposée en peu de mots.

Jearrive & un important mémoire de M. Hilbert qui est
intitulé Grundlagen der Geometrie, qui porte par conséquent le
méme titre que sa Festschrift, mais oll il se place cependant
a un point de vue tout différent. Dans sa TFestschrift en ef-
fet, comme on Ia vue par I'Analyse qui précéde, les rapports
de la notion d’espace et de la motion du groupe, tels qu’ils
résultent des travaux de Lie, sont laissés de coté ou relégués
au second plan. Les propriétés générales des groupes'_n’appa-
raissent pas dans la liste des axiomes fondamentaux. Il n'en
est pas de méme dans le mémoire dont nous allons parler.

M. Hilbert suppose un plan sur lequel il’ fait les hypo-
theéses suivantes:
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17 Le points de ce plan correspendent un & un aux points du
plan vulgaire ou a une partle de ces pomts. A1n81 chaque
mais 11 peut Y avmr sur le pla.n vulfralre des pomts qm nont
pas de cmrespondant sur le pla,n nouvea,u._Le p]an nouveau a

donc, pour ainsi dire moins de points quele plan yu Iﬂane cest

le contraire de ce qui arrivait pour le pla.n non- archxméd]en.
Les pomts du plan vulrra,lre qul ont des correspondants sur le
p}an nouveau s appellent Blldpunkte. L epsemble des Blldpunktp

tit pour etre contenu dans cette reﬂmn et qu ‘on pulsse aller
d’un point & l’autre de la reo'mn en suwant une combe cony
tmue et sans sortir de la régwn

. Les points de ce plan nouveau sont susceptlbles de

transformatlons appellées mouvement et qui forment un groupe.

. Parmi ces mouvements, il y en a une infinité qui lais-
sent fme un certain point 3 et qu'on appelle rotations autour
de M. L’ensemble des tranformés d’un méme point. 4 par
toutes ces rotations s’appéle cercle. Tout cercle a;uneinfinité de
points. ' :

4° Le groupe des momements forme un systeme ferme'
voici ce que cela veut dire: si 'on a une infinité de mouve-
ments qui changent deux points- A et B, le premier en 4,
et B,, le second en 4, et B,,.... le n-igme en 4, et B,;
si le point A4, tend vers 4 et le point B, vers B qua.nd 7
croit indéfiniment, il y aura également dans le groupe un mou-
vement qui changera exactement 4, et B, en 4 et en B,
et c’est encore la méme chose.siau lien de deux. pointson en
considére trois.ou seulement un.

Jai un peu é,brégé les énoncés, en leur faisant perdre




A

il est vrai un peu de leur p1ec1s10n mais sans en rien retra-
ncher dessentlel J’ama,ls, au sujet de ces énoncés, quelqu_es
obsermtlons ; fa.ue. '

i saglt en somme de trouver tous les groupes des tr ans-

formations du plan en lui-méme, ou.d’nne partie du plan en .

elle méme, ces groupes netant assujetis qu’(‘m des conditions en
apparence tros- -peu, 1est11ct1ves. Comment peut on donc aboutu'
a des conclusions aussi pre(nsee" Cela. tlent ala deﬁmtlon que
M. Hilbert donne du mouvement Pour étre un mouvement ung
tlansfm matlon doit satlsfaue A plusmures condxtmns, d’abmd
elle. dmt étle contlnue et t1ansformer deux pomts 1nf1mment
vmsms en deux pomts infiniment voisins; ensu1te elle dmt
étre b:umfmme cest adire que tout pomt du plan doit avou'

un tmnsfmmé et un seul et étre 'e transformé &un pomt et

d’'un seu]

- Par 13 se tropvent echus un trés grand nombre de grou- 7

pes; par exemple le groupe des transformations projectives du
plan etlegroupe des homothéties cestadlzedgs_Irangfox;nat1ons
qui changent toute figure plane en une figure homothétique.
Pourquoi? Si nous prenons par exemple le groupe des homothéties,
on voit quil contient des transfofmations déﬂén'érés'cente‘;' ce
sont celles o, ie centre d’homothétie etant d’ailleurs quelcon-

que, le rapport d’homotheme est nul ou mflm. Dans ces trans-

formations le centre (1’]101119th_ét1|@ a une infinité de trangformés
ou est le transformé d’une infinité de points. Ces tralis‘f‘o}-m_ar-r
tions dégénérescentes, on ne peut les exclure, ‘sans quoi le
groupe ne serait pas un systéme fermé, et on ne p(e'ut plus le
conserver, puisquelles ne repondent pas & la d'.efiniti'on du
mouvement. ' A

On verrait de la méme maniére qu un cercle ne peut con-

tenir tous les points du plan sans qum ~ parmi les 10tat10ns ‘

autoul du centre de ce cerc]e, il v en aurait une qul amene—
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rait au centre un point du plan, autre que le-centre, desorte

que le centre serait le transformé de deux points, de ce point.

et de lui-méme. Cela implique Pexistence d’un invariant ana-
logue & la distance. On voit que les conditions sont plus res-
trictives qu'elles ne le semblent.

Par rapport aux ideés de Li'e, le progrés réalisé est con-
siderable. Lie supposait que ses groupes étaient définis par des
equations analytiques. Les hypotheses de M. Hilbert sont beau-
coup plus générales. Sans doute cela n’est pas encore entie-
rement satisfaisant puisque si la forme du groupe est suppo-
sée quelconque, sa maticre, cest & due le plan qui subit les
transformations, reste assujeti & dtre une Zahlenmanmgfa?tzgkezt
au sens de Lie. Ce n’est pas moins un pas en avant, et d’ail-
leurs M. Hilbert analyse mieux qu’on ne Vavait fait avant lui
I'idée de Zahlenmannigfaltigkeit et donne des aper¢us qui
pourront devenir le germe d’une théorie axiomatique de I'Ana-
iysis situs. ' '

~ Je ne puis que resumer ici la marche générale des ideés

- de M. Hilbert: Il montre d’abord que les points d'un cercle

peuvent étre rangés dans un ordre circulaire déterminé et que
cet ordre w'est pas altéré par les rotations; il montre ensuite
que cet ordre reatre dans le méme fype d'ordre que lordre
correspondant du cercle vulgaire, c’est & dire dans le type du
continu. Tl en déduit cette conséquence que le cercle est une
courbe continue fermée, car il doit correspondre point par
point au cercle vulgaire.

On voit ensuite que si une rotation ne déplace pas un
point d’un cercle, elle ne déplacera pas non plus aucun autre
point de ce cercle. On peut en déduire que si une i'otaf;ion ne
déplace pas un point autre que son centre, elle ne déplacera
aucurj des points du plan et se réduira d Pidentité, Il en ré-
sulte finalement que le groupe des rotations autour d’un point
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M a la méme structure que le groupe des rotations vulgaires.

On voit en méme temps qu’il n’y  a pas de mouvement
qui laisse fixes deux points du plan, et qu’on peut passer par
des rotations d’un point du plan A un autre point quelconque
du plan. ‘ '
Toutes - ces démonstrations sont extrémement delicates;
elles exigent 'emploi répété des théorémes de M. Cantor. Clest
a dire qu’elies sont forcément treéslongues et que le but quon
apercoit tout de suite et quon croit toucher ne peut étre at-
teint que par de longs efforts..

Le plus gfand pas est fait alors; nous savons maintenant
que notre groupe dérive de certains sous-groupes, ceux des ro-
tations, dont nous connaissons la structure et cette structure fait
rentrer ces sous-groupes dans la catégorie des groupes continus

" de Lie.

Nous n’aurions donc plus que peu de difficultés A vaincre,
mais M. Hilbert veut d’abord_déﬁnir la droite et il le fait
d'une facon treésoriginale. Il rejette d’abord les definitions pro-
jectives de la droite qui exigeraient des considérations etran-
geres & ses prémisses. D'un autre c6té sa géoméfrie est une

géométrie plane. Si nous disposions de l'espace & trois dimen-

sions, la théorie des groupes nous ménerait naturellement &
une définition trés simple de_.la_ droite,' -considérée commé_.axe
de rotation; mais ici nous ne pouvohs ndu_s en servir puisque
nous ne pouvons sortir du plan. - ' R ‘

M. Hilbert suit une tout autre voie. Soient deux points
A et B; définissons le milien M de ces deux points, c'est &
dire le centre d’une rotation qui change 4 en B et Ben 4.
M. Hilbert commence par démontrer que deux points ont tou-

jours un milieu et n'en ont qwun. Clest ici qu’intervient une

hypothese qui a df plus haut étonner. le- lecteur; on a supposé
que le dernier axiome (celui.qu’on.énonce d'une fagon.abrégée
en disant que le groupe des mouvements est un systeéme fermé)
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: sapphque non seulement si l'on envisage deux pomts A, et

B,, mais encore:si on envisigé trois pomts On & donc fait
une hypothese plus restrictive que” si lon’ s'était bmné a la
considération de deux points ‘A, et B,. Cette 1e<=t11ct10n etmt—
elle bien nécessaire?

C'est dans cette partie dé la théorle qu‘ené jo:'ué"‘scn yble

* On envisage une infinité-de points B,;B,,..B.; ef les milienx

M, M,,...]M,,... des segments AB, AB‘,, AB‘H, qua.nd 2 troit
mdeflmment B, tend vers B et M vers Mét on sesert de
Phypothese en question pour montler que I ‘est’ le ml’leu de

" AB. Aurait-il été impossible’ de. 's%en passer c’est ce dont on

ne pouirait étrestr qu aprés avoir constl mt une pseudooeomé—

: trle specmle

Quoiqu’il soit, étant donnés ‘deux points 4 et B, M, Hil-
bert construit le milieu du segment AB, pms les milieux des

" deix’ serrments MA et IIIB et a11151 de suite. 11 obtlent ainsi

une 1nfm1té de points qul forment iin ensenible E il consideére

le dérivé de cet ensemble B cest A dire l'ensemble des pomts

dans le- v01sma<re “desquels i y 4 une infinité de points dé .

i montle qué-de dérivé est une hgne contmue, et cest cette

hcrne quiil appelle ligne droite.
" Les ‘prlhmpes f’onda,mentau‘; de Ia géonlétme euchdlenue

~ ou ‘non-euclidienne ‘ordinaire peuvent a.lols s’étabhr alsémezlt
‘et ‘en partlcuher 'les” axibmes’ meh’iques o

11 est 1mp0551b1e de n’étre- pas frappé du tféﬁtl'ézs:t'é' entre
le point-de vue on sé place feir M. Hilbert: et celui qu'il avait
adopté dans sh ‘Festschrift.  Dand “cefte Festschrift Jes axiomes

" de’ continuité’ ocwpaxent Te derniér rang ét-la grande affane

Stait de -‘savoir ‘cé que - dévenait 1a’ “géométrie quand ‘on lés
ihettait 'de coté. 16i- at contraire c'ést Ta coltifiuits’ qui est’ Te

poitit de départ ‘et M. Hilbert ‘Sest stirtout preoditipe de Voir
*ce quon tire de Ta: cont‘muxte se’ale, JOlnte vk Ia Il()thIl du
- groupes ' : .
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11 nous 1este a pallel dun memmre intitulé: Fiachen zon
}coustanter Kmmmung On sait que Beltlaml a 1n0nt1e qu’ 11

ya dans l’espace ordmalre des surfaces qm sont l’lmaﬂe du'

pldn lobatscheffsklen ce sont les surfaces a courbule constaite
necratlve on sait ‘quelle 1mpulsmn cette decouvelte a donnee
ala ermetrle non-euclidienne. Mals est 11 posmble dé répré-
senter. le plan lobatchefskien tout entler sar une smface de
Beltlanu sans point smcruhel ‘ _
M. Hllbert demontre’ que non: pour cela il sappme sur
es théoremes suivaits relatifs aux surfaces de Beltraini.

Un qua.dulatére formé de hfrnes a.svmptotxques a ' ses

cotes 0pposés égaux

La smface ‘@’un polygone forme de lwnes asymptothues
est ploporuonnelle a lexcds sphénque et il en est de meme

"de la surface d’un polygone formé de ]1gnes géodé31ques selu-

lement dans le premier cas ’excés sphérique est posﬁnf dans
le second cas il est négatif.

L’auteur montre ensuite que sur une surface de Beltrami
sans point singulier on ne peut tracer de ligne asymptotique
fermée; qu'une ligne asymptotique ne peut ni se recouper elle-
méme, ni couper une autre ligne asymptotique en plus d’un
point. Toute autre hypothese conduirait & des polygones dont
Péxces sphérique serait nul. D’out cette conséquence que si une
pareille surface correspond point par point au plan non-eucli-
dien, cette correspondance doit étre biuniforme. Mais alors en
évaluant la surface totale en partant de P'aire du polygone for-
mé de lignes asymptotiques ou de l'aire du polygone géodési-
que on trouve dans le premier cas que cette surface totale est
finie, dans le second qu'elle est infirie. Cette contradlctmn
démontre le théoréme énoncé.

En ce qui concerne les surfaces & courbure constante
positives, auxquelles se rapporte la géométrie de Riemann,

Al ] s S
SARE R b

N o e L T D U

st =i o et g g g - by e




— 48 —

M. Hilbert démontre que & part la sphére iln’y a pas d’autre
- surface fermée de cette sorte. En effet, si nous envisageons
une portion de surface & courbure constante positive, le maxi-
mum du grand rayon de courbure ne pourra pas étre atteint
p Vintérieur de cette portion, mais seulement sur son contour.
C’est 14 une proposition tout-h-fait analogue & un théoréme
bien connu relatif au potentiel. ‘

11 suit de 14 immédiatement que si la surface estfermée,
le maximum ne peut étre atteint nulle part et que le rayon
de courbure est constant. On retombe ainsi aisément sur la
sphere. N '

Aprés cette analyse, tout commentaire est inutile. On voit
3 combien de points de vue différents s’est placé M. Hilbert,
quelle est la profondeur deson analyse. Ses travaux marquent
une époque ef il semble tout-a-fait digne du prix Lobatschéfsky.

Poincareé.
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