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Sur les c¢ycles des surfaces algébriques;

Par M. H. POINCARE.

Quatricme complément & V'Analysis Sitis.

§ 1. — Introduction.

Les beaux travaux de M. Picard sur les Surfaces algébrigues ont
mis depuis longtemps en ¢vidence 'importance de la notion des cycles
i une, deux ou trois dimensions. J’ai pens¢ qu’on pourrait appliquer &
celte question les principes que j'ai exposés dans I’ dnalysis Sitas ct ses
dcux premiers compléments (Journal de I Ecole Polytechnigue, Tome
du centenaire; Rendiconti del Circolo mathematico di Palermo,
t. XIII; Proceedings of the London mathematical Society,
Vol. XXXII) et j’ai obtenu ainsi certains résultats partiels ¢ue jai
d¢ja énoncés dans une Note aux Comples rendus et qui viennent
compléter, sur certains points, ceux de M. Picard.

Je rappelle qu’¢tant donné une variété¢ V fermée & p dimensions,
je trace sur cette varict¢ d’autres variétés, fermcées ou non, d’'un moins
grand nombre de dimensions; je désigne par W, une varicté & ¢
dimensions tracée de la sorte sur V.

Si W, est un cnsemble de varictés 4 ¢ dimensions et ZW,_; un
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ensemble de varictes & ¢ — 1 dimensions, la congraence
EW,==ZW,

signific (par définition) que ZW,_, forme la fronti¢re compleéte de
'ensemble de variéiés ZW,,. Jexprime le méme fait sans mellre en
¢évidence Z\Vq en ¢ccrivant la relation

W, , ~o

«ue jappelle une liomologie.
Alors la congrucence

IW, ==0
signifiera que la variétt TW, est fermdée.
Si 'on a TW_ =0 sans avoir 2 W,~ 0 (ou nXW, ~ o, n élanl
entier), je dirai que la variété XW, constitue un cycle i ¢ dimensions.
Soit

(1) S(ryvys)=0

I"¢quation d'une surface algcbrique quelconque, qui définira une
variclé Vi quatre dimensions. A chaque valeur de y correspondra une
surface de Riemann quisera en géncéral de genre p. Je supposcrai que le
genre ne s'abaisse ni pour y = o, ni pour y = %, mais (u'il s’abaisse
pour ¢ points singuliers.

y=A, Y == Ay, veey y=2:\,

Dans le plan des y, je tracerai ¢ coupures OA,, OA,, ..., OA,,
Soil S 'une des surfaces de Riemann; quand y variera sans franchir
les coupures, la surface S variera, mais en restant homcéomorphe
clle-méme de facon que les diverses surfaces de Riemann sc corres-
pondent point par point el d'une maniére biunivoque cl continuc.

L'une quelconque S de ces surfaces pourra étre subdivisée en un
polyédre P ;soicnt I' les faces, B les arétes, C les sommets de ce
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polytdre. Une autre surface 8, correspondant point par point i la
surface S, se trouvera de méme subdivisée en un polyédre P dont les
faces, les arétes et les sommels correspondront aux faces, aux aréles
¢t aux sommets du polyédre P,

Supposons maintenant que y, partant d’un point situé infiniment
pries de 'une des conpures, déerive un contour presque fermd et abou-
lisse & un autre point sitné infiniment pres du point initial, mais de
Pautre cdté de la coupure. La surface S se sera transformée en une
surface infiniment peu différente; mais i un point de la premiére sur-
face correspondra, en général, un point de Ja seconde surface qui en
différera heaucoup.,

e polytdre 1 se sera ainsi transformé en un polyédre P trés
différent.

D'un autre edté, avx différents points do plan des y découpé par
nos coupurcs, nous pouvons faire correspondre les points d’un poly-
gone Q4 2¢qcoles 2,3, et #,8;,,, les cotés a;3; et o;8;., correspondant
aux deux lévres de la coupure QA le point «; &4 A, les points &; el
370 @ O, Inutile d’ajouter que j'éerirai indifféremment 3, ou 8,.,,
3, ou 3,44, cte., de fagon it conserver la symétrie des nolations.

Nous allons tirer de la une subdivision de la variété 'V en un
polyédre H & qualre dimensions.

A chaque face I, de P correspondra une hypercase de R que j'appel-
lerai aussi I, A chaque aréle I3, de P correspondra une casc B; de 1f;
de méme i chacun des eotes 8, ou a8, de () combiné avee cha-
cunedes faces Iy de P correspondra une case o;3;1 ou 8, 1%, de I1.

A chaque sommet C; de P corvespond une face (; de 1. A chaque
sonnnet 2; ou 3; de Q, conbiné avee chacune des fuces Iy de P, corres-
pondra unce face 2,1 ou 3,17, de IL. A chaque ¢oté o, 8; ou 2,8, de Q
combiné avee chacune des aréles Bk de P, correspondra une face
2;8; 00 2,8, B3, de 1L

A chaque sommet C; de P combiné avec chacun des cdtés a8, ou
%;B:, de H correspondra unc arédte ¢, 3,C; oua,B,., C; de H. A chaque
sommel «; ou §; de Q combiné avee chacunc desarétes B, de I corves-
pondra unec aréte (3, ou 3,B, de IL.

Enfin, & chaque sommet «; ou §; de Q combiné¢ avec chacun des
sommets G, de I” correspondra un sommet «;Cy ou 3, Cy de H.



172 H. POINCARE.

Mais il convient de faire plusieurs observations. D’abord pour
y = A, le polyédre P dégénere de telle facon que certaines de ses
faces disparaissent ; si, par exemple, la face I, disparait poury = A,,
la face correspondante «;F; du polyédre H n’existera pas.

De méme, bien ue cela puisse étre évité, on pourrait concevoir
(u’une aréte By disparit pour y = A;; dans ce cas, 'aréte a;B, n’exis-
lerait pas.

D’un autre cdté, donnons 4 { une valeur détermince et faisons
prendre 4 'indice & toutes les valeurs possibles; envisageons ensuite,
d’une part I'ensemble des cases o,;(3;I% ct, d’autre part, 'ensemble des
cases ;3 , ;.

Ces deux ensembles scront identiques, bien qu'en général la case
o;8;Fx considérée & part ne soit pas identique & la case a;B,.,F, ni
méme & unc autre case «,83,,, F,.

I pourra se faire aussi que certaines des faces «;3,;B soient iden-
tiques & cerlaines des faces a;8;.,B, ou certaines des arétes aB3,C a
certaines des arétes o3, C.

D’autre part, comparons les différentes faces B,F,; la surface de
Riemann S, qui correspond au point O se trouvera subdivisée en
polytdre de ¢ maniéres différentes, suivant que I'on considére le
point O comme correspondant au sommet f,, oud f,, ...,oua B, Ce
sont ces ¢ modes de subdivision (ui engendrent les faces BT, Si donc
m esl le nombre des faces de I, on aura les identités

(2) B +BF+..  +03F,=8F+3F+...+§F,
(hLbj=1,2y..0,9).

Il pourra se faire que certaines des faces B I' soicnt identiques
entre elles. Mais ccla n’arrivera pas loujours. 1l pourra arriver égale-
ment que certaines des arétes BB, ou certains des sommets §C
soient identiques.

Enfin, par suite de la dégénérescence de I pour y = A3 il pourra
se faire que certaines des faces «;F, ou des arétes a,;B, ou des som-
mets o;C soient identiques.

I’n résumé, nos variétés partielles, hypercases, cases, arétes ou
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sommels peuvent se répartir en cuatre catégories conformément au
Tableau suivant :

Nature Calégorie
de o e —————
la variété. {. ag. a. .
Hypercases........... Fu » » »
(:laseSo s 00 vt 000000040 B/‘. ““3"[:/‘-’ “i?/*' l"/" » »

- -y -
Faces................ G 1/3[“/.., 1,’31_,4“/, 11l"/.. ;‘5/1‘/..
Aréles........... cees » %:%:Cpy #9754 Cy % 13, 5B
Sommets............. » » 4Gy, 3:Cn

Il ne peut y avoir identité entre deux variétés de catégorie diffé-
rente. Deux variétés de la catégorie 1 sont toujours distinctes.

intre deux variétés de catégorie a2, il ne peut y avoir identité que
si I'indice 7 de a est le méme (sans quoi les valeurs correspondanes
de y scraient sur deux coupures OA,, OA; différentes); I'indice
de B devra, au contraire, étre différent; il peut y avoir identité, par
exemple, entre a3, F, et «;8;,, I, mais pas entre o8, 1 et o531,
Deux variétés de la catégorie e ne pourront étre idenliques que si
indice de « est le méme.

Avant d’aller plus loin, nous allons modifier un peu nos conven-
tions, afin d’¢viter les inconvénients «ui pourraient résulter des iden-
lités telles que (2) qui ont licu entre deux sommes de faces, bicn que
les faces prises individuellement ne soient pas identiques deux i deux.

Soit M un point cuelconque de la coupure O A, la surface de Rie-
mann S correspondante pourra étre décomposée de deux maniéres en
polyedre, selon que 'on envisagera le point M comme appartenant i
I'unc ou a autre des deux lévres de la coupure. Superposons les
deux modes de subdivision, en considérant & la fois les ardétes prove-
nant de 'un et de l'autre mode. Nous obtiendrons ainsi un certain
polyédre que j'appellerai P’ ; on peut s’arranger pour qu’il reste homéo-
morphe & lui-méme quand le point M décrira toule la coupure OA,
(vide infra, § 5).

Yappellerai I, By, C; les faces, arétes et sommels de P’ Chacune
des faces I’ du premier mode de subdivision se décomposera en un
certain nombre de faces F’, et il en sera de méme de chacune des
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faces I¥ du second mode; de sorte que chaque face I’ appartiendra i
P’une des faces F du premier mode, ct i une seule, et une des faces I
du second mode, ct & une scule.

Chacune des arétes B de chacun des deux modes de subdivision se
décomposera en un certain nombre d’arétes ', Chaque aréte B
appartiendra au moins & I'une des arétes B de I'un des deux modes,
ct peut-¢ire 4 unc aréte de chaque mode; mais, dans aucun cas, elle
n’appartiendra a deux arétes différentes du méme mode.

Enfin, les sommets C’ seront les sommets C des deux modes, anx-
(uels il faut adjoindre les points d'intersection des arétes du premier
mode avee celles du second.

De méme nous avons vu que la surface S, qqui correspond au point O
sc trouve décomposée en polyiédre de ¢ maniéres différentes. Su-
perposons les ¢ modes de subdivision; nous obtiendrons un po-
lyédre P” dont les faces, les aréles et les sommels s'appelleront F;,
B., C;. Chacune des faces F correspondant i I'un des ¢ modes,
de méme que chacune des faces 1 correspondant au polyédre P, que
I'on obtient en regardant le point O comme appartenant a la cou-
pure O A,, sc trouvera décomposée en un certain nombre de faces I,
Chaque face I appartiendra i I'une des faces I du polytdre P}, et i
une scule; & 'unc des faces I de chacun des ¢ modes de subdivision,
¢t i une scule.

Chacune des arétes B des ¢ modes, chacune des arétes B’ des
divers polyédres I’; se décomposera en un certain nombre d’aréles B,
Chaque aréte B” appartiendra & P'unc des aréles B de I'un des ¢
modes, et & I'une des arétes B’ de P'un des polyedres P;; elle pourra
appartenir & la fois & deux arétes de deux modes différents, ou & deux
avétes B de deux polyedres P’ différents, mais pas a deux arvétes B du
méme mode ou & deux arétes B du méme polyédre.

Les sommets C” se composeront des sommels des ¢ modes auxquels
il faut adjoindre les points d'intersection des arétes B apparlenant
i des modes différents.

Rien & changer en ce qui concerne les variélés de la catégorie 1
passons & la catégorie af. Chacunc des cases o; ;I ou a; .., Fyx va
se Lrouver décomposée en cases particlles 8,1, «;(;.,I¥,; de méme,
chacune des faces a3 B scra décomposce en faces B’ Auxarétes af C
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viendront s'adjoindre d’autres arétes correspondant, comme nous
I'avons vu plus haut, aux intersections dc deux arédtes B appartenant
& des modes différents. L’ensemble de ces arétes constituera ce que
jappellerai les arétes af C'.

On voit que les cases «,3;F, sont identiques aux cases «;8;,, F;;
de méme pour les faces a, 3, B; et «,f,., B, ct pour les arétes «;(3,C,
et a,B;., C,. Mais il importe de remarquer que la case «;(3,F; se
décompose cn cases partielles «;8,, qui nc sont pas les mémes,
en général, que les cases particlles dans lesquelles se décompose la
case o;B;,,F;. La méme ohservation s'applique aux faces o, 3,B,
et o;B,., B,

Passons & la catégorie a. Quand le point M vient en A;, les deux
modcs de décomposition de la surface S en polyédre P se confondent;
d’autre part, ce polyédre dégénére, comme je Iai dit, de sorte que
certaines des vari¢tés o; Fy, o,B;, «,C; pourront disparaitre ct cue
certaines pourront se confondre.

Passons a la catégoric 3. Nous allons avoir des variétés partielles
8,F%, B,B;, 6,C;.

Les faces B, I, B.F%, ..., B, F; scront identiques; mais la face
B, Fx se décompose ¢n faces partielles 1™, qui ne sont pas les mémes,
en géncéral, que celles dans lesquelles se décomposent la face B, F, ou
la face 3, Fy, ctc. Méme ohscrvation pour les arétes.

Cela post, je fais d’abord la remarque suivante :

Une variété de la catégorie « sera toujours homologue & une somme
de variétés appartenant 4 d’autres catégories.

Soit, par exemple, la face «;F; ; clle apparticnt & la case a,;1; qui
admet en outre la face §;F; et celles des faces «,8;B,, qui correspon-
dent & des ardtes B; appartenant 4 la face Fi du polyédre P’. Si donc
on a la congruence (pour ce polyédre P’)

4
Fi=2X¢,B,,

les ¢, ¢tant des nombres égauxi -+ 1, — 1 ou o, on aura la congruence

~

v ' ' /
aiBiF,.. :—_—-o{.,-F,., — pi ‘/|.+ ziqaiBqu
Journ. de Math. (5° séric), tome VIII. — Fasc. 11, 1902, 23
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et, par conséquent, ’homologie
“IF;- ~ p[F; _ Ze,a, B;qu.

Les variétes qui figurent dans le second membre de cette homo-
logie appartenant aux catégories 3 et «f, le théoréme est démontré,
et on I’établirait de méme pour «;B, et ,C,.

§ 2. — Cyocles 3 trois dimensions.

Je passe a la recherche des homologies et congruences entre ces
variétés. Je commence par la remarque suivante :
Nous pouvons loujours suppoeser que nos congruences ne con-
tiennent pas de variété de la catégorie a.
Soit, en effet,
S, A+H=o0

unc congruence ot les ;A sont des variétés 4 p dimensions de la

catégoric a (correspondant & une variét¢ A du polyédrs P ou P’), et

H une combinaison de variétés & p dimensions des autres catégories.
Nous aurons alors, sur notre polyédre P ou I, 1a congruence

A =2ea,

ot les € sont des entiers et les a des variétés admettant une dimension
de moins que A. On aura alors la congruence

oz,-ﬁ;A:—_—:a,-A - B,A -i-ZeociB,a,

d’ou 'homologie
u,-A ~J B‘A — Zeac;ﬁ,oa.

En combinant cette homologie avec la congruence

Za;A + HEO,
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nous trouvons la congruence
ZB;A —Xlea,fia+ H=o0,

qui ne contient plus de variété de la catégorie a.

C. Q. F. D.
Pour obtenir les homologies entre les cases, il suffit d’envisager
celles qui se déduisent des hypercases.

Supposons que, sur le polyédre P, on ait la congruence
FkEzanq,

les € élant ¢gaux &4 + 1, — 1 ou 03 on aura, pour le polyédre 4 quatre
dimensions, la congruence

FkEZEqu-‘F z “,’B[Fk - 20(,-[3,-_,_, F/,.
et, par conséquent, I’homologie
Q) zquq~zaiBi+le_zaiBiFk°

Nous rappellerons, d'ailleurs, que «,3,F;, de méme que «,(3,, ,Fj,
peut étre remplacé par la somme de plusieurs cases partielles o« 3,F".
D’otli une premiére conséquence ; soit £, B, unc combinaison «uel-
conque des cases B, les { étant des entiers. Je suppose que, sur le
polyedre P, on ait, entre les arétes B, correspondantes, I’homologie

chBq ~ 0,

c’est-a-dire que 'ensemble de ces arétes (affectées chacune du coeffi-
cient {;) forme sur la surface S un cycle fermé susceptible de se
réduire 4 un point par déformation continue.

Alors on aura sur le polyédre P la congruence

Z‘Cqu EZOka,

les 0 étant des entiers; on aura alors sur le polyedre & (uatre dimen-
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sions, la congruence
20,F, ==X, B, + 0,2,8,Fy — 20,08, Fiy
d’oi I'homologie
0B, ~ X000, 1y — E0ie,f:Fs.

Si donc une combinaison d’arétes B est homologue & séro sur P,
la combinaison correspondante de cases B sera homologue & une
combinaison de cases de la catégorie «B.

Cherchons maintenant les congruences entre les cases.
Ces congruences sont de la forme

( ),) .‘.u,,/Bq—i—L()kd,-sil‘k::__-O,
les Cet les 0 ¢tant des entiers. Je dis d’abord que Uon aure sur le
polyédre P :
B,z o,
cest-a-dire que Vensemble des arétes (affectées des coefficients §)
devra former un ou plusicurs cycles sur la surface S.
Soit, en effet, sur P, la congruence
B,a.-sZ&,,C,,.
Nous aurons sur notre polyédrea quatre dimensions la congruence

qulEZS/,C/‘ -+ l'I,

I désignant une combinaison de faces n’apparicnant pas & la caté-
gorie 1. On aura d’autre part

9; {“' “;A == l'l.,
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H ayant toujours la méme signification ; on en déduit
L‘Z,Bq + zo;ai.{jiF;‘Lizqu/,C/‘ + I’I,

H ayant toujours la méme signification.
Comme le second membre doit étre identiquement nul, on devra

avoir identiquement
)2 Cq (2 C/, =0,

On aura donc sur le polyédre P

(3) - 2L,B,==X%0,Ch = 0. C.Q. F.D.
On doit donc avoir en vertu de (2)

(4) E0,0,8, = 30,2,8,., B, — £{,,3,B,.

Soit S(M) ce que devient lasurface de Riemann S quand le point y
vient en M sur la coupure OA,. Soit M1 la face I, du polyédre P’
correspondant a cette position du point M; soit MP la limite vers
laquelle tend le polytdre I’ quand le point y se rapproche de M du
coté a3, de Ja coupure. Soil (MP) la limite vers laquelle tend ce
méme polyédre quand le point y tend vers M du coté 2,3;,, de la cou-
pure. Soit MB, et (MB,) lesarétes B, des deux polyédres MP et (MP).

Si alors nous reprenons la congruence (4) et que, dans chacune des
variétés qui y ligurent, nous conservions sculement les points qui appar-
tiennent en méme temps & S(M), nous aurons une congrucnce
nouvelle

(3) LO0MF, =¥ (MB,) — X, MB,.

Les expressions X7, (MB,) et X MB, représentent deux cyclés
tracés sur la surface S(M); soient ; et Q; ces deux cycles. De la con-
gruence (3) on pourra tirer I'homologic

(6) Q;—QENO:

qui doit avoir licu sur la surface S(M).
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Supposons que y, partant du point M dua cdté a8, de la coupure,
tourne autour du point singulier A, et revienne au point M de I'autre
cbté de la coupure. Le cycle £(,B, se déformant d’unec manicre con-
tinue aura pour position initiale £{,MB, = Q; ct pour position finale
Z{,(MB,) = Q.

L’homologie exprime done que £, est homologue & son trans-
formé Q; (par la transformation que subissent les cycles de S quand y
tourne autour du point singulier A,). Le cycle Z{,B, reste donc
homologue & lui-méme par suite de cette transformation, et aussi par
suite des transformations analogues correspondant aux autres points
singuliers. Les cycles qui jouissent de cette propriété pourront s’ap-
peler cycles invariants. Nous reviendrons plus Join sur cette notion.
Nous voyons qu’a toute congruence de la forme (2) correspond un
cycle invariant. Je dis que, inversement, ¢ tout cycle invariant cor-
respond unc congruence de la forme (2).

Soit en effet 34, B, un cycle invariant. On aura sur S(M)

(6) X¢,(MB) ~ ¢ MB,
et, par conséquent, on pourra trouver des entiers )’ tels que
(5) L0, MF, =20, (MB,) — 2, MB,.

On en déduit la congruence

00,8, F,:=20e,8, B, — 24, a,p,B, + X0, F, — 20,8 F.

Le signe X se rapporte ici 4 I'indice k, l'indice ¢ étant constant;
mais de la nous pouvons déduire

X(,B, + LZ0,a,8,F,: =2X0,a,F, — £26,8,F,,

le double signe X se rapportant alors aux deux indices ¢ et k, car on a
évidemment

2¢,B,=2XX(«p,B, — ZE(,« §,., B,
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Il nous reste & démontrer que I'on doit avoir

X0 F,=o, Z26.8,F, =o.

Voyons d’abord ce qui concerne la premiére de ces égalités.

Reprenons la congruence (5) et faisons tendre le point M vers A, 4
la limite MF, se réduira 4 «;F} et Q; se confondra avec (; et avec
2%, «;B,; la congruence (3) deviendra donc

(7) 6, a,F,=o0.

Examinons la signification de cette congruence. Supposons d’abord
que, pour ¥ = A,, la surface S ne se décompose pas, c’est-i-dire que

la courbe
f(z, Ay z)=0

soit indécomposable. Alors la congruence ne peut avoir lieu que dans
deux hypothéses : ou bien on a l'identité

’ ’

je veux dire que dans le premier membre ne pourront figurer (avec
un coefficient ¢’ diff¢rent de zéro) que les faces «,F, qui disparaissent
par suite de la dégénérescence du polyédre I, ainsi que je l'ai expli-
qué plus haut.

Ou bien la combinaison Z0; «; I, représentera (une ou plusicurs fois)
la surface de Riemann tout cnti¢re; de sorte que

20, o, F, = nS.

Mais pour la surface S correspondant au point M, nous pouvons
écrire

S =3IMF,,

puisque I'ensemble des faces I, du polyédre P; doit recouvrir la sur-
face S tout entiére.

On a d’ailleurs
IMP,=o0. .
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Nous aurons donc la congruence

(5 bis) (0, - n)MF,==Q, — Q,,

et, d’autre part, quand M vient en A,

L, F, =8,
ct par conséquent
(0 — n)aF, =o.

La scconde hypothése est ainsi ramencée & la premiere; il suffit
pour cela de changer 0; en 0, — n, ce qui est permis puisque la con-
gruence (5) se trouve ainsi remplacée par une congruence (5 bis) de
méme forme.

Supposons maintenant que la conrbe F(z, A;, 5) se décompose ct,
par exemple, ¢ue la surface de Riemann correspondante se décompose
en deux surfaces particlles S, et §,.

Alors notre congruence (7) pourra avoir licu pourva (ue 'on ait

20,4 F, =n S, + n,S,,

n, et n, ¢tant des entiers. C'est du moins ce que 'on pourrait craindre,
mais on peut de plusicurs manié¢res voir (qu'il n’en sera pas ainsi.

Le plus simple est de raisonner comme il suit :

Partons de la surface de Riemann S, qui correspond au point O;
faisons varier y d'unc facon conlinue de O i A;cen snivant la cou-
pure OA;; la surface de Riemann S se dcfonncm d’une maniére con-
tinue et en restant homéomorphe & elle-méme. Soit S(M) la surface S
correspondant au point M. A chacque point de S(M) on peut faire
correspondre un point de S, puisqu’on peut passer de S(M) a4 S, par
dé¢formation continue. Considérons sur S(M) les denx cycles Q; et Q’,,
a ces deux cycles correspondront sur S, deux cycles fermés que j ap-
pellerai U; et U;.

Quand le point M parcourra OA; d’un mouvement conlinu, les
deux cycles U; et U} se déplaceront d’un mouvement continu sur la
surface S,. Quand M est trés voisin de A, les deux cycles £, et Q, ct,
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par conséquent, les deux cycles U; et U; sonl trés voisins 'un de
'autre. Quand le point M vient en O, les deux cycles £, ct U; de-
viennent identiques et se réduisent i

ZC,,{‘,-B,, = :.' ;
les deux cycles Q; ct U, deviennent identiques et se réduisent a

£, 8., by = QL
Supposons que le point M varic depuis A; jusqu’a un cerlain
point M, de la coupurc OA;; les deux cycles U, et U;, d’abord con-
fondus, sc séparcront ct balayeront unc certaine région R de S,3 &
cetle région correspondra sur S(M,) une certaine région qui sera
formée d’un certain nombre de faces d’un polyédre 1”; correspondant,
puisqu’elle est limitée par les deux cycles Q; et Q: qui sont formés
d’arétes de ce polyédre. Nous pourrons éerire la congruence

(7) ZOMF,=:Q; — Q, .

ou L, M, I, représentera précisément la région que nous venons de
définir.

Cette région se réduisant a zéro quand M vient en A;, nous aurons,
dans tous les cas,

AN ! Y/ —_—
Nous allons montrer maintenant que

220, B,F, = o,

el pour cela nous allons ¢tudier la somme
N ! -~
Z0;B: 17

D’aprés ce qui précede, ce n’est pas aulre chose que la région ha-
layée sur la surface S, par les deux cyeles U; et U}, quand le point M
varie de A; 4 O; clle est limitée par les deux cycles Q! et Q°

+1°
Journ. de Math, (5 scéric), tome VIUL - Fase, TL, 1yos, 2]



184 H. POINCARE.

- On voit que nous aurons

20,6, F, =03 — O,
20,8,F, =0, — Q,

20,8,F, =00 - 0,

d’ot en additionnant
20,6, F, =o.

Cette congruence nous montre (jue la combinaison XX, B,F, se ré-
duit 4 zéro ou 4 un certain nombre de fois la surface S,.

Cherchons si cette dernicre hypothése peut se présenter. Supposons
ue y décrive un contour fermé en restant infiniment pres des cou-
pures OA;, décrivanl d’abord I'une des lévres de OA,, puis l'autre
levre, puis les deux l¢vres de OA,, et ainsi de suite, puis enfin les
deux I¢vres de OA,. Considérons un cycle sur la surface de Riemann
correspondante; ce cycle se confondra d’abord avec Q' quand y scra
en O sur la premiére 1évre de OA,; quand y décrira Ja premiére
lévre de OA,, cc cycle se déformera d’une maniére continue, ce sera
notre cycle Q, et les points correspondants sur S, formeront le
cycle U,; quand le point y reviendra de A, en O par la seconde
levre, ce evcle ne sera autre chose que notre cycle Q|, et les points
correspondants sur S, formeront le cycle U,; quand y sera revenu
en O, ce cycle se confondra avec Q) ; quand y décrira les deux lévres
de OA,, le cycle se fondra d’abord avec Q, puis avec £, et les points
correspondants sur S, formeront le cycle U,, puis le cycle U, ct ainsi
de suite. 1l s'agit de savoir si ce eycle mobile, qui se confond successi-
vement avee U,, avec U}, U,, Uy, ..., U,, U] et, dans sa position ini-
tiale comme dans sa position f[inale, se confond avec Qf, a décrit la
surface S, tout enticre.

Pour nous en rendre compte, il faut que nous voyions pourquoi ces
cycles se déforment.

Considérons I'¢quation

S (&, y,3) =0,
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ot y sera regardé comme unc constante ; les points singuliers de z re-
gardé comme fonction de & seront donnés par I'équation

d
d—‘i = 0.

Considérons un cycle tracé sur la surface de Riemann. A ce cycle
correspondra sur le plan des  un certain contour cui enveloppera un
certain nombre de ces points singuliers. Quand y variera, ces points
singuliers se déplaceront, et si nous ne voulons pas ue le cycle passe
par un de ces points singuliers, il faudra le déformer pour le faire fuir
devant ces points singuliers mobiles. Quels que soient lesdéplacements
de ces points singuliers, pourvu que deux d’entre eux ne viennent pas
se confondre, il scra toujours possible de déformer continucllement le
eycle de fagon qu'il ne passe jamais par aucun de ces points; on pourra
méme choisir un certain nombre de points fixes ct déformer le cycle de
facon qu'il ne passc jamais par aucun de ces points singulicrs ni par
aucun des points fixes, pourvu que ces points singuliers ne se con-
fondent jamais ni c¢ntre cux, ni avee les points fixes.

Quand y va varicr, les points singuliers se déplaceront, ct les points
correspondants sur S, se déplaceront ¢galement. Ils ne pourraient se
confondre que si y venait en un des poinls A;, mais nous faisons
tourner y autour de ces points, en en approchant Lrés preés, mais sans
les atteindre. D’aulre part, ces points vont décrire des lignes, et nous
pourrons trouver sur S, unc région ¢ (ui ne sera traversée par aucune
de ces lignes. Ce scront les points de cette région p qui joueront le
role des points fixes dont je parlais tout & I'heure. Alors nous pour-
rons dé¢former notre cycle de fagon que, sans passer j;'lmais par un des
points singuliers, il ne pénctre jamais dans la région o. Il ne peut
donc engendrer la surface S, tout entiére. L’hypothése en question
doit étre rejetée, de sorte que I'on aura toujours I'identité

(9) 226,6,F, = o.

Pour terminer nous devons remarquer qu’il ne peut pas y avoir
de congruences entre des cases de la calégorie af} seulement. Soit,

en effet,
Ze;aiﬂi l?;‘ =0
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une pareille congruence; nous trouverons d’abord
20, 0B F, =X0,¢,a:8, B, + 20, o, F, — Z0, .17, 5
de sorte qu’on aura
20, ¢,0:8,B; = o, 0,0, F, =o, 20,8, F, = o,

ct, par conséquent, sur le polytdre P; (en raisonnant comme nous
avons fait pour déduire 5 de 4),

50, MF, =o.

L’ensemble des faces MY, (affectés des coefficients numériques 0',)
du polyédre P; doit donc &ire congru i zéro, c’est-a-dire former une
surface fermée qui ne peut étre que la surface de S (M) tout entiére.
L’ensemble X0, a;I¥; représentera alors la surface S (A;) tout entiére;
on nc pourra donc pas avoir

20’,'. “[F;‘ = 0.

Donc notre congruence est impossible.

Nous savons que, pour oblenir tous les cycles & trois dimensions,
il suffit de chercher les combinaisons de cases qui sont congrues i zéro
sans ¢tre homologues & zéro.

D’abord, unc_ pareille combinaison doit contenir des cases de la
catégorie 1, nous venons de le voir; soit X BB, 'ensemble de ces cases;
I'ensemble des arétes correspondantes doit former un cycle sur la
surface S (c'est le cycle Q;). Ge cycle ne doit pas éire homologue 4
zéro. Si, en ellet, ce cycle ctait homologue & zéro, la combinaison
2¢,B, serait homologuce & une combinaisonde cases de la catégoric af;
on pourrait donc remplacer £¢ B, par cetic combinaison dans le pre-
mier membre d= notre congruence; ce premicr membre ne contien-
drait plus alors que des cases de la catégorie af, ce qui est impossible
d’apreés ce que nous venons de voir.

Enfin, notre cycle Q; doit étre (nvariant, c'est-a-dire qu'il doit se
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changer en un cycle homologue Q; quand y tourne autour de A;. Mais
quand y tourne autour de I'un des points singuliers A, les cycles de
la surface de Ricmann subissent une des substitutions du groupe de
Picard. Le cycle Q; doit donc étre invariant pour le groupe de
Picard.

Ainsi, & tout cycle 4 trois dimensions de V correspond un cycle de
la surface S, invariant pour le groupe de Picard.

Réciproquement, considérons un cyele invariant pour le groupe
de Picard. Si ©Q; est unc position de ce cycle sur le polyédre P, etsi €,
est ce que devient ; quand y a tourné¢ autour de A, on aura

Q"N Q:.

On pourra trouver des enticrs ' de facon 4 satisfaire & la con-
gruence (5). La congrucnce (4) aura également licu. Mais nous
venons de voir que dans ces conditions les identités (8) et (9) ont
lieu, de sorte que la congruence (4) peut s'éerire

ZZO;‘“[ ﬂ,F; EZ‘C,I &[3,-.“ B’I — X ,la,-ﬁ,-B,,,
d’ou
(B, +ZX0; 2,8, F, =o0.

Le premicr membre de cette congruence représente un cycle & trois
dimensions.

En résumé, avtant le groupe de Picard admeltra de cycles inca-
riants distincts, autant la variété V admeltra de cycles distinets a
trois dimensions.

La meilleure maniére dese représenter ces cycles a trois dimensions,
c’est de supposer que I'on n’a pas seulement

mais identiquement

c’est une supposition (ue nous pouvons toujours faire, & cause de Ia
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fagon arbitraire dont on peut faire correspondre point par point nos
surfaces de Riemann.

Dans ces conditions, on donnera & y toutes les valeurs possibles.

A chaque valeur correspondra une position du cycle Ly, et, & cause
de Vinvariance de ce cycle, & deux points infiniment voisins situés
de part et d’autre d’une des coupures correspondront deux posi-
tions infintes peu différentes du cycle ;.

Les diverses positions de ce cycle engendreront donc un cycle fermé
a trois dimensions.

§ 3. — Cycles 4 deux dimensions.

Pour trouver tous les cycles a deux dimensions, il suffit de chercher
toutes les combinaisons de faces qui sont congrues & zéro sans étre
homologues & zéro.

Nous pouvons d'abord supposer que cette combinaison ne contient
pas de face de la catégorie «; car, d’aprés cc que nous avons ¢établi au
début du paragraphe précédent, toute face de la catégorie a est homo-
loguc & des faces des catégories aff et B.

I1 s’agit maintenant de chercher si ces combinaisons peuvent con-
tenir des faces de la catégorie 1. J'observe d’abord ceci : soient G, et C,
deux sommets quelconques du polyédre P; on pourra toujours passer
de I'un a 'autre en suivant certaines arétes de cc polyédre, de sorte
que nous aurons sur ce polyédre la congruence

C, — C,=2x(,B,

le second membre représentant Pensemble des arétes par lesquelles on
passe de C, & C,; plus généralement on pourra trouver des entiers §
tels que

(1) Z,C=20B,
pourvu que les ¢ soient des entiers tels que

e = o0;



SUR LES CYCLES DES SURFACES ALGEBRIQUES. 189

car alors X¢, C, pourra étre regardé comme une somme de différences
telles que C, — C,.

Considérons alors sur la variété V la combinaison de faces e, Cy, et
supposons Z¢; = o. Nous pourrons alors trouver des entiers § satisfai-
sant 4 la congruence (1) il viendra alors sur la variété V

chBqEEZEkC/, -+ ZC,,a;ﬁ,Bq — Zan;ﬁM Bq,
et, par conséquent,
2exCx ~ B0, 2:B: B, — E,0,3,B,,

ce qui montre que la combinaison Z¢,Cy cst homologue 4 une com-
bhinaison de faces de la catégorie afi.
Supposons maintenant que I'on ait une congruence de la forme

H représentant une combinaison de faces des catégories «f3 et . Si
Pon a Z¢,= o, on peut remplacer dans le premier membre Z¢, G, par
la combinaison de faces des catégories de 3 et «B qui lui est homo-
logue; et alors ce premier membre ne contient plus de faces de la
catégorie 1.

Si maintenant nous avions deux congruences de la méme forme
e, Cr+Hz==o0, 2, Cy +H=o,
nous pourrions trouver deux entiers n et 2’ tels que
nie+ n'Xe, = o,
et alors la congruence

Z(ney +n'e,)Cy+nH+ ' H =o,

qui est une combinaison des deux précédentes, pourrait étre ramenée
4 ne plus contenir de faces de la catégorie 1.
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En résumé, s'il y a des congruences contenant des faces de la
catégorie (1), il ne peut y en avoir deux distinctes.

Envisageons donc spécialement les congruences ot ne figurent que
des faces des catégories $ et B3, Soit

(2) 20;‘ a,{i,B},-}-Xf);{i,-l*';*zzo

une de ces congruences.

Considérons les points communs aux variétés qui figurent dans
cette congruence et & la surface S(M); réduisons chacune de ces
varié¢tes i ces points communs, il viendra

(3) 20, MB, =o.

En effct, le point M étant un point de la coupure OA;, différent
de O, la surface S(M) n'a aucun point commun avec les faces de la
catégoric 8, pour lesquelles y ne peut prendre que la valeur O. De
méme la surface S(M) n’aura aucun point commun avee les faces
«;3,B,, oul'indice j cst différentde i, puisque pour ces faces y devrait
&tre sur la coupure OA, tandis qque M est sur la coupure OA,.

La congruence (3)signifie que, sur la surface S(M), 'ensemble des
aréles B, du polyedre P; (affectées des coefficients ) doil former un
cycle fermé; soit K ce cycle.

Mais observons que

2‘.0;‘ oc,-,’iiB;‘ _'.:—52:0,/’ (/.,'B; -+ ll,
H ¢étant un ensemble d’arétes des catégories & et 23, De méme
20,6, F, =H,

H’ étant une combinaison d’aréles de la catégorie p.
On a donc
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de sorte que la congruence (2) ne peut avoir licu que si P'on a identi-
quement

(1) X098, = o,

Comme il 0’y a aucune relation entre les aréles 0,4, B, apparte-
nant & des indices i différents, I'identité (4) doit avoir lieu quand on
donme & I'indice i unc valeur déterminée et qu'on étend sculement
la sommation aux différentes valeurs de lindice k.

L'identité (4) significlalors que, quand le point M tend vers A, le
cyele K; tend & se réduire 4 zéro.

En effet, quand M se réduil & A;, la surface S(M) dégénére ct son
genre diminue; certains de ces cycles disparaissent donc. Voyons
comment cc fait se rattache i I'élude du groupe de Picard. Soit S; la
substitution de ce groupe qui correspond au point singulier A;; elle
changera le cycle w,, par exemple, ¢n

Wy == M0y + M0y o 11,0,
Donc, pour M = A;, on aura
(,0/, = 0)/‘;

ce qui veut dire que, pour M = A, le cycle w) — w, disparalt.

Obticndrons-nous ainsi loas les cycles qui disparaissent pour M = A;
que j'appellerai cycles éeanouissants?

M. .Picard a montré (t. I, p. 82) que toute surface algéhrique peut
¢tre ramence par une transformation birationnelle i n’avoir que des
singularités ordinaires, ¢’est-ii-dire unc courbe double avee des points
triples.

Il a ensuite monte¢ (p. 95) comment on délermine, pour une pa-
reille surface, les points singuliers A; ct les substitutions du groupe
de Picard qui correspondent & chacun d’eux.

"On voit ainsi que, dans cc cas, il n'y a qu’un cycle évanouissant,
lequel est justement engendré de la facon que je viens de dire.

Si 'on voulait envisager des surfaces possédant des singularités plus

Journ. de Math. (i sérvie), tome VI - Fasce, H, 1goz. 20
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compliquées (par exemple des points coniques), il pourrait se faire
qu’il y en eit d'antres,

Supposons, par exemple, une surface ordinaire admettant deux
points singuliers correspondant & la méme substitution du groupe de
Picard; si I'on fait varier cette surface et qn’a la limite ces deux points
singuliers se confondent, la surface limite admetira alors un cycle

¢vanouissant n’admettant pas ce mode de génération.
Si alors mous considérons un cycle évanouissant quelconque

X0, MB,, nous aurons la congruence

(%) X0, 2,58, —20,5,8,.

A chaque point singulier A; faisons correspondre de la sorte un
cycle évanouissamt K, et, par conséquent, unc congruence de la
forme (5 ). Additionnons toutes ces congruences; il viendra

XX0,0, 58, —XX0,5,B;.

Supposons que Pensemble des cycles K; soit homologuc i zéro, de
facon que Fon ait sur fa surface S

!KiN (',
On anra sure S,
N0, ‘J, B, ~ o0,

c'est-a-dire (u’on pourra trouver des coefficients 0" tels que
X0, 5:1,: "210;_.,8,»1?,',.

on aura alors

(2) X098, + X0, 8. co,

Ainsi, a chaque combinaison de cycles évanouissants K, telle
gue XK~ o, correspondra une congruence de la forme (2).

Aux congruences ainsi oblenues il convient d’adjoindre la sui-

vanle
va
I / -
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cjui repriégente un eycle a deux dimensions formé de la surface 8y tout
entitre. Toutes les congruences de la forme (2) seront manifestement
des combinaisons de celles que nous venons d’obtenir.

Quelle est maintenant la condition pour que deux congruences de
la forme (2) soient distinctes ? ou, en d’autres termes, quelles sont les
congruences de cette forme dont le premicr membre est homologue a
zéro?

Pour avoir loutes les homologics de la forine

20,58, + 20, 8, ~ o,
il faut chercher toutes les congruences entre cases et faces de la forme
((3) '0,,1”3[]3 + X (I,"r“l 2 .‘.:E,,Bk—i— Ck .,r), |

Si nous réduisons toutes les variélés qui figurent dans la con-
gruence (6) & leurs points communs avec une surface S correspondant
i une valeur de y non située sur une des coupures, il vient

Ye Bi==o,

ce qui signific que 'ensemble d’arétes L&, B, constitue un evele fermd
sur le polyédre P. Soit K (y) ce cycle.

Soit K (M) [ou K'(M;)] la limite vers laquelle tend ce cyele quand
le point y se rapproche d'un point M; appartenant i la coupure OA,
par la premiére lévre de cette coupure (ou par la seconde ldvee ), de
sorle quc K(\!l-) [ouK'(M;)] l'cpréscnlcnt 'ensemble des points com-
muns & la surface S(M) et & Xe0, 3,8, (ouid epa, B8, By).

On aura alors (puisque Xe, B, représente un cycle fermé sur le po-

lyédre 1)
(%) Yeu B Bepo, 8, By — Sei0, 8,0 By
d’oll

(8) "‘kq 5 l‘ \‘() x; KB B +~c/;7.,'p", ! B/.-—‘ }.:3/,9!“3"“;.-*‘- V{)',' 3, [‘"
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ou, cn réduisant toutes les vari¢tés i leurs points communs avee la sur-

face S(M,),
(9) EOME, =20, M, B, + K'(M,) — K(M));

c’est-a-dire qu’on doit avoir, sur le polyédre P},

(10) K~ K(M) - K'(M)),

car X0, M;B, n’est autre chose que le cycle que nous avons appelé plus
haut K.

Si, d’ailleurs, la condition (10) est remplie, on pourra trouver des
nombres {' de fagon 4 satisfaire & Ja congruence (9); on aura alors, en
faisant tendre M, vers A,

E‘C;a, ?;E—:EO;‘U.,BII‘-*— K’(A,) — K(A,).

Or, par hypothése, K; est un cycle évanouissant pour le point sin-
gulier A;; desorte que
. 20; a.,-B,a, = 0.
D’ailleurs,
K,(Ai) = K(A,‘) = EE,.-QI'B/_..
Donc
X o0l == 0;

ce qui signific que I'ensemble des faces XZ, 2,1, forme une surface
fermée; cela ne peut arriver que si

(11) S =0

ou si X{, oIV, représente la surface S(K,;) tout enti¢re ou une des com-
posantes de cette surface, dans le cas ou ecette surface est décompo-
sable (voir supra, p. 182).

Si nous laissons de colé ce dernier cas, ui ne s présentera pas avec
les surfaces n’admettant que des singularités ordinaires auxduelles
M. Picard rameéne toules les aulres, ct qui, d’ailleurs, pourrait élre
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traité comme plus haut (p. 182), on voit que I'on peut toujours sup-
poser

¢, 0.1°, = nS(A)),
n étant un entier; ou

2(6 — n)x I, =o.

Or, dans la congruence (9), on peut remplacer ; par {, — » sans
que la congruence cesse d'avoir lieu, car, la surface S(M;) étant

fermee, on a
IM;F, =o.

Nous pourrons donc toujours supposer que I'identité (171) a licu. 1l
vient alors

X‘C; % B"F;r:__--.zc;dil“/:.+ZO;“;$;B;+2€;(U.;@[+, Bk —Zekai 9" Bk—ZC}‘BiF'..

Or, si nous tenons compte de I'identité (11) et si nous décomposons
les faces I en faces 1™, nous posons

(4 f h — " " .
- “"Cﬁ 151']‘ kT -‘:‘0/; siFkv

nous retrouverons la congruence (8) et, en ajoutant la congruence (7),
nous aurons enfin la congruence (6).

Ainsi, & chaque systéme d’homologies Lelles que (10) correspond
unc homologie entre les faces, cLil n’y en a pas d’antres.

Nous vérifions ¢galement cue la combinaison

z?’iF’/’n

(ui représente la surface de Riemann S, tout entiére et qui, par con-
séquent, csl congrue & zéro, n’est pas homologue & zéro.

Si, en effet, on avait une congruence de la forme (G), tous les &’
étant nuls, on devrait avoir unc homologic de la forme (10), les
cycles K, ¢tant nuls; ce qui veat dire que le cycle K(y) serait inva-
riant pour toules les substitutions du groupe de Picard.

Les cycles K'(M;) ct K (M;) ne seront alors pas autre chose que ce
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que nous avons appelé €; ct ; dans le paragraphe précédent; nous
retrouverons alors ’homologie (5) du paragraphe précédent, laquelle
ne différera que par les notations de I’lhomologic () du présent para-
graphe; il suffit, cn effet, pour passer de l'une & l'autre, d’annuler
les 0’y de changer K'(M,) en Q;, K(M,) en Q;, et d’écrire ; au licu
de C,. Pour adopter les notations du paragraphe précédent, il faut
éerire enlin ¢ B, au lieu de ¢, B,.

Dans ce cas, nous aurons cntre nos cases la congruence (2) du para-
graphe précédent qui s’éerit

chB,, -+ 20; oc,-ﬁ,- F'A":-Z 0,
ou, en revenant aux notations du présent paragraphe,
Ye, BA -+ X‘C-;r a; B" F;‘ 2220,

Cela montre que le premier membre de (6) doit &tre identique-
ment nul, c'est-4-dire que non sculement les 0, mais les 0” doivent
¢tre nuls,

Ainsi, toule homologie entre les faces BF se réduit a4 une identité,
et, en particulier, on n’a pas

28,1 ~o. C. Q. Eo D,

Avant de conclure, je dois encore examiner les congruences ot
entrent des cases de la catégorie 1. Nous venons de voir qu'il ne peut
y avoir plus d’une pareille congruence, ou plutét que, s'il y avait deux
parcilles congruences, clles ne seraient pas distinetes et qu’on pourrait
passer de I'une a Pautre en ajoutant une homologie.

Voyons §'il existe une parcille congruence,

(1) .\.:E/,C/,—f—H— O,
o H est unc combinaison de faces des catégories aff et . D’abord

nous devons supposer que Xe; n'est pas nul, sans quoi 'on pourrait
ramencr i une des congruences éladiées plus haut.
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Vajoute que, s'il existe une congruence de cette forme (12) ol Xz,
ne soit pas nul, cette congruence est certainement distincte des précé-
dentes, car il ne peut pas y avoir d’homologie de la forme

(13) TG +-HA~o

sans (ue Xe, soit nul.

Fxiste-t-il donc une congruence de la forme(12)? Pour le démontrer
sans m’exposer 4 une discussion qui serait assez longue sans étre
difficile, je supposerai que, parmi les sommets du polyédre P, en
fignrent m (que jappellerai C,, C,, ..., C,), si mest le degré en = de
Péquation f(x, y, 3) = o et qui correspondent 4 une valeur donnée
de z, par excuiple x == x, (voir infra, § H).

Alorsla combinaison C, + G, + ...+ C,,, que j'écrirai pour abre¢-
ger, XC;, n’'est autre chose que la surface de Riemann représentée
par I'¢équation entre y el z

/ (‘l"«;’y? s)=0.
On a alors
.‘.]C,, ':'2(3/‘7.“6,' — X(j,,o:,-(i,-;_,:

les e sommets G,, C,, ..., (, ne faisant que s'é¢changer quand on
] ] U
passe d’une des lévres de OA; 4 'autre en tournant autour de A;, nous
aurons
\ WAl - WA {
L(J/ﬂ-i(ﬁi = X0, 3

et, par conséquent,
) DPESEYIN

(ictte congruence est bien de la forme (12) et
e, =m2o.

Nous avons donc d’abord deux cycles 4 deux dimensions singulicrs
(qui sont les deux surfaces de Riemann correspondant, 'une & y -= o et
Pautre a © = x,.

Pour former les autres eycles & deux dimensions, il suffit de consi-
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dérer 4 cycles

correspondant anx ¢ points singuliers

chacun d’cux étant ¢vanouissant pac rapport au point singulier qui lui
correspond ces cycles doivent d'ailleurs satisfaire, sur Ie polytdre P,
&4 la condilion

Y K,‘ ~ Q,

Deux systémes de cycles

K, K, ..., K,
7! St i Re
K, K, ..., K

nous donneront deux cycles & deux dimensions distincts, & moins que
P’on n'ait (sur 1)

l\; - KtN K’(MO - K(Mi)’

K (y) ¢tant un cycle quelconque du polyédre P,

Si nous désignons par U, et U; ce que deviennent les cycles K, et
K; gquand le point M; vient en O; par Q; ce que devient le cycle K(y)
quand le point y tend vers O dans Vangle A;_, OA;, alors cela signific
(ue nous devrons avoir sur 3,

U;~o, LU, ~o,

el que nous nedevrons pas avoir, st nous voulons deux cyeles distinets,

l)I o U" ~J (2“+, - Q;.

]

Voyons combien nous obtiendrons ainsi de ¢ycles distincets,: et pour
cela combien nous obtiendrons de congruences distinctes de la forme
indiquée, cl nous cn retrancherons le nombre des homologies dis-

tinctes.
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Formons le Tableau des cycles évanouissants relatifs aux différents
points singuliers A;. Nous en distinguerons de deux sortes :

1° Ceux qui seront de la forme (' — Q, €’ étant le transformé du
cycle Q par la substitution du groupe de Picard «qui correspond 4 A,.
Ce sont les sculs qui cxistent en général.

2° Les cycles évanouissants de la seconde sorte seront ceux qui nc
scront ni de cette forme, ni unc combinaison de cycles de cette
forme.

LEvidemment, pour chacun des points singuliers, nous devons réduire
le nombhre de ces cycles évanouissants autant que possible; nous ne
devons donc faire figurer dans notre Tableau que des cycles linéaire-
ment indépendants. Si donc ces cycles sont

,’l"' w' + ’)2|,2 +o L] + "’:’,.‘/,0)2/)’

¢t e e o 0 LR AR AR R SRR I A B B B A A A B A A BN ]

MO =Myt oo i A=y, Oy,

le Tableau des coefficients entiers m aura 2p colonnes ct k lignes
(k< 2p), et les déterminants formés en supprimant dans notre
Tableau 2p — & colonnes quelconques ne devront pas étre tous nuls 4
la fois.

Réunissons maintenant les Tableaux relatifs aux ¢ points singu-
liers; le Tableau total aura 2p colonnes et £k = w lignes. Si les déter-
minants formés en supprimant dans ce Tableau p — 2p + 7 lignes et
1 colonnes sont Lous nuls, mais que les déterminants formeés en suppri-
mant p — 2p + 7 + 1 lignes et 7 4+ 1 colonnes ne soicnt pas tous nuls,
le nombre cherché des congruences distinctes sera g — 2p + -+ 1 (ou
. — 2p si les déterminants formés en supprimant w — 2p lignes ne
sont pas tous nuls).

Pour avoir ¢ nombre des homologies distinctes, il faut chercher le
nombre des combinaisons de cycles U,, U,, ..., U, telles que 'on ait

Ui ~ Qi+( - Qi'

Chaque cycle Q donncra ¢videmment naissance & unc pareille com-
binaison; mais si deux cycles Q ct Q' ne différent que par un cycle
Journ, de Math. (5¢ séric), tome VIII. — Fasc, 11, 1903, 20
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invariant par rapport aa groupe de Picard, ils donneront naissance
i la méme combinaison. Le nombre des homologies est donc ¢gal au
nombre lotal des cycles, soit 2p, moinsle nombre des cycles invariants
distincts que j’appelle n.

Le nomhre des cycles it deux dimensions distinets () compris les
dewr: eycles singulieis) sera done

24 (4 2P+T1)— (N —2p).

Voyons comnment peuvent étre engendrés ces cycles & deux dimen-
sions non singuliers, en nous restreignant au cas le plus général, cest-
a-dire & celui ot il n'v a pas de cvele évanouissant de la seconde sorte.

Dans ce cas, on a
Al A ]
Ki=T,-—T,,

I'; étant un cyele et I'; son transformeé par la substitution qui corres-
pond 4 A,

Décrivons done dans le plan des y des lacels Ly, Ly, .. ., L, partant
du point O et y aboutissant, el entourant respectivement les points
singuliers A{, A,, .. , A,.

Soil T; un cycle de la surface S,; quand y partant dn point O
décrira le lacet 1.;, la surface S et le cycle se déformeront; quand y
reviendra au point O, ce cycle sera devenu le cyele I} de S,; dans
son mouvement, il aura engendré une surface s; limitée par les denx
courbes fermées 1’ et I';.

Si alors on a

A . - ol € . LN
Vol Fy=T, - . =T,

I'ensemble des surfaces o, -+ 7, + ... + g, formera nne surface fermeée,
(ie sera notre cvele & deux dimensions,

A\ %. - Cycles & une dimension.

D

Le probléme des cycles 4 une dimension a été entierement résolu
par M. Picard; je n’aurai donc qu’a traduire avee nos notations le rai-
sonnement de M. Picard.
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Cherchons quelles sont les congruences entre les arétes. Ainsi que
nous I'avons vu au déhut du paragraphe 2, nous pouvons toujours
supposer (u'unc pareille congruence ne contient pas d’arétes de la
calégorie 2. Notre congruence devea done ére de la forme

’

(1) S0, 28,05 + 0,8, =o0.

Observons (ue
X0,2,8,C,:::X x + L,
DUMCH S/ :H'

H et H' étant nn ensemble de sommets de la catégorie 3. 1l vient done
20,2,C,+H+H=0

ety comme les sommets & G, ne peuvent se réduire ni avee les sommets
de la calégorie 3, ni avec ceux de la calégorie 2 on 'indice de a serait
différent de ¢, on doit avoir

(2) .\.:0,' 1,-(,:,;. =z 0,

la sommation ¢lant ¢tendue i tous les sommels 2,0, appartenant i un
inéme indice 7, mais aux divers indices A.

- Quesignifie cetieidentité (= ); quand, y venant en A, le polyédre P
dégénére, plusieurs sommels peuvent se confondre, mais aucun ne
peut disparaltre (landis qu'il peut y avoir disparition d’arétes ou de
faces). Lia somme dlgclmque de tous les coefficients 0, relatifs aux
divers sommets «;C;, qui s¢ confondent en mn scul, doit done ttre
nulle; done la somme de tous les 0}, estnulle :

(3) X0, = o,

A cause de la relation (3), nous pouvons trouver sur le polyidre P
une combinaison d’ardtes X¢, 3, telle que

(1) S B N, L
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On aura alors
(;) ‘/l "lj’ ,{.._.Z-CkV B Ez;ﬁ,li;-i-x‘);a,{i,c;.

D'ailleurs, lorsque y vient en A, les arétes et les sommets B, et C,
du polytdre P; deviennent les ardtes et les sommets o;B; el 2,C,;
nous avons donc la congruence

¥C2:8,=30, 2,0,

ou, a cause de (2),
vl 2B,=o.

Celte congruence signific que la combinaison X, a;B, forme un
cycle fermé sur la surface de Riemann S(A;). Mais, quand, y venanl
en A;, lasurface de Riemann dégénere, des cycles peuvent disparattre,
mais il n’arrive jamais que des cycles nouveaux apparaissent. Done, au
cycle Et;a B, correspondra sur la surface S(M;) au moins un cycle
fermé Xe, M, BA, seréduisantia X7, B, pour M; = #;, de sorte que I'on
cUl

(6) Ye, M, B;=~_=-o,
Ye, 0B, =X( o

Si alors nous remplacons § par §, — ¢, la congruence (4) subsis-
lera encore & cause de (6); la congruence (5) sera encore également
vraie, el l'on aura

2(6, —¢)aB, =o.

Nous pouvons donc toujours supposer que les {, aient é1¢ choisis de
Lelle facon que

(7) dtll B = 0,

Sinous rapprochons la congruence (5) del'identité (), fious aurons
’homologic

(8) S0y 03 Gy ~ X0, BB
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el, cn ajoutant cette homologic i (1), il vient
X5, BB+ X6,8,8,=o0,

oti ne figurent plus que des arétes de la calégoric 3.

Nous pouvons donc toujours supposer que notre congruence (1) ne
conticnt que des aréles de la catégorie 5. Clest le théoréme de Picard,
d’aprés lequel un cycle i une dimension peut toujours étre ramené dans
une position telle que y soit constant tout le long de ce cycle.

A chacun des cycles fermés de la surface S, correspond donc une
congruence de la forme (1), mais toules ces congruences ne sont pas
distinctes, C'est ce qu’a montré M. Picard. Soient @, w,, ..., w,,
les 2p cycles de S, ¢t supposons qu'unc substitution S, du groupe de
Picard change w; en

MW+ My 0y o Dy p0,),

on aura ’homologic

(9) Wi~ IOy = D0y == Ny Wy,

Ces homologics réduisent le nombre des cycles &4 une dimension,
et M. Picard a méme montré que, pour la surface algébrique la plus
géncérale, ce nombre se réduit a zéro.

Appelons cycles subsistants ceux qui ne sonl pas une combinaison
linéaire de divers cycles ¢vanouissants par rapport & divers points sin-
guliers A,. Cc sont ceux qui restent distincls quand on tient compte
des homologics (9). Kt, en cffet, ’homologic (9) exprime que le
cycle

W; — XNy wy,

est ¢vanouissant par rapport au point singulicr qui correspond a la
substitution S, du groupe de Picard.

Il y a donc autant de cycles & unc dimension que de cycles subsi-
stants. Nous avons vu, d’autre part, qu’il y a autant de cycles & trois
dimensions que de cycles invariants,
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Or, d’aprés le théoréme fondamental sur les nombres de Bet, il
doit y avoir autant de eveles i une dimension que de eycles a trois di-
mensions.

I doit done v avoir autant de cveles subsistants que de eveles inva-
riants.

Cest ce que nous allons vérifier.

Cette vérification est aisée «'il 0'y a pas de cycles évanouissants de
la seconde sorte.

Rappelons, en effet, qque le groupe de Picard est d’une forme parti-
culitre.

Soient w,, w,, ..., w,, les cycles fondamentaux ct envisageons la
forme bilinéaire

! ' ' ’
d’ = w2w| - 0)‘ 0.)3 T O)i 0).‘ - ()):'0)'. +: L) + 0)2/’0)2,,_‘ -t 0) (’)2p-

:.'/t -

Pourvu que les cycles fondamentaux aient é1é convenablement choi-
sis, si 'on fait subir aux o P'une des substitutions linéaires du groupe
de Picard, et qu'on fasse subir en méme lemps aux o’ celle méme sub-
stitution linéaire, la forme ® demeure inaltérée. D’autre part, le nombre
des cycles subsistants sera le méme que celui des solations distinetes
du systéme (A) d’équations linéaires obtenues en égalant chaque cyele
fondamental a son transformé par chacune des substitutions de
Picard.

Soitalors e, w; un cycle invariant; comme Pexpression Xm;o; peut
étre assimilée a la forme linéaire @, en faisant

W, == M, W, == -= Iy, W, == Ny, 0, =5y, ot
comme, d’autre part, Em;0; se¢ change en Xm;w; quand les w subissent
une des substitutions linéaires du groupe de Picard, nous devons con-
clure que le systéme de valeurs

"”zg I)&‘, - ,',aq ’,"l’

est son propre transformé par cetie substitution linéaire. C'estdone une
solution du systéme (A.) dont nous venons de parler,
On voit, dailleurs, qu’a denx ou plusicurs cyeles invariants Jincai-
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rement indépendants correspondront ainsi deux ou plusieurs solutions
du systéme (A) linéairement indéspendantes, et inversement.

Il v aura donc autant de eyeles subsistants que de cycles invariants.

c. Q. F. D

Qu'arrivera-t-il, maintenant, §'il v a des evcles évanovissants de la
seconde sorte?

J'ai deji dit que ce cas ne peat se présenter pour ces surfaces 4 sin-
gularités ordinaires auxquelles M, Picard a ramené toutes les autres
(t. I, p. 85). Hl est veai qu’il pourrait avoir licu pour d’autres surfaces
si I'on voulait les étudier sans lenr faire subir préalablement la trans-
formation de M. Picard; mais ces surfaces présenteraient un point
singulier d’une nature spéciale, et la variété V & quatre dimensions
engendrée par celle surface présenterait elle-méme un point sin-
gulier.

Or, les théorémes généraux qui nous occupent et que nous avons
démontrés dans U Analysis Sitits et ses compléments ne sont pas appli-
cables aux variétés V présentant des points singuliers; ils cesseraient,
en général, d'étre vrais ponr ces variélés, & moins que I'on ne fasse des
convenlions spiciales.

La question méme de savoir si un cycle évanouissant de la seconde
sorte doit étre regarde comme homologue i zéro dépend encore des
conventions ¢galement légitimes que P'on peut faire. 1 est vrai qu'un
pareil cycle sert de frontiére compléte & une variété a deux dimensions
faisant partie de Vi mais sor cetle variété se trouve un point singu-
lier de V.

Pour faire comprendre la difficulté qui en résulte, prenons un
exemple beaucoup plus simple; imaginons dans 'espace ordinaire une
surface présentant un point conique, ou plus simplement encore un
cone de révolution avece son prolongement. Soit S le sommet du cone,
C une des circonférences de ce cdne. Dans un sens, la circonférence C
est la fromti¢re compléte d'une région dece cone, celle qui est comprise
entre la circonférence € et le sommet S. Mais, d’un autre cdté, une
ligne tracée sur le cdne pourra sortir de cetle région sans traverser C,
si, en passant par le sommel S, clle passe d’une nappe du cone 4
'autre.

Dans ces conditions, il semblera préferable de laisser de coté ces cas
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singuliers ct de se borner & ces surfaces a singularités ordinaires aux-
quelles toutes les autres peuvent étre ramencées.

§ 5. — Remarques diverses.

Dans la suite des démonstrations, nous avons ¢1é amenés a faire
diverses hypothéses au sujet de nos polyédres. Rappclons-les sommai-
rement :

1° Nous avons suppos¢ que (voir p. 174) le polytdre que nous
avons appelé P’ restait homéomorphe 3 lui-méme quand y suivait la
coupure OA; depuis A, jusqu’en O,

2° Nous avons comparé (voir p. 182) la surface de Riemann S, qui
correspond au point O, & la surface de Riemann S(M) qui corres-
pond au point M, ct nous avons dit qu'on pouvait faire correspondre
ces deux surfaces point par point. Nous nous sommes servi de celte
correspondance pour définir les cycles U; et U; qui correspondent sur
S, a 9, et L.

3° Nous avons admis ensuite (p. 183) que, quand le point M varic
depuis A; jusqu'a M,, les deux cycles U; et U;, d'abord confondus,
balayent une certaine région R de S, & laquelle correspond, sur S(M,),
la réegion X0, M, I°,.

4° Nous avons admis que, quand le point M déerit successivement
les deux lévres de la coupure OA,, puis les deux levres de OA,, ...,
et, enfin, les deux lévres de la coupure OA , le cycle mobile U; (qui
revient & sa situation initiale Q| aprés avoir occup¢ une série continuc
de situations successives) ne balaye pas la surface S, tout entiére.

5° Nous avons dit (p. 191) que, si la surface f(.x, ¥, 3) =0 a été
ramence, par les procédés de M. Picard, & ne posséder que des singu-
larités ordinaires, & chaque point singulier A; correspond un seul cycle
évanouissant,

6° Nous avons suppos¢ (p. 197) que parmi les sommets de P en
figurent m qui correspondent i unc valeur constante de x, par
exemple x = o.

La légitimité de ces hypothéses étant & peu prés évidente, je n’ai
pas voulu interrompre les raisonnements des paragraphes précédents,
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pour en donner une démonstration explicite. Je n'aurais, d'ailleurs, pu
le faire qqu'en particularisant le polyédre P, ¢’est-i-dire en faisant des
hypothéses particuliéres sur la maniére dont la surface de Ricmann S
est subdivisée en polyedre.

Je crois utile maintcnant de revenir sur ces différents points ct de
faire la démonstration, en adoptant une quelconque de ces hypothises
particulitres sur P. '

On pourrait, par exemple, construire le polyédre P de la facon
saivante :

Commencons par réduire la surface /= o & n’avoir que des singu-
larités ordinaires.

Donnons 4 y une valeur quelconque, et considérons la surface de
Riemann S correspondante. Cette surface sec composera de m feuillets
appliqués sur le plan des & (si I'équation f = o est de degré m en 3).

Marquons sur le plan des x I'origine O et les points singuliers cor-
respondant aux ¢quations

S=o, 4 _o.

4 =

Soit n le nombre de ces points singuliers; soient B,, B,, ..., B, ces
points singuliers. Joignons le point O aux z points singuliers B,, B,, ...,
B, par 2 coupures OB,, OB,, ..., OB, ne se coupant pas mutuclle-
ment et s¢ succédant autour du point O dans 'ordre sus-indiqué.

On obtiendra la surface de Riemann de la facon ordinaire en rac-
cordant la premié¢re lévre de I'une des coupures sur un des feuillets
avec la seconde I¢vre de cette méme coupure sur un autre feuillet. Par
le tracé de ces coupures, la surface de Riemann sera ainsi subdivisée
cn un polyédre qui sera notre polyédre P.

On voit que ce polyedre a m faces (qui sont les ;) et que chacune
de ces faces est un polygone de 21 cdlés.

Qu’arrive-1-il maintenant quand on fait varier ¥ ? Les points singu-
liers B vont se déplacer; les coupures OB se déformeront, et nous sup-
poserons qu’elles se déforment de facon & ne jamais se couper ct a se
succéder toujours dans le méme ordre autour de O. Quand y décrira
un petit contour fermé, cette déformation pourra se faire de telle facon

Journ. de Math. (3 série), tome VIII. — Fasc, 1T, 1goa. 27
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que les coupures reviennent & leurs positions primitives, & moins qu'il
n'y ait & l'intéricur du contour un point singulier.

Les points singuliers possibles sont de deux sortes :

1° D'abord ceux ui correspondent aux cas ol deux des points sin-
guliers B s’¢changent entre cux (un raisonnement de M. Picard
montre que si la surface /= o na que des singularités ordinaires,
cela ne peut arriver (ue si le plan y = const. est tangent & la surface
f=0);

2° Puis ccux qui correspondent aux cas ot I'un des points singu-
liers B vient en O.

Les points singuliers de la seconde sorle ne sont pas essenticls, et
jaurais pu les faire disparaitre si je n'avais cru plus avanlageux de les
conserver.

Je désigne tous ces points singuliers par A,, A,, ..., A, cl je trace
dans le plan des y les coupures OA,, OA,, ..., OA,.

Tant que y ne franchit pas ces coupures OA, les coupures OB
peuvent se déformer de facon i ne jamais se couper mutuellement, et,
par conséquent, de facon que P reste homéomorphe a lui-méme, et
en ‘'méme temps de facon quey st y déerit un contour fermé, ces cou-
pures OB reviennent a leurs positions initiales.

Comparons maintenant les configurations des coupures OB quand
y se trouve en deux points infiniment voisins sur les deux levres d'une
coupure ON,.

Supposons dabord que A; soil un point singulier de la premiére
sorle. Si l'on suppose que la surface f=o0 n’a que des singularités
ordinaires cl que, par cm‘lséquenl, le [)lnny = A, cst langenl ilf:: o
en un point ordinaire, on voit que, quand y lourne autour de A;, deux
des points singulicrs, par exemple By et By, s’échangent. De plus, sile
poinl B, permute deux des feaillets de la surface de Riemann, le
point B, (ui s’¢change avee lui permutera les deux mémes feuillets de
cette surface. Jappellerai ces deux feuillets le premier el le second
Jeuillots de la surfuce.

Quand y ayant tourné¢ autour de A; reviendra infiniment prés de sa
position primitive, mais sur lautre lévre de la coupure, on pourra
supposer que les coupures OB sont revenues 4 leur situation primitive,
i I'exceplion des coupures OB, et OB;. Ces deux derniéres coupures,
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qui occupaient primitivement les lignes OB, et OB, marquées en
trait plein sur la figure, occuperont finalement les lignes OB, ct OB,
marquées en trait pointillé sur la figure.

On voit que la surface de Riemann peut &tre subdivisée de deux

maniéres en un polytdre P, les deux modes de subdivision différent
I'un del'autre parce que les lignes pleines OB, et OB, sont remplacées
par les lignes pointillées OB, et OB,.

Si I'on superpose les deux modes de subdivision, on aura le polyédre
que j’ai appelé I™. On voit que deux des m faces de P, celles qui cor-
respondent aux deux premiers feuillets, ont été subdivisées en trois
faces particlles désignées sur la figure par les lettres («), (8), (v)-

Lorsque y décrira la coupure OA;, les points B se déplaceront
d’une manicre continue, sans jamais sc confondre ni entre cux, ni avec
le point O (sauf, bien entendu, quand y vient en A;). Il en résulte que
I'on peut déformer toutes nos coupures OB (tant en trait plein (u’cn
trait pointillé) en ¢vilant qu’elles se coupent jamais mutuellement.
Cela veut dire que le polyedre I’ restera constamment homéomorphe
a lui-méme. Dire que P’ reste homéomorphe & lui-méme, c’est dire
que 'on peut faire correspondre point par point la surface S(M) a4 une
autre surface S(M’) correspondant & une autre position M’ de y
sur OA,, ct en particulicra Sy. On remarcuera que la correspondance

peut se faire de fagon qu'a un point & 'infini sur S(M) corresponde un
point & infini sur S(M").
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Lorsque y vient en A;, le polyedre P dégénere : les deux points B,
ct B, se confondent. 11 en est de méme de la coupure OB, trait plein
avee OB, pointill¢, ainsi que de OB, pointill¢ avec OB, trait plein.
Le polygone particl marqué (3) sur la figure disparait alors.

Pour aller plusloin, remarquons qu’il y a deux coupures quise pro-
jettent suivant la ligne O3, en trail plein ; quand on suit la prcmwrv
(que nous appellerons B,G) de O en B,, on a le premier feuillet &
gauche ct lesecond i droite; cquand on snit la seconde (cfue nous appel-
lerons B;D), on a le premier feuillet i droite et le second & gauche.
Nous définirons de méme B, G et B,D. Si, au licu de la ligne OB, en
trait plein, nous envisageons la ligne OB, en trait pointillé, nous
obtiendrons de méme deux coupures que jappellerai B, G et BiD; et
je définirai encore de méme B,G et B, D.

Nous voyons toutde suile (ue, quand y lournc autour de A;, les cou-
pures B,G et B, G, B,D et B;D, B,Get B, G, B,D et B, D se per-
mutent; que, pour y = A, B,G et By G, ... sc confondent.

Je désignerai par %, celui des polygones particls 8 qui appartient au
premier feuillet si 'on adopte la premiére subdivision, celle qui cor-
respond au Lrait plein; Pautre polygone 3 s’appellera 8.

On a alors les congruences

3,==B,D — B,D+ B,D — I3,D,
3.=B,G — B,G + B,G — B, G,

(qui nous apprennent quclles sont celles de nos coupures qui servent
de fronticres & B, ct & §,.
Considérons la combinaison

w=B,D —B'D — B,G + B.G.

C'est un cycle de notre surface de Riemann; quand y tourne autour
de A, clle se change en

B'D—B,D—BG+B,G,

c’est-d-dire en — w. C’est donc un cycle ¢vanouissant. 1l est aisé de
voir (u'il n’y cn a pas d’autre.
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Reprenons maintenant les cycles que nous avons appelés , e ; au
paragraphe 2. Soit

Q,=0B,D+{B,G+2%8B,D+08B,G6+1,

les £ tant des coeflicients entiers ¢t II une combinaison d’autres
arétes de P,. Comnme le cycle Q; doit éire fermé, on devra avoir

Ca*‘tz=ts+ta=0o

puisque le sommet B3,, par exemple, n’appartient qu’aux deux aréles
B, D et B, (;. Nous aurons ensuile

O =0BD+{,B,G+{BD+{BG+]IL

Car les arétes de P, autres que B, D, B,G, B,D, B,G, ne sont pas
altérées quand y lourne autour de A, ¢’est-a-dire que H n’est pas altéré.
On aura donc

Q,— Q= {,(BD—B,G-1BD+BG)
+4,(B,D—B,G — B'D + B G).

Or, ona

(B,D—B,G—BD+BG)= (B,G—B,G+B.G ~B,G)
—(B'D —B,D +B'D—B,D)
— (BD —B,D — B,G + B G)

ou

(B,D = B,G — B,D +B,G) + o=§,— b,:
d’ol
QI- Q} -+ (‘Cc - Z:})"’E‘Cl(?’z - Bo)’
Qz— Q‘I ~ (.C;, — C.)O).

Or, nous avons supposé que le cycle €, est invarianl, ¢'est-a-dire
que
!
Q"N Q",
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ce qui exige §, = {;. Dans ces conditions, reprenons la congruence (5)
du paragraphe 2, qui peut s’¢crire

Q,— Q;=X0MF,.
En la rapprochant de la congruence précédente, nous trouvons
EOME, =1C,(3,— B).

Quand y (ou M) vient en A;, les polygones particls 3, et 8, dispa-
raissent, de sorte que le sccond membre de cette égalité disparaits le
premier se réduit & 20, ¢;F,, d’oit Pon tire

20,0, F, = o.

Ainsi se trouve justifi¢ ce que nous avons dit aux pages 181 el sui-
vantes.

Supposons maintenant que A; soit un point singulicr de la seconde
sorle, ct que pour y = A; le point singulicr B, vienne en O,

Nous pouvons faire alors une figure analogue i la figure 1; pour
simplifier, je représenlerai trois points singuliers sculement, B,, B,
ct B,.

Quand y tourne aatour de A;, la coupure OB, reprend sa situation

-
-
i TN o

primitive, mais les coupures OB, cl OB, (trait plein) se transforment
dans les coupures OB, et OB, (trait pointillé).
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Nous avons deux modes de subdivision et, en les superposant, on a
le folytdre P,

Chaque face de I’ (c’est-a-dire ehaque feuillet de S) se trouve sub-
diviste en un certain nombre de faces partielles. Dans le cas de la
iisurc 2, il y en a cing désignées sur la figure par (2), (8), (¥),
(%), (2).

H est clair que, quand y décrira la coupure O A, on peut s’arranger
pour que la figure précédente (et par conséquent, le polyédre P)
reste constamment homéomorphe a elle-méme.

Je désignerai par OB, el OB, les coupures en trait plein, par OB,
et OB, les coupures correspondantes en trait pointillé. Je vois que, ces
coupures se coupant mutucllement, chacun des troncons de ces cou-
pures formera I'une des arétes de 1. Je distinguerai, sur chacune de
ces coupures, le trongon lerminal, c'est-a-dire celui qui aboulit au
point B, ou B3,. ‘

Quand y vient en A, le polyédre P’ dégénire; plusieurs de ses
aréles se réduisent 4 zéro, asavoir aréte OB, et tous les trongons de
0B, OB,, OB, OB, les trongons terminaux exceptés. D'ailleurs,
le troncon terminal de OB, se confond avec celui de OB} et celui de
OB, avecceluide O B, I en résulte que les quatre faces partielles (),
(8), (+), (2) disparaissent.

Il n’y a pas ici de cycle évanouissant, le point singulier A; n’étant
pas esscnticl,

Nous avons sur la figure

OB,— OB,=(a)+(7) + (2),
OB, — OB,=(a) + (B)+ (2).
Revenons a notre cycle £);; nous aurons

2;=3({,0B,+2(,0B,+ £,0B,.

Je mels le signe X parce qu'il y a plusieurs coupures (appartenant i
différents feuillets de la surface de Riemann) qui se projettent suivant
OB,. On aura cnsuite

Q =3(,0B, + 2,0B,+ 2(,0B;;
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d'ol
Q— @ =3%4,(0B,—-0B))+2%,(0B, — OB,),
2~ 2 =14, [(2) + (1) + (3)] + [(2) + (3) + (),

ct, cn comparant a la congruence (5) du paragraphe 2,
EOMIE, =25,[(a) + () + (9] + 25 [(2) + (B) + (9)].

Quand y vient en A;, (2), (¥), (2) disparaissent, de sorte qu'il

reste '
0,2, =o,

ce qui justilie encore ici ce que nous avons dit page 187.

Supposons que le point y décrive les différentes coupures OA,,
OA,, ..., OA,, les points singulicrs B décriront certaines lignes ; nous
pouvons supposer qu’aucune de ces lignes ne s’¢loigne indéfiniment.
En cffet, si cela n’était pas, nous trouverions toujours dans le plan
des & un petit cercle qui ne serait coupé par aucune de ces lignes, el
alors, par un simple changement lin¢aire de variables, nous pourrions
rejeter le centre de ce cercle 4 I'infini.

Donce, quand le point y décrira successivement les deux levres de
O Ay, les deux lévres de O A, elc., ct, enfin, cclles de O A, les points
singuliers B resteront & distance finie. Nous pourrons donc diriger la
déformation des coupures OB de facon que ces coupures restent a
distance finic. Le cycle @;, qui est formé par une combinaison de ces
coupures, restera done toujours a distance finie; et il en sera de méme
du cycle U,, qui lui correspond sur S, [car nous pouvons choisir la
correspondance de S(M) avee S, de fagon qu’4 un point & l'infini sur
S(M) corresponde un point & Vinfini sur S, |. Ce cyele ne pourra donc
balayer lasurface S, tout entiére, ce qui justifie ce que nous avons dit
page 185. |

On remarquera enfin que, parmiles sommets de P, nous en avons m
cui correspondent & x = o.

Toutes nos hypothéses se trouvent donc justifiées.

0
- —— ) S—————



