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D’L’.\'.E MASSE FLUIDE

CHAPITRE PREMIER

THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Objet du cours. — Nous allons étudier Ia figure d'équilibre
d’une masse fluide animée d’un mouvement de rotation : les seules
forces auxquelles est soumis le systeme sont des forces intérieures
dues a I'attraction newtonienne : deux points s'attirent en raison
directe de leurs masses et en raison inverse du carré de leur
distance. Nous allons d’'abord rappeler quelques résultats connus
sur le potentiel newtonien.

Définition et propriétés du potentiel. — Un_ point de masse
m, soumis a lattraction de tout le reste du systéme, est soumis
a une force dérivant d’un potentiel V, c’est-a-dire que les com-
posantes, suivant les axes de coordonnées, de la force agissant sur
c€ point, sont les dérivées partielles d'une méme fonction

, . oV \ oy
m—, m-—, m—.
ox "y’ 0s

Si les masses attirantes sont discontinues, le potentiel n pour
expression

A N\
r
en appelant r; la distance du point de masse m au point de
masse ;.

Poixcart. — Figures d'équilibre. . f
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FIGURES D’EQUILIBRE

D'UNE MASSE FLUIDE

CHAPITRE PREMIER

THEOREMES GENERAUX SUR LE POTENTIEL NEWTONIEN

Objet du cours. — Nous allons étudier la figure d’équilibre
d’une masse fluide animée d’un mouvement de rotation : les seules
forces auxquelles est soumis le systeme sont des forces intérieures
dues a 'attraction newtonienne : deux points s’attirent en raison
directe de leurs masses et en raison inverse du carré de leur
distance. Nous allons d’abord rappeler quelques résultats connus
sur le potentiel newtonien.

Définition et propriétés du potentiel. — Un. point de masse
m, soumis a lattraction de tout le reste du systeme, est soumis
a une force dérivant d’un potentiel V, c’est-a-dire que les com-
posantes, suivant les axes de coordonnées, de la force agissant sur
c€ point, sont les dérivées partielles d’'une méme fonction

v oV v

m y m

" " dy

Si les masses attirantes sont discontinues, le potentiel a pour

cxpression
m
V= E ~t
r;

en appelant r; la distance du point de masse m au point de
masse m;.

PoixcArt. — Figures d’équilibre. ) 1
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Si ces masses sont continues, le potentiel a pour expression

R
) g
. GIIT

V= L,

7

)

¢’ étant la densité de I'élément de volume o', r étant sa distance

au point m, et I'intégrale étant étendue a tout le volume attirant.
On sait que l'intégrale a un sens.

Si la masse attirante est répan(luo sur une surface, avec une
densité superficielle ', le potentiel a pour expression
it ]
v‘ — :J.’I”a" .
S

Cnlin, si ¢'est un volume infiniment minee d'épaisscur ¢, alors

et le potentiel est

Pour un volume, en dehors des masses attirantes, V est une
fonction continue, ainsi que ses dérivées premiéres, dans tout
P'espace, et on sait que 'on a

, OV »y Y
AV= i TS @

-

A T'intéricur, en un point de densité g, on a

AV = — 4=z

Les dérivées secondes sont discontinues ¢n une surface de sépa-
ration de deux milicux diflérents.

Pour une surface, V est continue dans tout I'espace, mais ses
dérivées ne le sont pas sur la surface clle-méme.

Sur la normale en un point A d'une surface S (fig. 1), prenons
deux longucurs

AB =dn,, AC =dn,.
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Si V, estle potentiel en A, le potentiel en B et C cst

r
‘vl = \.'A -+ i (I”rv
on,
, A
Vo=V, + i dn;. c
on;
On a d'ailleurs Fig. 1.
ov ov fro
on, o, e

p étant la densité de la masse attirante. .
Si I'on désigne par [, m, n les cosinus directeursde la normale,
supposée dirigée vers 'extérieur, par

(). &) (). @ () (%)
) o) \B2)e \E)e () R )

les valeurs des dérivées partielles a 'intérieur et a 'extérieur de
la surface, on a

oy oy oy h)'
-—OI —— l(—ﬁ) '-i—m (W) . + n ('OT) ¢’

oV oy ov ov
o = (3:).* (Tj)+ " (a_)

Théoréme de Gauss. — Gauss a démontré que, en. dehors
des masses atlirantes, V n’a ni maximum ni minimum, puisque
I'on a AV=o. .

D’une facon générale, si AV est positif ou nul, la fonction V
n’a pas de maximum; si AV est négatif ou nul, il n’y a pas de
minimum. Dans le cas qui nous occupe, AV est nul ou négatif: V
n’a pas de minimum et n'a pas de maximum en dehors des
masses agissantes.

Dong, si sur une surface fermée ne renfermant pas de masses
attirantes, V est compris entre deux nombres g et X, il en
résulte qu’en tout point situé al'intérieur de la surface, on aura
g<V<h.
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Théoréme de Green, — Si U et V sont deux fonctions con-
tinues a l'intérieur d’'un volume T limité par une surface S, on a
I’égalité

/ U -—d:r_ f UAVd:
ot v U av  oU v
j (01 I i R PR )"
Dans celte égalité, on peut permuter U et V, et en retranchant
les deux égalités obtenues, on a

VU -
(2) (Usn__\-ﬁ)du, (UAV — VAU) d=.

Cas particuliers de I'égalité (1) : faisons U =1.

el

(3) j %%—da = | AVd-.

Faisons :

(4) / ‘V%X- ds= | VAVdz
[Ty ey

Si V est une fonction satisfaisant a I'équation de -Laplace,
AV =o,

v e [ [E)+ () +(E) ]«

le second membre étant positif, le premier I'est aussi.
Si U et Vsont des potenticls, sur une sphére de rayon suffi-
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L ]
samment gmnd U et V sont de 'ordre de — , leurs dérivées

R ’

premiéres de l'ordre de . On peut alors appliquer la for-

Ri
mule (1) a I'espace extérieur a une surface S et intérieur a une
sphére de rayon trés grand. Si ce rayon est sulfisamment grand,

Pintégrale prise sur la surface de lasphéere 3 est négligeable :

c'est-a-dirc est de I'ordre de ' mais on a la relation

fU-—dc fU-——-dc—o

car les éléments de I'intégrale se détruisent deux a deux.

Quant aux intégrales des seconds membres, leur somme donne
des intégrales étendues a I'espace entier, et on a, en ajoutant les
deux égalités obtenues :

. av 2, 3V UV U
fund f % 0 Ty oy T a.s)d’—°’

les intégrales étant étendues & tout I'espace.
De méme, la formule (2) donnera

(UAV—VAU)dr=o0;

et, en se rappelant que

— AV =/{mp
— AV, = =3y,
on a 4
(7) ‘ (Vip—Vp,)de=o0

I'intégrale étant étendue a tout 'espace.
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Cette formule est analogue a celle que I'on trouve dans la
théorie de 'électricité,

va' _Z’"'V = o.

Dans la formule (7}, faisons
YV, =V+dV, g =7+dp;

en en conclut la formule

92

) (Vds — ¢dV)d= = o.

Travail de I'attraction. — Supposons un systtme de masses
o', m’, ..., etc. attirées par un autre m';. m", ...., etc.

Soit V', V" ,... le potentiel aux points m/, m",..., etc., dd aux
masses attirantes 2/, m”, ..., ctc.

V/, V..., le potentiel aux points m',, m",..., dit aux points
m', m", ...

Les masses attirées se déplacant, on a comme travail

0 oy, . oV, ov, .
s-—z m( Y o.z'—l——o!}—- cy + e u,.)

en appelant ¢, 8y, ¢z, le déplacement du point de masse m;
1 Ny
3 =an\ .
Si je pose

H=2mv,,

e =qll.

Juurai

Si les masses attirantes se déplacent aussi, mais seules, le
potentiel V, deviendra

V, 43V,
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~ \Y
oIl = 2 ms'Vy,

Siles deux déplacements ont licu simultanément, on a

~3

eton a

e =2l oIl

Supposons que les masses attirées forment un volume T, on a

H= pV,dx,

T

cette intégrale pouvant d’'ailleurs s'étendre a I'espace entier,
puisque  est nul en dehors de T. On a

oll _f opdt

étendue de méme a ’espace entier.
Si la masse attirante est la méme que la masse attirée, on
aV=Y,

oll = Ydod=,

cc (ui peut s’écrire en tenant compte de (8

ou encore

ol =

Posons maintenant
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I'intégrale étant toujours étendue a tout I'espace; W est I'énergie
du systeme.

On a
oW =c¢.

On peut d’ailleurs écrire, puisque AV = — 4=3,

W="2"1f vave=

et, en tenant compte de (6),

() [ +(5)+ () )=

I'intégrale étant toujours étendue a 'espace entier.

Conditions d’équilibre. —Ceci étant rappelé, nous allons com-
mencer I'étude du probleme que nous nous sommes proposé.

Considérons une masse fluide, isolée de toute influence exté-
rieure, tournant autour d’un axe fixe que nous prendrons comme
axe O3, d’'un mouvement uniforme de vitesse angulaire w; prenons
les axes Oz et Oy, invariablement liés a la masse fluide.

Soit p la pression en un point (r, y, z); p ne dépend que de
a, Y, 3, la force s’exercant sur I'élément de volume dz a pour
composantes

X — i & Y= Op 0,)
or

(‘J b ) d—

crivons les conditions d'équilibre relatif, en remarquant que
P'accélération de Coriolis est nulle. Si on appelle X, Y, Z les
composantes suivant les axes de coordonnées de la force agis-
sant sur la molécule (z, y, z), on a

v’

oy ..
) —P‘F‘I“” o,
oy

Y=p5, to'ev

X
oy
( r=ea
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et, en posant

U=V+2 (o)
ona
op —_ ouU
EY R
»_
T Py
op oU
P

d’ou l'on tire

bp d.c—}- (IJ—-I-OI) -—9( d.t—l- U

dp=dU.

d +°Ud)

Cette relation montre que p est uniquement fonction de p; U est
par suite, aussi uniquement fonction de p et, par suite, de 3.
On arrive alors au théoréme suivant:

Théoréme. — Quand une masse fluide, animée d'un mouve-
ment de rotation autour d'un axe fixe, est en équilibre relatif, les
surfaces de niveau sont les surfaces d’égale pression, et aussi
d’égale densité.

A la surface de la masse, on a p=o0. Donc U est une cons-
tante. La surface libre est donc une surface de niveau.

S’il n'y a pas de rotation, ona U=V,

Dans Ie cas général on a AV=—4r3. AV est donc simple-
ment fonction de U.

oU U est en général
R A E gener:

normale aux surfaces de niveau, U=C,

Ces conditions d’équilibre sont nécessaires.

Une condition nécessaire et suffisante d’équilibre est que lc
travail résultant d’'un déplacement virtuel soit nul. Ce travail
comprend le travail de D'attraction, plus le travail du a la force
centrifuge.

~ Remarquons que la force totale —

.
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Le premier a pour expression W, que nous avons déj
¢étudié, le second a pour expression

26z (w'ror + wiydy)

[ 2
it ]
2 a 2
(L4
B 3 L G o7
T2
7
(')»g
— 3 PR 2y Ja.
—OT .4'\1 +_l/)(1.,

et, si J cst le moment d’inertie par rapport a Oz, le travail du a
la force centrifuge est

(O]
2

~
7]

J.

La condition d’équilibre est donc

2
"~

pour tout déplacement compatible avec les liaisons.
Cette condition n’implique pas nécessairement que
(t)2

W+4+—1J
2

soit maximum ; il faut encore d'autres conditions ; mais je dis
(que si cette fonction est maximum, l'équilibre est stable.
Soit T la force vive relative, on a I'égalité

2
T—(\\’—}—(—:—J):C".

o* .
Posons WV 4 e J =1U, et supposons que pour le maximum

U soit égale a U,
On a
T—U=T,—U,.



RELATION ENTRE LA MASSE, LE VOLUME ET LA VITESSE Tt

Si on donne maintenant a U une valeur U<U, et a T, une
valeur z, on aura

T—U=T,—U

o 0

T=2—(U,— U).

La force vive dans les instanls suivants sera inférieure a T,
I'équilibre est donc stable.

Relation entre lIa masse, le volume et la vitesse de rotation.
— Une condition nécessaire de I’équilibre cst, qu'en tout point
de la surface libre, la force soit dirigée vers 'intérieur, autrement

-

. . oU .
une partie se détacherait. 1l faut donc ——< o et par suite
on,

OUI
m‘l?<0

La formule (3) transforme cette inégalité en la suivante :

AUd=<o.

Donc il faut que I'on ait

/.\Vd‘.+ /2m*d¢<o
'——47:/ ;d:—l—fzw*d:<o.

En désignant le volume par T et la masse par M, il vient

c'est-a-dire

— 4=M 4 20°T <o.

Dans le cas particulicr ou la densité est constante et égale a 3,
ona
2 p
20° < 47p.
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Dans Papplication de cette formule, il faut se rappeler que le:
unités sont telles que la force d’attraction newtonienne s’ex
prime par la formule

mm'

f= P




CHAPITRE II

MASSE HOMOGENE FLUIDE

LA MASSE EST SANS MOUVEMENT DE ROTATION

Simplification des formules générales. — Etudions le cas
particulier d’une masse homogéne fluide et suns mouvement de
rotation.

En appliquant les théorémes généraux, on trouve que la sur-
face libre doit étre une surface équipotentielle V = V.

Si on prend la densité de la masse pour unité de densité, le
potentiel en un point a pour expression

vV — d=
e/

Vd= . Vd-
2 =
T PYR]

V est continu dans tout I'espace ainsi qu’a la surfuce libre; il ent
nul a l'infini ; a Pextérieur il n’a ni maximum ni minimum et enl
compris entre o et V,; a l'intérieur il est supéricuria V, et a un
maximum.

L’énergie est

L’intégrale s dz étendue a une surfuce fermée enton
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-ant le corps a pour valeur f.’ﬂ’d:, étendue au volume limité

par cette surface, et on afAVd: = — 4::] pdz = — 4=M..

Ce théoréme est encore vrai pour la surface limite, et il s’ap-
plique que le corps soit creux ou plein, et méme si I’on a affaire
a une distribution superficielle,

Comme enfin nous supposons le corps homogéne et de den-
sité 1, on a

2l »
h\Y . .
f—md-:=/ AVdz —/ frpde=— 4T

en désignant par T son volume, et par S une surlace qui le
renferme complétement, en particulier sa propre surface.

Si on porte sur la normale en M a la surface extérieure un
scgment MM’ =dpr, (fig. 2), le potentiel en M’a pour expression :

. ov
m' ’ _— Y —— -
V. Ay 3 dn,
- .
. Or,ona
Fig. 2. Vo<V,
on en conclut que
hAY
— <o.

On a vu que cette condition était nécessaire pour I'équilibre :
ici clle est toujours remplie.

Soit ¥ le potenticl de la masse fluide sur sa surface, et suppo-
sons maintenant une couche électrique de masse M, en équilibre
a la surface du corps, et produisant dans I'espace un potentiel
V'tel que sur la surface et i son intérieur le potentiel soit Y'=Y,.

A l'extérieur, on a V' =YV, En ellet, sur la surface V=1V et
alinfini V'=10.0r V' et V sont deux fonctions satisfaisant &
I'équation de Laplace, ayant les mé¢mes valeurs sur la surface et
sur une sphére de rayon tres grand. Ces deux fonctions coinci-
dent donc : c’est le principe de Dirichlet.
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On a, d’aprés des formules connues,

e J
v
/ S dr=—4=M.
[ 2

e ] el

oV
i =j

Donc la masse M répandue a la surface a pour valeur T et réci-
proquement si

On a d’ailleurs

oV
o ds— — dT:T.

M=T, V'=V.

T . ' ol .
Le rapport ——est ce que l'on appelle la capacité électrique

VO
du corps.
Cette notion va nous élre utile pour résoudre le probleme

proposé.

Théorie de Liapounoff. — Parmi les figures d’'équilibre, il y
a une solution évidente qui est la sphére : mais peut-il y avoir
d’autres figures d’'équilibre > Nous n’en savons rien : mais si 'on
se propose de chercher les figures d'équilibre stable, le pro-
bleme est différent.

Le maximum absolu de W est bien atteint pour la sphére,
mais a priori nous ne pouvons affirmer que W n’ait pas d’autres
maximums relatifs. Cela a été démontré par Liapounoff; la
démonstration est assez longue et on va procéder par étapes.

L’énergie & un maximum. — Le potentiel d’un volume
quelconque par rapport & un point quelconque, est inférieur au
potentiel d'une sphére de méme volume par rapport a son centre.

Du point M, comme centre, je décris la sphere T ayant le méme
volume que le corps S (fig. 3).

Le corps S est partagé en deux volumes : le volume K inté-
rieur a X, et le volume A extérieur,

Soit B le volume de I extérieur a S,
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On a par hypothése B = A.

Si R est le rayon de la sphere, on a

Potenticl de A < —A—

Potentiel de B > — —

A

R

4 D'ol
. Potentiel de B > Potentiel
de A
Potentiel de S = Potentiel
b de K 4 Potenticl dec A
Fig. 3. Potentiel de ¥ = Potentiel

de K 4- Potentiel de B.

Donc

Potenticl de T > Potentiel de S.

SiV cst le potentiel au point M, et R le rayon de la sphece S,

on a denc
V < 2=,

L’énergie qui est égale &
g

Vd~

est donc inféricure a

=R? dz;
e
et il vient

W <=R*T

en appelant T le volume de la masse.
On a d’ailleurs

—4 p
T= =R

d’apres la définition de R.

s
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Donc

W< 4 ere
3
L’énergie W due i un volume T est donc limitée supérieure-
nent ; W a donc un maximum. Je dis que ce maximum n’est
itteint que si la surface extérieure est une sphere.
Nous allons d’abord démontrer le théoréme suivant :

La capacité électrostatique a un minimum. — De tous les
corps ayant méme volume, la sphére est celui qui a la momdle
capacité electrostathue. :

En effet, la formule (g) (p. 8) donne

[+ )+ )

'intégrale étant étendue a tout l'espace.

Supposons que sur un corps conducteur de volume T il y ait
une masse électrique T en équilibre. Si V' est le potenticl corres-
pondant, sur la surface du corps on a

CV=T

par définition de la capacité C du conducteur.
A I'intérieur du corps, V' est constant; al'extérieur, V' satisfait
a I’équation AV =0 et est nul a linfini.
L’énergie électrique est, d’aprés une formule connue de I'élec-
tricité:
Tl

g ooy
W—QC\ = <

Elle est d’ailleurs égale a

w1 O_\Z)’ (ov')’ (o\")’]_
V~_'8'r: [(b.t +O_y+Tz~ %,

I'intégrale étant étendue, soit a tout l'espace, soit an volume
Poixcarké. — Figures d'équilibre. 2
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extérieur sculement, puisque V est constant a l'intérieur du
volume.

Nous allons voir qu'elle est inférieure a I'énergic W due au
potenticl newtonien du corps supposé¢ homogene ¢t de den-
sité égale o 'unité.

Seit YV = V' U ce potentiel : je pose

»
.1 N "-l—lf.)]"’ [b(\"—}—l,")]" [D;\"—i—l') o
W T 8= ’[ o + Oy + 0z \d"
I'intégrale étant étendue i tout I'espace.
e ]
A Ty 2 AV 2
W [T ()]
= or Ay 03
[ 3
%3

2 (0\" oU oV ol oV’ «\U>1
d=

~

FYS VLA R TR PR

, QU /3U\* . [U\*]
+g [(»‘>+<w7)+<‘\—)]“"

La premiére intégrale est W',
La deuxieme se décompose en deux : I'une prise a l'intérieur
du corps, qui est nulle, puisque n = N _ = o.
ox 0y 0z
L’autre, prise a 'extérieur, se transforme par la formule de

f v s f ViAUd-.
on,

La seconde de ces deux intégrales est nulle puisque AU est nul
al'extérieur. :

La premitre est également nulle : en effet, sur la surface, V’
est constant et égal a V',

Green cn
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L’'intégrale est donc

t ]
] OU
Vo P ds
t ]
oV IV
—\! —\! .
=Y, Y ds —\, Fy. ds;
s
or
2
?)Vc ds — 4=T,
Y ,
one ’l: =_‘10T.
cette intégrale est donc nulle.
On a par suite
(ov W M Vo
dr or e Fy————.*_:-—:.'- T
[}

La troisieme n'est pas nulle, ex: 17 2'ca gev 2 o L.
du corps, puisque V' v est constan‘. 4t gue V1 e
La troisieme intégraie c:t aloxs poalsine, &% n v 22
W_w,
On a donc, en réunissunt Iy 4oy sias ta posssien-

HT_W_ L

A
d’olr
o 3
P-4
et enfin
P4
“«_ =
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C a donc un minimum. Je dis que cc minimum ne peut étre
atteint (ue pour la sphere.

Le minimum est atteint pour la sphére. — Supposons qu'un
corps conducteur ait la forme pour laquelle ce minimum est
atteint : on a

M2 Al \ ! !
\\"=—l —_ — / [ ‘\ (O\l/ ) (0‘ ) ] (l..
oy’

e désignant la delnce suivant la normale a la surface équi-
on

potentielle passant par le point (r, y, 3),

Déformons le conducteur de facon que 1'élément de surface
ds devienne ds' {fig. 4). Appelons
2 la projection sur la normale a la
surface du déplacement ds compté
avee son signe.

L’augmentation du volume est
alors

{ds.

Fig. i,

‘ e

L’augmentation de l'inlégralc est

M2dC \(1, N’ VYT V2
(S [(Oz ) (T\Tf) +(o—) ]

— -—l- (0—\1) ,:117
= on :

Ceci suppose que le potenticl reste constant; mais, par hypo-
these, la figurc est en équilibre. Donc il y a un minimum pour
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M2 . ) . - .
< la variation de l'intégrale due a la variation du potentiel
est donc nulle, puisque cette intégrale est minimum,
Or, si on appelle p la densité superficielle, on a

oV

-OT _— 4‘R=L.
On a done
2
== 47: :L”;dﬂ‘.
Or, il faut que dC =o : donc
wide =0

et comme on doit avoir en méme temps f{dc=o, quel que
soit §, il faut que l'on ait p=C*.

On a d’ailleurs M=uS en appelant S la surface du conduc-
teur : on a donc

S*dC
o =4~

Supposons maintenarit que le conducteur se déforme en restant
semblable a lui-méme : la capacité est proportionnelle a la
racine cubique du volume, et on a

d_ 14t
C 3 T’
d’ol1 on conclut
S?=12=TC.

Tous les corps dont la capacité est minimum sont donc tels
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que celte relation existe entre leur capacité, leur volume et leur
surface.

Mais alors, pour tous les corps de méme volume, la capacité est
minimum si la surface est minimum; or, parmi tous les corps
de méme volume, la sphére est celui qui a la surface minimum.

Yest donc celui dont la capacité électrostatique est mini-
mum.

Nous arrivons maintenant au théoréme que nous nous étions
proposé de démontrer.

La sphére est la seule figure d’équilibre. — Je dis que W est
maximum quand le corps de volume T a la forme d’une sphére.
Soit T le volume correspondant, donnons-lui un accroisse-

ment (fig. 4)

dl = Lds.
Comme on a
W= f Y 4,
2
AW — 9([" —l,— Vd> d
= Vd; d.

Le corps étant supposé de densité égalea 1, dp est égala—1,
o ou 1; d> n'est différent de zéro que dans le voisinage de la
surface, qui est une surface équipotenticlle, le corps étant sup-
posé cn équilibre ; c’est-a-dire que V est conslant.

AW =V, | d»d=

1]
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ct l'intégrale est égale a dT. On a donc
dW =V dT.

On peut établiv une autre relation entre-dW et dT.
Supposons que le corps varie en restant semblable 4 lui-méme :

~

. . . . . .. 5
I'énergie varie en restant proportionsnelle a la puissance -- du

3

volume. On a donc

Eliminant dW et dT entre ces deux derni¢res relations, on
trouve '

D’apres la définition de W, on voit que 'on peut appeler

2\
T

le potentiel moyen. Il est égal a

¢;| o

'

Or W est aussi donné par'l'intégrale
1 V2, [OV\? /OV)?
= | L)+ () + ) T«

étendue a I'espace entier.
La partie étendue i 'espace intérieur-est, d’aprés k- formule
de Green (4) :

8:»

1 , 0V
— \.de-_

- Bm YAVd:
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Sar la surface, V est constant. L'intégrale a donc pour
valcur
»

v, oV 1 .
-QT,; W llﬂ' —_ —8,-—,' VA‘ d‘r,
e ™ T
ce (ue l'on transforme immédiatement, puisque — AV = 4=z
= {x, en
»
Y, . 1 Ny
[ 3
»
T \4
2 2
[ 2
v
= ———;‘T -+ W

I 1
_ - —.—'\ '= —_— ’.
G V 4+ W 5 W
La partie de I'intégrale étendue au volume intéricur est done
a la partic étendue au volume extérieur, dans le rapport cons-
1 . C e
tant —, en supposant évidemment le corps en équilibre.
5

Mais I'énergie de ce corps est en raison inverse de sa capa-
eité électrostatique.

Nous voyons donc bien que la sphere est le volume pour lequel
W est maximum.

LA MASSE EST ANIMEE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION.

Formules générales. — Supposons maintenant le corps,
homogeéne, soumis a une rotation w autour d’un axe fixe.

Appelons J le moment d’inertie aulour de cet axe.

R R
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Si le corps change de forme, de facon que la projection du
déplacement de I’élément de surface do sur la normale soit §,
J varie et on a

dl = Lds (22 +y*).

2
Nous avons appelé U la fonction V4 %—(xi—l— yh).

W représente toujours I'énergie due au potentiel new-
tonien.
On a

d\v_|_“’7’dl=/§[v+ ‘(:i(-f’-l—y’)]d“

(2

= Ulds.

A la surface d’équilibre U est constant et égal a U,.
On a done

2
dW+—dI =1, | tdoe=UdT.

D’ailleurssile corpsse déforme enrestant semblable a lui-méme,

W et J varient comme la puiss:mce,i de T.

3
On a done
awW 4+
Ay 5 dT
’__2=.-'——,
w423 3 T
2
ct par suite
3

© j—vU
«TUOT:W—]--Q— = U.

LET e L0
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On.a
AU = 20?4 AY,
= 20’ — 4%,
= 20’ — 4.
On a déja vu (page 11) qu'unc -condition nécessaire pour
I'équilibre est que
2w’ < 4=,
cest-i-dire que AU soit négatif.

Donc U, a l'intérieur du corps, ne peut avoir de minimum, et
comme sur la surface il est constant et égal a Uy, a I'intérieur on
aU>U,.

Si AU est nul, U est constant et égal i U,.

Enfin si AU était positif, U serait dans tout le corps inféricur
au,.

Considérons maintenant I'intégrale -

=2w+—“;;. 1.

Suivant que AU est négatif, nul ou positif, le premier membre
est supérieur, égal ou inférieur i

fU,d::U,/d—.:U,T=
) |

On a donc dans les trois cas :

b\-l (313

(w-;-_ J)

AU <o (\\+—J)< \\+—J W >0l

Wl <r

AU =o —g—(\\’—l——J) 2W i:;—J W= ']

2

AU >0 —;-( wq—i’u),> AW 2

2

J W < o’l.
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Limite de la vitesse de rotation. — Supposons maintenant
que © varie d’'une facon continue. La figure se déforme d'une
maniére continue, et on a

- TdU,.

ml (%]

dW —+ %’dJ + wldew =

2
[.a figure étant supposée en équilibre, W - -(%- J est maximum

ou minimum, en tous cas

, 2
dw+i;— d) — o.

Il reste
wldw = i TdU,.
Donc
dU,
— _.> [}
dw

U, croit quand w augmente.
V étant le potenticl newtonien, on a sur la surface

(02
VU, — (e ).

Si donc la surface rencontre 1'axe de rotation, U, est le poten-
tiel newtonien au pdle. Si w croit, ce potentiel croit égulement.
U, ne peut d’ailleurs dépasser 2xR* (page 16), R étant le rayon de
la sphére ayant méme volume que la masse fluide.

En divisant membre & membre, on a

wldo  dU,
T
W+ - J

Si on fait croitre w indéfiniment, w? finira par dépasser .
’
W sera inférieur a w?J H

03] 2
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et par suite

2 l{(l) dljo
T e <UL

Si w croit indéfiniment, U, devra croitre indéfiniment ; mais
U, ne peut dépasser 2xR?; il est donc nécessaire, ou bien que w
cesse de croitre, ou bien que la surface d’équilibre ne rencontre
plus I'axe ; on a alors une figure annulaire.

Nous verrons que parmi les figures d’équilibre, il v a des
cllipsoides de révolution ou des ellipsoides a trois axes inégaux.
Pour les premiers, « est inférieur a 4% >< o,112. Pour les
seconds, w < 4= >< 0,093.

Il est aussi possible qu'il existe une succession de figures
d'équilibre, pour lesquelles © passerait par une infinité de maxi-
mums ou de minimums. Ici, le raisonnement ne s’appliquerait
plus et @ pourrait augmenter indéfiniment.

Permanence de I’axe de rotation. — Jusqu’ici nous ne nous
sommes préoccupés que d’'un mouvement de rotation uni-
forme.

On pourrait se demander s'il peut y avoir des figures d’équi-
libre relatif pour une masse fluide animée d’un mouvement de
rotation non uniforme.

Nous allons prouver (ue c'est impossible.

Nous pouvons d’abord supposer le centre de gravité du corps
immobile; puisqu’il n'y a aucune force extérieure, son mouve-
ment est un mouvement rectiligne et uniforme.

L’équilibre ne sera pas troublé si on ajoute une nouvelle liai-
son au corps, si on le solidific. Alors le mouvement du solide
autour de son centre de gravité cst un mouvement a la Poin-
sot.

D’aprés le principe de Dalembert, le travail virtuel de la force
totale, pour tout déplacement compatible avec les liaisons, est
donc nul. Dans le cas qui nous occupe, il 0’y a qu'une liaison,
c’est 'incompressibilité du fluide, s’il s’agit d'un liquide. Si I'on
a affaire & un gaz en équilibre, I'équilibre subsiste a fortiori en
supposant le corps incompressible.

Si &, 3y, 65 représententles déplacements virtuels d’un point

NG AT SN NN Y R
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x, y, =, la condition d'incompressibilité s’exprime par la rela-
tion

d . d . d o
7‘;01—*—-‘?0!/—}—?0.,—0.

Il peut y avoir trois sortes de déplacements virtuels :

1° Les déplacements de toute la masse, considérés comme les
déplacements d’un corps solide. L’application du principe de
Dalembert montrerait que le corps doit avoir un mouvement a
la Poinsot autour du centre de gravité, comme on 'a déja vu.

2° Il y a les déformations du corps.

3° On peut supposer que la masse soit animée d’un mouvement
tel que les molécules se déplaceraient sur des surfaces a densité
constantes.

Les surfaces d’égale densité étant aussi des surfaces équipo-
tentielles, on aurait

% - % - B ~
TL'-O.L‘ —!——5‘—'/- Oy+ 3 05 — 0.

Les surfaces d’égale densité restant les mémes, il en est de
méme de la forme extérieure. Tout se réduit donc a des dépla-
cements internes dont nous allons étudier le travail virtuel.

Soit un point M de masse m, de coordonnées z, y, =, animé
d’une vitesse 2/, ¥/, 5/, I'accélération du mouvement étant 2", y”, 5",
La force d’inerlie a pour composantes m.x”, my”, ms".

Appelons v,, w,, w, les composantes de la rotation instantanée
suivant les axes liés aux corps Ox, Oy, Os.

D’apres les formules connues, on a

/ -
< T = W) — w,3,

-/

'( ,’/, =0, — w,T,
S5 == (02.1,' —_— (l)hl/.

L’accélération a pour composantes

2= (0 — w,3) 4 (v'y — v'y3),
Y = (0,5 — wr) + (W s — ),

s (0" — ')+ (Wyr — o' y).

I
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L'équilibre relatif ayant lieu, il y a équilibre cntre le travail de
Iattraction et la force d'inertie m.x”, my", ms".

Cette force se compose de deux parties : I'une est ce que l'on
trouverait si I’on supposait le mouvement
P’ uniforme; 'autre est due a I'accélération

du mouvement de rotation.
A un instant 7, 'axe de rotation est OP
(0,, w,, 0,); & I'instant 4 dt I'axe instan-

. tané de rotation est OP' (fig. 5). Le vec-
0 . PP

teur OQ équipollent au segment 7
tend, lorsque d¢ tend vers zéro, vers
une position limite, et ses projections sur les trois axes sont
(' @), ).

Si on prend cet axe OR lui-méme comme axe Oz

Fig. 5.

b gy —
W, = W, = 0.

La force d'inertie due & l'accélération angulaire sc réduit a
wylf, — 3, O.

Appliquons maintenant le principe de Dalembert aux déplace-
menls virtuels que nous considérons.

Le travail de I'attraction est nul, puisque la forme du corpsn’a

2

. . , 1. Wiy
pas changé. Le travail de la force centrifuge est égal a e o), en
posant w? = w} 4 w} 4 wj.

Ce travail est nul puisque J ne varie pas.

Le travail de la troisieme partie est

_‘ ~ ~
w’sz‘ m(ysx — xoy).

Puisqu’il y a équilibre, il doit étre nul. Or, on peut toujours
choisir un déplacement virtuel tel que

~ _ 8
Em(yoa: 28y)

ne soit pas nul; il sullit de supposer un courant autour de Os.
La somme aurait pour mesure l'aire du plan des zoy, limitée
par la projection du courant sur ce plan.
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11 faut donc que wy soit nul, c'est-a-dire que l'on ait un mou-
vement de retation uniforme. C.Q.F.D.

Il faut de plus que I'axe de rotatiom soit un des axes principaux
d'inertie; cela résulte de I'étude de mouvement d’un corps
solide.

Stabilité de I’équilibre. — Jusqu’ici on ne s’est pas préoccupé
des conditions de stabilité de I'équilibre.
Lejeune-Dirichlet a-démontré que la condition nécessaire et

2 -
suflisante de la stabilité de I'équilibre est que WV - mT J soit

jmaximum.

Mais il faut faire la distinction entre ‘la stabilité temporaire et
la stabilité séculaire. Lord Kelvin qui le premier a fait cette dis-
tinction, appelle stabilité séculaire: celle qui a lieu méme e
tenant compte du frottement; tandis que la stabilité temporaire,
qui subsiste quand on nc tient pas compte du frottement, ne
subsiste plus si on en tient compte. Lord Kelvin a démontré que :

La condition nécessaire et suflisante de la stabilité séculaire
de I’équilibre relatif est la-condition de Dirichlet.

Evidemment cette condition est toujours suflisante ; mais sup-

3
(D) . . . . .
posons que \V —+ _T—J ne soit Pas maximum, 1l pourra, d apres
2

le théoréme de L. Kelvin, y avoir équilibre stable, & condition
qu’il n’y ait pas de frottement. Maiss’il ya un [rottement, si petit
qu’il soit, I'équilibre ne sera plus stable.

On ne peut appliquerimmédiatement le théoreme de L.Kelvin,
car il suppose que tout meuvement détermine un frottement, ce
qui n’est pas le cas pour cette masse fluide : en effet, si la massc
isolée dans l’espace se déplace d'un bloc, a la facon d’un corps
solide, il n’y aura pas de frottcment.

Solide équivalent. — Avant d’aller plusloin, il est nécessaire
de définir ce que nous appellerons le corps solide équivalent
a la masse fluide. C’est un solide ou, 2 l'instant considéré,
Ies molécules ont la méme position que dans le systeme fluide.

La vitesse de son centre de gravité est la méme que pour le

fluide.
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e

Les axes principaux d’inertie ayant évidemment la méme posi-
tion, les trois moments de rotationt autour de ces axes sont les
mémes que pour la masse fluide.

Son mouvement est donc bien défini & Vinstant considéré;
mais il faut remarquer que le solide équivalent a I'instant ¢, n'est
pas le solide équivalent a P'instant 7.

Théoréme. — La force vive du fluide est équivalente & la force
vive du solide équivalent, augmentée de la force vive du fluide
dans le mouvement relatif par rapport & des axes invariablement
liés au solide équivalent.

En effet, appelons &, 7, §, les composantes selon ces trois axes
de la vitesse absolue de la molécule m ; &, v/, {' les composantes
de la vitesse de la molécule correspondante du solide équiva-
lent; £, 4", {’ les composantes de la vitesse relative de cette
molécule par rapport au solide équivalent. On a

r
S = 5/ + E”’
=141,
Yy
{=C 4+

Les trois forces vives considérées ont pour expression :
T=Y 2 (#+n+7),
T=) 2 (&'-’ 43,
"o i 12 n3 112
= 2 (),

et il faut démontrer que
T=T4T".
Ona
1=y 2 E+er+aa @y
=T+T'+ Z m(E8 "+ §Y).
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Je vais démontrer que
), mEE + L) =o.

Cetle expression représente le travail d’un systéeme de force S”,
tel que la force agissant sur la molécule 7 ait pour composantes
mE", my/, m¥", mais ce systeme est la différence de deux autres S
et S', dont les forces sont m&, mx, m§, et m5', mv/, m¢'; ces deux
systemes de forces sont équivalents. La résultante générale est la
méme et les moments résultants des deux systemes sont les

mémes par rapport aux trois axes, par la définition méme du

solide équivalent.
Z mé§ =2 mét

On a en effet
puisque la vitesse du centre de gravité du solide équivalent estla
méme que celle de la masse fluide.

De méme on a

2 m(y% — zv)) =Z m(yL—zv,),

puisque les moments de rotation sontles mémes autour des trois
axes de coordonnées. Donc S=95’ et S” estnul; son travail I'est
aussi.

Par suite

Zm(E'E”+ 74" + §Y) =o.

Condition de stabilité de Lejeune-Dirichlet. — Revenons
maintenant 2 notre masse fluide.
On a I'égalite
T —W=C",
D’ou
T +T'—W = C".
Cette égalité suppose qu'il n'y a pas de [rottement : autre-

ment T' 4 T”— W ira conustamment en diminuant.

Poixcart. — Figures d'équilibre. 3
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Si on pose
T4+ T'—W=g¢,

d .
L est nul §'il n’y a pas de frottement.

dt
Mais alors c’est qu'il n’y a pas de mouvement relatif, et par
suite T" =o.

de
. "
Si T"> o, S <o

Dans ce mouvement de rotation le théoréme des aires s’applique,
ct on peut considérer comme des données les trois moments de
rotation,

Je vais démontrer que la condition nécessaire et suffisante de
stabilité est que T'— \V soit minimum.

Pour une position d’équilibre relatif, on aura

T=T,
W=W,
T' =o.

Si 'on part de cette position d’équilibre, et que I'on fasse varier
tres peu les éléments des mouvements des molécules, mais de
facon que les moments de rotation ne soient pas altérés (c’est
une restriction sur laquelle nous reviendrons), la masse fluide
ne s'écartera pas beaucoup de la position d’équilibre.

En cffet, soient T’ et W, les valeurs de la force vive et de
I'éncrgie, on a

T—W>T,—W,.

On a a fortior

T4+T'—W>T,—W,;

T+ T — W =¢ est d’ailleurs voisin de T,—W,.

Cette quantité ne peut jamais croitre, donc clle restera toujours
voisine de T, —W,.

Les valeurs des variables ne differeront que trés peu de leurs
valeurs pour T, et W,, donc il y a équilibre stable : la condi-
tion est suffisante.
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Elle est aussi nécessaire. En effet, si T,— W', n’est pas mini-
mum, je puis choisir T' et W de maniére que

T—W<T,—W,
et méme que

TI.'+ TI/_ W'<-TI°_W‘°’

T” étant suffisamment petit.

Mais alors T’ T”— W ne peut que décroitre ; T” lui, tendra
vers zéro; T’ et W ne pourront alors reprendre leurs valeurs pri-
milives.

I1 y a une restriction a lever. Supposons que I'on écarte le
corps de sa position d’équilibre sans conserver la valcur des
moments de rotation autour des axes principaux; on sait alors
que le solide équivalent aurait un mouvement o les moments de
rotation auraient des valeurs peu. différentes de celles qulils
avaienl précédemment et.I'on est ramené au premier cas.

L’axe de rotation est le petit axe de I’ellipsoide d’inertie.
— Je vais démontrer maintenant que’ I'équilibre n’est stable que
s1 'axe de rotation est le
plus petit axe de Dellip-
soide d’inertiec relatil a
la masse fluide.

Soient (fig. 6) Oxys un
triedre fixe de coordon-
nées; 0A,0B, OC, les axes
principaux d’inertie; w la
vitesse instantanée de rota-
tion dont les composantes
sont w,, w,, w, suivant les

trois axes fixes, p, ¢, r sui-
vant les axes OA, OB,
OC;on a Fig. 6.

o' = o} 4 0l =p’4+¢+r.

Soit OR I'axe instantané de.rotation, J le moment d’'inertie
par rapport a cet axe.
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' ! 2 2 w?

Soientu,, 1,, 4, les moments de rotation par rapport aux trois
axes de coordonnées. Le segment OM, dont les projections sont
{4, ¥y B, est fixe dans I'espace (théoréme des aires), et I'ona

W=yl i+ g =C"
Les projections de OM sur les axes OABC sont Ap, Bg, Cr,

et 'on a encore

w = A4 B’q’ —+ C*2.

1}

La condition de stabilité, comme nous l'avons dit, est que
T'—1\V soit minimum. Or, si on change l'oricntation sans
changer la forme du corps, \V ne variera pas. Doncil faudra que
T’ soit minimum. OM est fixe dans I'espace.

Si on pose

P \.",-Tz X,

q \/B—': Y,

r \./-(T= 7.
On a

T = — (X4 Y 4 72)
2

u? = (AX? o BY? 4 CZ?) = C*.

Donc, le point X, Y, Z doit ¢étre sur un ellipsoide donné et sur
une sphere de rayon minimum. Donc l'axe instantané de rota-
tion est le plus petit axe de 'cllipsoide donné et par suite, de
I'cllipsoide d'inertie,

Si A est la plus grande des quantités A, B, C, I'axe de rota-
tion sera 'axe des . Alors on a p=uw, ¢g==0, r=o.

A=],

};_2

"
T—QJ
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I1 faut donc que

_T =W -
(1) W—T=w—t-

s0it maximum ; donc que

Il suffit aussi que
voe
(2) (W+2-1)

soit maximum (p, 10), condition qui n’est pas nécessaire.
Donc

2
3 (w+2-1)= o.
P
Les deux conditions donnent :

|

3W+PT=0,
w!
8W+Taj=0-

On doit donc prévoir que si la condition (2) est remplie, la
premiére le sera également.

Supposons qu'il en soit autrement, c’est-i-dire que 1’on puisse
avoir en méme temps

] 2
W+ —T< W+,

U.’ l""
W—a>Wo—r

[}

Comme on a p=uwl,, on conclurait facilement
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En additionnant membre 2 membre, on aurait
1 ﬁl’
% (J - JO)J < T(‘"o""‘o’}'

d’ou
#—all, 4+l <o,
J—3) <o,

ce qui est absurde; mais la réciproque n'est pas vraie; la
deuxiéme condition n'entraine pas la premiére.

T I S



CHAPITRE 111

FONCTIONS SPHERIQUES

Expression de 3V dans un systéme triple erthogomal —
Soient

sr.yg. =12
Lx.g.z=23

- -
L. §g.I =~

-
-

trois familles de surfaces. comstituant un svsteme triple ortho-

gonal.

Considérons le petit parallélépipede rectangle dont les faces
sont les 6 sarfaces.

- - - -
i=35. =3 —4&.
=7, 7 _—1_'—-11_.
- - - - -
- w- =TT g — &

Les arites de ce parallélépipede ont pour lamguears
ad. bdr. o3,
La diagonale est
ds' = 3’47 — ¥dv* — Ad7.

Supposons une fonction V 3. 7. I- et cherchons 2 détermimer
la valear de I'intégrale

[av
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étendue au volume du parallélépipede; elle est égale a

0\'
On

étendue a sa surface.
Le volume étant infiniment petit, la premiére intégrale a pour
expression

AV.a.b.c.d5.dv,. d5.

La seconde est la somme de trois intégrales étendues chacune
aux deux faces opposées du volume.
Pour la face § =5,, on a

bedrd3.

ads

Pour la face opposée § =&, + dE, on a

be OV | fbe VY .
[+ (o o) e

ct par suite pour I'ensemble des deux faces, ona

0 (11(, Y

03

)d‘r,dyd

a 03

On a donc
AVabe.d% dv, d%

be OV 0 ca OV h) ab ov

0
— dEdr AL - —_— _
—d"d,‘dsl h14 03 =+ Or, b o7, T3 0 ¢ —02-

et finalement on a

. I d [be OV
AV=—1 Z 53 (7 T‘)

Application aux coordonnées polaires. — Dans ce systeme
on a
s xr==rsin0 cos o,

( y ==r sin 0 sin 2,

s =rcos l,
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et, en posant cos § =, on a
r=ry\/1 — @ cos p,
— r\VT — o si
y =r\/1— ¥ sin o,

s =TI,

L’¢lément linéaire dans ce systtme de coordonnées a pour
expression

ds* = dz* + dy* + d3* = dr* 4 r*df* + r* sin®idy?

] —

]
=drt 4? _a m + rP(1—pt)de’.

Au lieu de §, %, &, nous avons r, , 7 et dans ce systeme

a=1,

—r
Vi—p’

c=r\yi1—p,

abe = 1'2.

b=

On calcule alors facilement

A AN A . w OV
‘“—-ET+77+,—307[<‘—H3;
1 Y

—_—
2

= %
Polynomes sphériques. Fonctions sphériques.— On appelle

polynome sphérigque un polynome homogene en z, y, = satisfaisant

al'équation de Laplace, AP = o.

(1—.*_-.)2('1—_‘—2) coeffi-

cients arbitraires, Mais il y a un certain nombre de relations

entre ces coelficients puisque 'on a AP, = o. Cetle relation est

(n—1)
2

S'il est de degré n en x, y, = il conticnt

de degré n — 2. 1l y a donc n relations entre les coef-

ficients,
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Il v a donc

in+1'n—+ a) nin—1)
P 2

=an+41

polynomes sphériques, indépendants da degré n.
On peut exprimer x, y. s en coordonnées polaires: on aura
alors
P,=rY,,

Y, étant uniquement une fonction de 3 et de w, que nous
appelons fonction sphérique d'ordre n.
On a évidemment la relation

oP,

Ry = nP,. -

Ry !

Considérons maintenant I'égalité {2) démontrée page 4

VL
(U v ) o= | (UaV— VAU

L] T

Supposons que la surface S soit une sphére de rayon 1, que U
et V soient deux polynomes sphériques d’ordre m et n, le second
membre sera nul, et on aura

0l)" b OP"I —_—
[PM—SI'—— I n T](lﬂ' = 0.

Donc, en tenant compte de 'égalité (1), ona

(m—n) P, P, de = o.

Si m est différent de n, on a

P,Pnpds =o,
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Iintégrale -étant :étendue a mme sphére de rayan 1;.et on peut
enxare écvire aeoi ::

+1 2x
f fY,.Y,. dpdp = o.
-1 0

Si m = n, ce résultat n’est plus vrai.
Fonviions sphériques fondamentales. — On a va que I'on a

e —ip
r=r\/1—pcosp=r\1—p} E—-+Te;-,

—ip

y=r‘/|——;’_sin?=r\/l—p’-e.?;2:——'
Si on remplace x-et y par ces valeurs dans .P,, on aura
- p=n
Pp= Z rm e Xk,
p=—n :

X% étant une fonction de p seulement ; ce sera un polyneme
en u et en \/IT‘J.?.’LGS polynomes ou p est pair, ne contiendront
V1 — p? qu'a des puissances paires. Les polynomes ol p est
impair, ne contiendront\/ 1.— p* qu'a des puissances impaires.

Les premiers seront donc des polynomes en y, les seconds
-saramt des polynomes en p multipliés pary/ 1 — p*.

Substituons la valeur de P dans I'équation A P, = a.

On obtient

d o dXi
(ly[(I_H) du ]

Xt prre—2.eins 1_ .

1 — u?

2 [n (n 4 1)r"—2 evr X8 4 =2 eire

En annulant le coefficient de /*—2 ei#?, on obtient I'équation
a laquelle doit satisfaire X3. C'est

d dx: Y(pr—1)4+-p?
E[(l_f"’) o ]__ n(n+')(f" I) P )&L:O

11—t
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L’intégrale générale de cette équation est une fonction trans-
cendante, mais il y a une intégrale particuliere qui est de 1'une
des deux formes ecxigées par la définition de X2, et qui est
déterminée a un factcur constant pres.

On voit que X} et X;” satisfont a la méme équation. On a

donc
Xe= AX;?,
A étant une constante quelconque. On a ainsi la forme des
2n + 1 fonctions sphériques cherchées,

¢ < U2 3 n
0, Xiel, X2e¥r ..., Xnente., .,

P n i
X! ez, X2e—2iz ..., Xlemir .,
On peut écrire autrement 22 - 1 fonctions indépendantes en

posant
X%, Xicosp, Xicosap,..., X]cosnp,

Xisinp, Xisinay,..., XIsin np.
Deux fonctions sphériques different donc soit par n, soit par p,

soit que n et p soient égaux, mais que I'une contienne le sinus,
I'autre le cosinus de p3.
On a déja démontré que

+1 2
fdy.f\'m Yn d?
-1 [

est nul si m 5~ n; nous allons achever la démonstration et démon-

trer que l'intégmle
+1 2=
f dy. f YY'dy
-1 0

est nulle si Y et Y/ sont deux fonctions différentes.
I1 suffit de le démontrer dans le cas de deux fonctions de

méme ordre.
+1 2x
Xi X1 da cos p» cos g3 d»
-1 Jo

On a alors
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H 2=
f X2 Xidp fsin PP sin gpdo,
-1 0
+1 2=
f X dp.fsinp:p cos pp do.
-1 0

Dans les trois cas, la seconde intégrale est nulle.
Enfin il est évident que

+1 2%
f dy f Yidy
—1 0

Détermination des polynomes X;. — Proposons-nous main-
tenant de déterminer X3, et pour cela, commencons par le cas
oup=o.

L'équation est alors

ou bien

est différent de zéro.

%[(I_Pﬁ) -dj};— ]—I— n(n+1)X=o.

C’est 'équation qui définit les polynomes de Legendre, et
ona

dnr

Xf.=—@r('—&'ﬁ)"-

X5 {Cos §) est donc une fonction sphérique ol 8 représente
1'angle d’une direction avec I'axe Oz.

Par raison de symétrie, X;, (Cos ¢), o z représente 'angle de
1a direction considérée avec une autre direction quelconque, mais
fixe, sera aussi une fonction sphérique ; mais on a

cos ¢ == cos 0 cos O 4 sin 9 sin 6’ cos (v — =’
4 [

et cela, quels que soient § et §'.
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Donc
X [’cos 0 cos ' 4 sin O sin §' cos (» — 7’ )]

sera encore une fonction sphérique.
Si on pose
sin & e—iv = af,

sin O ¢'3' = a7,

d'ou on conclut, en ajoutant membre 2 membre aprés avoir mul-
tiplié ces deux équations respectivement par e’ et e~ ¢,

sin ' cos (p — 7') =Eei? -re—t
et en multipliant membre a4 membre,
sin* ¢ = 4&n ;
d’ou
cos*t = 1 —48n;

la fonction

X [V ey e |

est donc encore une fonction sphérique quels que scient £ ct 7,
En particulier, si on fait

est une fonction sphérique.
Si je développe suivant la formule de Taylor, j’ai un poly
nome :

Xa [y. -l—\/l—p.* e"?]= Xn(p) + evy/1 —p dX, “+ ..

dy. ‘

2 - n
e (1—p?) 7 d°X, 4 e (1—pt) 2 d"X,
1.2...p dw? 1.2...0 dp*
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Chacun des termes de la somme est une fonction. sphérigue.
On a donc défini. les fonctions X2 a un facteur prés..

d 0
Xz =(1—p)¥ —p);?*i
(l—P)PdL‘:i(;;L)-

Propriétés des fonctions sphériques. — Soit U une fonction
de r, et P, un polynome sphérique :

Proposons-nous de calculer A (U P,). On a

Y U OP,,

A(UP,) =P,AU +2 3" -

+UAPn ’

mais

oU du Gr__dU T
V. dr W dr

d*U U
A(UP,) _p,,[ -+ ’d—,]

2 dU oP, o, b,
+ (.z‘ dx +y Oy 3 6:.)

rodr
ct, parce que P" est une fonction homogéne,

U 2 dU 2n dU
AUP) = P (‘G ) P
. d*U 2(n+1) dU T
=P dr? + r dr ]’

AP, =o;

Proposons-nous maintenant de calculer

A(UY,) — A[TE—X P, |
puisque P, =Y,

[ 1 dU 2 dU n(n—l—l)U]
L gn !

dr® + Ml dye s

, . [ 4*U dU n U
A(U\n).:\nl- d,.z +'_.' dI' — (n_,':l) J-

S
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Couche sphéroidale. — Nous allons appliquer ce qui précéedes
I’étude d’'une masse fluide sphéroidale, c’est-a-dire d’une masse
fluide dont Ia figure d'équilibre est peu différente d’une spheére,
ou, d'une maniére plus précise, dont la surface est comprise entre
deux surfaces sphériques de rayons voisins. Une couche sphéroi-
dale sera une couche comprisc entre deux surfaces sphéroidales.

Action d’une couche sphéroidale. — Soit (fig. 7) dz1'élément
de surface d’une couche de rayon 1, ¢ I'épaisseur de la couche
sphéroidale, dz I'élément de volume
de la couche sphéroidale; on a

d= = eds.

On peut supposer que la masse
contenue dans dz est sur I'élément
ds, et est représentée par uds

Soit un point M dont les coordon-
nées cartésiennes sont r, y, =, les
coordonnées sphériques

Fig. 7.

r, p==cosf, 2.

Soit un point M’ dont les éléments analogues sont &/, y', =';
V=1, w=cost, .

La distance MM’ est égale a 1 4 7*— 2, cos (OM, OM’).

Cos y =cos (OM, OM') = cos b cos # - sin 9 sin &' cos (p — 3.

Développement en série de o — Le potentiel cn M, da &

la couche sphéroidale, est

e'ds

V= wr

¢/ est une fonction de u et de 3 ; 7 est plus petit que 1,
Or

MM” = 1 — ar cos Y+ 1P = (1—reit) {1 — re—¥),

1 -4 -4
W:(l—re‘?) 2 (l-—ree""-') :.
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On a
. t - 1 . 1.3 .
—relt) ™ 3 — — et 252 s
(l rer) 2 1+2 re7+—2.4re -+ '
1.3.5... (an—1) _
2.4.6... 2n e e
C’est une série absolument convergente pour r <1,
De méme
S 1 . 1.3...(2n—1) .
—re ) 2= —pe—itd, e 7 gmp—nir L,
(l re ) '+ 2 re~it..+ 2.4... 2n e+

Le produit de ces deux séries est une série encore conver-
gente, si » < 1; le coefficient du terme en 7" est

1.3, (2n—1) . 13 (2n—3) 1 (n—2)i
Ap =- 24 ..an C -+ 2.4...(2n—2) ° 2 ° '
4 1.3...(2n—3) 1.3 1.3.5... (2n—1) e—nir

L
2.4...(2n—4) " 2.4 € + et

2.4.6... 2n.

Le coeflicient du terme en e*7 égale celui du terme en e ¥,
On a donc un polynome a coefficients réels du cosinus de
I'angle v et de ses multiples jusqu’a 2z ; comme les coefficients de

ce polynome sont tous posilifs, ce polynome atteindra sa valeur
maximum pour ¥ = o. Mais alors :

n
M= = =t + ..

Donc les coefficients du développement sontinférieurs ou égaux

a P'unité.
On peut donc écrire
I
=DM
A, étant unc fonction de p, de o, de ' et de ¢',

Développement en série du potentiel d’'une couche sphéroi-
dale. — Le potentiel V sera alors égal a

Z »” A, e'ds.

Poixcaré. — Figures d'équilibre. 4
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Les termes de V sont moindres que r* eds. .

L’erreur commise quand on prend pour V la somme des n pre-

+1
e ds. .

miers termes, est moindre que p

La série sera donc convergente si r <1.

ﬁpcut étre développé suivant les puissances croissantes

des variables z, y, =,

MM - \-/(.tl-— _1')’—*— (y’— y)’ -+ (:’— ;)z

=Z xmyPzt A, gd7

ct, si on revient aux coordonnées polaires, on aura un développe-
ment suivant les puissances de r*,

Si j'appelle V, I'ensemble des termes de degré n dans V, jau-
rai

V=V, +V,+...+V.4...
Or V satisfail & I'équation de Laplace : on a donc
AV, + AV, 4+ ... 4+AV, 4 ... =o.

Cela exige que chacun des polynomes V, soit un polynom®©
sphérique; et, si on remplace dans V,,, x, y, =, en fonctionde 7>
et o, on aura un résultat de la forme /7Y, ou Y, est une fonct1 <

sphérique. On a donc
V=Zl"'Y,..

Cette formule est valable si r est plus petit que 1.
Supposons maintenant r supérieur a 1, ct considérons
point M, image du point M, tel que OM, >< OM = 1 (fig.

-——
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j’ai OM = r, O, =’L . Si M est un point de la sphere, on a
les égalités

MM oM oM yOMX><OM = /OM

MM, T OM T OM, ~\/oM><oM, Y OM,” "

Or le potentiel en M, est
V— e'ds . eds
S B VIS G B YOV

Or le potentiel'en M,, point

On a done

v=Yo.

r

I . 1 .
situé a une distance — du
. r

centre, est - :
\’
n

Le potentiel en M est donc

v
. TR

Supposons maintenant que M et M, se rapprochent de la
surface de la sphére en restant inverses l'un de l'autre. Les
valeurs du potentiel M et M, sont voisines, mais les dérivées
ont des valeurs différentes de part et d'autre de la surface et
ona

mais

v oV .
=[5V ] 4
1
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On a donce lorsque r tend vers 1
. [ OV , OV . .
lllll[ﬁ- +l —or—-{-\r’]_.rz.

Dans les ménies conditions, puisque 3

est fini, on 2

I oy, '
im == r—1j=o0,

lim '—07- \I'— l") =0,

enfin

IimV/1—r)=o.

Si on ajoute ces quatre égalités, on voit que 'on a

W
lim[ul' :)} +\']=4:e.

Posons

W
D= oy .‘_\—..,_\'.
or

Si r est inférieur a 1, ® peut se représenter par une série de
la forme
\ | .
o= an4- 1) Y,
@ est donc une fonction satisfaisant i I'équation de Laplace,
puisque c’est une somme de polynomes sphériques.
Si r tend vers 1, @ tend vers 4me. Si on démontre que ce

développement est encore valable pour 7= 1, on arrive au théo-
reme dec Laplace :

Théoréme, — Une fonction quelconque de deux variables est
développable en une somme de fonctions sphériques.

Potentiel en un point de la couche sphéroidale. — Soit ¢ la
fonction donnée sur une sphere de rayon 1,
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Elle définit a I'intérieur de la sphére un potentiel V, prenant
sur la sphére Ia valeur 4re. ’
Ce potentiel est développable en une série entiere

(1) YA

convergente si r est inférieur i 1; et, si on regarde r comme une
variable complexe, cette série définit une fonction ® convergente
a intérieur du cercle de rayon 1, et qui sera obtenue en faisant
dans V, r=pe®,

Dans V, faisons r = e'*; on a une fonction @' définie sur le
cercle de rayon 1, sauf peut-étre en un certain nombre de points
singuliers. Si la série (1) converge pour o ==1, elle représentera
@' d’aprés le théoreme d’Abel.

Je dis qu'il en est ainsi dans le cas o ®' est développable en
série de Fourier.

Nous avons alors

Y =2A,’,em'+ 1 Ble-nis,
Je dis que 'on a
A,=A, B,=o.

En effet, d’aprés le théoréeme de Cauchy, la suite des valeurs
@' définit a l'intérieur du cercle de rayon 1 une fonction qui
n’est autre que la fonction V (pe's).

Cette fonction est développable suivant la série (1), et on a
d’autre part

I d'dy I

2i% it 2T

A, =

'r—'dp=o,

les deux intégrales étant prises le long du cercle de rayon 1.
Mais la premiére intégrale se réduit a A’,, la seconde a B’,. On
a done
A=A,

B:,=-O.

Done, si @' est développable en série de Fourier, la série sera
cncore convergente pour »==¢'? et en particulier pour r=1.
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Tout tevient donc a démontrer que @' est développable en
série de Fourier, c’est-a-dire que @' est une fonction de 9 admet-
tant une dérivée, sauf en quelques points singuliers, et qu’en ces

oints singuliers l'intégrale [ | ®'| d» a un sens.
p g g :

Nous allons maintenant démontrer que e est développable en
une somme de fonctions sphériques. Le potentiel en un point M
de coordonnées (r, 9, 3) est

v— | £
MM’

¢’ étant la densité de la couche sphérique, au point (¥,¢').

On a
w eds’ dMW
] MMET dr

¢/ (cosy — r) ds
MM® '

Comme cela a été démontré, nous avons

r Py ey
e=2(0, ?)=V+2"%= Lll\uw_"iE

Supposons que OM soit une dircction fixe que nous allons
prendre cemme axe O3 : - g
6= o, w=1I,
" MM'=1—arcosy+4r*=r1—aur4r’. -

L’élément de surface est d3’ =dy/d%', et on a pour valeur en M
de la fonction @

(p.=(l_,.2) . Aeld?/’
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car ¢’ seul dépend de 3'. Si on pose

2z

F)= [ <y,

on a
+1

F (@) dw

o= —1% )
-1 (t—oarp4+r)Y

Supposons que la sphére soit partagée en un nombre fini de
polygones sphériques dont les cétés soient des arcs de courbes
analytiques, et que dans chacun de ces polygones ¢’ soit une fonc-
tion continue de ' et de ¥'.

Dans ces conditions, F (y') sera une fonction analytique de p’,
excepté pour les valeurs de p’ correspondantes aux sommets des
polygones, ou aux paralleles de la sphére tangents aux cétés des

!
polygones. La fonction LM(\—‘;,%- sera alors intégrable entre — 1 et

+ 1.

Si on pose r=¢'t, on aura
MM = zr[% (r +’L) — p.’]: 21'[cos b — p.’]

et si on pose ensuite
cosy — W'=1272

on aura
+1

—r F () d
(2)')% z

&=

—1

Nous démontrerons plus loin que ® est une fonction de ¢
admettant une dérivée, et est par suite développable en une série
de Fourier. '

Enfin, si nous développons suivant les puissances de 7, nous
aurons une série convergente pour |r|< 1. Elle sera sirement
convergente méme si | »|=1, dans le cas oi1 ¢ ne comprend qu’un
nombre fini de termes.
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Voyons quelques exemples qui nous serviront par la suite.

. . 1
Si on fait & =—, on aura
2%

.

2x
F (:J.I) == .ﬁ- == y
2%
[}
. . 1
si on fait ¢’ = —, on aura

"

Fiu)=a.

On pourra prendre pour fonctions sphériques correspondantes
1 1
\' e 4 11 Y =_—,
T am T on
. w . .
De mé¢me,si ¢’ = —honaen appliquantlaformule de la page52

4re’ =Y, +3Y, 4 5Y, 4+ ...

Dans le cas qui nous occupe

Y,,:Y2 =...=0
.2
Y, = 3
et
¢, =21 =2¢*.
Théoréme de Laplace. — On a toujours le droit d’écrire

F (4)=a+ by +F, ()

a et b étant des constantes quelconques ; ¢ sera alors de la forme”

2a -+ 2be" 4 @,
et si on pose
by — 1—r  —ising Ly
73('\’) 2’._:- \/7 e L 3 ]
on aura
+1
F dy!
q): =1 (‘l’) !(!{2 £ °
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Ceci posé, pour établir que ® est développable en série de

.. dd . .
Fourier, il faut démontrer : 1° que —+ existe et est fini sauf en

4y

un nombre limité de points singuliers de la fonction @ ; 2° que
fl‘bl dy est fini en ces points singuliers. I1 y a une difficulté,

car Z s’annule si ' =cos ¢. Il faut donc qne F (') s'annule pour
p ==cos{ et alors on doit étudier vers quelle limite tend la
fonction lorsque p tend vers cos {.

id |,
1°— existe. En effet on a

&

+ +1

1

dd ... dn F.dy' 3. F,dp’

=2t | T geine |
—1 -1

Or, je puis disposer de a et b, de facon que I'on ait

F, (cos §) =o,

F{ (cos¢) =o.

Si donc cos 4 — p' est un infiniment petit du premier ordre,
F('), qui est analytique au voisinage de cos ¢, sera un infini-
ment petit du second ordre, et, sous le signe d’intégration, les

»~

, . . . 3 5 )
dénominateurs sont respectivement d’ordre Py et P le numé-

rateur est d’ordre 2. L'intégrale est donc finie, sauf si cos { est
une valeur singuliére de F('). Il faut qu’en ces points singuliers,
ot ¢ = ¢, l'intégrale

| @]y

soit finie.,
Supposons
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On a alors

flcpld@«fw(cos‘p)|d¢+/‘ndq,fw¢

Le second membre doit rester fini. La premiére intégrale est
finie. Il faut démontrer qu'il en est de méme de la seconde.

C’est une intégrale double qui, aux points singuliers, doit étre
un infiniment petit d’ordre inférieur a 2, et aux lignes singuliéres
d’ordre inférieur a 1.

Or, nous avons ici une ligne singuliére, la ligne u' = cos ¢,
mais pour p’ == cos ¢, le dénominateur est d'ordre <’ le numéra-
teur est d'ordre 1, saul aux points singuliers de F(u'). Donc

. e e o S
I'élément de l'intégrale devient infini de 'ordre Y I'intégrale
a un sens.

Aux points singuliers F(u') == F(cos ¢), la fonction est d’ordre

—, l'intégrale a encore un sens.
2

La fonction ® remplit donc les conditions nécessaires pour
dtre développable en série de Fourier. o
La formule de Laplace est valable pour »=1, et I'on a

e=7";-:—2(2n —+1) Y,.

Le théoréme de Laplace est ainsi démontré.




'CHAPITRE IV

MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLEME DE CLAIRAUT

Préliminaires. — Supposons le mouvement de rotation de la
masse suffisamment lent : la surface difféerera peu de celle d'une
sphére, le carré de la vitesse de rotation w® sera considéré
comme un infiniment petit du premier ordre. o

On a déja vu que si le mouvement de rotation est nul, les
surfaces équipotentielles sont également des surfaces d’égale
densité, Le potentiel V, en un point est uniquement fonction
de r et I'équation de Laplace se réduit a

&V,

a dV
B it i

( l) AVO =

La masse contenue entre deux sphéres infiniment voisines de
rayon ret r -4 dr est -

4rr’pdr,

et la masse totale contenue a I'intérieur de la sphére de rayon r
est -

4rriodr.

Si on appelle D la densité moyenne ‘de cette sphere

4rrtodr = -4—- =r*D.

3
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D est une fonction de r dont la dérivée D’ est négative dans
I’hypothése d’un équilibre stable.
En différentiant cette derniére équation, on a

§rrtedr = 4=r'D dr+ -%- =*D'dr.

En supprimant le facteur 4nr*dr, ona
(2) 3 =3D+4rD.

En prenant encore une fois la dérivée, on obtient la rela-
tion
3) 3p'=4D' 4 rD"

qui nous sera utile par la suite.
Faisons encore la remarque suivante. On a évidemment :

ID>3D4rD'>o0.

La premiére inégalité est vérifiée puisque D’ est nég’ltlf la
seconde D'est, car p est positif. On a donc

ox DS 3
D

D’ . R
On a 35 ==0 si la masse est homogéne,

rD’
On a 5 = 3 si toute la masse est concentrée au centre.
Le potentiel de la sphére de rayon » en un point de sa surface
est

g—m"D.

La force qui s’exerce sur une molécule de la surface est

(4) %— = — %RI'D.

Puisque p et V, sont uniquement (onction de , on peut les sup-
que p T Y q ’ p ¢ P
poser fonctions 'un de l'autre, ct, en vertu de la relation (1),
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AV, est fonction de V,, et on peut écrire AV,=£V,); en diffé-
rentiant

dAY,
af(V,) __d(AV)  dr  —4wp
av, — dv, a4V, _
o T3P
En tenant compte de la relation (3), on a
4D" 4 D"
(5) (V) =—p5—
Développement du potentiel en série. — Supposons main-

tenant un mouvement de rotation lent. La surface se déformera,
mais peu. Le potentiel en un point d’une sphére sera dévelop-
pable en une somme de fonctions sphériques, et I'on aura

V=V, +2mr,

Y représentant une fonction sphérique et II étant un coefli-
cient qui est une fonction de r de l'ordre de w?, puisque V dif-
fere peu de V.

L'équation de Laplace peut s’écrire

(6) AV — Av,,_;.ZA (HY) = — 4=p.

On a d’ailleurs, d’aprés une formule démontrée plus haut
(p- 47) : :
_v| €H 2 d  n(n+1)
A (HY) _.Yl—d’_—, 2 - H]

rodr

en supposant que 72 soit 'ordre de la fonction sphérique Y.
Si on pose

(l)’
U=V+- (2 + ),

la condition d’équilibre est, comme on I'a démontré plus haut,
que les surfaces U = constante coincident avec les surfaces
d’égale densité.
On a donc
' AV = — 45 = [onction de U,

v -
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Pour les autres, on a simplement I'équation

D" 4 4D/

(10) A (HY)=HY =%

Ces derniéres équations ont une intégrale évidente, H=o;
nous allons démontrer que 'on ne doit pas en considérer d’autres.

Dans le cas ot Y est une fonction du premier ordre, on peut
trouver la valeur correspondante de II. En effet, il y a trois fonc-
tions indépendantes du premier ordre :

. I3 x >
Considérons 'une d’elles, . par exemple, on a vu que I'on

avait
Si je prends les dérivées des deux membres par rapport a x,
jai:
h} h) .
3 AVo)= 5 /(Voh

A(5) = o0

av, o\ o dV, o
A(GE )= (G

dr " r o’
) e
dr " r dr r rD

On voit que si Y est égal a - I’équation

N a4 ’
a (uy) = iy 224D

4 L.
© 11 en est de méme si Y = 2

est satisfaite pour H=a
dr r

ou Y =

~in



LES SURFACES DE NIVEAU SONT DES ELLIPSOIDES 65

On a alors pour les termes du premier ordre

dv, (a.z'—i— by 4¢3 )
dr r ’

a, b, c étant des constantes quelconques. — Nous verrons pro-
chainement qu'on peut les supposer nulles, i condition de
prendre le centre de gravité de la masse commec origine des
coordonnées.

Les surfaces de niveau sont des ellipsoides. — Considérons
une surface de niveau primitivement sphérique, lorsque la rota-
tion est nulle.

Pendant la rotation (fig. 9),
le point M est venu en M’ sur la
nouvelle surface de niveau. Le
déplacement normal est

¢ = MM cos (r, MM').

Avant la déformation, on avait
en M Fig. 9.

AV, =—4=mp. .
Aprés la déformation, la densité en M’ cst encore 5. La den-

)

. A , .
sité en M est o, = — AV , en appelant V le potentiel en M, ct

4=
on a la relation
dAV,
éV =AV,—¢ o
On a de plus
dAV, dAV, 4\,
dr —  dV dr ’

et, en se servant des relations (4) et (3),

AV = 8V, + &% ¢ (4 - ).

“r

Poixcart. — Figures d’équilibre,
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Nous avons d'ailleurs déja écrit
- - Y .
AV=av, 4+ Vany.
A
On a done
3 .
" v=—————— % AHY.
T A D D7) L
Revenons maintenant aux équations déterminant les coefli-
cients 11
augmentation de volume entre la figure d’équilibre au repos.
et la figure d'équilibre dans le mouvement de rotation, est nulle.

On a done
»

ldz=o.

ou
)

N aAlyds —o.
ad

Ceet peut s’éerire
»

X .

\. zr Yds=o.
—
L2

Chaque terme s’annule séparément, sauf toutefois le premier,
pour lequel Y est égal a I'unité. On a donc, en désignant le coel-
cient de Y, =1, par I,

A ,:"o) =o,

mais 1 est uniquement fonction de R si bien que

EH, 2 dl,
A "0.=-T._,— T —(F =o0.

L'intégrale générale de cette équation est

"o: A ],—)_.

A et B étant deux constantes,
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Mais remarquons que V=V, 4 ZTHY; a l'infini, V doit étre
nul comme V,. Donc A est nul. De mé¢me B est nul; autrement
le potentiel au centre serait infini, ce qui est absurde.

[’équation (8) qui définit H se réduit dans ce cas a

2.2
[ (V) =5 +3(V)=o.

Cette équation définit » (V).

Il nous reste encore a voir que pour les autres valeurs de Y, les
seules valeurs possibles de H sont les valeurs Il = o. Si nous
admettons ce résultat, nons voyons que { se réduit a un secul
terme, et que l'on a

3 ANY, ,
: = "4__‘,‘_. 4D’ I ,.b// =Y '."‘:’ (I)
On a donc
24y —a3?
=" 4 ().

Ceci montre que les surfaces de niveau sont des ellipsoides.
Fn effet, on a '

@y )=+ =r+ 2+
mais nous pouvons négliger £*, et il reste

x4yt — 2zt

(2 4.

C’est I'équation d’un ellipsoide derévolution autour de I'axe O=.

P4y =r4ar

Aplatissement. — L'aplatissement est le rapport de la
différence entre le rayon équatorial et le rayon polaire, aw
rayon moyen, que nous pouvons supposer égal ar, -

Pour avoir ces rayons nous pouvons calculer { pourles valeurs
(r =y =090,z =r)et pour (y =3 =o0,2r=r), on trouve les
dcux valeurs respectives
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La différence est

32 (r) 5
et I'aplatissement est
2y, ()
o= 2000 5y ()
3rg 3%

= x4yt — 2zt =Y
en désignant par Y la [onction sphérique

at 4yt —azt

l't

On a vu que
e 3 AHY
T 4x D7 4D"’

La somme se réduit ici a un seul terme. L’équation (9) donne

4D' 41D’

s 22 (-2

Donc,
4mr*DeY ( “’;”2 )\
derDY= L [AllY + -‘;i Ar*\'].
On a d’ailleurs aussi
ArYY = o,

[ uisque Y est une fonction sphérique du second ordre.

On a aussi

-49__ AHY = (/D" 4 4D') erY.

[.'équation devient donc

Aer*DY = (rD"+ 4D’) erY.
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On a démontré que si P est un polynome sphérique d’ordre n,
ona

A(UP):P[U"+2(n+.)lT’_'].

Si nous posons pour 7 =2

U=eD,
P =%,

On aura I'équation

d* (eD) 6 deD = 4De
Ty g =

cn développant les calculs on trouve,
i my 2 ' 6 m
e’D 4-2¢'D' 4 TeD —|—TeD——o.
C’est une équation linéaire du second ordre que I'on pcut

ramener i une équation du premier par le changement de
variables.

__re
n= e’
. re/ re’? ¢
= e? + e’
re” , .
o
L’équation devient
(12) D (#4494 5n) +2rD' (1 +47)=0o.

C'est Uéquation de Clairaut.

Limites de v. — Nous avons vu (p. 60) que 'on avait

rD’
—3< D < o.

Dans 'équation (12), substituons ces valeurs extrémes de D,
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ct considérons les deux paraboles {fig. 10), ot I'on a porté en
abscisses 7, et en ordonnées rv,’

'+ n'+45n=o0

et
ri + 12+ 5, —6(1 47, =o.

Fig. 10.

Le point dont les coordonnées sont 17, et 7, ne peut se trouver
qu’entre les deux paraboles (dans la région hachurée sur la figure.)

Je vais maintenant démontrer que 7, est compris entre o et 3.

1, ne peut étre négatif. En effet, s'il est négatif pour une
valeur r,, on pourra trouver deux nombres positifsz et 3 tels que
Von ait : :

- ‘3 < 7; < - 1,
2 et 3 pourront méme satisfaire a 'inégalité
o<z <2 <5 <P.

Je dis que r ne peut dépasser — a.
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En effet, si % atteignait le valeur — a pour une valeur r infé-

. . d,  néeatif d,
rieure a r,, ——seratt negatit, 7 ———
” dr gL g

Le point dont les coordonnées sont 77’ et o = 2 ne =e trou- -
verait pas alors dans la région hachurée.
De méme 7, ne peut dépasser — 3. En effet, si pour une valeur

serait négatif.

P . . dy, . .. rdy, .
de r inférieure a r, on avait r <r,, —— serait positif, —— serait
dr dr

positif aussi et le point représentatif serait dans une région
du plan ou le point (rv/, %) ne peut se trouver.

Donc si pour une valeur de r,, n est négatif, il est, pour toute
valeur de rinférieura r,, compris entrg deux nombres—aet—3,
on a donc

En intégrant de r, a r <r,,on a

LS SL (—"—>_',
(’o r

e>Ar—-.

T 1 .
Or e croitrait plus que — lorsque r tend vers zéro, ce qui
’.1

est impossible pour r suffisamment petit, car ¢ serait trés
grand. Donc 5 ne peut étre négatif.

Je dis maintenant que 7, est inférieur & 3. Le raisonnement est
le méme.

En effet, supposons que pour r=:r, on ait r, =17, >3, je dis
que pour r inférieur a r,, on aurait encore 7, > 3.

En effet, I'inégalité ne cesserait que si n devenait inférieur
a 3, ou si 7, devenait négatif en passant par I'infini. Cette derniére
hypothése est a écarter d'aprés ce que 1'on a vu plus haut. Il
reste donc a montrer que 7, ne peut devenir égal a 3. En effet,
pour v, = 3, 7/ serait positif, 74/ serait positif, ce qui estabsurde,
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le point [r/, ) ne serait pas compris entre les deux courbes.
On a donc toujours

7, <3.
On a d'ailleurs
r) +1'—7—6<o0 pourv,>3.
A fortiori on a
re 44— 7—06—35(r, —3)<o,
ri! 4+ {n —3) <o

et en multipliant par dr qui est négatif si  décroitde r, i zéro,
on a

dr dr,
T e

c'est-a-dire
ll [1 "‘I—d - —3 <0’

Llj+“—L?<L—L+-—me
’ 7 — 3 r, To— 3
Le seccond membre est une quantue finie ; le premier est unc
somme de denx termes, dont le premier seulemcnt devient infini
lorsque r tend vers o, I'inégalité est donc impossible.
On a donc bien

o<
C. Q. F.D.
Les limites peuvent-elles étre atteintes?
" rD’ e -
Siona D= I'équation sc réduit a

5+ 7+ Sn=o,

et admet la solution
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n/
Si'—ll))~=— 3, I'équation se réduit a
1 4 (1 —3) (n 4-2)=0
(ui admet la solution © = 3.

Le premier cas correspond a un point intérieur de la masse
supposée homogeéne ; lc second correspond aux points extérieurs
a la masse, et en particulier au cas ou toute la masse est concen-
trée au centre,

Je dis que dans ces cas particuliers, les seules intégrales
admissibles sont les solutions 7, =0 et n = 3.

En effet :

rD’ , . Cy e
Supposons —— = o. L’équation se¢ réduit a

D
'+ 12+ 50 =o,

dr dr, o
roowt45n 7
dont la solution est
1 ™
L r - L ! = — Cle.
_ + 1) o+ 9
Pour » = o, on aurait
",
L—— =w;
+5 ’
donec 3= — 5 ; or pour r quelconque, 7, est toujours positif :
donc la constante d’intégration ne peut étre que — oo, et l'inté-
grale se.réduita », = o. Il en est donc de .méme pour v, = 3,

dans le cas de la masse concentrée au centre, A 'extérieur de la
masse, on a I’équation

'+ —7n—6=o,
dont l'intégrale générale est

S__ ;1,—3 to
. Lr*=L 7‘+2+C s

La constante d’intégration ne peut étre que o et ona v, = 3.

ve:
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Ce sont les seuls cas ol %, puisse atteindre ses limites. En effet,
supposons d'abord que pour une valeur r,, on ait v, = o, pour r
différent de zéro, 7, est supérieur a zéro, donce v’ {r,) = o, et en
portant ces valeurs dansl’équation de Clairaut, il vient

D'=o,
mais comme

D’ 4 3D=31;,

on a D= 5. La densité en ce point est donc égale a la den-
sité moyenne, et. comme par hypothése la densité ne peut
diminuer vers le centre, on a un noyau homogéne.

Supposons de méme que pour r =r, on ait r, = 3, de
méme que précédemment il faudra que 7' == o0; donc

7 =0 en ce point, el pour 7 >r,0n a encore z=0; p ne peut
augmenter puisqu’il y a équilibre, et par suite v, = 3 pour » >r,.

Il reste a voir ce qui se passe pour r <r,. Je dis que I'on a
encore v, = 3. S'il en était autrement, v, serait plus petit que 3,
r* (1,—3) serait une (uantité qui diminuerait avec r, sa dérivée
serait positive. On aurait donc

45 (1, —3)>o.

Or, I'équation de Clairaut peut s’écrire

i+ 5 (n—3) +(1.—3)=+l’;')D' +6] [l+n]=o.

Les deux derniers termes étant essentiellement positifs, il en
résulte que I'on devra avoir
r+35(n—3) <o

ce ui esl contraire i ce que 1'on a établi plus haut.
Pour r < r,, on a donc encore v, = 3, et par suite

arD’ -
[ D +() ]'——O.
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~1
13

Donc 3 = o pour r < r,.
La masse de la planéte est donc enticrement concentrée au
coentre.

Forme des courbes intégrales. — Etudions maintenant la

2

forme des courbes représentées par 1’équation
arD)’
47t 4 51,—}-—1)-— (1 41%)=o0.

Tracons les axes de coordonnées O, et Or.
I1 suffit évidemment d’étudier les courbes comprises dans les
régions ou l'on a

o<, < 3.

Tracons la droite D d’équation v, = 3.
Par un point du plan passe en général une courbe et une seule,
i1 moins que 7' ne soit pas une fonction holomorphe.
Or, on a
arD’
® 4 5+ T (r+4m)

»

’

‘I‘Z‘_"—

7, n’est pas holomorphe si 7 = 0; la droite » = o est une courbe
intégrale de 'équation; il y a sur cette droite deux points remar-

quables 7,= o et v, = — 5, pour lesquels 7/ est indéterminé
. .. rD’ ,
a condition que —— tende en effet vers zéro avec . Or, on a

D

Le second membre est essentiellement négatif, la densité d'une
couche étant inférieure i la densité moyenne de la masse inté-
rieure a cette couche, puisque par hypothése il y a équilibre.

Lorsque r tend vers zéro, p tend vers une limite p, et I'on a

e<D<y,,

15 P
- —_— 1 o
?o 1< D < ’
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.

-
-

mais ~~ — 1 tend vers zéro avec r. donc T)- — 1 tend aussi vers

i . D .
zéro et par suite —— tend vers zéro avee r.

D

Aux deux points

~
I
©

~N
|
(5]}

les deux courbes intégrales ne sont pas définies d'une facon

unique.
Faisons maintenant r sufisamment grand, alors
rD’ 3
D ’

L."équation devicnt
rn +1—1,—6=o.

Elle s'integre immédiatement, et son intégrale générale cst

2y — 3

7,4+ 2

’

=C".

Les courbes représentatives sont toutes asymptotes a la droite
7, =3, mais elles ne sont pas nécessairement asymptotes a la droite

rD’
. l_o,cmona—u—qé—Iipour
r =o: le raisonnement ne sap-

A plique plus.

Considérons le rectangle OABC
(ig. 11) formé par les droites
L=0,r =o0,7, =3, r=r,mr,
¢tant une valeur quelconque. Par
un point P, pris sur le coté OA,
passe une courbe intégrale et une
scule. Pour cette valeur
.. __

Fig. 11, N =— =—>0;

D

la portion de la courbe qui pénétre dans le rectangle est donc
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]

dirigée vers le coté AB, quel que soit le point P. Une courbe
intégrale ne peut donc sortir du rectangle par le edté OA, car si
elle ressortait en un point P’, elle aurait ‘une forme analogue a
la courbe PMP’ (fig. 12), ce qui est impos-

r

. . dr.
sible puisque # ne peut étre nul dans le
\ p-
rectangle.
Douc cette courbe ne peut sortir du rec- P
tangle que par un point M de la droite AB. ol o)
De méme, si 'on considére la courbe inté- Fig. 1.

grale passant par un point Q du segment
CB, la tangente en ce point a comme coefficient angulaire

o
dn ~— 4 21’D’]
7[6‘*‘ D

quantité qui est négative puisque l'on a

2rD’
D

>—6.

La branche de courbe qui pénétre dans le rectangle est donc
dirigée vers 'arc AB, le mé¢me raisonnement que précédemment
montre que cette courbe ne peut sortir du rectangle que par un
point N de la droite AB. Evidemment, d’ailleurs, le point M est
a gauche du point N puisque deux courbes intégrales ne peuvent
pas se couper.

Les points M ont donc une limite M'lorsque le point P se rap-
proche de C, de méme les points N ont une limite N’ lorsque le
point Q se rapproche de C.

Le lieu des points M’ sera une courbe complétement comprise
entre les droites v,=o0, r, = 3. Il en est de méme pour les licux
des points N'.

Est-il possible que M’ ¢t N’ coincident ? Supposons, ce qui
sera démontré un peu plus loin que cela arrive. Alors il y
aura une courbe intégrale et une seule qui passe par le point O.
Cette courbe sera évidemment la courbe intégrale convenable,
puisqu’elle restera constamment comprise entre les droites 7, = o,
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7,= 3. Il en résulte que la fonction 7, {r) est parfaitement déter-

!

. ,ore . . . .
minée, — est donc parfaltcmcnt déterminé ; e est alors, cn
e

désignant par E la base des logarithmes népériens

r
‘L"."‘J d
r.
e=¢el r

La constante e, sera connue si on se sert de I'une des équations
précédentes, par exemple

9 ®r?
ertD = e (H+_6 )

Une seule courbe est acceptable.— Démontrons maintenant
qu’il y a une seule courbe intégrale acceptable. Nous allons, pour
cela, démontrer qu’il y en a une et une seule qui passe par le point
r-=:0, ,==0, et que toutes les autres passcnt par le point r=o,
6 =— 3.

Démontrons d’abord qu'il y a au moins une courbe passant
par le point n =o0, et une passant par = —5,

Nous avons déja vu quel était le signe de rv/ pour diverses
valeurs de 7 ; 74 est négatif si 7 est inférieur a — 5, ou supé-
ricur i 4 3 et positif si 7, est compris entre o et — 2.

Dans les autres intervalles, les deux signes sont possibles.

Pour n = — 5, 17’ peut étre nul ou négatif, mais non positif.

Pour n = — 2, 77/ ne peut étre que positif ou nul.
/

Enfin, nousavons vu que est une fonction tendant vers o

7
D
avec r, de fagon, qu’étant donné un nombre positif 2 voisin de
zéro, on peut déterminer un nombre r, tel que I'inégalité

r< r,
entraine

rD’

O>D

>—12.

L’équation de Clairaut peut s’écrire

m 4 (n—3)(n+7y)=o, o
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3 et v étant des nombres positifs, tendant I'un vers zéro. I'autre
vers 5 lorsque = tend vers zéro.

Ceci va nous donner des indications sur le signe de 77/, lorsque
est inférieur a r,. On a le tableau suivant:

. ! 5 . 1
h | —® . —3 — o 2.

7

r1 —_ | K | -+ | ?

+=

Il y a deux intervalles pour lequel le signe de 7+’ est douteux,

mais ces intervalles sont moindres que ceux précédemment
déterminés,

Ceci posé, je vais démontrer que pour r < r,, 7, est nécessaire-
ment inférieur a 3. Supposons que pour une valeur r,<r, on ait
7, = 7,> 3. Je dis que si r < r, on aura encore » > 3. En effet,
I'inégalité ne pourrait cesser que si v/ = 3, mais alors dans I'in-
tervalle, 7’sera positif, ce quiest contraire a la régle des signes.

Or Iéquation peut s’écrire :

.])I
i+ (= B) (i) 2 (S 2) (¢ ) =o
par hypothese
rD’
BN >—a,

on a donc
' 4 (n—8) (n+7) <o.

A fortiori on a

et, sionintegrede r ar<r,

I I I 1
L >—L———T1
R A
— 4 —— <L —.
r ,‘_‘j .’ ',ll—lﬁ
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Or r,— 3 scrait positil : on aurait a fortiori

1 1 1
L-<lL—+——p
r ry Ty —p
Lc second membre est fixe, le premier peut grandir au dela de
toute limite, I'hypothese faite est donc absurde. Par suite

7, < 3.

7, a pour limite zéro lorsque » tend vers zéro.

Je dis maintenant que I'équation de Clairaut admet au moins
unc intégrale tendant vers — 3.

Eu effet, étant donnée une valeur 7, comprise entre — vy et — 3
—_) <~,” < — .i”
considérons une courbe intégrale passant par le point (r,,7,), je
dis quesi r, <r, 1, <y. Autrement 7’ serait négatif pour s, > —- v,
ce qui est contraire a la regle des signes.
On a donc pour » suffisamment petit
— i< i<—y;
mais v pourra élre chorsi aussi voisin de 5 que 'on voudra; il en
résulte que r, tend vers — 5.
Soient 7, et 7, les deux intégrales dont nous venons de démon-

trer I'existence. 11 leur correspond des intégrales e, et e, de
I'équation linéaire du second ordre

” - L, 6
4e'D 4 2D 4 ,9 D'+~ ¢D =o.
L'intégrale générale de cette équation sera
e= Ae,+ Be,,

A et B élant deux constantes. L’intégrale générale de 1'équa-
tion de Clairault sera
re’ Are) +Bre;
¢ —  Ae, I Be,
An, 52 By,
_ % .

AL 4B
(’l

’f‘=
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Or, quand r tend vers zéro, n, tend vers — 5, 7, tend vers zéro.
Il en résulte que n, — 7, pourra &tre inférieur a— 4. On aura
donc

re/ re

0
_<_‘ -'/"
e, e,
! /
e e 4
1 __ o <____’
e, e, r
—4.
e <er’;

v M i . . e .
c’est-a-dire que la limite de ?"— est zéro quand r tend vers
g
zéro. Donc quand r tend vers zéro, la limite de# éstla méme que

celle de 7, tant que B est différent de zéro. Si B = o la limite
est 5,. 1l en résulte qu’il y a une intégrale et une seule de I'équa-
tion de Clairaut tendant vers zéro avec r : c’est celle qui corres-

pond a B=o.

Relation entre I'aplatissement, la pesanteur et la force
centrifuge & I'équateur. — A l'extérieur de la planéte, comme
cela a déja été remarqué, on nc peut parler de surfaces d'égale
densité, mais on peut encore parler de surfaces de niveau.

Pour ces surfaces, on a toujours 1’équation

AV = AV, A(IY) ==o0;

mais AV, = — 4r3 est nul 2 'extéricur de la masse fluide. On a
donc

A(HY) =o
A(HY) .—_Yluﬂ +2w— nlety H]= o.

Faisons n=2, ona

H 42 H'—%H=o.

L’intégrale générale de cette équation est

H=Ar*4 Br-3;

Poixcart. — Figures d'équilibre. 6
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wais o U'infini 11 doit étre nul, il faut donc que \ = o. On a done

H=Br3;

si M veprésente la masse fluide, V le volume enfermé par la sur-
face de niveau considérée. on a

M C
D= -T- =-'—, N
en posant C = 3—11-
L équation
er*DY — %[u 4T ]\
devient
v(, [ B w? r’]
9 [ w*? ]
Ve < |
D ou
re _ 9 T —uB 3.
T Cr 6C I
On a done
B3
SR N
15 2,3
8=C
L)
— 8zD °
Comme on a posé
re' =es,
on a finalement
(a5 9

"
Le
.

4
W
'
P
;
H
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Cette relation établie pour I'extérieur de la masse. est encore
valable a la surface. On peut lui donner une autre forme.

La force centrifuge a 1'équateur est égale a w'r: la pesanteur
a la surface est % =rD. Si on désigne par z. le rapport de la

premiere a la seconde de ces quantités. on a

l-’lb‘(

er 42 =

-
-
.

Or 7, est compris entre o et 3; il en résulte la double inégalite

52 S ou B
3 >

7, = 3 seulement si la planéte est homogene. Laplatissement

ne peut atteindre la limite ;—quc si la plantte est homogene.

Détermination compléte des coefficients. — Nous allons
maintenant démontrer que les équations

D'+ 4D”

any =00

1y

qui déterminent les cocflicients 11 du développement
V=V, +2m’,

n’admettent que la solution Il =o.
En effet, soit n I'ordre de la fonction sphérique, posons

H=7Z,rD.

L’équation devient
A(Zr"DY) = _"l‘,'“—‘“) LY ;
7Y est un polynéme sphérique; en appliquant la formule

A (PU)=[U” + Xy ]I’,
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on obtient finalement
7/
(ZD)" 4+ _2”,'_" 2 (D) = ZD"+ —“Z’_D ,

ce qui, développé, s’écrit :

Z”D—l—ﬂZI(D’—*— n-l'.-l D)_l_._znT.—-iZDl:o.
Si l'on fait le méme changement de variables
rl! )
Z =%, 0
on a et
arD’

,,s-+ea+(2,,+,:_s+-—])—(s+n—l)=o.

Cette équation se discute de la méme maniére que I'équation &

- 2rD’ . ..
Clairaut ; 0 est compris entre les limites o et —G.
On est done amené a considérer les deux équations :

re'+4 et +(2n+1) e=o,

re' + ¢+ (2n — 5) e —6 (n—1) =o.

On construit les courbes en portant ¢ en abscisses et r¢’ -
ovdonnées lig. 13); on obtient deux paraboles, et comme px’
cédemment on démontre que ¢ ne peut étre compris qu'ent®

o et J.
A l'extéricur de la planéte on a A (IIY) =o, ce qui peut s’écr®

W2 w— ———"(”,;" ) —o.
L'intégrale générale de cette équation est
H=ar®+ br—n+";
II devant s'annuler al'infini, on a a = o, et par suite
H=br—n-1~

b

7 — —2
7 = —— p—nt) |

L]
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Iou
e=—2a(r—+1).

Mais ¢ doit étre compris entre o ¢t 3 ; donc b doit étre nul.

Fig. 13.

H==o0 est donc la seule solution possible, a I'extéricur de la
masse, 1l en est donc de méme a I'intérieur.

Ce résultat ne subsiste pas si » = 1 ou 2, mais nous avons
| éja examiné ces cas.

Détermination précise de I’aplatissement. — Nous avons
rouvé
AV = AV 4 4=5'%,
A(IIY) = 4=35'C,
Qv
P

oYt
Nous avons donc I'équation

A(HY) =%— =es'rY,
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1. en se rappelant la formule

A HY =\'ln"+ ’1‘ _hnt n],

r!
dans laquelle n = 2. on arrive pour déterminer H a I'équation
linéaire avec sccond membre :
" 2l 6H 4 ‘
H —+ -_ T= -3—' n-l'.a r.

I'intégrale générale de l'équation sans second membre
8 g
¢tant

H=a2"+4 :5"-’.

oit 2 et % sont des constantes d’intégration, on déterminera I'in-
tégrale de I'équation avec second membre, en regardant z et 3
comme des fonctions de r. La méthode de variation des cons-
tantes donne

‘1) ar*4 3r-3=o,

par suite
H =o2r — 33—}
I"=2ar—33r'+a2a+4 12313

et, portant ces valeurs dans 'équation primitive, on a

9 22'r —33r—' = 4 wea'r,

3 )

Les équations (1) et (2) déterminent 2’ et 3'

2 = A= e’
15 ’

o __ ™ %

P =— -1—5' ("5 1A

On a done
r r
4=r ==t .
o= — ex'dr — 4 _ es'r*dr.
lo 1) l.
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i

Cette fonction comprend deux constantes arbitraires a et b.
Comment faut-il les choisir ? Soit r, le rayon de la planéte ; pour r
supérieurar,, g==o0, ¢’ =o, par suite les intégrales se réduisent

a des constantes
ry ry
et .
a b

Pour r ==, Il doit s’annuler. Donc le coefficient de » est
nul; on a donc a=r,.

De méme pour » = o,H doit 8tre fini; donc lc cocfficient de
r * doit étre nul, si r==0, on a donc b =o.

H est ainsi complétement déterminé.

Portons cette valeur de H dans 'équation

e 9 0’2’.2 “I
ertD — e [II+ 5 |
11 vient
R A S
e=5p | ®r—gFp | It g

]
Ty

Que devient cette expression a lasurface pour r=r,?D devient
D, la densité moyenne de la planéte, et on a

Ty

3 3
7,8
6= ———— es'r*dr 4+ —— —
5D,r* v + 8= D,
e
0
l'l
13} 3 )
O 2] /.5 I
04 e = — ———— es' r*dr - —
5r*D, ' 2’
e
0

2 étant comme on I'a déja indiqué le rapport de la force cen-
trifuge a équateur, a la pesanteur.
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Moments d’inertie de Iellipsoide. — Calculons I'intégrale
j.\"da, Y étant la fonction
Sy —ar

'.:

N _ a
J:I‘\ l-—:.l. COS-:,

y=r\1—ua'sinz,
I=ryu,

d:r == cl?.d?.

On a donc a calculer

2e +1 +1
2
I T "
[ 2
[} —1

¢e qui donne

(4) f vids—= 1

Calculons les moments d’inertie A, B, C de la masse

A =‘/“siy=—{- :2; d-=.

On a
AV = — 4=,
—frA = f.&\'(y’—l-:.’)dr,
— 4=B =fAV(:’+x’)d':,
— 4=C =fA\'(J"+y’)dt
— 27(A+B+C) =fA\'(.r’—}— Y+ z)d=.
Or on a

AV =4V, 4 A(Y)
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et de plus
f AHY)Pdz —o;

cn effet, on a dx=r*drdud; =drds.
Il vient

f AMYPd: = [AHY)r'drds

P
-A‘}\lﬁ rdr.Yds = f(rdr Yds,

ce (ui est nul, car le second facteur est nul. On a donc.
2%(A+4B +C) = f AV s
= f AV, ridrds,
ct comme AV, ne dépend que der, on a

2x(A+ B +C) = 4= f AV rtdr.

Or .
d*V dv d dY
2 —,2 0 LA BT
ravV, = dr? + o —ar " T4 b
mais on a
dv, 4=rD
dr T3
donc
"
8= d
A4+B+4+C= 5 r’—‘F (Dr®)dr.

0

Si on intégre par parties et que I'on remarque que A =B, on
voit que T'on a
r1

2A+4+C= 8—: l [(*D)' — art Ddr] .



90 MASSE FLUIDE HETEROGENE. PROBLENE DE CLAIRAUT

n négligeant des intiniment petits on a A =C(; et par suite

L

C= ?—: 1D —2 r‘Ddr] .

0

Calculons maintenant C — A\ : on a
f=(C—A = j AVt s,

f= C—B) = f;\'(s'- yhd-.

Done
8riC—A) =— f.m-'\'d:
2 2,2t
en désignant par Y la fonction sphérique ud +",’_, -

On a, comme on a vu précédemment :
=2 C—A)e=— _/ AV, Y ds — j A(IY)rYd-.

La premiére intégrale est nulle, car c’est le produit de deux
intégrales :

/ '.\\'or‘dl'j ‘YlI 5.

dont la seconde est nulle, L'intégrale

f ATIY Y ds = f *“) rYds

)
A(Y .
= —(\—)- rdr Yids ;
‘(.
ct comme on a
g J
6=
) Yids = l—:— .
9
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il vient

16% A IY;
5 Yy '

16= 4 R
_————-5 A/'—j—u("al d/

dr

8=(C—A)=—

64=*
15

es'r*dr.

Donc on a

quantité positive.
On a donc en se reportant i la formule (3) page 8-

: _ 9 (C—A)

e, ——m = ———
' 2 8= ”D

On aurait pu faire une hypothése différente de celle de Clai-
raut, par exemple, supposer un noyau solide non homogéne,
vecouvert d’'une masse fluide; la relation établie plus haut sub-

sisterait encore.

Comparaison de la théorie et des observations. — Posons
C—A
C

=1J,ona

Ty
r‘il) [I“:Dl — 2 r‘Ddl']
1Yy

2 [ PDdr

e O

D,

s

e —
t 2

=J]1—
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&

¢, est mesuré par la géodésie, on trouve

== ; 7 ost mesuré
293,35 .

1 . .
8838 5 J est mesuré par la préces-

- 1
sion des équinoxes, on trouve 0,0032753 = 35537 °" @ done

par la physique, on trouve

I’ (‘gzllllé
2 / r*Ddr

(%

—3, o

- = l——1_ =0 149.
rb, J 4914

Revenons maintenant & 'équation de Clairaut

D4 (14 51)D 4 2rD'(1 47 =0

on a

7,'D 4+ 2D (1 4-7,) + 5D (147

d
wr _-r \ |+r DJ-

2\ 147, 2\ 1 47, Vidr
=20 [y 2 D
Vit 5

On peut done écrire I'équation de Clairaut

5,00 ?
u Il \ |—}—rl) I_—)—’D l—i—‘r,—."—-—-p—
dr | \,+7 10 2

5r'D [' + 7, 7!

\-",_|,_.,‘ 2 10
Jintegre de o & r, et jai
ry
v [ e e
Vi+n L

J

On peut appliquer le théoréme de la moyenne, puisque 57 D
est unc fonction positive; § désignant une valeur compnse
entre o et 3, et concepmul.ml a une valeur de r comprise entre
ocetr j “al
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Voyons les variations de

s &
2 10 K-
——— b
Vit
lorsque £ varie de o 4 3 on trouve:
£= o K=1
1 . " .
E= 3 K = 1,00075 maximum
1
Ee — K = 1,0002
2
£ —=0,53 K=1
E =1, = 0}544 l\'g == 0199954
E= K = 0,989
s == 2 K= 0,9
£E=3 K =0o,8.

On voit que K varie trés peu et reste compris entre 1,00073,
ct 0, 99954. K est donc trés voisin de 1 ; et si dans la formule on
remplace 7, par sa valeur 0,544, on trouve

2 f r*Ddr

r*D

1771

2
- m \/l + Ty
= 0,497 l_l\' > 0,49663.

Précédemment on a trouvé pour la méme valeur

0,49145.

Comment peut-on expliquer cette différence?
On peut admettre qu’il y a des erreurs sur les quantités
qui entrent dans le calcul : c’est-a-dire des erreurs sur J et e,.

La premiére équation donneraft alors comme valeur exacte :

2fr*Ddr . e, —3
— 5 — — o T3
D 049143 j de, + 7 ol

= 0,49145 — 303,31 ¢e, + 155,26 ¢J.

PRy g S
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La seconde équation donnerait :

thwmh_ _mr+2&

I':I)l — 58\ 1 +-"l

2K , r'Ddr
riD,

= 0.49700 — 120,18 %¢,.

Supposons 2J =o0; pour que ces formules soient comparables,
il faudrait que %e, soit égal 2 — 0,000027 et la valeur de e, serait
1
alors —_—
293,85
Si on suppose que I'erreur est commise sur J, on a

2J=0,000034.

’ H -al 1
J’aurai alors pour valeur ——

302,18 °
Cela est-il admissible ? Remarquons d’abord que le J qui
figure dans cette formule n’est qu'approximativement z A .
Cela revient a remplacer J par
J
I — -%—-J

L ise est 3J == J7: :
. erreur commise est olJ = J°: on trouve

3

%) = 0,0000006.

Ce n’cst pas de la que provient I'erreur.
D’autre part les mesures de nutation sont assez précises. Si
on désigne par N la constante de la nutation, on a

v * K 2pEs 7.
N= Py J [5,36542];

. L .
en désignant par w le rapport T de la masse lunaire, 4 la masse
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terrestre ; le nombre entre parenthése étant non le coefficient

mais le logarithme de ce nombre.
Soit p la précession-des équinoxes : c’est la somme de deux

termes

P =1)/ +1)//’
celui da a Pattraction de la lune

r T — .
p = 866135 parry J=134,38;

)

cclui di o Pattraction du soleil

P’ =4871,05)=15,95.

Posons
-_P._.=3
1+
on aura
8N & oA
N T ¢ J’
a S 88 E_I_*_)//_;’_J_
P =P . J I ]
. ,E ¢J
=pP - +r—o

p st mieux connu que N, on peut donc supposer dp = o; et
. Py L) aJ »
résolvant les deux équations ou l'on regarde—J— comme égal

0,000034 >< 305,31 =0,0103, on trouve :

Cela revient a prendre pour N la valeur 9”17 au lieu de 9”21

. 1 . .
! au lieu de ——. Ces chiffres paraissent
81,5 2

ct pour u la valeur

difficiles 4 admettre.
On peut alors supposer que ’errcur provient de la somme des
errcurs commises sur chacun des termes.
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Une autre cxplication serait que I'hypothése de Clairaut n’est
approchée qu'aux termes du second ordre pres. M. Callandreau,
qui a fait le calcul, a montré que considérer les termes du second
ordre reviendrait a creuser I'ellipsoide de 9 métres seulement.
C’est négligeable.

On pourrait alors se demander jusqu’a quel point ’hypothése
de Clairaut serait exacte : par exemple, on peut supposer la terre
complétement solide sauf la mer. Au moment de la solidifica-
tion, les couches obéissaient a la loi de Clairaut, mais depuis ce
moment, la vitesse de rotation aura pu varier (par exemple, les
marées diminuent cette vitesse de rotation); et de plus l'aplatis-
sement des cllipsoides internes aura pu se modifier par suite des
tassements qui ont produit les continents et les montagnes.

Eunfin on pourrait supposer qu’une portion intérieure de la
terrc cst restée fluide : les deux parties fluide et solide, agiraient
alors séparément dans le phénomene de la précession : mais
I'hypothese de la fluidité intérieure de la terre n’est guére vrai-
semblable,

Jusqu'ic présent nous avons considéré les planétes comme
fluides et nous avons montré quelle devait étre la distribution
des densités a Uintérieur.

Supposons maintenant que I’on ait une masse solide, de forme
(uelconque, ou la distribution des densités est quelconque, mais
enticrement recouverte d’'une masse fluide de faible épaisseur,
soumisc a la pesanteur et ala force centrifuge due a la rotation.

La surface extérieure sera une surface de niveau, sur laquelle
on aura

(1)2
U=V = (&' +y) =C

mais a Uintérieur les surfaces équipotentielles ne sont pas néces-
sairement les surfaces d’égale densité,




CHAPITRE V

MASSE SOLIDE RECOUVERTE D’'UNE MASSE FLUIDE

Théoréme de Stokes. — Supposons que Uon ait déterminé la
forme de la surface extérieure S, la masse M et la rotation v,
on pourra déterminer en tout point extérieur la valeur du poten-
tiel V.

Il y a une infinité de lois de distribution de la matiére dans le
noyau, qui peuvent donner une méme surface extérieure, mais
quelle que soit cette distribution, le potentiel V, a I'extérieur, est
complétement déterminé par les éléments S, M et w.

En effet la fonction V satisfait a I'extérieur de la masse a I’équa-
tion AV =o0. Al'infini V=o0; sur lasurface on a

w’
VA4 — (= +y)=U=K,

dv
fjd—n— d7=—4ﬂ1\l.

l.e probleme de la détermination de V est complétement déter-
miné. En effet, soit Y’ une autre solution. Sur la surface, on a

ct enfin I'égalité

V—V' =U—U'=K — K’=constante.

On a d’ailleurs A (V—V')=o.
Poincart. — Figures d’équilibre.

<
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Done V— V' estle potentiel d'une cbarge électrique répartie
sur la surface, puisque c’est une fonction constante sur cette
surfuce,

La charge a pour expression

OV —V

3 ds,

intégrale étant étendue a la surface extérieure ; mais elle est
nulle puisque 'on a par hypothése

ov
-m- ds —— 4...",
e
oy’
3 dz=—4=M,
[ ]

V— V', le potentiel d'une charge nulle, estdonc nul. C'est ce que
I'on voulait démontrer.

I'expérience du pendule qui peut faire connaitre les valeurs
de g i diverses altitudes ne peut donce rien nous apprendre sur la
distribution des masses intéricures, que ne nous fassent connaitre
lew éléments considérés dans le théoreme de Stokes. De méme,
nous ne pouvons rien apprendre de plus par les perturbations
produites sur le mouvement des autres astres.

. 1 ‘. .
Développement de MM €0 série de polynomes. — Soient
O lorigine des coordonnées (fig. 14), M’ un point attirant de
coordonnées &, y', 5/, de densité 3, M (z, y, =) un point attiré,
En prenant les coordonnées polaires on a:

T — S el
£o=r\1—u’cosy,
y =r\/l—y.’ sin o,

s =ryu,

2

F=r'\/1—p* cos?,

-

T .
' !//=,.Iv 1 — ‘U.“ sin ?/,

. L
Fig. 1i. =,
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MM?=r* —ari’cos+ 1"

=x!+y2+52_2(x_rl+yyl+‘:zl)_‘_xl.’_}_yll_}_zli

I 1
MM’ 217 COs v PR
r\ =2 L
r 7
2 2 -2
r=zt4y 4z,
2 2 12 13
ri=x +y 435
J / /
r x y oy 3 3
CO8 Y= — — - e ——
( r r’+ ror r r

1

. . . 1
Développons N suivant les puissances croissantes de -

. I .
le coeflicient de-r—“ sera un polynome II, (&, y, =; ', y', 7).

On doit avoir les deux relations

I
a (M.W) =0

1 ! .
A (M.\l’) =0

la premiére étant obtenue en considérant z, y, s comme varia-
bles. .r'y's’, comme fixes ; c’est 'inverse dans la seconde.

, I , 1 s 1
N )_ s Yww | Yww
(MM' B L R T
, 1 , 1 s 1
A )_ S VT Y 33 ¢ N ¥ ST .
) (MM' T =+ oyt 0z T

On sait que l'on peut écrire

I

_ P ,J P (,J)n
V ; P AR
1—2~r,—cos-y—|--’_—2

ou P, est un polynome en cos v de la forme

A cos™y + A, cos" iy 4. .. ;

257602

)
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si on y remplace cos y par sa valeur, on aura

. - U
P — Qv y,z:2, ', 551, 1)
n—- r"r""

Le polynome Q sera un polynome homogéne et de degré n
par rapport a chacun des systemes de variables (r, y, s, 1),
(+'s %', <, ). Il ne contiendra d’ailleurs r et 7/ qu'a des puissances
paires, on pourra donc remplacer r* et /* par leurs valeurs

.2'2 +y2+;2 et 1./! + y/z_*_:n ;

on aura donc :

' P Y
1 - er(xiy’~7xay1~') ,
P 72 - pin
I—QTCOS‘E’—I—',—'{-

1 Q

W — 27

! p - 2 o 6 .
Q' représente un polynome homogéne et de degré n par rapport
a chacun des systemes de variables z, y,z; 2/, ¥/, 7/, chacun des
deux ensembles y entrant de la méme fagon que I'autre.

On a d’ailleurs

I
A—— —o.
MM °
Donc on a
Q.
A/ 7“— = 0;

ct, comme r ne dépend pas de 2/, y', 2/, on a :
A'(Q) =o.

Q' est donc un polynome sphérique d’ordre n» par rapport aux

-ariables .2/, y', 5’ et par suite par rapport aux variables (z, y, s).
Nous savons qu'il y a 2p 4+ 1 polynomes sphériques d’ordre p,

de forme :

% dr +q(l_F!)p

dpr*9e

P

b it 2
m“"cl'\'—:"“)
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ou ¢ prend les valeurs

—pPy—pP+1 — Lo, 2,. .. pP—ILp.

Q=Y P Qs

formule ou P est un polynome fondamental en ., y, z, Q un
polynome en (', ', 3'); Q' est d’ailleurs fonction de

On peut donc écrire

cosy = uy’'4-/1— T \/1— 7 cos (s — %)

Q' ne dépend donc que de la différence (p—2') : il en résulte
qque le coefficient de P, ,ne peut étre que

. Lodr (i — )y
Q=r" e~ 02 (1— %) 3 —E'T"‘— ’
)

et on pourra écrire :

ApPpoPre .
—Z 2p+l ’

A,, est un coefficient numérique que 1'on peut déterminer faci-
lement.

Application. — Supposons que r soit suffisamment grand par
rapport au rayon de la planéte. On pourra développer le poten-

. . . . I
tiel suivant les puissances croissantes de — et on aura
r

D’aprés ce que 'on a démontré plus haut, la connaissance de
S,M et w suffit pour déterminer V, donc ces éléments permet-
tent de déterminer B, ; or, on a

'd~ Y A p' )
v=| fr =Z—,’;’+—’I’ o'P, _ o5
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il vient done

B,=A,, P,
e
P, , estl'un des polynomes sphériques fondamentaux d’ordre p.
On doit donc savoir calculer
g ]

2P, d<
1)

oy

Considérons d'abord le polynome d'ordre o: P,,=1; on a

s'd7 =M.
1)
[ 3

Les polynomes d'ordre 1 sont ', 4, =" : on connait donc la valeur

des intégrales
’, v, - ﬂ’ ' Lol "-, -
A/\:4.111., /'r!/l[.,\/‘rvd-.
[ 2

Ce sont, a un facteur pres, les coordonnées du centre de gra-
vité de la masse. Supposons que la surface extérieure posséde
un centre de symétrie, et prenons l'origine des coordonnées en
ce centre ; les intégrales sont nulles puisque ce sont les coefli-

. o s .
cients des termes en —-, %, —, dans le développement du
st g
potentiel et que les surfaces équipotenticlles doivent admettre
I'origine comme centre de symétrie. Le centre de gravité de la
g Y
planéte coincide avec le centre de symétrie.
Les polynomes de second ordre sont

-TI!/’, yl:’l, ;/JJ’

3 X
SR — a2 S—y"

Si [ &'y ¢'ds est nulle, ainsi que les deux autres intégrales
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analogues, les axes de coordonnées sont les axes principaux
d’inertie du systeme, Si f (2" — y"*) pdr est connu, on connai-

tra la différence entre les moments principaux d’inertie.

On a trouvé une relation entre e,,»,D, et w: les deux premiers
éléments sont donnés par la connaissance de S; D, est connu
puisque I'on connait M et S ; 9 est connu puisque I'on connait w;
C — A est aussi connu. On doit en conclure que la relation déduite
de ’équation de Clairaut est vraie, quand méme la distribution
intérieure de la matiére ne serait pas conlorme a I’hypothése
faite pour I'établir.

Relation entre I’aplatissement, la pesanteur et la force
centrifuge & I’équateur. — Proposons-nous de calculer les pre-
miers termes du développement de ﬁ-

On a d’apres la formule du binome
1 I I 21/ r?
W=T['_—2' (— 5 eosr+ =)
3 /o 32
5 (Fresr =2y + ]

PR I
négligeant les termes de I'ordre de ——; nous avons
”

J s2 3
1 1 1 cos v 1 !
] | g2 I
— =g —— -|— 1'% cos®
MM r r¢ I~ 2 T

MM "7‘*‘7[-” +yy + 35—

2

- (x4 yy' 4 =5
=—;l- -}-—% (2’ +yy' +=3")

-5 (P Y+ (&7 4y +27) =3 (ed' gy + 237

:u"

_% (=* —¥7) (& —5") —7: -y —2 (‘v"+y"'—2=")
— 6(x2'yy' a2’ 5+ yy' 35),
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On a alors
. P’(l’. + Z:L PI.tld1
: r ”

3.1"——"‘) 1219
" ULt 4,.," (22 —y"j'd=
Is'llf

MM T

‘ (! g —a5)

+— T (F2 4y —25") g'd=

I
A

-\ 1y Yy’ s d=
()Z = fu/o« .

Si M est la masse, 2, 3, v les coordonnées du centre de gravité,
A, B, Cles axes principaux d'inertie, on a

2 '
V#-—-—l— or - 'I+ + 4:‘ {3\£:_ %) (B—A)

+ 4yt —a23t) (—A— B+2(,)—()Z f.r’_/ :l-

Supposons que Ia surface soit de révolution, que 'origine des
coordonnées soit placée au centre, que les axes de coordonnées
soient les axes principaux d'inertie : alors

B=A
ct

Ve %) .C—A).

Calculons maintenant la valeur que 'on déduit pour V de la
forme extérieure de la surface, que nous supposons un ellipsoide
d'aplatissement ¢,. Ce potonticl est de la forme

\'—— — +l|\ +=Q7Z,
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ou Y est la fonction

2t 4y —as?
,.2
et Z est une fonction sphérique différente de Y.
Il et Q doivent étre d’une forme particulicre, puisque le poten-
tiel doit s’annuler a l'infini, nous avons déja vu que 1'on avait

Q=—D__,
’Jzn +1

H, et ¢, sont des constantes; on a donc

_ M | Y V/
+ 27{,/.”:7'

A la surface libre on a

w .
U=V+4 — (24 y*)=C".

— i.:! W'Y te.
=V 3! +——b =C

I1 vient done

2,2 2 av
'll--i- m3l +m:j\ ll\ +Z‘ ..+1‘—C"'

r

Posons

r=r—4 g.
On a vu (p. 69) que I'on avait

de plus on a
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Tous les termes étant petits, sauf le premier, on peut y négli-

ger €} et ona

ro eY\ 1,
r, (l + +5-) b
L’équation U= C* se réduit donc a

M Me, Y ’ry 'Y 11 20,
T T3t Ty e =C

M M M( e,\')
SR ).

r

Comme par hypothése nous avons un ellipsoide : ¢, =o0; donc
V se réduit a
M 1Y
T

et on conclut, en comparant les deux valeurs de V, que

C—A

,=—=

On a done I'équation

M Me, C—A\, K6 o' 'Y
,_-“(3,-‘ — s )"" 3 T

1

on en conclut que le coeflicient de Y est nul, et que 'on a

Me, C—A 4 w’r}
3r, e} 6
On a d'ailleurs
M= —g—ﬁD,r{,
M
&o =
R M
WH=78=?" 3"
1
I1 vient done
C—A _, ne 280
27 o3 6
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et, en supposant le rayon de la terre égal a I'unité, on a

2 9
c—a=2£ (el——;).

Pesanteur en un point de la surface. — Les composantes
oU U U

3 Oy '3 ,et ona

=V () + (5) +(5)"

La composante suivant le rayon OM est, ¢ étant le cosinus de
I'angle de la verticale avec le rayon OM,
au

— s —=§co0s¢;

or

de la pesanteur sont ——

comme ¢ est petit o cos ¢ est sensiblement eg'll a &, aux quan-
tités du second ordre pres, on a done

U
g—'_'o_r’
M (C—A) Y 2w wirY
§= ‘T+ 3 ” — —— 3
Si maintenant on fait r = 1 4
=12
on trouve
2
g—M— 2.\1*;+% C—ay— 2 g,
2\, 20 w’Y
F=M om0 (o —2) y— 2
2e,Y 209, a Y
s=a( =)+ afo— DY+ %
& ey Sy 23
g% ! 3 6 Y+ 3
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C’est la formule de Clairaut qui donne la pesanteur en un
point, en fonction de la latitude de ce point.

Influence de I’altitude. — Si on s’éleve en ballon, la cor-
rection est facile a faire, on n’a, dans la formule, qu'a rem-
placer r par 1 4+ {4 /A, aulicu de le remplacer par 1 4 %, mais
ce n'est pas dans ce cas que I'on a a faire la correction d’alti-
tude : le plus [réquemment cette correction se présente pour un
lieu situé sur un plateau, et il faut
tenir compte de lattraction due &
ce plateau.

Il faudra donc tenir compte des
aspérités positives ou négatives; il
faudra d’abord choisir une surface
définissant le niveau général du
plateau : cette surface sera la sphere
déerite sur OM comme diamétre
(tig. 15), O étant le centre du sphé-
roide, M le lien de l'observation.

Fig. 15. On calcule T'attraction due au vo-

lume compris entre les deux spheres,

Uerrecur est peu considérable et d’autant moins ue I'attraction
des montagnes est treés faible. On prend, en général, comme
densité de la masse la densité moyvenne des roches a la surface,

. g 1 , o,
c'est-a-dire Y D,., en représentant par D‘ la densité moyenne
du sphéroide.

Correction de Bouguer. — Supposons une couche sphérique
homogene d'épaisseur /i et de densité p; le volume de cette
couche sera

grril,
ct sa masse
4=liia.

La correction apportée a la mesure de g sera 4=zhri et on a

og _ 4=zh 3zh

D,r,

& '

/1
—,j;—r.D r
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D'un point M situé a une certaine distance au-dessus de la
couche, menons le céne tangent a la sphere (fig. 16); le cercle
de contact partage la couche en deux portions, et nous savons
que les attractions de chacune de
ces deux portions sur le point M
sont égales. A

Appliquons ici ce théoréeme. <>
Nous avons supposé que la surface
de la planéte était limitée a la
sphéere décrite sur OM comme
diameétre; si donc on suppose
que lattraction de la masse MRS
se compose de I'attraction d’un
certain nombre de couches homo-
génes et minces, la partie de ces
couches limitée a la sphére (OM)
aura sur M la méme action que la
moitié de la couche totale. Il faut donc calculer I'attraction sur M
d’une couche entourant le sphéroide de densité p et d’épaisseur A
égale a T'altitude du point M. La correction a apporter a la
pesanteur sera la moitié de cette attraction.

L’épaisseur & de la couche peut se représenter par un dévelop
pement de la forme

Fig. 16.

AY

,.'l

.
’

le potentiel did a cette couche, d’aprés unc formule connue sera

4=AY .

I'accroissement de g sera

< boV }: , n-41
og= — = A\ + Py
2n + 1
car on fait ensuite » = 1 dans la formule, et on a

Bg K Rty
‘D +2 n-l—l
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Si on se borne au terme n =o0

o7 _ 3o .
&% D’
si on en prend la moitié, c’est la correction de Bouguer.

La correction totale comprend donc deux termes : 1° celui
qui provient de I'augmentation d’altitude sans tenir compte du
plateau; 2° celui ol I'on tient compte de la masse du plateau, on

a finalement la formule

B ___ 2k 3 oh
&o r, 2 D;":

Si on applique cette formule on trouve une valeur trop faible :
la valeur fournie par I'observation est, en général, sur les conti-
nents, inférieure a la valeur calculée; elle lui est au contraire
supérieure sur les océans et dans les iles isolées.

M. Faye a ainsi trouvé qu’il vaut mieux ne pas tenir compte
de la correction de Bouguer, ce qui correspond a des masses qui
devraient se trouver sous les océans, et a des vides qui existe-
raient dans les continents.

A la surface des mers on a U= U,. La surface U = U, est une
surface qui, se prolongeant sous les continents, doit donner une
surface de révolution, mais il n’en est pas ainsi. Cette surface
s'appelle le géoide.

* _ee

Pesanteur en un point de la surface du géoide. — Considé-
rons une sphere de rayon voisin du rayon de la terre; soit § I'al-
titude du continent au-dessus de cette sphere, on peut écrire

C=ZHY;

7 la distance a I'ellipsoide, peut s’écrire
C’=Z(H —q)Y,

{ — ¥ est la distance de la sphére a I'ellipsoide au lieu consi-

L= =Y.
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Soit / I'altitude du point au-dessus du géoide,

. h=ZIcY

§' — h est la surélévation du géoide au-dessus de I'ellipsoide :

on a
C’—h=2(1{—q—k)Y

5 — ¢’ se réduit a deux termes : celui qui correspond a Y =1,
2 2 2
.. . x4yt —oas
et celui qui correspond a Y = -——+’2—— .
r
A la surface du géoide U = g, = constante ; en un point d’al-

titude %, on a

h]18)
U= g°+ T h H
On a d’ailleurs
ou
- —07-=t'-'o

Donc

v _1+2 H—k—v)Y

oo

Les coeflicients ‘¢sont connus : ils correspondent au développe-
ment de
2

(2 +y");

20’
si on rétablit 'homogénéité, on a

V_1.3 (ll—L——v)Y

go »” I +1

et comme on a:
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on en conclut :

CSadrv H—k—viY

1
PR P~ e

n

Les opérations geodésiques font connaitre A, les opérations
de nivellement font connaitre J, les observations pendulaires
font connaitre g. Théoriquement, deux séries d'observations sul-
liraient pour conpaitre I, & et g;: mais pratiquement les observa-
tions daucune des trois espéces ne sont assez nombreuses, ni
assez précises pour qu'on puisse se passer d'une série d'observa-
tions.

Jusqu'a présent 'on peut dire que I'on a trouvé la surface du
géoide peu différente de celle d'un ellipsoide de révolution.

Nous allons, dans ce qui suit, montrer qu'il peut exister des
figures d’équilibre autres que I'ellipsoide de révolution.



CHAPITRE VI

FONCTIONS DE LAME

Coordonnées elliptiques. — Considérons les quadriques homo-
focales

1.! 2 -2

~

Yy
ty—p Tt T =

I\ —a? 2 — ¢t

Par un point de I'espace passent trois de ces surfaces : en effet,
x, y, = étant donnés, on a pour déterminer }* une équation du
troisitcme degré dont les trois racines sont séparées par les
nombres a?, 12, ¢,

I1 en résulte que 'une des racines, la plus grande, supéricure
4 a?, correspond i un ellipsoide; la racine moyenne, comprisc
entre a? et 4%, définit un hyperboloide & une nappe; la troisieme,
comprise entre 4 et ¢?, définit un hyperboloide a deux nappes.

Soit p?, p?, v* ces racines, on a donc

Pﬁ> a? > y.!> b!>v‘2 > (.'2.

Réciproquement si o, u, v sont donnés, on a trois surfaces sc
coupant en huit points, placés symétriquement par rapport aux
divers plans de coordonnées.

Si on ne considére que les points situés dans un tricdre trirec-
tangie donné, les trois nombres p, w, v définissent un point et un
scul. ‘

On peut écrire

z* ? 5 — (W= (12— (22—
l;

y i
3 +—= T3 T == A T -
W —a? W= ? pR— (22— ®) (W —0*) (W —¢7)
Poincart. — Figures d'é¢quilibre. 8
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- -

30 0z zmutiplis parst — 3. &t quon fasse ensuite 720 = a°.

. 2
H - p4 2 2 2
" G — S—a Q- — i
- s - -
.- e s (.I

oz ohtiezdra doze

.,-_'1; 2 —a F—a*

z=\ - -3‘-—-&‘ a*—c

«t de réme pour yet o,

. _::—b= :‘.'___l’: .';_l’:
y=\ F—a &—c)

;

.:;_t,: :‘:_‘.: .’S_CI.

c—a E—F

L« signe qu'il faut prendre devant le radical correspond au
triedre des coordonnées que I'on considere.
Soit f r un polynome, et posons
R=f:.
M=[f 2,
N=f,

RMN sera un polynome symétrique des trois quantités z*, u?, v*

racines de Téquation

e ' y? -2
E—ar i T ¢ =

«t par suite une fonclion entiere de 1%, y?, 2%
Si on pose

R= fi\F—a

ou bien

R=/)VF—@ =)

O encore

S A e B S Sy TR S
R= WV a ;o b ] (\" ¢ )
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et que l'on prenne pour M et N les mémes fonctions de w et
de v, RMN sera un polynéme en z*, y?, s*, multiplié par.r, par.ry
ou par rys. ’

Supposons que R soit un polynéme entier en s*; on peut le
décomposer en facteurs du premier degré et écrire

R ] ﬂ (‘O’ —_— )‘f).
Alors
RMN =11 (9’ — 1) (p*— W —n
/

'l! 52
=11 - = — — .
Q) [ T—ar R + - l]

RMN sera donc, dans tous les cas possibles, un produit de fac-
teurs de la forme (1) multiplié par un certain nombre de quan-
tités x, y, =.

Elément linéaire en coordonnées elliptiques. — Les sur-
faces p =C"*, u=C", v = C" forment un systeme triple ortho-
gonal et I'élément linéaire peut s’écrire : '

ds* = a*dp? + Bdu? 42,

2, 3, v étant des fonctions de 3, u, v que nousallons déterminer;
on a
ds* =dr? + dy* + d3?,
dr _ odp udyu vdy
—_— = F] -+ 2 2 —+ 2 B
z pP—a uwt—a vi—a

dy pdp udu by
rp— S

dz do ud wily
P i & 4 — -

)

o2 2 =2
d.z? +dy+d~—-a’d9’[( AR ]

d*—atit (=0 (PF—¢F

+ P (1,,. [ 2! + ,/2 i J -.]

(o oy E g e
e 7 2
+ vids? [(,2 @) +( = +(v*—c2)2]’
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et ensuite
2

(W—p)(»—p!)
T =) = (=)

Je vais poser

Q= (B’ —p") (*—") (V— ),
=) =) (' —e)

Pi

pr— =) —=0) (W —¢)
*

o (—a)! - B —d)

A? et C? sont positifs, B? est négatif; donc A et C sont réels,
B est purement imaginaire.

Avec ces notations on a

__Q
TAE—
-
B‘/v*-—p"
V=——Q .
LoV

\/¥'—p* est purement imaginaire, donc B est réel.

Equation de Laplace. — Yoyons ce que devient 1'équation
de Laplace en coordonnées elliptiques. Nous avons déja établi
(p- 49), que si on désigne I'élément linéaire par

ds? — a.’dp’ + ﬁady.’ +~./’dv’,

apy Oo [ o OV]

L’équation AV = o devient donc :

Y w)-e

on a

AV ==
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On a

& _AQ w—v
a  BC VY (—p) (@ —w)

A\/—— 1 (uw? -—v’)
BC

ct I'équation de Laplace est alors :

B[ e 3o

A seul dépend de p. On a donc

g 1N
BC 9 A % =0

cn multipliant par ABC on obtient I’équation

S 30 3]

(2) Z[A’_O-*-+A [‘Il: g‘:] w—v!)=o.

Les coefficients de cette équation sont réels, car A?, B*, C*sont
réels, et par suite leurs dérivées le sont aussi.

Fonctions de Lamé. — Parmi les solutions de I'équation de

lLaplace, il y a des polynomes de la forme RMN : on les appelle
fonctions de Lamé.

Remarquons d’abord (ue nous avons les identités évidentes :
S —=
Dot wr =) =o.

Il en résulte que I’équation (2) est équivalente a la suivante

Z[A’ ‘“P\ °: 11V +1\\] b — ) =o.
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Supposons que l'on ait V = RMN et que R satisfasse a I'équa—
tion

3 A’%}—H %ini—+ll.=’R+KR=o;

M et N satisferont a des équations analogues, et la fonction V
satisfera a I'équation de Laplace. Cette condition suffisante est
aussi nécessaire, c'est-a-dire que si V est de la forme RMN et
satisfait a I'équation de Laplace, R satisfait a I'équation 3 . et par
suite M et N satisfont aux équations analogues obtenues en rem-
placant ; par u et v, et A par B et C.

En effet si on fait u=v l'équation doit étre encore vérifiée ;
R se réduit aM en ce cas, et I'équation se réduit a

, &M dB dM NP
Bt T +B - g+ Ha M KM —o.

®
i

Existe-t-il de telles fonctions? Considérons la fonction p («
définie par I'équation différentielle

pu=2\ (pu—e, pu—e, pu—e,

ou
e, +e,+e,=o.
Posons
F=pu—+h,
al=—e, +h,
P=ce,+h,
A==e,+4h;

on en conclut

a4 P4

h=
-3
On a done
Pu=a\ g —at@t = ot
=2\p.

On a d'ailleurs

e du ns

! ds Y
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<Xone
d3
T du

et par suite

dR dR d> dR

A d> = d> (l;l = du
L’équation
d dR s R
Ad—?-[A T ]+(n, +K R=o
devient
&R .
—d?-+\ﬂ9’+l\)R=o.

Peut-on choisir H ¢t K de maniére que R soit un polynome
enp, ou un tel polynome multiplié soit par \/z?—a?, soit par
V 2 — b, soit par \/o'—*?

Ce polynome, si on y remplace z* par p ‘u}, sera une fonction
doublement périodique admettant les deux périodes de plu)
2w, et 2w,. Elle admettra une double infinité de poles quiseront
les poles de p (u), c’est-a-dire u = 2mw, + 2 nw,,m et n étant des
entiers positifs, négatifs ou nuls. Ces poles qui sont des poles
doubles de p (u) seront pour le polynome des péles d’ordre 2n.

De plus \/p*—a® = \/pu—e,, est une fonction doublement
périodique admettant les périodes 2w, et jw, et avant comme poles
simples les poles de p («); donc si on ajoute a « la valeur 20, 2w,
ou 2w,, la fonction R garde sa valeur ou change de signe sui-
vant qu’elle contiento ou 2 radicaux, ou bien qu’elle est le pro-
duit d’'un polynome par 1 ou 3 radicaux.

Donc R est une fonction paire, ou une fonction impaire, mais
dans un cas comme dans I'autre on doit avoir le développement

a, a,
—2

+—= .. ;

"

a
R=-—2- .
ut

u”

si on porte cette valeur dans 1'équation, en se rappelant que

(10 ! 2
P\I‘/=F +1U -+ ...
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on obtient I'équation :

[n:n—l—l)ﬂ, +(’l'—l):"—2)"| +]

w" + 2 u*

a,

s +...]=o.

I 2 , a,
-+ [ "( ;‘—,--i- 2u® 4 )—}-l\] [F_i- —
Pour que cette équation soit vérifiée il faut d’abord que lc

1

terme en <
“'l +t3

disparaisse, ce qui n'est possible que si I'on a
H=—n(@n+1).

On a d'villeurs si ¢ est le degré de R, et qu'il faille lui ajouter p
radicaux, (p =1, 2 ou 3):

n=o2q-+4p.

Formation des fonctions de Lamé. — Ainsi donc les poly-
nomes de Lamé, doivent s’ils existent satisfaire aux conditions
suivantes,

Regardés comme fonctions de 7, y, = ce sont des produits de
fucteurs quadratiques multipliés par un ou plusieurs des facteurs x,
¥, 3. Si on remplace r,y,spar leur valeur en fonction de g%, 4%, ¥*, on
obtient une fonction de la forme RMN, ou R désigne, soit un poly-
nome en 54, soit un tel polynome multiplié par 1, 2 ou 3 des
radicaux

\,/i,‘;___“;:, \’/?2— 0, \/92 —,

et M, Ndésignent les mémes fonctions ou o est remplacé par u
el v,

On a pour  huit formes possibles, a chacunc desquelles cor-
respond une forme pour R. Si 2 est le degré de o, le degré de R
en g sera suivant le cas

n n—1 n—a2 n—3
—_ ou

?
P 2 2 2 ’

suivant que R contiendra o, 1, 2 ou 3 radicaux.
Enfin si dans R on remplace g* par pu, on obtient une fonction
qui, lorsqu’on remplace « par « 4- 20, change son signe oureste



DETERMINATION DE K 121

invariable, suivant qu’il y a un nombre impair ou pair des deux

1'§1dicnux Ve — b et\/p?— ¢, car \/pu—e, ne change pas de
signe pour 4 —+2w,.

De méme quand on augmente « de 2w,,\/pu—e, cl\/pu—e,
changent de signe et par suite R changera de signe ou non, sui-
vant qu'il contiendra un nombre impair ou pair de ces radi-
caux.

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant, ou la pre-
miere colonne contient la forme de Q, la seconde la forme corres-
pondante de R, la troisitme le degré du polynome qui entre
dans R en fonction du degré de Q, la quatrieme et la cinquieme
indiquant si la fonction change de signe pour 'adjonction a « des
périodes 20, et 20,; Q, désigne uniquement un produitde facteurs
quadratiques. '

Q .. R ne contient pas de radical l ';_ + | + .f'.—i' 2
Qx. . Bconlienth‘—u‘ ) n— 1 + | — } n
Q- - I — | = |+ 7
Q= . » Vor—ct — | - \ 2
Qus. . » Vp’—l:*V [ y —_
one | » Vizeyima (27| I3l iR
Q’x’- . » ‘/Pl_ai‘/pz_bg ) 2 | _ ) 2
n—3 n—1
Qars|  » V- e—a) | |+ | + ' -

Détermination de K.— Ceci posé, cherchons a déterminer K.
Pour les fonctions du premicr genre, R est un polynome

d’ordre % contenant % —~+ 1 coefficients homogenes.

Substituons dans I’équation différentielle, nous avons un poly-
nome de degré%—i— 1, qui devra é&tre identiquement nul. Le
coefficient du terme de degré le plus élevé disparait de lui-méme
a cause de I'hypothese II = — n (n—+1). Il reste alors —;l— —“+1
coefficients a faire disparaitre.

n . . .
Les — - 1 coefficients du polynome doivent donc satisfaire
2
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i — -1 équations linéaires ct homogenes, dont les coefficients
2
dépendent linéairement de K; I’élimination des coefficients du

polynome donnera donc pour K une équation de degré L;- —+ 1.

n+41
2

Si R est du second type, on aura i déterminer coeffi-

—1

. , . n . . .
cients d’un polynome de degré . Le degré de I'équation

en K sera done, d’aprés un raisonnement analogue au précédent,
n+t1

5 .

. . ) . , n
Pour ceux du troisieme, 'équation en K serade degré —.
2

P . n—1
Pour ceux du quatrieme, ’équation en K serade degré ramt

Ces résultals figurent dans la sixieme colonne du tableau pré-
cédent.

1l résulte de ceci qu’a chacune des racines des équations en K
ainsi obtenues correspond un polynome et un seul.

Si 2 est pair, il n’y a de polynomes que de premiére et de
troisieme espeéce ; leur nombre est

n n
7-—}—1—}—3 —2—=2n+ 1.

Si n est impair il n'y a de polynome que de seconde et quatri¢me
espece; leur nombre total

n—
2

l+3

n—+41

+ =aon-1.

2

Donc il y a au plus 2n -1 polynomes de Lamé. Je dis auplus,
car les équations en K pourraient avoir des racines multiples ;
nous verrons qu'il n’en est rien.

Analogie avec les fonctions sphériques. — Supposons que
.y ¥, 5 soient infinis du premier ordre; w et v restent essen-
tiellement finis, mais 3 deviendra infini du premier ordre aussi.

L’ensemble homogene des termes de degré le plus élevé dans
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la fonction de Lamé, satisfait évidemment a I’équation de Laplace.
C’est donc un polyndme sphérique que I’on peut écrire Il(,y,s).
Le terme de degré le plus élevé dans RMN en p sera ap™MN.
Passons aux coordonnées polaires
[ x==rsin0cosp,
3 y=rsin0sin o,
Az

=rcosf,

si p est trés grand il differe peu de r; u, v dépendront au contraire
de 7 et de 6.

En effet 'équation qui détermine u peut s’écrire

2 2 ~2

/ "
T+ P’i‘/ + — 1==0.

— P.z_cs

X
p'—a

Si x,y,z sont trés grands, I'unité est négligeable; il reste une

équation du second degré; p et vles deux racines noninfiniment
! E Y

grandes ne dépendent que du rapport %et ;c’est-a-dlre de 7

et de 6.
On peut alors écrire

r* (sin § cos %, sin 0 sin o, cos ) ==22"MN,
et comme r =p, ona
I (sin § cos o, sin B sin 9, cos §) =aMN ;

le produit MN apparait donc comme une fonction sphérique,
et Isera décomposable en un produit de facteurs quadratiques (*).
M. Moutard a démontré que c’était le seul cas ol un polynome
sphérique était décomposable cn un produit de facteurs quadra-
tiques et de facteurs linéaires.

MN, considérée comme fonction de § et de %, est donc une fone-
tion sphérique : il en résulte que toute fonction de u et v peut se
mettre sous la forme d’une somme

ZaMN,

(!) Yoir Journal de Liouville, t. XI, 1836, p. 258.
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puisque toute fonction peut se mettre sous la forme d'une somme
de fonctions sphériques; mais I'analogic des fonctions sphériques
ct des fonctions de Lamé, va apparaitre davantage quand on étu-
diera le cas ou les surfaces homofocales sont de révolution.

Cas des ellipsoides de révolution. — Cela peut se présenter
de deux manieres diflérentes suivant que I'on a a = b, ou b =c.

1° Si a== 0, on a des ellipsoides de révolution aplatis quand
»* est supérieur a a' et des hyperboloides a deux nappes si
a*< ) <. Les hyperboloides a une nappe se réduisent a des
plans passant par 'axe Os.

2° Sib=c, on a des ellipsoides de révolutions allongés autour
de Oz, pour X! > a’. Sia®>3*>0? on a des hyperboloides a une
nappe, les hyperboloides a deux nappes se réduisant a des
plans passant par I'axe O.r. _

Dans ces deux cas, soit i, soitv ne peut servir de paramétre, on
est obligé de prendre comme paramétre I’angle du plan avec un
plan fixe, le plan 2Oz par exemple dans les deux cas. Nous

avons :
Y\ =) (w—b) (6 —V')\ fa'— b
* —\/(91 —a?)(a* — ) (“’—V’)\[Ii’ —c

Si b tend vers a, i1 tend aussi vers a, et 'on voit que I'on a :

Si ¢ est I'angle du plan passant par le point (z, y, z) et I'axe O=
avec le plan 0z, on voit que p peut 8tre considéré comme fonc-
tion de %, et I'on a

w'=a’ cos® s+ b*sin’ .

On voit que 'on a

. aﬂ__ 1 .
lim \/aT——bp; =sin g,

bz_y.’.'

limy\/ ———
at— |2

==cos 3.
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Dans les mémes conditions I'équation qui détermine v peut
s’écrire en supprimant l'unité, négligeable devant r, yet s,
-y st

-+ =o.
v —a? v—ct

Si on passe aux coordonnées polaires, on a

 sinf 1 cos?h

‘[’ _-_al .'1 —_ cl

sin Q—V
a*— ¢t
cos&——“ v
a -—-(.

Dans ce cas on peut immédiatement (ormer les fonctions de
Lamé.

Nous savons que MN est une fonction sphérique; M ne dépend
que de 3, N ne dépend que de §; MN est donc I'une des fonctions
sphériques fondamentales considérées plus haut ‘p. 42).

On peut alors écrire M = cos pz ou sin pz; et pour N on

prendra
Fz‘cos _F’[\/ r—c
a*—¢t

4 I"+Pll—l=v‘
TPy — —r
rﬂ\l) (I t / dlp

=0

.
1]

et ensuite

en posant .

On voit que les zéros de N se déterminent en calculant les
zéros de F2, abstraction faite des zéros = 1. Ces zéros sont tous
réels et distincts; car, comme on le voit par le théoreme de
Rolle, les zéros de F% séparent les zéros de F4~'. Ona

, 2"_3' V(l‘_'
u T at—b*

Donc si p est pair, F4 ne changera pas de signe avee sin §; au
contraire si p estimpair, F,, changera de signe avec sin 6.
Si on remplace r, y, 5 par leurs valeurs en coordonnées polaires,
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Q changera de signe s'il contient 'un des facteurs z ou y:
mais s’il n’en contient aucun, ou s'il en contient deux, il ne chan-
gera pas de signe; p sera donc impair dans le premier cas, et
pair dans le second.

On voit aussi que y et sin p 3 changent de signe en méme temps;
donc si Q contient le [acteur y, M devra &tre pris égal a sinp o,
sinon M devra &tre pris égal a cos p3.

De méme si b* == c?, on prendra comme coordonnées polaires

x =rcosf,
y=rsinfcosp,
z = msinfsin 3.
La fonction N sera sin p3 ou cos p3, la fonction M sera
F2 (cos §).

On prendra p impair si Q contient I'un des [acteurs y ou z;
p sera pair au contraire si Q ne contient aucun de ces facteurs ou
¢'il les contient tous deux. On prendra pour N, sin p ¢ ou cos pz
suivant que Q contient ou ne contient pas le facteur .

Résumé. — Le résultat de cette discussion est résumé dans le
tableau suivant : la premiére colonne contient les 8 formes possi-

a*= ) b = ¢?
P.....|R o Cos o Cos
Pxzx. ..l RyYpg—a? 1 | Cos | o | Cos
Pxy. . .| Ryoi—0? 1 Sin 1 Cos
Pxz . .| Ryp—c o [ Cos | 1 | Sin
Pxzy . .| RYP—=05(—cY 1 Sin o Sin
Pxzz. .| RyY(@P—c)p'—ai) 1 Cos 1 Sin
Px<ay ..l Ryijp—a%pi—0Y) o Sin 1 Cos
P axys. .| Ry (ot —a?)s*— b (3°—¢?) o Sin o Sin




LES VALEURS DE K SONT REELLES . 133

bles de Q, la seconde contient les formes correspondantes de R, la
troisieme et la quatricme contiennent les cas limites pour a* = 02;
dans la troisiteme on a mis le signe o si p est pair, 1 si p est
impair ; la quatrieme indique si M se réduit a cos p3 ou sin pp;
la cinquieme et la sixieme contiennent les indications corres-
pondantes dans le cas o b* =¢*.

Les valeurs de K sont réelles. — Nous allons maintenant
démontrer que les équations en K ont toutes leurs racines réelles.
Supposons d’abord a*=1/,*. On sait alors trouver les valeurs
de K. Nous pouvons poser u* = a® cos® 3 + J* sin’ 3, puisque u

est compris entre a et b et lorsque a = b, ceci est encore la
valeur de M ; I'équation qui définit »
d dM . NP
B d—}L'(B-E)— !Jl(ll-*-l“l- —I\J.\l— o,

peut s’écrire, en prenant comme variable o

Vi o[V G | = [rerow —K]u=o.

*N . dX
M + (b* —a*)sinz cos 3 d”l

. ’

— -n(n—l—l)y.’—l{ M=o

ct si on fait a®* = J* on trouve I'équation

2
i_‘f —[n(n—l—- 1)a* — K]M: o.

(a—e)

Cette équation doit avoir comme solutions cos p? et sin p7, on
a donc

L’équation en K a donc n -+ 1 racines réelles, correspondant
aux valeurs de p,

o, 1, 2,...n—1),n.

On voit que les équations en K ont toutes leurs racines réelles;
les valeurs paires de p, séparent les valeurs impaires.
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Lorsque b variera de a vers ¢ les racines des équations corres-
pondant aux deux groupes de [onctions de Lamé, contenant
zéro et deux radicaux d'une part, sépareront les racines corres-
pondant aux deux autres groupes contenant un ou trois radicuux ;
cela ne cessera d’étre, que si une des racines d'un groupe d’équa-
tions, devenait égale a une racine » d’un autre groupe.

Soient, K cetle racine, R et S les fonctions de Lamé corres-
pondantes, appartenant par hypothése a deux groupes diffé-
rents : on a par hypothése

R" — (Ho?4+K)R =o,
S” — (Hp* + K)R=o0;
on en conclut
RS"—S"R =o.
On peut intégrer immédiatement et écrire
RS’ — SR =a.

Si on suppose R et S exprimés en fonction elliptique du para-
meétre «, on sait que I'on pourra augmenter « de 2 w, de 2 w, ou
de 2 w, de facon que R par exemple ne change pas de valeur, et
que S change de signe, et de méme pour R’ et S'; mais alors le
produit RS’ — SR’ aurait changé de signe; on a donc a = o ;

on en conclut que g ¢st une constante, ce qui est évidemment

faux.

Deux équations en K correspondant a une méme valeur de n
ne peuvent donc admettre de racine commune,

Remarquons que dans I'équation en K le coefficient du terme
de degré le plus élevé se réduit a I'uité; il est donc impossible
que le degré de 'équation s'abaisse.

Les fonctions de Lamé sont linéairement indépendantes.
— Je vais démontrer maintenant qu'entre les p fonctions de
Lamé, d’une méme forme, et pour une valeur de » donnée il

n'existe aucune relation linéaire a coefficients constnnts;(p est

n—1 n-1 n)

’ ’

. n
I'un des nombres — -1,
2 2 2 2
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En effet : supposons que 'on puisse avoir une relation de la
forme

Ryp=a,R,+aR,+... + 4R, ¢<p

en portant R ., dans'équation du second ordre, on aura a écrire
que les p coeflicients d'un polynome seront nuls ; on aura pour
déterminer 2, 2,... @,. p 41 équations du premier degré, dont la
premiére sera satisfaite identiquement. Il restera done p équa-
tions homogeénes a ¢ inconnues. L’élimination de ces inconnues
donnera un certain nombre d’équations en K de degré au plus
égal a ¢ ct ces équations devront étre satislaites pour les p va-
leurs de K ; ces équations se réduisent alors a des identités. On
peut donc déterminer les coefficients a,, a,... o, quel que soit
K, et on aurait alors un polynome comme solution de I'équation
de Lamé, et cela quel que soit K; c’est une contradiction,

Les polynomes de Lamé ont leurs racines réelles. — Je
vais maintenant démontrer qu’'un polynome R quelconque a
toutes ses racines réclles et comprises entre a* et ¢*.

On peut partager 'intervalle de — o0 it | o en quatre autres
par les nombres a?, b* et ¢.

Je vais d’abord démontrer que le nombre de racines compris
dans chaque intervalle est constant lorsque 4* varie de «’ 2 ¢ En
effet, il ne peut en étre autrement que si, pour une valeur de b,
deux racines réelles devenaicnt imaginaires. Mais alors, pour

cette valeur de &, ce polynome aurait une racine double : R’ serait
nul. On a
R!/ P— FR — 0,

F étant (I’ 4+ K); on a

R" —=FNR’ -+ F’R’
RY =FR"+ 2F'R' 4 IFR” etc.;

toutes les dérivées seraient nulles, ce qui esl impossible.

Il pourrait encore arriver que I'une des racines devienne égale
a a®, b* ou ¢ Supposons par exemple qu'une racine devienne
égale a @ : comme on a posé

2 3

pu—e =z —a’,

Poixcaré. — Figures d'équilibre.

G
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la valeur de u correspondante serait w,, or on a p'w, =o, w, est un
zéro de p'w, ; donc ce serait un zéro de R’ et I'on revient au cas
précédent.

Ceci posé soit ¢, le nombre des racines imaginaires de 'ensem-
ble des polynomes correspondant a une valeur de » ;

e,, le nombre des racines réelles comprises entre a* et *;

€ » » réelles comprises entre 4% et c* ;

€, » » réelles non comprises entre a? et c.
Le nombre total des racines est égal ala somme des degrés des
polynomes

3

2 2

n(n
—(——+ l)=s,+e,+=,+s;-
Lorsque bt est égal a a®, toutes les racines ¢, se réduisent a a*
et ¢, se réduisent a a® ou a ¢?; lorsque J? est égal a c*, toutes les
racines ¢, se réduisent a ¢* et ¢; se réduisent a a® ou a c*.

Mais si a®=0)* les polynomcs sont les dérivées successives

de (v*—1)"etils ont toutes leurs racines réelles; il y en a un qui

. . . . n
a 0 racine, un (ui €n a une, un qui en a deux, .o N quicn a ?

abstraction faite des racines =% 1 ; on a donc
n(n ,
&, =—4— (T+ 1)+53;
de méme on a

(—Z— —+ 1)+e’2.

~
|
NF

Nous avons donc 1'égalité

n

i e T = (% + l)+el ety

d’ou 'on conclut :
3‘ + S4+ elz +e,3= 0.

¢t par suite

—_— — ¢ —¢ —
e=¢=7¢,=¢, =o.

i 3

Le théoréme est donc démontré.
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Pour savoir maintenant combien il y a de racines dans chacun
des intervalles a®... J?, b*... ¢?, on voit que dans le cas général il y
en a autant que dans le cas particulier, o «* = %

Et on voitqu'ily a :

. 2 2 n 2 2
un polynome ayant o racine entre a* ct 4?, et — entre 4° et %,
2

n

» 1 » —— »
2

» —_— » () »

Développement d’une fonction en une somme de fonctions
de Lamé. — Soit un ellipsoide de la famille, déterminé par le
parameétre p ; si je pose

jai

f IMN.M,N,ds = o.

MN désignant un des produits déja désignés, M,N, en désignant
un autre, et I'intégrale étant étendue i toute la surface de I'ellip-
soide.

Soit

V=RMY, V,=R,M,X,.

Puisque I'on a AV =0, la formule de Green donne

(V_(”_l-—\' v )J::o.

dn L dn

Pintégrale étant étendue a une surface fermée quelconque; sup-
posons que cette surface soit I'ellipsoide; R et R, sont alors des

r -

Y [ .
constantes. Calculons — ct £, quand on se déplace sur la

dn dn
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normale a ellipsoide, u et v demeurent constants, p augmente
de dp; et on a

dV _ oV do _ OV du dp
dn = 93 dn—Wd_p.Tz-

. ﬂ du
~ du dn’
mais nous avons
ov dR

intégrale devient donc

f MN. M,N, (RR,, — R,R) %:_ ds =o;

mais RR’, —R,R’ ne dépend que de o et comme c’est une cons-
tante, on peut la faire sortir du radical. On a d’ailleurs

RR,,— RR =£o;

il vient donc en changeant le signe

f— MNMN, 2 go—o,

Tout revient a calculer

d’on

lorsque p tend vers l'infini, pu tend vers oo, u tend vers o, donc
décroit ; on doit prendre le signe moins,
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On a d'ailleurs, puisque I'élément linéaire est
2 2 7.2 27 2 2 7.2
ds® =a* dp* + BPdp’ + ydy

et que 5 seul varie sur la normale :

dn a Q
On a done, en posant
du
b=—m
[— — \/:J.’—‘Jg

Q

Vi — ) —v)

ce qui est I'égalité annoncée. L'intégrale, d’aillears, ne dépend
pas de . Car nous avons

ds = Bvdudy;

et par suite

Q* \,/— v dudy
BC\/(o* — ) (o*— )
. (2 —v% \/ — 1 dudy

BC

lds =

On a démontré que toute fonction déterminée sur Iellip-
soide peut se mectire sous la forme d’une somme de fonctions
de Lamé;

® =Z Ap Mg Ng,

Le théoréme précédent permet facilement de trouver les coel-
ficients. On a

f 1M, N dz = f ZA‘I‘“" N M; Nds ;

le second membre se réduit i A,..flx\l;fN;{d:r : ce qui détermine A,
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Les fonctions S. — Nous allons maintenant considérer une
autre fonction de ¢ satisfaisant aussi a4 I'équation de Lamé; nous

la définirons ainsi qu'il suit.
Soit R une fonction de Lamé de degré n définie par la relation

R"+4-FR =o;
la fonction S, associée a la fonction R, sera définie par la relation
S"4+FS=o
ou F a la méme valeur : on en conclut que
S"R—R"S =o;
en intégrant on trouve
S'R—RS'=C",

et nous prenons arbitrairement cette constante égale a 2n -1 ;
on a donc

SR —R¥ 2an—f-1

R? ~ R*

Done

2n+1 du;

:l

on peut choisir arbitrairement la limite inférieure d’intégration
etona

2n+ ! ——du.

Pour o* trés grand
R= Ap",
A éant unc constante que nous pouvons prendre égale a I'unité ;
u est alors tres petit : puisque

pr=pu;
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s . L1
#° estapproximativement égal a i

e » » —n
: u
On a donc
R=u,
2n—+41
— u—n — .
S=u = du= urt;

0

. R 1 .
S est donc sensiblement égal a u"+' = prea le produit SMN

satisfait aussi & ’équation de Laplace.




CHAPITRE VII

ATTRACTION DES ELLIPSOIDES

FIGURES D EQUILIBRE

Probléme de Dirichlet sur I'ellipsoide. — Abordons main-
tenant le probleme de Dirichlet pour un ellipsoide, dans lequel
on se donne, sur un ellipsoide déterminé par le parameétre .
les valeurs d'une fonction V, en proposant de trouver la fonction
V satisfaisant a I'équation de Laplace et prenant sur I'ellipsoide
la séric des valeurs données.

Soit sur I'ellipsoide

V=0 =ZA,-M,.N,;

on peut poser

e
R? étant lavaleur pour p = 5, de la fonction R associée aMetN,
et S¢ » » S; » R,

On a alors

¢=E RS M, N, .

Ceci posé, considérons la fonction définie par I'expression

2 «S°RMN

a I'intéricur de I'ellipsoide, et

an SMN

a l'extérieur du méme ellipsoide.
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Ces deux séries sont convergentes dans les espaces indiqués,
la (onction est donc bien déterminée.
Calculons les quantités

AV
On,  on;’
on a
v b g du
07,_2“" R S; M, N, .
—=1Y %R SPM,N,.
DL
On a de méme
v _ 12 4, S°R®M,N,.
on;

Y est une fonction continue quand on traverse la surface, mais
ses dérivées ne le sont pas. V est donc le potentiel d'une masse
superficielle, dont la densité ¢ est déterminée par la relation

vV
W, Oy

~
= — 41:0.
Au lieu de supposer la densité variable, on peut supposer une
distribution de densité égale a 1, mais d’unc épaisseur 3, telle
que l'on ait

wo_w
on, on; — e

équation qui détermine {, car on a
O
e =— 1) 2 (RIST — R1S)MN,
- zza(2n+l).\1x.

Si I'épaisseur de la couche est déterminée par une fonction de

la forme
2 I3)N,
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on en déduira réciproquement le potentiel sur la surface par la

formule
Z — B N
2n—+1

d’olr I'on déduit simplement le potentiel a P'intérieur et a I'exté-
rieur de la surface.

Application. — Voyons maintenant les plus simples des fonc-
tions de Lamé.
1° pour n==o0 on a
Ro =1\[°=N°= I,

S=u.
2° pour n==1 on a trois fonctions R
R=VF—® R=yVi—F R—yi e

On a
z=hRMN,,
y =nmLRMN,,
z = h,RMN,,

en posant
h = ! ,
Ve =) — )
h, = !
Vo' =)' —a?)’
Il == !

V(e —al)(t—bY)

3°Pour n=12,0na:
d’abord deux polynomes du second degré

P! —_ hi

et
Pe —_ h/z’
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que I'on peut calculer facilement; on sait que 'on a
A >SS K>,

<t ensuite les trois fonctions

R, =/(o"— &) (p"— ),

R' — \/(Pz —? (Pz_ax),
R,=\/(p*—a*)(p*—b*).

On a
R, =R,R,,
R,=R,R,,
R,=RR,;
le produit R M,N, est a un facteur constant prés yz.
» R,M,N, » » sr.
» R,M,N, » » xy.

Remarquons encore la signification des fonctions R,, R, R,
qui sont les demi-axes de l'ellipsoide correspondant a p. Son
volume est

2

T =% <R,RR= 4 RR,.

Supposons qu'a la surface de P'ellipsoide, soit répandue une
couche de densité constante, et d’épaisseur

{=MN,;
le potentiel a la surface sera
V = 4=R3SIM N, = 4ru,

les indices inférieurs indiquant le numéro d’ordre de la fonction
de Lamé¢, I'indice supérieur indiquant qu’on y fait p=p,. A I'in-
térieur, le potentiel sera

4=SR M N, = 4ru,,

le potentiel sera constant a lintérieur; on peut donc consi-
dérer la distribution de matiére comme la distribution d’une
couche électrique en équilibre a la surface de I'ellipsoide sup-
posé conducteur.
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Le potentiel sera a 'extérieur
4= RIS M,N, = 4=u.

Les surlaces équipotentielles seront donc les surlaces « = C,
c'est i dire les surfaces = constante; ce seront des ellipsoides
homolocaux.

La couche correspondante est celle comprise entre deux ellip-
soides homofocaux comme le montre la valeur de ¥.

Attraction d’un ellipsoide homogéne. — Considérons (fig. 17)
un cllipsoide homogéne dont le potentiel soit V. Déplacons I'el-
lipsoide parallelement a I'axe O.r, d’une
quantité ¢; le potentiel en un point (r, y, =)
P-  va devenir

=
v |

/

/ i

7 _ ¥

{ OL‘O' \’(,r—s,y, :)=V(I’y’:)_s _;7,
|

!

\ et Dellipsoide prendra la position E’. La
\ différence de potentiel provient de ce qu’il
R

y a en plus la région ombrée a droite, et

Vig. 1-. en moins la région ombrée a gauche. On

peut supposer que c’est le potentiel d'une

¢paisseur J répandue a la surface de Dellipsoide, § étant positif
a droite et négatif & gauche.

Caleulons T : si PP” est la normale commune aux deux ellip-
soides, { = PP"; PP’ = ¢, et le triangle PP'P” est rcctangle
en ) on a done

PP”"=¢cos (PP’',PP").

Comme

PP” cos (PP, PP”) = projection de PP” sur O,
et, puisque PP” est normale a I'ellipsoide 5, on a

or
:C(ls P=——d>
0 !

O d>
- 02 dn
Ve dp o,

02 dn e
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de ces égalités on déduit

P— o do_O.z' du or
cos ~ 0 dn VD dn =~ "o’

Nous savons aussi que :

o
-—0—'—=hl‘IL[l 1)
en posant
R, d>
/
Ri= 07 _d_
—_ AL
= Al
et comme

A=V =) F =) F— o =—-RRR,=—RR,

on en conclut
! —
R 1 Bb’

et 'on a

ox

11 vient donc
cos P=/AIR)MN,,
{=chIRIM,N,.

On peut donc maintenant déterminer le potentiel V' relatif a
1a couche d’épaisseur §, en appliquant la formule connue : on a i
la surface

V= i;- hRISTROM, N, .
A Fintérieur de Vellipsoide on a

V=— A=h RYSIR,M,N
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et. puisique RM\N, = r.

.. eTxS)
) =
on a done
N TrS}
& R
A l'extérieur on a
oV =h R
N _ 4= Reris, MY,
TS,
R 2

oV

A l'intérieur I est donc proportionnel a r, a I'extérieur la

oV

relation est plus compliquée; P représente la composante de

I'attraction parallele a Our.

Théoréme d’Yvory. — Considérons deux ellipsoides homo-
focaux, correspondant, le premier E, au paramétre 5, le second E,
au paramétre 3,: 3, > g, (fig. 18). Soient P, et P, deux points cor-

Fig. 18.

respondants, c’est a dire ayant
respectivement pour coordon-
nées elliptiques (p,, u, v) (5,,
#, v). Les coordonnées rectan-
gulaires de deux points corres-
pondants sont proportionnelles,
c'est-a-dire que I'on a

xo =px,
Yo =qY1>
5o =T3S,

Py q, r étant sculement fonctions de p, et de p,.
Le théoreme d'Yvory consiste a comparer I'attraction de I'ellip-
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soide E, sur P a Pattraction de I'ellipsoide E, sur P,. La pre-
miere a pour composantes suivant Ox

4=hR{SIRIM,N,,
la seconde a pour composantes suivant Oz
4=hRIRISIM\N,,

le quotient est donc

on trouverait de méme que les rapports des attractions sui-
vant Oy et Oz sont respectivement

R; R¢
'—Ii—}— et -R_:.
Ellipsoide de Mac Laurin. — Considérons un ellipsoide

homogéne, que nous faisons tourner autour de 'axe Oz, d'une
rotation infiniment petite w ; le point de coordonnées z, y, s,
aura pour nouvelles coordonnées

r, yYy4ws s—wy,;

son potentiel sera
, , oV oy
V(z, y+ s0, s—yw)=V(z, y, z)+ w(z-iy——!/-a;),

V' — V est le potentiel did a la couche superficielle comprise
entre les deux ellipsoides.

Si (x, y, z) représente un point intérieur, ’action en ce point
a pour composantes

TS TyS3 TsS§ |
RE "~ "R’ T TR

elle dérive d’un potentiel
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en appelant V, le potentiel au centre ; et cette formule est encore

vraie a la surface : donc

ov et oy
Oy s

sont proportionnelles a y eta 3, etona
V —V=Awys
=AwRMN,.

En appliquant la formule démontrée précédemment (p.
I'épaisseur de la couche en un point est
5Awl M\N,

4= S

13-

VA

Pour que ellipsoide puisse &tre une figure d'équilibre, il faut

qu’a la surface on ait

(.l)’
V—|— —2— (y2 +5’)= C,

Nous allons traiter un probleme plus général; de savoir si un
ellipsoide a trois axes peut étre une figure d’équilibre, sachant
qu’il est soumis, outre les attractions mutuclles de ses parties, a

une force dérivant d’un potentiel
1
— (2" + By’ 4157,

@, 3, v étant des constantes.
Pour que I'équilibre ait lieu, il faut que

TS TS TS
2 _ 1 2 - ] -2 —_— 3
. (“‘ R, )+” (‘ T, >+“ (* R )

soit constant a la surfuace de I'ellipsoide dont I’équation est :

2 ~2

Y R,
—l——nT—*— Rg I=0.

.‘172

R:
Il faut donc que 'on ait

a aR!—TS R, =52 Ri— TS,R,=~ R} —TS,R,.
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Dans le cas particulier qui nous occupe, c’est-a-dire quand
Vellipsoide est en rotation, on a, a =0, 8 = y == w?, et nos
formules deviennent

TSR, =w’R} —TS,R,= w’R} — TS,R,;
on a'donc

w? R,S,—R,S R,S,—R,S,
am S =pRhoRS g RATRS,
et d’ailleurs

4=
T= 5 R R,R,

.
?

T est une donnée du probleme ou les inconnues sont p* — a?,
2 2 2
— b ot —

On a une premiére condition, qui est que w? doit &tre positif
donc il faut que

R,S,—R,S,>o,
R,S,—R,S,>o.

Ces inégalités sont toujours vérifiées. Démontrons par exemple
que la premiere l'est, c’est-a-dire que l'on a

R,S, —R,S,>o.

Remarquons que R, R,, S, et S, sont des quantités positives,
puisque p* > a*; il faut donc que l'on ait
1 2

c’est-a-dire

[s
[

PoixcArk. — Figures d’équilibre. 10
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du
_— 1
-
Ri
e
du 3
r

et on est ainsi ramené a un théoréme d’arithmétique connu. Le
premier rapport est compris entre la plus grande et la plus
petite valeur du rapport des quantités placées sous le signe f: la

plus grande de ces valeurs est 1 correspondanta « = o, 3 = «x,
2
. oo a Lo . .
la plus petite est .o’—b’; le théoréme est donc démontré. On
)

en donnera plus loin une démonstration plus générale.

On voit de suite que I'axe de rotation ne peut pas étre l'axe
Oy, car il faudrait que R,S, soit la plus grande des trois quantités
analogues.

La relation (11) a une solution évidente, c'est R,=R,, qui con-
duit & un ellipsoide de révolution autour de Ox : cest I'ellip-
soide de Mac Laurin.

Ellipsoide de Jacobi. — Les relations (I1) peuvent aussi étre
satisfaites pour un autre ellipsoide découvert par Jacobi, mais
nous devons, avant de le rechercher faire la remarque suivante :

Si nous nous donnons un ellipsoide homogéne quelconque,
nous pouvons toujours choisir les constantes a, 3, y, de maniére
i satisfaire aux relations (I) c’est-a-dire de facon que cet ellip-
soide soit en équilibre sous l'action de la gravitation et d’une
force supplémentaire dont les composantes sont a.r, 3y, v ; nous
allons supposer o = o.

La condition d'équilibre d'un ellipsoide homogéne E soumis
a la gravitation et a une force perturbatrice dérivant d’un poten-

. l D. N
tiel 3 (By* + (%) est que, a la surface

U=V+ — (3" +13)

soit une constante.
Supposons que l'ellipsoide se déforme mais peu, de facon que
la nouvelle surface X ne differe pas beaucoup de Vellipsoide, et
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cherchons a quelle condition T sera une figure d’équilibre, en
continuant a supposer que le fluide reste soumis aux mémes
forces, c’est-a-dire a la gravitation et a la force ax, 3y, v=.

La condition d'équilibre est que, en désignant par V 4- ¢ le
potentiel du a la figure I;

.

Vot — (B +17)

soit une constante a la surface.
Soit { la longueur de la normale comptée de E a £; on pourra
développer { en une somme de fonctions sphériques :

{— _Z BIMN;

ct 'on aura a la surface
4m3 0Qo\!
) —_Z—2n+ - R°S°MN.

D’autre part, on aura, a des quantités prés de I'ordre de 7,

ouU
U=Uo+m—c,

et, en appelant g I'intensité de la pesanteur a la surface, il vient

Y oU
57’
d’ou
U —Uo_g:

La condition d’équilibre est que U soit une conslante et comme
Uo — V"’i‘ _;_ (13.'/2 _*_.{;2) — Cle’
1 s ,
U= Voot (3 -+ 72)=C";

la condition d’équilibre est que

o+ &%
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soit une constante a la surlace c’est-a-dire que

; N 72 peseay — Vamn cv.

—md 20— 1

Je dis que gl est une constante sur I'ellipsoide ; en eflet,
déplacons I'ellipsoide parallelement a I'axe Or, I'équilibre ne
sera pas troublé. car par suite de la condition 2 = o. le travail
de la force zr. 2y. =) est nul. Nous avons vu que l'on avait
pour I la valeur

=KM,N

K étant une constante ; I'équation précédente se réduit en ce
cas i

=K. . . . .
‘:_s ROSIM,N, —glKM,N, = C*:
cecl ne sera constant que si
g[:-“‘ii_nr 3.

L.’ équation 1) devient alors

an—+-1 3

Qe Qe
\" ( R"S R.,S, ) MY — C* :

et I'équation d’équilibre devient, en supprimant l'indice zéro,

RS, RS

11

on4-1__ 3

= 0.

Si la masse est en équilibre sous I'action de I'attraction et de
la force centriluge, elle le sera encore si on lui donne un mouve-
ment de rotation. Cette rotation est unc des transformations que
F'on peut faire subir & un ellipsoide de Jacobi, sans troubler
I'équilibre.

Nous avons vu que dans ce cas, on avait a un facteur constant
pres ’p. 144;
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on en conclut que 'ellipsoide de Jacobi doit satisfaire a la relation

RS, RS,

5 3

Réciproquement, supposons qu’un cllipsoide soit en équilibre
sous l'action de l'attraction et d’une force dérivant du potentiel

t 2 L2\ .

je dis que si on peut le faire tourner d’un angle w sans troubler
I’équilibre, c'est que 3 =¥.

En effet, a la surface on doit avoir, en appelant V le potentiel
newtonien

Ve — (B + 1) =V, =C"

au sommet du petit axe V=YV; si on [ait tourner Dellipsoide
d’un angle o autour de O.r, le sommet du petit axe restera sur la
surface de I'ellipsoide, la constante V, n'aura pas changé, V n’aura
pas changé non plus.

Or

8V + Byty +vséz =3dV,;
il faudra donc que sur la surface
B3y 458z = o
et en tenant compte des relations

y=(|)3

[SYEN~1)

5 =—wy,
on devra avoir sur la surface
(B—v) wyz=o0;

donc

w
|
{



150 ATTRACTION DES ELLIPSOIDES

Discussion de I’équation des ellipsoides de Jacobi. — Nou#
avons donc i discuter I’équation des ellipsoides de Jacobi

RS, RS,
(1) S,

Cette équation ne convient pas aux ellipsoides de révolution,
cela provient de la facon dont on a établi cette équation : dans le
cas d'un ellipsoide de révolution, on aurait en effet {—=o.

Au licu de discuter I'équation (1), nous allons discuter 1'équa-
tion plus générale

e R,S, R;S;
T am—41 an-41

=]

oi I'on a z* > a*; m étant 'ordre de la fonction R,, n étant
I'ordre de la fonction R,.

~
<

I
puisque les racines des polynomes R sont comprises entre «*
et ¢ ; donc I'équation

et

sont de méme signe, de plus R, ne peut pas s’annuler

0 . :
r—F S S, R

RE em+ )R, (ent+1)R, R} °

a les mémes racines que F=o.

b
4

R

Les racines de I'équation = o sont séparées par celles

de la dérivée :

dl’, 1 d S, 1 R} d S,

du =2m-{—1 du R, 2n+1 R} du R,

1 S, d (R,?
T an+1 R, du R,’f)'

On a par définition

d §, am—-1

du R, R

'
4o
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et par suite

¥, 2 S R, RR,—RR;
dve —  an+1 R," R, R:
. 2S; RiR,—RR; .
2n—+1 R; ’
dF

mais S; ne peut s’annuler : donc les racines de p L sont les
. {3

racines de Ri{R, — R;R;. Nous ne nous occupons évidemment
que des racines supéricures a a’.
Cherchons la dérivée de cette fonction par rapport a u, c’est :

R/R,—R.R}{;
et, d'apres la définition de R; et R,
R/ = (Hp*+ K) R,,
ona
RR, [n (n—+ 1) — m (m+1)] 7 +K,— K,

Les deux premiers facteurs n'ont pas de racines en 3* supé-
rieures a a’; le troisieme ne peut évidemment en avoir qu’une

seule : donc

dF .
Ju_ e peut en avoir plus de deux, F, ou F ne peu-
vent en avoir plus de trois.
R, . . e,
Supposons que " soit constamment croissant, sa dérivée ne
k
s'annulera pas; donc F, sera constamment décroissant et ne

pourra avoir qu’une seule racine. Au contraire, si — est toujours

R,
décroissant, F, sera toujours croissant. D’ailleurs pour «=o,
R; s Lo . : <
o=, —S-:-est a peu pres égal a?; donc F part de zéro et est
toujours croissant ou toujours décroissant, donc n’a pas de

racines, sauf la racine p =o0 qui n’est pas admissible.
Dans le cas le plus général, F peut avoir, nous l'avons vu,
trois racines : mais parmi celles-la se trouve la racine p ==,
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. . .. . . -R,
F a donc zéro. une ou deux racines supérieures a a*; si— est
k
toujours croissant ou toujours décroissant, elle n’en a aucune.
Revenons alors a 1'équation

Fe RS, _ R.S; —o
3 2n 41

_ A2
Si R, contient en facteury 3*—a’, (FR') sera un polynome
1

dont toutes les racines sont réelles et comprises entre a® et
¢*; donc la dérivée ne peut s'annuler pour une valeur de 3* supé-
rieure a a’. L'équation F n’a pas de racine supérieure a a*. Sup-
posons maintenant que R, ne soit pas divisible par | '2* — a*, ct
que n soit plus grand que 1, je dis que I'équation a au moins une
racine. En effet, substituons a’, le premier terme s’annule, le
second est négatif : on a donc une somme négative ; remplacons
2 par o ; le premier terme de 1'équation est a peu pres égal a

A o).
2 \3 oan—+41)’
le résultat est positif; il y a donc un nombre impair de racines
entre a’ et + o, il ne peut y en avoir plus de deux, ily en adonc

une et unc seule.
Ce raisonnement n'est pas valable si n= 1, c’est-a-dire si

R,=R,=\/p' — ¢,
ou bien

R=R,=p"—¢,
dans ces deux cas, la quantité

R? . P:_bs

R g'—at

et les quantités analogues sont toujours croissantes.lorsque »*
varie de o .a a*’. Donc I'équation correspondante n’a pas de
racines : c’cst un théoreme déja énoncé (p..145).
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Appliquons ce principe a I'ellipsoide de Jacobi. Il faut consi-
dérer I’équation
RS, RS,

+ — .
3 59

R, n’est pas divisible par R, : donc il y a une racine, et une seule.

Donc parmi les ellipsoides homofocaux, il y a un ellipsoide
et un seul, qui soit une figure d’équilibre; c’est I'ellipsoide de
Jacobi.

Figures dérivées de I’ellipsoide de Mac Laurin. — Suppo-
sons que b*==c’ et cherchons s’il y a des figures peu différentes
de Pellipsoide de Mac Laurin. Pour qu’il existe une figure d’équi-
libre 2 peu différente de cet ellipsoide, il faut que l'on ait la
condition '

RS, RS,
(1) T3 anfa
Nous avons vu qu’en posant
v tg 2

on avait
J
N, =cos p3,

at—u?
M, —iF (\/a*—};’ )

h étant une constante. On a posé

F(§)=(—8)¥Dr*r (i —E

La condition nécessaire et sullisante pour que I'équation (1)
ait une racine est que R, ne soit pas divisible par \/p*—a?; donc
M, ne doit pas &tre divisible par\/a*— i, donc n+-p doit étre
pair, n et p étant déterminés, une figure d'équilibre voisine d'un
ellipsoide de révolution est déterminée par la relation :

= ¢ IM; cos p>
ou, d’une facon plus générale,

§==1IMi (e cos pp—¢'sin p).
p? r?
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On peut supposer ¢’ =0 : cela revient a faire tourner les axes
de coordonnées d’'un angle convenable autour de Oz. La figure
que 'on obtient ainsi est une figure admettant I’axe Ox comme
axe de symétrie d’ordre p. F (E) ne change pas si I'on change Zen
— £, donc le plan des yz est un plan de symétrie, Sip=o, § ne
dépend pas de 3, la figure est de révolution.

On ne doit pas conserver parmi les équations obtenues celle
ol n==o0, car le volume ne serait pas conservé; de méme on doit
exclure n = 1, car alors R; serait divisible par \/9* —a* : donc
la valeur minimum de n est 2; a cette valeur de n correspondent
deux valeurs dep: p=o, et p=2.

Quelles sont celles de ces figures qui sont ellipsoidales : con-
sidérons un ellipsoide E, et un autre E, qui en soit peu différent
mais non homofocal. Le potentiel de chacun d’eux a son inté-
ricur est une fonction du second degré des coordonnées carté-
siennes; la différence des potentiels est donc aussi un polynome
du second degré : c’est d’ailleurs le potentiel dd a la couche com-
prise entre les deux ellipsoides. On peut par suite développer ce

potentiel sous la forme
ZeRMN,

R, M, N étant des fonctions sphériques d’ordre o, 1 ou 2.

A la surface on a
V=Z eR,MN,

et a 'extérieur on a par conséquent

Ro
—Z € To SMN,

I'épaisseur de la couche produisant ce potentiel est donc
_ 2n—+1 ¢
t=Y 2t 5 MN

=Zs’lMN.
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Il n'y a que des termes d'ordre o, 1 ou 2, mais nous avons dit
que M ne pouvait étre d’ordre o ou 1; il reste donc n=2 et
p =0 oup=2.Si p=o, la surface considérée est de révolution,
c’estun ellipsoide peudifférent du premier; sip =2, onaunellip- .
soide de Jacobi.

Variations de »? avec I’aplatissement. — Si on fait varier
s*de a® a4 oo, 'aplatissement des ellipsoides considérés varie
de o a 1.

Lorsque I'aplatissement est nul o®== o ; l'aplatissement crois-
sant, w* va aussi en croissant; mais il peut avoir des maximums et
des minimums; lorsque 'aplatissement augmente, le moment
d'inertie principal augmente aussi.

On a vu que

(n)2
TU,=H= \’V-}——; J
ne pouvait pas dépasser une certaine limite. On a de plus
(|),
dH=dW + wldw e dJ;
dans une position d’équilibre on a
w?
d\‘r—’—T (lJ =0,
il en résulte que pour une position d’équilibre on a aussi
dll = v Jdw.
Lorsque I'aplatissement augmente, J augmente indéfiniment ;

donc w doit diminuer et tendre vers zéro ; w* part de zéro, revient
a zéro, donc a un maximum dans I'intervalle.

Rexarque. — Faisons varier »* de o i a’. On obtient des
ellipsoides de plus en plus aplatis : on en rencontrera pour les-
quels on aura

RS, RS |
3 on—1 "’
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je dis que la premiére figure d’équilibre que 'on rencontrera
=t
R,
est toujours croissant dans l'intervalle considéré, on voit que
RS, RS,
5 2n—+41
Pour p*=1 on a
R,S, S R,S, S R;S;
3 5 an—41"’

est celle d’un ellipsoide de Jacobi. En cffet, si on suppose que

est toujours positif.

si » décroit, on finira par avoir

RS, RS, _ RS .
3 5 oan—+1 '

2 continuant a décroitre, on aura alors

RS, RS, |
3 an+41’

mais on voit que I'on rencontre d’abord un ellipsoide de Jacobi.

Figures dérivées de I’ellipsoide de Jacobi. — Il reste a étu-
dier les figures d’équilibre qui différent pcu de Dellipsoide de
Jacobi. Pour cet ellipsoide on a

Rlsl _‘R-Ssln .
sr=—1"

5 ?

pour une figure peu différente, on aura

RS, RS,
3 7 a2n—+41’

la hauteur de la surface au-dessus de I'ellipsoide étant
L= ¢elM;N..
On a donc a considérer les deux équations

R,S, RS, R;S;

I on—41'
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~1

On a trois inconnues p* —a?, * — b?%, 5 — ¢*; et on a pour le
volume qui est donné

Pour que I'équation

R,;S, RS
3 7 an—+41

ait une racine, il ne faut pas que R, soit divisible parR, =\/s*—a7;
pour que I'équation
V R,S, R;S;

5 T an—1

. .. R; . .
ait une racine il faudra que R—' ne soit pas constamment croissant,
kY

R; a donc comme seules formes possibles les formes suivantes, o
P désigne un polynome cn o°.

P,

P ><\/a* — b3,

P><\/s —=¢,

P < VF— 07— &)

Yoyons si ces quatre formes sont possibles et rappelons que
Pon a R, =y (o*—¥) (p*—¢?).

1% Type. R; est un polynome; si « est la plus grande racine
de R; on pourra poser

Ri - (52—¢) ﬂ,-.

)

a est compris entre a® et ¢* eton a

l:\/ i .\/‘53—01 n,
]{_5 Pz — 9: —? i

I1; croit constamment,

p—a
- croit constamment,

22
—a . PO .
\/"— croit si o est inféricur & b, décroit dans le cas con-

p’—b‘
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2
. 2l .o s
traire; il ne faut pas que \/l’—lf soit décroissant : donc 2 < 4*
- 3
4

ct toutes les racines de R, sont par suite comprises entre 4* et ¢*.
Parmi les fonctions de Lamé d’ordre n, il y en a une et une
seule ayant toutes ses racines comprises entre b* et ¢*; c’est celle-
la que 'on doit prendre pour R,
2 Type. Prenons R; = \/p°—0* P et appelons « la plus

grande racine du polynome I; on a

[

x

Ny =

2 2

O 'L)

Les trois facteurs sont constamment croissants, donc toutes les
fonctions de ce type sont a rejeter.

3° Type. Posons

Ri=‘ /92_ pE (91_

1 étant un polynome dont les racines sont inférieures a ; nous
avons

R, /T T i

B i O iy

Pour que I’équation puisse avoir une solution, il est néces-
saire que a < b’. Donctoutes les racines de P sont comprises entre
b* et ¢°.

4° Type. On voit de méme que les fonctions du quatrieme type

sont telles que soit un pol)uome sans racines superleures a

R;
R,
a*, donc il n’y a pas a considérer de fonctions du 4° type.

Donc pour qu’une figure peu différente d’un ellipsoide de Jacobi
soit une figure d’équilibre, il est nécessaire que R; soit une des
fonctions que nous avons appelée R,,. Je dis que cette condition
nécessaire est aussi suffisante : en effet, supposons que 4* varie
de ¢* a a*; & chaque valeur de 4* correspond une valeur de 3* telle
que
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considérons alors la fonction,
_ RS, RS, |
5 an 41’
pour b* =¢?, ?' est constamment croissant, donc F est positif;
13

si b* =a?, la valeur correspondante de p* tend vers a?, alors

F

Rb‘=—'0,

R, =~ o puisque R; ne contient ni\/z*—a* ni \/p*—c?, et que toutes
ses racines sont comprises entre 4’ et ¢* : donc

F<o

et il y a certainement un systeme de racines pour les équations
considérées.

Nous voyons donc qu'il y a desfigures d’équilibre voisines des
ellipsoides de Jacobi.

ReMarQuE. — Quelle est la premiére figure d’équilibre que
Pon rencontre? c’est-a-dire, pour quelle valeur de n la valeur
correspondante de o est-elle maximum?

Considérons deux fonctions R,,, et R,,,

m>n;
je dis que
Ro.m - Rk
R, L

est constamment croissant; nous allons montrer que la dérivée,
prise par rapport 2 u, est constamment positive; cette dérivée
est a un facteur positif prés

’Ri—RRY;,
si'R; n’est pas divisible par \/o*—a?, R/ I'est; et réciproquement.
Mais ici R; et R ne sont divisibles ni par\/¢*—a* ni par y/‘o‘—b’;

il en résulte que

R, R,—R,R;

s’annule pour p* = a’.
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Si on exprime R; et R, en fonction de 'argument «, on a

i=F{pu),
Ri=p'uF'[p(u)],

et on voit que la dérivée n’a pas de racine supérieure a a*. En’
effet la dérivée de cette fonction (prise par rapporta u) est

(RY R,—R,R}) = (3. — ;) R:Rs

comme on I'a déji vu; R; et R, ne peuvent s’annuler, o, — ¢, ne
peut s’annuler deux fois, puisque c’est un polynome du premier
degré en o*. La dérivée ne peut donc s’annuler plus de deux fois
pour a® < g%, c’est-a-dire pour o < u < e,.

La dérivée qui s’annule pour © = o, u =¢,, ne peut donc s’an-

’ R, .
nulerdans'intervalle; T et donc constamment croissantlorsque
i

¢? varie de @’ 4 4 o . Il en résulte que I'on a aussi

R;S; > R,S, |
an—1 oam—1’

lorsque 5* varie de o a a*?, on rencontre donc d’abord une
valeur satisfaisant a l’équation

RS, RS,
5 T on—+41’

puis ensuite la valeur de p* satisfaisant a I'équation

R;S, R,

5 2n 41
La premiére des valeurs de n que I'on trouve est donc 'n =1,
puis = »: on a déja examiné ces valeurs; il faut maintenant

examiner la surface voisine de I'ellipsoide de Jacobi et corres-
pondant & R ,; nous allons étudier d’une fagon générale la
surface correspondant 3 R,,.

L’épaisseur de la couche sera

{==eM N, ;
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cette épaisseur sera-nulle aux points ol1 'on a

M,-N,-=O,
ou bien
R‘MiN": 0.
Ceci est décomposable en facteurs quadratiques de la forme
xﬁ yﬂ z!
@ —a? =+ o« — b? -+ Z 2

les a sont d'ailleurs compris entre 4® et ¢?; les surfaces corres-
pondantes sont donc des hyperboloides a deux nappes coupant
Iellipsoide suivant des
lignes de courbures
d'un seul systeme.

D’un cété d’une de
ces lignes { sera positif;
et de 'autre cété { sera
négatif. On peut, avec
ces données construire
la figure dans I’hypo-
these de » =3. On re-
présente (fig. 19) en
ponctué le contour apparent de lellipsoide, en traits pleins I'in-
tersection de la surface avec l'ellipsoide ainsi que le contour
apparent extérieur a I’ellipsoide, en pointillé le contour apparent
de la surface intérieure a I'ellipsoide. L'une des lignes de cour-
bure est d’ailleurs I'ellipse principale, comme on le voit en re-
marquant que

Fig. 19.

Ros= Vo7 — "< P.

On construira avec les mémes conventions la figure d’équilibre
correspondant a R, (fig. 20).

Je remarque qu’on ne peut prendre pour les fonctions R; de
fonction du second ordre, car il faudrait prendre pour la fonction
R,, un polynome de la forme g*—/%*, ce qui donnerait un autre
ellipsoide et nous avons vu qu'il ne pouvait y avoir qu’'un ellip-
soide de Jacobi pour une vitesse de rotation donnée.

Porxcaré. — Figures d'équilibre. 1
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En résumé, si on fait varier 4* de ¢’ a a*, on obtient des ellip-
soides a chacun desquels correspond une valeur w et une seule;
o ne peut avoir de maximum ou de minimum, car s’il y en avait

un w,, a une valeur voi-
- . sine de w, correspon-
draient deux figures
ellipsoidales ce quin’est
pas. Donc w varie tou-
jours dans le méme
sens,
RN o2t Supposons que ' et
¢ tendent vers zéro, la
Fig. 20. forme de I'ellipsoide
tend alors vers une ai-
guille allongée; w a d’ailleurs Ja méme valeur pour deux ellip-
soides semblables. Il suffit donc de voir ce qui se passe dans le
cas oi b et ¢ restant fixes, a augmenterait indéfiniment. On
aurait alors un cylindre elliptique, la force résultante de l'at-
traction du cylindre sur lui-méme et de la force centrifuge
doit étre normale au cylindre, c'est-a-dire paralléle au plan yOz.
Considérons un point d'une génératrice passant par l'axe de
révolution : par raison de symétrie, I'attraction doit étre parallele
au plan yOz, il en résulte que la force centrifuge qui est per-
pendiculaire & Oz ne peut étre que nulle, et par suite w tend
vers zéro lorsque a augmente indéfiniment,

On peut d’ailleurs remarquer que le cylindre ne peut étre

que de révolution pour que I'équilibre soit possible.

STABILITE DES FIGURES TROUVEES

Représentation graphique des résultats précédents. —
Prenons deux axes de coordonnées (fig. 21) et portons en abs-
Rl . 2 .
R; et en ordonnées -l%; ces quantités sont
les rapports de 'axe moyen et du grand axe au petit.
On a un premier point A correspondant au cas o ces rapports

sont égaux i 1, la figure correspondante est une spheére. La partie

cisses les valeurs de






164 ATTRACTION DES ELLIPSOIDES

Liouville a cherché a quelles valeurs de M correspondaient les
divers points des lignes All et CBC'. Il a montré que lorsqu’on
se déplace sur AH, M croit lorsqu’on va de A a D et décroit
si on va de D vers II. Sur la ligne CBC/, M décroit lorsqu’on
s’éloigne du point B soit vers C, soit vers C'.

Donc si w est trés grand, il n'y a pas de figure d’équilibre
possible; si w est compris entre v, et w,, il y a deux figures pos-
sibles qui sont des ellipsoides de révolution.

Si @ est inférieur & w,, il y a quatre figures d’équilibre pos-
sible, dont deux sont des ellipsoides de Mac Laurin, et deux des
ellipsoides de Jacobi; ces deux ellipsoides de Jacobi sont d’ailleurs
égaux comme on I'a déja remarqué.

Courbes d’équilibre. — Considérons un systeme dépen-
dant de n variables x, , ... x,, soumis 2 un systeme de forces
dépendant d’un potentiel F (z,z,... z,, 4); la condition néces-
saire ct suffisante de I'équilibre est que F soit maximum par
rapport aux ., ) étant donné ; on a ici

b 2
Few—2 w2
2 2]
La condition d’équilibre est que
0F O I —o
—SE-_.-TI‘;—-.-.— 0_1‘,, - Y

pour que I’équilibre soit stable, il faut de plus que la forme

»F , O*F
) =Z Y ;?+2Z —— &5

2,02
soit une forme définic négative ; on peut la mettre sous forme
d’une somme de n carrés :

[ =2 dk‘l,:.

Ces coeflicients 2, sont appelés coefficients de stabilité ; si I'un
de ces coefficients s'annule, le discriminant de la forme & s’an-
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nule, puisque cette forme est alors réductible a une somme de
moins de n carrés; ce déterminant est, en posant

»¥F
—_—=a;,;
ik,
0,00
a‘.’ a|_2 P
a,, Gy, Ayn
A= .
an.l an.j an.n

L
Si deux coefficients 2, sont nuls, tous les mineurs du premier
ordre de A sont nuls; nous supposerons qu'il n’en est pas ainsi.
Si A est différent de zéro, on peut résoudre les équations

OF _ ~OF _ F _
ar, ~ 7 dr, o,
et on aura
x,=y/1).

. . . OF . s
Différentions la relation —— = o par rapport a 2, on aura

or,
O¥F dr; O’F —o
or,0x; di o
T
ce qui peut s’écrire‘
dr; O’F
2““’ . dr,on

o

Si A est différent de zéro, on peut trouver les valeurs de e

puisque 'on a n équations linéaires a 7 inconnues et les . seront
des fonctions uniformes de %, dans le voisinage des valeurs con-
sidérées. :

Supposons A nul, sans que tous les mincurs du premier ordre
le soient, supposons que I'on ait par exemple

A

Oa,;

p——-—
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Nous pouvons alors résoudre les n— 1 derniéres équations
linéaires par rapport a

dz, dx, dz,
dn’ d)’ 7 d)?

ce qui montre que z,, z,, ... T, seront fonctions uniformes de z,
ctde ).

Substituons dans la fonction F les valeurs de z,, z,, ... z,, en
fonction de z, et ) tirées des équations

0F oF

- =0,...y 07—
or, T day

=0:

on aura une fonction ¢ (z,,1), et on a

dy dF  OF dr, OF dr,
i TR T T T

mais par hypotheése

oF F

ey =0
oz, U dury

quand on y remplace z,z, ... r, en fonction de z, et de 2.; on a
donc

La condition d’équilibre est alors que I’on ait

dd
LY .
dx,
C’est une relation entre x, et X qui définit une courbe, z, sera
. . . di .
une fonction uniforme de 2 si d.:" est différent de zéro; la
|
condition A=o0 équivaut donc a T =0
g}

Supposons que cette condition soit remplie sans que I'on ait
d*y
dx d)

en méme temps =o, la courbe a alors une tangente ver-

ticale (fig. 22).

A
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Quand 2 traverse la valeur de I’abscisse de cette tangente, il y a
pour z, deux valeurs réelles qui viennent se confondre, puis
deviennent imaginaires ; de méme
pour z,, ... x,. ¥

. Ay .

Si Tz, ==o0, le point corres-
pondant de la courbe est un point
double, a tangentes distinctes ou
confondues ; l'une des tangentes ' ,
peut é&tre verticale ou non, on a o =
deux dispositions principales : Fig. 2a.
celle qui correspond a deux tan-
gentes distinctes et non verticales (fig. 23) et celle qui
correspond a une tangente verticale et une non verticale

(fig. 24).

Y

Fig. 23. Fig. 24,

On a deux cas a distinguer : dans le premier cas, deux valeurs
réelles de x se confondent et redeviennent réelles quand on tra-
verse la valeur correspondant au point double.

Dans le second cas, deux groupes de valeurs réelles se confon-
dent et deviennent ensuite imaginaireslorque X traverse la valeur
critique dans un sens convenable, une autre valeur de z est
réelle avant et aprés la valeur critique. Les autres dispositions de
figures peuvent se ramener a celles-1a, du moins au point de vue
qui nous occupe.

Echange des stabilités. — 11 y a équilibre stable, avons-
nous dit, lorsque F est maximum, «z,.r,... x, étant variables. Il
faut a fortiori que F soit maximum si x, étant donné on fait

L
1y
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varier z,, Z,, ..., *, d'une facon arbitraire, il faudra donc que

oF OF oF

or,  dr, 0z,

= 0.

On tirera z,, zy, ..., z, de ces équations dont le déterminant
fonctionnel n’est pas nul par hypothése, on portera ces valeurs
dans F (z, z, ... 7,), et on aura une fonction qui devra étre maxi-
mum pour qu'il y ait équilibre. Donc ¢ (z,, )) doit étre maximum ;

!

il y aura donc équilibre si 7%—= o, mais il n’y aura équilibre
4 d’
stable que sil'on a en méme temps T5 <0
e

Un arc de la courbe

;j =o partage la région du plan ou

: ies. Pune o 2= 0. Tautre on 0¥

il se trouve en deux parties, I'une ol —— > o, 'autre ol
dx, dr

<o0;
1
2

@
dr}

est positif est située au-dessous de

si ¢’est un arc sans singularité, ne sera pas nul et sera

dy
dzr

I'arc de courbe; et au contraire sera positif, si

négatif si la région on

1

est positif au-

dessus de I'arc de courbe considéré. Le premier cas correspond a
une position d’équilibre instable.
dy

dx,
que la figure 25 correspond au cas d’'un équilibre stable et la
figure 26 au cas d'un équilibre instable.

Y Y

/
/ /

Fig. 25. Fig. 26.

En couvrant de hachures la région o1 est positif, on voit

Dans le cas ot I'arc BAC a une tangente verticale en A, deux
cas peuvent se présenter, suivant que c’est la partie convexe
ou la partie concave qui est hachurée.
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Dans la figure 27 :
I'arc BA correspond a des positions d’équilibre instable,
I’'arc AC » » stable ;
dans la figure 28 :
I'arc BA correspond a des positions d’équilibre stable
I’'arc AC » » instable.

[ x 1) =

Fig. 27. Fig. 28.

Ce qu'il y a d’essentiel, c’est qu'en suivant 'arc et en passant
par le point A, les deux systemes de figures d’équilibre échangent
leur stabilité.

Dans le cas d’un point double sans tangente verticale, deux
cas peuvent aussi se présenter; dans les figures 29 et 3o, les

Y| B C
B Y
A
B .o C’
[} x 1]
Fig. 29. Fig. 3o.

arcs BA et AC' correspondent a des figures d’équilibre instable,
les arcs B'A et AC correspondent a des figures d’équilibre stable.
Remarquons encore qu’en suivant I'arc BAC ou I'arc B'AC les
figures d’équilibre, de stables deviennent instables ou récipro-
quement.
Enfin dans le cas d’un point double avec une tangente verti-
"cale, on arriverait  la méme conclusion, les figures d'équilibre
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que I'on obtient en suivant un arc quelconque échangeant leur

oye . N b"'
stabilité quand on passe par un point o 5%: o (fig. 31 et 32).
1
R’ B
B’ :
c |
[4) x
Fig. 31. Fig. 3a.

Stabilité de I’équilibre des figures trouvées. — Appliquons
ceci a notre probleme et considérons la figure 21; ce que nous
avons appelé u représentera ici ce que nous avons appelé ) et
w correspondra a r,.

La fonction F, qu'il faudra rendre maximum est

W— F;
o’ augmente lorsqu’on se déplace de A sur D, et décroit de
D a II; sur AIl, M va en croissant, et croit aussi de B a C ou
aC.

11 s’agit maintenant de traiter la question de stabilité.

Partons de A, ot @ = 0 et ou on a une sphére, nous savons
que dans ce cas I'équilibre est stable : donc tous les coeflicients
de stabilité sont négatifs. Ils cesseront d’étre tous négatifs quand
on rencontrera une figure de bifurcation.

La premiére bifurcation que l'on rencontrera en suivant AH
sera au point B, ou I'ellipsoide de Mac Laurin différe peu d’un
cllipsoide de Jacobi. Le coefficient de stabilité s’annulera donc
en méme temps que

Aprés cela il ne s’annulera plus; quand on arrivera en E, un
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M; est un minimum, on aura une sorte d’ovale étranglée que
I'étranglement divise en deux parties inégales.

On n'a pas fait le calcul jusqu'au bout pour voir ce qui
arriverait ensuite : peut-étre 'étranglement s’accentuera-t-il et
la masse pourra se diviser en deux parties. Remarquons que ceci -
ne peut s’appliquer directement a I'hypothése de Laplace, car
la nébuleuse considérée par Laplace n’est pas homogéne, elle
doit au contraire &tre fortement condensée au centre.

Quoi qu’il en soit, on ne sait pas jusqu’a présent si en G corres-
pond pour M un maximum ou un minimum.




CHAPITRE VIII

ANNEAU DE SATURNE

Etude des figures annulaires d’équilibre. — On peut [aire
trois hypothéses sur 'anncau de Saturne : on peut admettre qu’il
est solide, qu'il est fluide ou qu'il est composé d’une masse de
solides indépendants; la troisieme hypothése connue sous le nom
d’hypothése de Cassini parait étre 'hypothése véritable.

HYPOTHESE DE L'ANNEAU SOLIDE

Historique. — Laplace est le premier qui ait examiné cette
hypothese : et il a remarqué que si I'anneau était homogéne son
mouvement serait instable ; pour peu (ue son centre s’écartit
du centre de gravité de la planéte, 'anneau se précipiterait sur
celle-ci; I'attraction de Saturne ne tendrait qu'a accentuer I'ano-
malie. Si donc I'anneau est solide il doit présenter des irrégula-
rités ; Laplace ne chercha pas a déterminer 'ordre de grandeur
de ces irrégularités; Maxwell a fait le calcul et a reconnu
qu’elles doivent &tre considérables; ces irrégularités sont inad-
missibles.

Equations du mouvement.— Parmi les forces qui sont appli-
quées a l'anneau il n’y a pas a s’occuper de I'attraction de I'anneau
sur lui-méme parce que I'anneau étant solide ses diverses parties
n’éprouvent pas de déplacement relatif ; il n'y a donc & s’occuper
que de l'attraction de Saturne et de celle des autres corps
célestes ; nous négligerons cette derniére action et nous allons
nous occuper sculement de I'attraction de Saturne.

Nous allons supposer que 'anneau a son centre de figure au
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centre O de la planéte : I'observation montre qu’il en est ainsi;
le centre de gravité G de 'anneau est supposé différent de O.
Un point M de I'anneau, puisque I'on ne parle pas de l'attrac-
tion de I’anneau sur lui-méme, est soumis a I’action de I’attraction
de Saturne; 'ensemble des forces d’attraction fait donc équi-
libre a la force d’inertie. Un point M de 'anneau est soumis a
I'attraction de Saturne et ala force centrifuge : si I'anneau con-
serve son centre de figure au méme point cette force centrifuge
et cette attraction sont constantes : M tournera alors avec une
vitesse égale a celle d’'un satellite placé a la méme distance;
c’est la condition nécessaire et suffisante de I’équilibre. Si
’anneau est homogeéne, cette condition n’est pas nécessaire, car
la vitesse de rotation peut &tre quelconque : chacun des points de
P’anneau serait soumis a la méme force, et 1'équilibre aurait lieu
quelle que soit la vitesse de rotation. Dans le cas général le
centre de gravité G décrira donc d’'un mouvement uniforme une
circonférence autour de Saturne.

Prenons comme unité de longueur le rayon de I'anneau,
comme unité de masse la masse de 'anneau ; son moment d’inertie
par rapport au centre de figure sera égal a 1. Il reste a déter-
miner I'unité de temps : on peut la prendre de facon que, en
désignant par M la masse de Saturne et par fle coefficient de
la gravitation, onait fM=1.

Etudions le mouvement : soient z et y les coordonnées du cen-
tre de gravité, nous avons

z pds-:/pcoss.ds,
y 9ds=/‘95ins. ds,

en appelant o la densité de I'élément linéaire de l'arc ds de

I’anneau supposé étroit.
/‘pds

est la masse de ’anneau,
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Les équations du mouvement du centre de gravité sont

2
%fpds=/pcossds=xfpds,

d'olt
d*x
==
d?
=Y

Les intégrales de ces équations sont, en prenant une origine,
des temps convenable,

{ T=uacost,

| y=_8sine.

Le point G décrit donc une ellipse dans le cas général; si
c’est une circonférence, elle est décrite avec une vitesse angulaire
égale a 'unité : c’est la vitesse d’un satellite placé i I'unité de
distance et décrivant un cercle et dans ce cas, « = B.

Stabilité du mouvement. — Il reste a voir si ce mouvement
est stable. Supposant négligeable, par rapport a la masse de
Saturne, la masse de
I’'anneau, nous pou- I\ |Y
vons supposer Sa-
turne fixe.

Par son centre O,
faisons passer deux

axes fixes OX et OY /(

(fig. 33); par le cen- 1 5 \ X

tre de figure de l'an-

neau, faisons passer Fig. 33.

deux axes ox, oy in-

variablement liés a I'anneau, leur position, et par suite celle

de 'anneau, sera déterminée, si I’on se donne les coordonnées

z et y de O par rapport a zoy, et I'angle § de 'axe ox avec OX.
Soit G le centre de gravité de 'anneau, qu’on peut supposer
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sur oz ; on a oG = a, c’est une donnée du probléeme ; les coor-
données X et Y du centre de gravité sont

( X=—ysinl4(a—z)cosh,

| Y= ycosh+(a—z)sin.

La force vive de I'anneau est égale a la force vive de trans-
.M . .
lation LQ— (X”*4-Y"?) augmentée de la force vive de rotation J§".

Le moment d'inertie par rapport au point o est donné par la
relation I =1J 4 @*. La force vive est donc une fonction de z, y, §
et de leurs dérivées et on a

X2 Y =2 yrs+ g [ya_’_ (a—:t)’] — a0 [xly+ (a—a‘)y'].
L’¢énergie potentielle est
U=—/MV,

V désignant le potentiel de I'attraction de I’anneau au centre de
gravité, et comme on a

on a

=—V.

Supposons que la densité de I'anneau soit une fonction déve-
loppable en série de Fourier. Si d§ est I'angle sous lequel on
voit du centre de 'anneau un élément linéaire, on aura, en appe-
lant 5 la densité au point déterminé par I'angle ¢,

‘s=90[1+2acos¢+23—acosz¢+—2§sin 21}—}— ],

si § ct n sont les coordonnées d'un point de I'anneau par rap-
port aux axes mobiles, on a

pds=1,
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prds=o,

f9(5’+n’)k=/9ds=l-

On trouve encore
2x
a

p(8*—n%)ds= peosadd)=

0
2
f?sﬂ ds =f psina2ddl=
0

Le potentiel en G de l'attraction de Saturne sur l'anneau
est, comme on le voit en effectuant le calcul,

[ v

/2 /2
T —: Y 4 ﬁ.ry +

Les équations de Lagrange donnent

d (0T oT U
ra (W> S PR e
mais comme U ne dépend pasde ¢’ on a

d )T—10) 0(T—U) .
dt hY4 - 0q =0

9

|

ol

o

=1~4axr—+ g

(@ —y) 4+ ...

On peut écrire

62 ’
T—U— A4 2BY -+ C

2

+YV,

ou ’on a posé pour abréger
A=J+y'+ (a—2)?,
B=—zy+y'(a—a2),
C=a"+4y*; '
Poixcaré. — Figures d'équilibre. 12
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remarquons que T — U ne dépend pas de 9; la premiére des
équations de Lagrange donne donc :

d bT—U ]
_.0

et, comme U ne dépend pas de , il reste

JI‘ —
T =P

p étant une constante. Il est d’ailleurs facile de calculer cette
constante, étant données les conditions initiales; si on déve-
loppe I’équation on a

AY+B=p.

Supposons z,= o0, y,== o0, et par suite &/, et ¥, trés petits, on
trouve .

A=,

B,=o,
et par suite p="9; donc c’est la vitesse de I’anneau, supposé en
équilibre : on a, comme on I'a démontré plus haut, §', = 1;

donc p=1: I'équation obtenue est I'équation des aires.
Transformons maintenant les équations de Lagrange : posons

H=T—U—p¥.

Les équations de Lagrange conserveront la mé¢me forme, si on
y remplace T—U par H; car, si ¢ est 'une des variables, ona

M 0(T—1) oT _0_9’._ )6_0’
3 dq 00 g ! dg’
ct, comme on a :
_ar
P=%

on conclut :
oIl )(T—U)

—_—

0q dq
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De méme on voit que 'on a
dH  yT—U)

3’ 9g’

On peut faire disparaitre §'de ces équations, on n’a en effet qu’a

remplacer §' par B
p —

.
et comme, ni T ni U ne contiennent 6, H ne sera plus fonction
que des deux variables z et y, et de leurs dérivées. On trouve

Supposons maintenant que.le centre de I'anneau soit tres prés
de Saturne, c’est-a-dire supposons z et y petits, et voyons si dans
le mouvement ultérieur z et y resteront petits,

Les termes de degré zéro qui entrent dans I peuvent &tre
négligés, car ils n’interviennent pas dans les équations de
Lagrange. Les termes du premier degré en z et y doivent dispa-
raitre d’eux-mémes : en effet, dans les équations de Lagran epils
donneraient des termes constants, et ces équations dogi‘vent
admettre la solution x =0, y =o. Quant aux termes du premi
degré en ' et y/ ils disparaissent dans les équations de Lagran er
Il ne reste donc que les termes du second degré qui nge.
appellerons W, le reste étant négligeable. ’ ous

Développons H, en ne conservant que les termes du ge d
degré ; on trouve pour W le développement suivant : eon

1—a?

z?
: ] 2
Ex'+aCoy+Fy'+ -+ —— "~y (= 2a’) zy/

enposant

3

E=-—_ 2 l
3 2a +4,

c=2
4 b
3

F=_ 4 2%,
i3
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Les équations de Lagrange, comme on I'a remarqué, peuvent
se réduire a

d AW W
dt a7 T oz’
d W W

dt oy = oy ’
c’est-a-dire
z"—2(1—a*)y'=2Ex+2 Cy,
(1 —a*) y’"+ a (1—a®) 2’ = 2Cx + 2Fy.
Ce sont deux équations linéaires a coefficients constants ; pour
intégrer on pose
y — yo el'uf .
On aura quatre valeurs possibles de w, et I'équation générale
du mouvement sera

= l‘ et “+ l’ eiwat -+ ls eivst - l‘ elwt ,

y =”‘1 eiu‘! _+_ m’ el'ug‘ _,l_,n‘ ei-,‘ + m, e"-uf ,

les I et les m étant des constantes quelconques déterminées par les
conditions initiales. Pour que le mouvement soit stable, quelles
que soient ces conditions, il faut que les valeurs de w soient a
partie réelle négative ou nulle.

Pour déterminer w, on remplace z et y dans les équations
différentielles et on a

w'z — 2 (1 —a’)wy =2Ex+2Cy,
(1 —a*)w’y+2(1 —a?) wzr=2Cx+2Fy,

on peut éliminer x et y entre ces deux équations, et on trouve

—+

2 2

0t (1 — a?) - o? (_l+ 5a? a’a)

+z'_(9—a’— B*— 24a® 4 8a’a)=o.

L’équation en w? doit avoir ses racines réelles : car si elles
étaient imaginaires, les racines carrées de ces deux racines ne
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seraient pas des imaginaires pures, et par suite, comme elles
sont égales et de signes contraires, I'une serait a partie réelle
positive,

Or, pour un anneau homogéne, ou

a=a=.3=0,

I'équation se réduit a
o' —w —I-—%—:

les racines en sont imaginaires : si a, z, 3 sont voisins de
zéro, clles seront encore imaginaires. 11 faut donc que a, z et 3
soient grands, il y aurait donc de grandes 1rrcgul.|r1tes dans
Ianneau : et sa régularité apparente serait inexplicable.

Maxwell a fait le calcul dans I’hypothése ou I'anneau serait
bomogine, sauf en un point, oir il y aurait une masse supplé-
Dentaire : et il a trouvé que cette masse devrait étre au moins

les i:') de la masse totale de I’anneau, c’est-a-dire que 'on aurait
a>o0,8.

M. Radau a examiné le cas ou l'épaisseur de l'anneau serait
variable d’'un point a un autre, et il a trouvé que la densité
devrait varier de 2,7 a 0,04, ce qui ne parait pas probable.

De plus, la section de l'anneau étant mince, il lui faudrait
une grande résistance pour résister a l'attraction des satellites :
Hirn a calculé qu'il lui faudrait une résistance mille fois supé-
rieure a celle de l'acier : donc l'anneau de Saturne n’est pas
solide.

HYPOTHESE DE L’ANNEAU LIQUIDE

Potentiel d’une circonférence homogéne. — Cherchons le
potenticl d'une circonférence homogene, en un point P de I'es-
pace. Soient PA = a, PB = / les distances minima et maxima
du point P a la circonférence. La circonférence étant donnée
de rayon R, a et b déterminent complétement le potentiel.
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Soit w 'angle AOM (fig. 34), on a

PM’ = a’cos? = + b*sin® —,
2 2

le potentiel

P
2x
_ uRdw
Vo= PM
0
() 2%
B 0 A —M dw
- a2 >< PM
)
Fig. 34. =Mp3 (a, d).

Comme le potentiel ne dépend que de a, de b et de la masse
de la circonférence, on peut ramener
le calcul de V au potentiel d'une cir- 2
conférence, en un point de son plan :
on décrit une circonférence de dia-
meétre (@ -+ b), et on calcule le po-
tentiel de cette circonférence en un
point situé a une distance a d'une des
extrémités du diameétre (fig. 35).

Le potenticl en P est le méme,
on a Fig. 35.

2x
V=M dw .
0 2m \/a’ cos’ -% + b*sin’ %

mais on a aussi

2z
V=M Al N =5 !
ary OA® cos? y+QP " sin? §

Q étant le point de la circonférence dont la projection sur le
diamétre AB est en P, ¢ étant I'angle AOM ; on a donc

?(a, b) =2 (OA, QP)

=512 va).
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Si donc on forme une série de quantités

a b
a, I.)l
a'l b.'l
telles que I'on ait
a’n= n‘n—i+bn—l s
2

bn =\/an—l b n—1
on aura

V=M; (a,, by),

et cela quel que soit I'entier n. On démontre facilement que a,
et b, tendent vers unc méme limite qu'on appelle la moyenne
arithmético-géométrique de a et de b.

Soit m cette limite, on a

2= 2=
V=M dy =M dy _M

b o
o 27\/ m c05'—-+m2sm27 0
2

ann m’

¢ (a, b) est une fonction homogene de a et de b, de
degré — 1, c’est-a-dire que l'on a

2 (da, W)=2%""'9(a,bd);

on peut donc écrire

et, remplacant 9 (a, 1) par % (a),on a

:;(a,b):%?(%-)-

Que devient la formule si P est rapproché de la circonférence?
a est alors une quantité trés petite. On sait que l'on a, en dési-
gnant par L le logarithme néperien

>

V=2p,L % + ¢,
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p désignant la distance du point P au point P, le plus voisin du

cercle, ¢ étant une quantité tendant vers zéro avec 2, u, et K étant

des constantes ne dépendant pas de la position du point P par

rapporta P, non plus que de la position du point P, sur le cercle.
En reprenant les notations précédentes on a

V=o2p L -% ;
et comme
M =arp R,
on a
A" 1 K
M= LS

b differe peu de 2R, a l'ordre d’approximation adoptée; on a
d’ailleurs
\i
M =70).

Cette relation permet de calculer la constante K : on a en effet

?(a-b)=?(\/a—b{afb ) =— ?(2\/3);

a+b a+b

sionfaitb =1 ona

(@)= 2 3( 2\/(7
=T P\ +a )

Il vient donc dans le cas qui nous occupe, en négligeant a
devant 1'unité

% (a) =27 (2V/a);
mais on a aussi

bl

?(e)=L

L(G)=2L (2\1/(;)

LK —La=2LK—2log2—1la;

K
a

donc
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d’ott on conclut
LK=2L2,
K= 43

et finalement

avec I'approximation donnée.
On peut chercher'une forme plus exacte pour % (a). Posons

+= [Bo-l-Bia—i-Bzui—{-...];

ense servant de la relation

p(a)= ,_T_a ? ( ,22_;,1);

on trouve facilement que I'on a

S’ A,=o, B,=B,=o,
1 I
zA,=z, B,=—TL2,

de fagon que I'on peut prendre pour 3 (a) la fonction

2 lo 4
= °8\%
. I
et cela en négllgeant sculement lestermes en — .
«o”

Masse annulaire de révolution. — Soit G le¢ centre de gra-
vité de la section méridienne, menons Gy paralléle a 'axe de
révolution et Gz dans le plan méridien, perpendiculaire a Gy
et tel que lc sens positif soit dirigé de 'axe de révolution vers
le point G, soit [ la distance du point G a cet axe de révolution.
Un élément de surface ds’ de la section méridienne, de densité 5/
etde coordonnées 2’ et ¥’ engendre un anneau dont la masse est

2w (I + 2/)do.



186 ANNEAU DE SATURNE

Cherchons le potentiel de cet anneau en un point P du
méridien, dont les coordonnées soient z et y; il faut d':
calculer les quantités a et b. Si on suppose le pointP du ¢
coté de l'axe de révolution que I'élément ds, on a

a=V(=—2) +y—)
b=\(al+ 2+ +(y—y).
Supposons 'anneau mince et le point P situé prés de (
facon que z, y, #/, y’ soient négligeables devant [; a est

quantité du méme ordre ; on peut prendre pour valeur apprc
de b

ol 4+ 2

car (y — y')? est négligeable ; il faut maintenant calculer 3 (.
On a
1 a
?(al)=—7 (T)
_ 1 4b
T alda4-d T a’

Le potentiel en P est donc

v dgd7 1+ ) | 4b .

b a

on a

4 2 42

b T alta+4o ;

comme par hypothése x et 2’ sont petits, on peut écrire app
mativement

4 1 a—ux
b2 ["" al ]
Il vient ensuite
4 8l b
L =Lo+ly
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ce qui peut s'écrire, avec le degré d’approximation donné

Lb gt
al

al

on peut alors écrire aussi

V—do. 29'[ LU s ]

Le potentiel de 'anneau sera donc

2p’L._8£ dd + x’-—l-.t P'L-B_l.dc’—l— x—l-.z" p'de,

les autres termes étant négligeables, et les intégrales étant
étendues a la surface de la section. Nous allons supposer 'anneau
homogéne et nous écrirons p' = 1.

Les deux premiers termes sont des potentiels logarithmiques
qui jouent, dans Fattraction des masses planes, le méme réle que
le potentiel newtonien dans l'attraction des corps célestes ; les
propriétés du potentiel logarithmique dans le plan sont anulo- .
gues a celles du potentiel newtonien dans I’espace : on démontre,
par exemple, que le potentiel logarithmique d’un cercle homo-
géne est le méme que si toute sa masse était concentrée au centre.

Si le point P est a la surface d’un tore, a une distance e, du
centre du cercle générateur, il suflit de considérer le potentiel
logarithmique en P du cercle de rayon a,; sa surface est wa3,

Son potentiel est done
8l

2 -——
ral L a,
la premiére intégrale est par suite
ama3 L ﬁ-
o

La seconde est la somme de deux autres :

f—L——do’— —L'gl‘d”
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dont la seconde se calcule immédiatement, on trouve pour s:
valeur

la premiére va se calculer plus tard.
On trouve de méme
. .
% dc’=-% ds = = mal,

[}

x 1 i1

puisque le centre de gravité est a I'origine des coordonnées.
Il reste a calculer

nous allons employer un procédé de calcul dont nous nou
sommes déja servi dans une autre (uestion : supposons que 1
densité du cercle soit

al 4y
— - TJ .

2 2

le potentiel sera

U= p'd:’L-s—l;
a

la densité ne dépendant que de la distance au centre, le potentie
logarithmique du cercle est le méme que si toute la masse es
coucentrée au centre. Cette masse est facile a calculer, c’est :
2z b,
2 3
a,—r
—— di= ds; -
2 : 2
N Lo 0
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2,2 L]
=21’:[aor —_’;_.]a'

4 8 1o

__ map

4
Le potentiel est donc, en un point A, situé a une distance a, du
centre du cercle a, > a,,

Tay 8l
7 L a
Supposons que le cercle C se déplace d’une quantité e paralle-
lement & l'axe des x, de facon a
occuper la position C,; le poten-
tiel en A sera (fig. 36)

1)
U+ =
la différence de potentiel sera donc
U
M Fig. 36.

Nous allons étudier d’oui provient cette différence : en un

point de l'intérieur du cercle la densité était p’, elle est devenue
’
o' —e _g%»’ .

Dans la région du cercle C’ extérieure au cercle C, la densité
était nulle, elle est devenue égale a o’ qui est petit puisque la
densité o’ est nulle sur la circonférence du cercle C, et I'aire de
la région considérée est de 'ordre de ¢. Il y a encore a consi-
dérer laire égale a la précédente, intérieure au cercle C et exté-
rieure au cercle C’, la variation de densité en sens contraire de
la précédente est aussi de l'ordre de ¢ au plus, puisqu’en un
point de cette aire la densité p/, petite sur le bord du cercle, est
devenue nulle.

La variation de potentiel due a ces deux aires est donc négli-
geable, et on a

U 3’ . 8l
e _—= — E IJ

or g

ds'.
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il vient donc, en supprimant le facteur e,

f.t’L Bl gy U
a ox

L'intégrale que nous voulons calculer est donc, au facteur! pres,

0 . .
égale a -TE— ; or g—lxl-est la composante de D'attraction suivant

. 1 . x
Ox ; cette attraction est = sacomposante suivant O.r est —_-

1 a,
On a donc
x . 8l magr 1
Tl =25

et, si on suppose le point situé sur la surface du tore, c’est-a-dire
si l'on a @, = q,, il vient pour la valeur de 'intégrale

z
2_—
L H i
On a donc pour le potentiel en un point de la surface du tore
8/ x 8! 5z
— 2 -a? 2
V=o2nralL z, T T L , 2 a3,

2
en négligeant les quantités de 'ordre de —‘;—:— .

Section méridienne de I'anneau. — Si l'on appelle M la
masse de Saturne, o la vitesse de rotation de 'anneau, une
condition nécessaire de 1'équilibre est que, a la surface du
w’R?

2

le potentiel de I'anncau sur lui-méme augmenté du potentiel de

tore, la fonction U +4 soit une constante, U représentant
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Saturne, ce dernier peut &tre représenté, avec I'approximation

employée, par-l—\ld—- et 'on doit avoir a la surface de I'anneau :

IR?
V+£;- + R e,
2
En posant '
R=!+u=,
R* =10+ alx;

la distance d’un point de la surface au centre du tore est
P’ = (l+x)i -+ y”

ce qui, avec I'approximation que ’on cherche, peut s’écrire

p'=(l+2),
d’ot
p=I1+4ux;
enfin on a
L S z
T =ITEE ST

8! z 81 5z
2, &0 % L= el 2
aralL a, 7 aj L a, -+ i nal
272
+ﬂ_£ ﬂ+w21x=ck;
l r 2

il faut donc que le coeflicient de x soit nul, ce qui donne

S5ral _ nal I 8l M

g T ke T thei=e

Cette équation donne ?, aux quantités du deuxiéme ordre
pres.
al ..
Comme —~ est aussi petit, on a

l
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La vitesse de rotation d'un tore engendré par un cercle, de rayon
suflisamment petit par rapport a sa distance de Saturne, est
donc la méme que celle d'un satellite placé a la méme distance.

S’il n’y a pas de corps central, M = o : on voit alors qu'en
I'absence de corps central il peut y avoir une figure annulaire

‘v, T . . . w
d'équilibre : a® est alors trés petit, mais le rapport - tend vers
(]

—

[}

- s l

I'infini quand a, tend vers zéro, car L —- Augmente alors
(J

indéfiniment.

Si on voulait pousser plus loin I'approximation, il faudrait
calculer les termes de la forme de

z"y" ™ y™ L ﬁ-dcs'

et

xm yn {Ilm' ylnldd,l.

Supposons maintenant que le tore ait une section elliptique ;
nous devons alors calculer le potentiel logarithmique d’une
ellipse. Or le potentiel newtonien d'une droite indéfinie en un
point, est le potentiel logarithmique en ce point de la projection
du point sur la droite ; il en résulte que le potentiel logarith-
mique d’une ellipse en un point de son plan est le potentiel
newtonien d'un cylindre long par rapport a sa section droite,
en un point situé i une petite distance de sa surface. On est
donc amené a calculer le potentlel d’un elllpsmde tres allongé
pour lequel on supposerait ¢* infini.

Le potentiel intérieur est donc une fonction du second degré

V=Az*+ B!/'2

dont les coefficients sont faciles a calculer (page 140).
Pour le potentiel extérieur on a

V=A+Ax+ A+ A+ ...
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On peut calculer A, A,, A, comme on I'a fait précédemment,
mais les intégrales devront é&tre étendues a la surface d'unc.
ellipse dont I’équation est

2 2
oy

— —_— i lo

a? b*

Les quantités du troisizme ordre sont négligeables. La fonction
de force peut de méme se¢ développer en série de la forme

Co+ Cpr+ C o 4+ Cuy.
La condition d’équilibre est que 'on ait
A+ Clra4 (A, 4Gl (A, +Cy* =C"
ala surface de I'cllipse; il faut donc que 'on ait

:'\‘ —+ C| =0
(A, 4 C,) et == (A, + C b

Laplace avait fait le calcul, et a discuté I'équation mais sans
tenir compte des termes en A, et A,.

M= de Kowalewski a été plus loin et a fait voir que la scction
méridienne du tore n'était pas symétrique par rapport a l'axe
des y.

Nous étudierons plus tard la question de la stabilité; nous
allons d'abord discuter I'hypothese de Cassini.

HYPOTHESE DE CASSINI

Vraisemblance de I’hypothése. — Celle hypothése est la scule
compatible avec les travaux de Maxwell sur I'anneau de Saturne.
L’observation confirme cette hypothese, car I'anncau est trygns-
parent et la lumiére le traverse sans trace de réfraction ; il faut
donc supposer qu'il est composé de corpuscules solides (ou
liquides), isolées les unes des autres. Les observations spectros-
copiques montrent d’ailleurs que la vitesse d'une molécule de
Fanneau n'est pas la méme sur le bord interne, ou sur le bord
externe. '

PoixcArE. — Figures d'équilibre, 13
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Equations du mouvement. — Nous allons commencer par
étudier un cas trés simple : nous allons considérer p satellites
de méme masse p, équidistants sur un cercle; la distance

il

de deux satellites sur ce cercle sera —;f- = 26; le rapport 5

n'est pas infiniment grand.

Un mouvement possible du systeme est celui o1 chaque satel-
lite parcourrait le cercle d’'un mouvement uniforme, avec une
vitesse w, déterminée par l'attraction de la planéte, augmentée
d'un terme oi il faudrait tenir compte de la masse des autres
satellites; et nous allons chercher s'il y a un mouvement peu
différent de celui-la.

Soit M, le satellite de rang k, son rayon vecteur sera 1 — 3,
son angle polaire sera wt 4 248 - 5;; dans le mouvement non
troublé on aurait

si le mouvement est stable o, doil rester petit.
La force vive T, et la fonction de forces U, sont fonctions de z,
et de 5,; les équations de Lagrange donnent

d (T ) T WU
dt ( hE 05, 03, s
d /0T oT o
it (o)~ wr =
en posant
T—U=1,

on a-

d ol oH

Nous pouvons supposer que Saturne est fixe, c’est-a-dire que
nous négligerons les perturbations apportées dans lc mouvement
de Saturne par celui des satellites ; la misc en équation du pro-
bléme est alors indépendante du mouvement de Saturne,
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La force vive du systéme est

w f ’ e ’ ’
T= Z ;)' l? (1420 0+ 5:.)3]7
et, en négligeant les infiniment petits du troisitme ordre :

T—Z [a + 0 4 200, F- 0%, 42075 45t 42 5 ]

La fonction de forces est

Y 73
U=2 L wm;
(e T8

R représentant la partic complémentaire du potentiel due &
I'attraction des satellites les uns sur les autres ; si 'on pose :

Y= (k—1h)8,
ona
_\ 1 \ _ on—t o (Ph+9k)2 (9/,—‘:‘:,,.)3 2
R—.S_J 2sin? )l 9 + A ._ 8 cotg™y
+(9n+?k.\ cotgy+ ( t colgf
+(ﬁ—?'—)- (14 aocotg*y) 4 ;,

les termes non écrits étant négligeables. On peut écrire aussi

*

i =78

— _ ~9)
= (1—p+31).

Les termes les plus importants de R sont évidemment ceux
pour lesquels ¢ est petit, sin ¢ étant un infiniment petit du pre-
otg P

sing

!
. cot
mier ordre, si“g: est un infiniment grand du second, et

est un infiniment grand du troisiéme.
U et T comme on le voitne dépendent pas de ¢, et sont du second

. oT oT .
degré par rapport a 0,2,7 et sy pr Pl v sont du premier
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oT
o7
mier degré avec des dérivées du second ordre. Les équations de
Lagrange sont donc des équations a coefficients constants de la
forme o

. T 4
degré par rapport a ces quantités; enfin —(‘1[—( )est dupre-

!/ ro ! !
A+B{,¢he" 5 57,9 =0,

A étant une constante, et B étant une fonction linéaire des argu-
ments; mais ces équations doivent admettre la solution 3 =o=o0;
il faut done que A disparaisse de lui-méme; les équations sont
alors des équations linéaires et homogeénes, qui s’integrent par
les exponenticlles, et on a,

s= E aet

les 7. étant des racines d'équations algébriques, et les 2 étant des
constantes.

Le mouvement sera stable si o ne croit pas au dela de toute
limite ; en mettant en évidence la partic réelle et la partie imagi-

naire de 2, on a
= Ay il

le mouvement sera stable si 2, est négatif ou nul; mais si nous
démontrons que I'équation en ) a ses racines deux i deux égales
et de signes contraires, nous verrons que X, ne peut étre que nul.
Or si nous changeons ¢ en — ¢ les équations ne changent pas,
puisque les termes du second ordre seuls interviennent dans les
équations de Lagrange; il en résulte que si I'équation en &
admet une racine, elle admettra aussi la racine de signe con-
traire, et par suite, la condition nécessaire de la stabilité de
r ethbrc, est que les racines de I’équation en ) soient purement
lm'lgmalres. La condition est d'ailleurs évidemment suffisante
puisque, dans ces conditions, p s’exprime par des fonctions trigo-
nométriques de la variable réelle ¢.

Vous avons 2p équations du second ordre, donc ). satisfait
une équation algébrique d’ordre 4p; c’est une équation en 2%, de
degré 2p dont toutes les racines sont réelles et négatives.
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Les premicres des équations de Lagrange sont

/ 2 OR
on — o (1+4-3,) —206, 41 —ag, = y.( ‘ ) :

YA

<»n peut écrire, en mettant en évidence dans R les termes de
Negrés o, 1 ¢t 2

R=R,+R,+R,;

<t 'on a
oR R, R,
P e T TR
oR, oR, . . cL
estune constante, :- est une fonction linéaire.
(\?‘ . 1“5,.

Les secondes équations sont

. , R, OR,
[ L == — ] d .
L + 20 A {J. (‘G,l + n"' (\G,.

Dans la premiére équation les termes constants doivent dispa-
_ raitre : on a donc

, R,
W —1 = —— :l, ‘ -
0z,

” 1
=— ) Smi
4 siny

¢ prend les valeurs 0, 28, 36, ..., (p — 1) 9. Dans le cas ou p=o
on aurait w*=r,

Les équations sont donc

oR
12 l; 2 P 2
o —20% —(w4-2)z =1y 3o,
)
n ’ Ol{
G =203, =1 (\GA .
Changement de variables. — Faisons le changement de

variables,

' . 9
p— 2 WL P pp—
en== 5. RATLIN v L2, p.
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On a par exemple
Z,et - g, b 4504 .,

Pl ==
i P8 [PRE
, =M Sett ettty

O

Posons de méme

= E n, €5,

Les & d'une part et les 7, de 'autre sont deux a deux imagi-
naires conjuguées ; d'une facon plus précise je dis que §. et g, .
sont imaginaires conjuguées. En effet, on peut écrire

U
), — £ ‘!ik(p—--)i._.\ z - 2ikA
rk—yyp_..e N o T= ,p_.-'.e ‘e
— d

Cectte seconde valeur de p, se déduit de la premiére en chan-
geant i en —iet . en E,_.‘,: il faut donc que Ep_... se déduise de §.
par le changement de i en — i; donc &, et £,_. sont imaginaires
conjugués. On démontrerait de méme que 7. et 7,_, sont imagi-
naires conjugués. Si p est pair, §, est réel, car il est i lui-méme

Al
son imaginaire conjugué.

’

2
42 lynome d I degré en §
7 sera un po )nolnc u scconda d Cgle en §
« .

rr

fermera d’ailleurs que les termes de la forme ¢, E’,,_.:. En effet, T
et R sont symétriques par rapport aux p, et aux o;; si I'on per-
mute circulairement les p; d'une part et les o, d’autre part, c’est-
a-dire si I'on remplace §. par §. e, ', est multiplié par le méme
facteur, -

De méme pour 7, et 7/, . Par ce changement ni T ni R ne doivent
¢tre modifiés : il faut donc qu’un terme E’, ".; se transforme en
lui-méme ; donc il faut que le changement de variable multiplie
ce facteur par e**?!; il faut donc que

5y qui ne ren-

200y 4+) b=2ilp;

donc

AU
’
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En appliquant toujours le méme raisonnement, on voit qu’en
définitive T et R ne doivent contenir (ue des termes de la form¢

¢ 8oy B hp— s
) 8-, §np—+

E'.'EP—‘.’ E:.'lP—r

& vp— T Nip —

LA

Si maintenant on regarde de plus prés la formation de la fonc-
tion II, on voit que I'on peut poser

[ I R | I L M SR = 1
en écrivant IL. a la place de
E'r E’P -2 \E n !I’ -+ EP - '."'l,':) + “’25': EP - :+"‘I'.' 7‘IP -+ QE;EP -z

-+ | —]".'E:'El' —+M, (Er"lﬂ—':'l'"l ':EP— DN T — I

L, M, N sont donnés par les formules

L _\" ( sin*yy cos’y . cos® )
T 4sin*y 2siny

Al V sin 23y cos ¥
M = —_—
VT med  8sin®y !

N __y ( sin*ydcos’ § n sin’ ¥y
T L 2 sin*y 4sind

Les équations de Lagrange seront alors

d ( ou.() OH,

—_— ) —— =0
dt \ 0%, 0k, 2
ct on aura en supprimant les indices

' —E(w' 4 2) — 20n'=1p [I.E -+ Mv,],
1"+ 205 = u [M§ + Ny].

L’équation en & est

(1} —0* — 2 —Lu) 22 4 Nu) — (@*M? — fo’)}) =o.



200 ANNEAU DE SATURNE

Discussion des équations. — Quel que soit y, les racines de
cette équation en 2! doivent étre réelles et négatives ; on voit
que cette condition sera remplie si p est suffisamment petit;

2,
s

Maxwell a démontré qu’il fallait que 'on et u < Dans

ces conditions up tend vers zéro quand p augmente indéfiniment;
c’est la une difliculté, car la masse de I'anneau précisément égale
a up, scrait négligeable; mais cette difficult¢ disparait d’elle-
méme si on suppose les satellites répartis non sur une circon-
férence, mais dans un certain volume.

Si les racines de I'équation en 2* sont négatives, on pourra
poser

S; — Aett — Aeinl'

n étant une quantité réelle, et en prenant
A =A™,
B = B“"i?"
on aura
E.= A enit+iz,
7. = Bot'”“ + iy
On aura une solution particuliére si a &. 7. on ajoute les solu-
tions,

Ep=07
.’.‘;=0.

BFY
et on aura alors une solution particuliére pour les g, en posant
£k =A°el’ (nt + B + 2k.8) ;

a cette solution on peut ajouter la solution imaginaire conjuguée;
on obtiendra ainsi des solutions de la forme

er=A, cos (nt 4z - 2kyh), °
o= B, cos (nt + 7 + 2kvh).

Si on suppose un systeme d’axes entrainés constamment avec le
satellite M, dans son mouvement non troublé, et tel que I'un d’eux
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coincide avec le myof‘ OM,, p et o sero.nt les coordonnées du
catellite, par rapport & ces axes, ¢ O vOIL que le satellite decrit
par rapport h eux un.e pe.tltede’l ipse. o
On passe€ de la trajecioir® u:ll satell.uc acelle du suivant en
changeant k en /t"l“ I3 lc.se?o.l: satellite est’ donc en retard sur
le premier, et am.sx d«; suite; 1 yla'cc que 'on appelle un dé
lage égal @ vi. 51 k9 est un mu tiple de 2= le satellite de rang
k-1 sera dans la méme position que le premier satellite ; celui
du rang k + 2 dans la méme position que le second et ninsi de
suite. .
Le mouvement ser.a comme s'il se transmettajt d'un satellite
Jautre avec un certam retard ; on peut aussi dire que le

c-

mouve-
ment se transmet comme une onde, dont la longueur serait —=..

Les ondes qui sont les plus dangercuses pour la stabilité
sont les ondes courtes; les f’“des qui compromettent le plus Ia sta-
bilité sont donc celles qui correspondent aux grandes valeurs
de 7. Considérons en cffet une,va]eur de n, suffissamment grande:
pour une gr:mdc valeur de v, I'onde serait tris courte, deux satel

. a1 o " M (3 .
lites voisins pourraient se rapprocher d’une maniere sensible, et

leur action mutuclle ne serait plus négligeable par rapport it
I'action de Saturne.

o o . e . 2,7 .
La masse totale up doit ¢tre inférieure ) p—.; sl on suppose

. b 3 P .

p =100, on voit que la masse de 'anneau devra étre inféricure i

~

3 . L s ..
%2 _ c'est un inconvénient de la théorie de Maxwell ; mais
10 000

c'est un inconvénient artificiel, car I'hypothése que nous avons

faite est trop simple et il faut supposer une distribution de satel-
lites occupant un certain volume de I'espace.

La pcrturbation apportée au mouvement d’un satellite par 1'ac-
. > ~ .
tion d'un autre est de l'ordre de #— , en appelant ¢ la distance

des satellites.
Si les satellites sont répartis sur une circonférence de

longueur [, on a o= —IT: le mouvement sera stable si la per-

turbation a une valeur moindre qu'un nombre donné A. Dare
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I'hypothése de satellites répartis sur une circonférence, il faut
donc que I'on ait
'

l:l

<A

ou bien
AP
1)
Si les satellites sont répartis sur une couronne comprise entre
deux cercles de distance comparable i la longueur de I'un deux,
le nombre des satellites sera comparable a p*. S’ils sont dans un
anncau de volume fini, leur nombre sera comparable a p?, la
masse de P'anneau sera égale i wp® et la condition de stabilité
sera (que I'on ait

wp® < AL,

la masse de I'anneau devra donce étre inféricure a un nombre qui
ne dépend pas du nombre des satellites.

Stabilité de I’anneau supposé liquide. — Nous allons main-
tenant, d’aprés Maxwell, examiner de plus pres la stabilité du
mouvement, dans le cas oi I'on suppose l'anneau, soit fluide,
soit composé de corpuscules indépendants. Dans cette partie du
travail de Maxwell, les raisonnements nc sont pas lout a fait
rigoureux, ni méme trés clairs, mais on doit en accepter la con-
clusion; il est probable qu’un calcul rigourcux conduirait a des
résultats peu différents de ceux auxquels nous arriverons.

Soient v, y, 5 les coordonnées d’un point dans le mouvement
normal; u, ¢, w, les composantes de sa vitesse ;

.I‘—i—s., !/+"n ,'/+:9

3 dy, {
u—+ :{l s "+%, ""+%s

les mémes éléments dans le mouvenient troublé.
La force vive du systeme est

T dz\* dr, \* d\?) sd=
= ll—f—TI— +(p_+<_{{;_ —+ “,_*__(Tl_. s', ;
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I'énergic potentielle — U est égale

»

(\—i-\"\(’ +2) 4

d=,

(%

en appelant V et 5 le potentiel et la densité dans le mouvement

normal, V- V', s 42, ce que deviennent ces quantités dans le
mouvement troublé. V est une somme de quatre intégrales :

i 2 ] iz ] gl
\":“11': + \'ls.;([—. 4 V/P,f: o+ V'i'd': )

e [ 2 [} e
La premiere intégrale est une constante ne dépendant pas
de &, 7, %; la sccondc ct la troisieme sont égales,comme on I'a
vu au commencement du cours. Elles représentent la moitié de
I'énergic potenticlle due a D'attraction de la matiére répartic,
comme dans le mouvement normal, sur I'excés de matiere qu'il ¥
a en chaque point dans le mouvement troublé.
On peut poser en négligeant le cube de §, «, ¢,

A) ov
Varvevr oy, AV Y

0_1/ s
_.__\ﬂn oV _E, V_O"V_.
+ 2 d O 4 i AE

[.a somme de la seconde et de la troisieme intégrale peut donc

s éerre

2]
YoV, 1\ 0}V N '
(_fo.TH'Z ()L5+>C‘(‘\>d'

e

Il faut maintenant calculer la derniére intégrale; je peux sup-
poser que le déplacement 5, 7, § est la somme de deux déplace-
ments, 'un dans le sens de la propagation de ce mouvement,
I'autre transversalement a ce sens : on posera ainsi :

» » »
T
A AR S
S
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On sait d'ailleurs, d’aprés les formules connues des vibra-
tions longitudinales et transversales que

side g dy + 25 ds=db

est une différentielle exacte et que 'on a

d:;"sa) !, ".’l )‘ + :;‘:x\ —o0
dr (h/ :

On a d’ailleurs la relation

d 25 dize) 5
i I 9! e h k\ ,
¢ I l ==0.
! l!.l dy d=
Dans ces conditions on peut écrire
]

- I 3 ra N Vo
Videmge | Pds( 0% 3

e [ 5

Prenons maintenant des axes mobiles tournant avec une
vitesse © autour de l'axe de I'anneau, I'expression de V ne
change pas. T devient dans ces conditions

2 (I" . )2
+["+W+(') (-“+-’.) l

i d:) :
--’— (ﬂ (T[.

/
\ d-=.

La condition d’équilibre est que
(T—Uidt

soit maximum; si I'on tient compte de la relation

25, dr -zt dy 23, dz==d",

B
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on trouve les équations

op L)
T ! =— — —_—
§ 207 = i -+ o}
op il
" 2
a0 = e
. o
= w2

P est un polynéme du sccond degré en (§, 4, §), 0 est une
variable auxiliaire liée aux trois premiéres par la relation,

1 ) hig
M=ty t5

Conclusion. — Maxwell est arrivé au résultat suivant : pour
S . . . 1
que 'équilibre soit stable, on doit avoir : <-3—.
00

Ce résultat est vrai pour un amas de poussiéres cosmiques
comme pour un anneau liquide ; mais il y a une condition dc plus
pour un anneau liquide : la pression a la surface doit étre dirigée
vers l'intéricur ; or, Laplace a trouvé pour I'anneau a section

o e or s . . R ’
elliptique que la densité doit étre supérieure a ~ 2 pour I'anneau

extérieur et i 2 pour 'anneau intérieur.
On peut alors se demander s’il y a d’autres figures d'équilibre. .
Rappelons que I'on atrouvé qu’il fallait que

w? < 2mp,

Dans cette formule, w doit étre pris égal a la vitesse angulaire
d’un satellite dont I'orbite coinciderait avec I’anncau. On a done,
en désignant par Mla masse de Saturne et par L le rayon de
I'anneau.
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On trouve done

i _R
S N
.=>_9-_(1)’
2~ 3 \L/C

. . . | . .
Le second membre est superieur a T ¢ s1ton rapproche ce re-
I

sultat du résultat précédent, on voit que I'anneau de Saturne ne
peut &tre liquide. On a d'ailleurs vu plus haut que les observa-
tions montraient qu’il était probablement composé d’'une masse

de pelits corpuscules.
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ERRATA

Page 30, ligne 15 cn remontant. — Au lieu de — w'yz, il faut — w'gz.
2 23
Page 37, ligne 10 en remontant. — Au lieu de PJ, , il faut !’:;: .

. . LT 1
Page 103, ligne 3 en remontant. — Au lieu de Y il faut —- Pl

Page 104, lignes 6 et 10. —
Au lieu de — Gz%fx'y’p'dt', il faut 32-—:‘1 z'y'p'd=.

Page 105. — La derniére formule de la page doit étre r —=r, (1 + %) .

Page 107. — Les derniéres formules de la page renferment quelques erreurs
de signe faciles & apercevoir, d'ou il suit pour la formule finale

._g_‘:l__:i..__Y_(el-’-%)

Page 124, ligne 10 en remontant. — Le numérateur de la fraction sous le
second radical doit étre a? — ¢2.

Page 1128, ligne 12. — Lire S"—(Hp? 4 K) S —=o. La formule suivante
doit étre R"S— S"R = o, d’ou en intégrant R'S — S'R = x.

Page 134, lignes 12 et 15. — Lire R — R'S.

Page 137, ligne 7. — Mettre le signe — devant .

Page 187, ligne 7. — Dans le dernier terme de la ligae, il faut x + x' au
lieu de x —x'.

























