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“MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

"SUR LES PLANETES DU TYPE D'HECUBE;
' Par M. H. POINCARE.

M. Simonin a, il y a quelques années, soutenu une thése remar-
quable sur le mouvement de la planéte Hécube; plus récemment,
il est revenu sur cette méme question et le Bulletin vient de
publier un article de lui sur ce sujet. Ayant pris celte année pour
sujet de mon Cours la théorie des petites planétes, j’ai eu I'occa-
sion de résumer nos connaissances sur les orbites planétaires du
type d’Hécube et des autres types caractéristiques. J’ai donc mis
les résultats de M. Simonin sous une forme nouvelle qu’il ne sera
peut-étre pas inutile de faire connaitre ici.

Je prends le plan de 'orbite de Jupiter pour plan des zy.

Je choisirai les unités de telle facon que la longitude moyenne
de Jupiter soit égale a ¢; et jappellerai R une fonction égale ala
masse du Soleil divisée par la distance du Soleil 2 Hécube plus la
masse de Jupiter divisée par la distance de Jupiter a3 Hécube,
moins le demi-carré de la vitesse d’'Hécube.

Je désigne par L la racine carrée du grand axe de lorbiie
d’Hécube, et je pose

G=Lyi—e 6 = G cosi,

e ct ¢ étant I'excentricité et I'inclinaison de cette orbite.

Je désigne par I/, g et O 'anomalie moyenne, la distance du
périhélie au neeud et la longitude du nceud. Dans ces conditions,
les équations sont canoniques el s’écrivent

dlL. dR dG dR de dR

dt - di’ di T dg’ At T de’
O e e R s
N a&e™ " dL’  dt — 7 dG’  dtT T de’

- La fonction R dépend des six variables L, G, 0, /, 2, B et de ¢.

Ces équalions prennent une autre forme si 'on pose

.F=R-+0
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et si 'on pr end pour vanable 0 — ¢ au ]|eu de 9, elles deviennent
alors

( dl. dG _  dF de dF -
Y at ’ de —  dg’ | dt—  d—1)
(2) ( dl _ dg __dF  d(h=—t) _dF

¢ ? dar — — dG’ dt ~ de’

Dans ces conditions, F est regardé comme fonctiondes six
variables L, G, 0, {, 2, 0 — ¢, et de ¢. Mais nous devons observer
que si lexcentrlclte de Jupller était nulle, I ne dependlalt plus
de ¢, mais seulement des six premiéres variables.

Nous allons maintenant changer de variables. Supposons que
n4

le rapport des moyens mouvements soit trés voisin de ’

n étant un enlier qui pour Hécube sera égal & 1. Nous poserqné
A=l g0t s=—nl—(n+1)g—(n+1)(0—1),
t=—nl—ng—(n+1)(0—1), :
U=L~+nS+nT, S=L—G, T=G—ae.
On constate aisément que I'on a identiquement
‘ LI+-Gg+06(0—t)=Ur+Ss+Tr. -
et par conséquent |

Ldl+Gdg+0d(0—t)=Udh+Sds~+Tdr,

ce qm prouve qu’avec les nouvelles variables les équations res-
teront canonlques et s’écriront

dU_ dF dS_ dF dT _  dF
dt— d\: dt T dst dt T %’
(3) A dF ds_ dF  dv__ dF
LT @ d &S ar

Voyons "quelle est la signification de ces nouvelles variables.
D’abord X représente la dlfference des longitudes moyennes.
D’autre part,

ds _ _dl dg db . dr ds dg
Z“_'%—(”*‘)(da’*'d”" d_t—d_l_dt.
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dg . dl
2t sont trés petits et = ; trés voisin de

n-ri

n

“Comme 28

»y ON

ds dr
voit que - i td sont trés petlts

S est de 'ordre du carré de lexcenl.mcnte et T de I'ordre du
carré de I’ mclmalsOn

Comme S et T sont pents, U différera peu de'la racine carrée

1
&

Je deswuelal parl'etw'l’ excentricité et le périhélie de Juplter,

et ]e poselal

V=nh—1I+w.
r

10 . .
Comme di est nul, ou du moins trés petit, on aura

de _dk _dl ’
dt—nm——i_n%fnﬂ-l,

. ) dv .. .
ce qlll montre que H—t- est aussli tres petlt.

Posons maintenant

@ =y/2Scoss, y=y2Ssins; E=y2Tcosz, #=y2Tsinx.

Comme - S '
xdy — S ds, Edn—Tdr

sont. des différentielles exactes, les équations resteront cano-
niques et s’écriront -

AU dF  dr _ dF  df _ dF
TS D a4 s &
(4) | __dF  dy  dF  dy _ dF
(%_“W’ dt — " dx’  dte T T &

" FORME DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

La fonction F est,-comme on sait, développable suivant les puis-
sances de e cos/, esinl, icos({+ g), isin({+ g), € cos(t — &),
¢'sin(¢ —w') et suivant les cosinus et les sinus dées multiples de la
différence des longitudes moyennes A, les coefficients du dévelop-

- pement dépendant encore des grands axes, c’est-a-dire de L.

Mais on voit aisément que e cos!/= e cos[s + (n +1)A], esin/,
icos({+ g)=icos[t+(n+41)L}, isin({+ g) sont dévelop-
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pables suivant les puissances de z, y, E, 1 et les cosinus et sinus
des multiples de ); que d’autre part

e' cos(t — ') = (e’ cosv)cosnd + (e'sine) sinnl,

&' sin(t—w') = (€ cosv) sinn) —(e'sinv) cosnl.

On conclura que F est développable suivant les puissances de x,
¥, &, 0, € cosy, € sing et suivant les cosinus et les sinus des mul-
tiples de A. Les coefficients du développement dépendent encore
de L=U —nS —nT; ces fonctions de L peuvent éire déve-
loppées par la formule de Taylor suivant les puissances croissantes
de n(S + T), c’est-a-dire de

n
S (@t

de sorte que finalement F procédera suivant les puissances de z,
v, E, 0, € cosv, €' siny, cosp, sinp A, les coefficients du dévelop-
pement ne dépendant plus que de U.

Jobserve maintenant que, par raison de symétrie, I ne doit pas
changer : ‘

1° Quand on change £ et en —§ et — .

2° Quand on change y, n et v en —y, —17 et —o.

Cela montre qu'un grand nombre de lermes ne doivent pas
figurer dans le développement.

Voyons maintenant quels sont, parmi ces lermes, ceux qui sont

a courle période. Ce sout les termes qui contiennent A en dehors
ds dt dy

des combinaisons s, T ou ¢. Gar nous avons vu que —, —, — sont
'

e D
trés pelits, tandis que — est fini.

Si, conformément a U'esprit de la méthode de Delaunay, nous
supprinions ces lermes & courte période, nous pourrons dire
que I est développable suivant les puissances de z, y, £, 1, e'cosy,
¢ sinp, les coefficients dépendant seulement de U.

Si nous négligeons, comme M. Simonin, les lermes qui con-
tiennent en facteur : '

e3, i+, i’e, e%e, €2,

et sl nous 5upprimons les termes qui doivent étre nuls en vertu de

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astrophysics Data System



.19..289P

1902BuAsl .

MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 293

la symétrie, nous trouverons :

F=A+Bzx+Cz2+Dy2+ Ef2+ Hy?
(5) - ' '
+ Keé' cosv + Lxe coso + Mye'siny.

A,B,C.D,E, H, K, L, M sont des fonctions de U.

Je remarque d’abord que F dépend encore de A indirectement.
Car F est suppesé exprimé en fonction de U, ), x, y, §, 7 et
de ¢;ici F dépend de U, x, y, §, et v =nk — ¢ +w'. Cest par
I'intermédiaire de ¢ qu’il dépend encore de ) et de ¢.

Si 'on suppose que 'on néglige la masse de Jupiter, on aura
simplement :

1
F_m+9

= 2(U_nls_nT)2+U——(n+:)(S+T)

ou, en négligeant les carrés de S et de T,

I

F=——
2 U2

+U+<€§——n—1>(S+T)

1 n 22+ yr+ B2 2
=—=4+U+|{=—n—1 ;
2Uz Us 2 ?

de sorte que si I'on pose
A=A+ mA,, B =B+ mBy, ceey

m étant la masse de Jupiter et Ay, A,, ... étant des fonctions
de U indépendantes de cette masse, on aura

Ao=

: ‘ 1/ n
(6) 2U + U; Co———Do:Eo:Ho:;(m—nl—)

w

By = Ko= Lo= M,=o.

METHODE DE DELAUNAY.

Comme premiére approximation, nous .allons supposer
e=Et=1n=o.

Dans ces conditions, F ne dépend plus que de z, de y, et .de U.
On peut alors pousser I'intégration jusquau bout par la méthode
de Delaunay. Nous n’avons d’ailleurs aucune raison de négliger
les termes de degré supérieur en z et en y.
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On trouve immédiatement deux intégrales

U = const., F = const,,

car F ne dépend ni de ), ni de ¢.
Considérons donc z et y comme les coordonnées -d’un point
dans un plan, U comme une constante donnée el construisons les

courbes
F=C,

en faisant varier la constante C.
Si I'on supposait m = o, il viendrait
T

F= ~ )
Q[U—E(x?+y2)J

+7)

et nos courhes se redulralent a des cercles concentrlques ayant

. pour centre l'origine.

On doit faire une attention toute spec1ale aux pomts pour
lesquels on a

dF dF
dz “dy =
el, par conséquent,
& = const., Yy = const.

Ces points correspondent aux solutions périodiques.
Dans le cas de m = o, .ces points sont les suivants : 'origine

r=y=o qui correspond a une orbite circulaire, et tous les

points du cercle
dF n
dS T (U—=nSy -—(’,l—i_lko

qui correspondent au cas ou le rapport des moyens mouvements est

n-u
rigoureusement égal & ——

. . dF . .
L’equauon a5 =0 peut, suivant la valeur de U, ne pas avoir

de racine positive, ou en avow une; nous nou:, supposerons placés
dans ce dernier cas.

-Nous remarquerons alors trois points,.a savoir l orlgme O et les
deux points d’intersection A et B de l’axe des = avec le cercle

as

=0,
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- Passons au cas ou m n’est pas nul, mais tres petit. Les deux
equatlons -
dF _‘_ dF _

dr ~ dy -
peuvent éire remplacées par les suivantes

dF -

y=29 dr ~

auxquelles correspondront divers pomts sur'axe des #. Comme m
est trés petit, ces points seront trés voisins des pOsmons O,A,B
qu’ils occupaient pour m = o.
~ Nous aurons donc trois points, C voisin de O, A’ voisin de A,
B’ voisin de B, qui correspondront & trois solutions périodiques, .
la premiére de la premiére sorte, les deux autres de la seconde
sorte. ' .
Les courbes F = C présenteront alors la forme représentée sur
la figure. Les courbes sont numérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6. On remar-

quera que 1 el 2 sont des courbes fermées entourant le point C;
que 3 et 5 forment par leur réunion une sorte de limacon de
Pascal ayant le peint A’ pour point double; que 4 est une courbe
fermée entourant le point B'; enfin que 6 est une combe fevrmée
'entourant les trois points A’, B/, C.

Le pomt representatlf z, y décrit une de ces courbes et sa

dF dF
vitesse a pour composantes &’  dn ; elle est donc proporhon—
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nelle a la distance normale de deux courbes infiniment voisines.
Le sens de cetle vitesse dépend du sens de la normale suivant
lequel les F vont en croissant.

Les courbes 1, 2 et 3 seront donc décrites dans le sens des
aiguilles d’une montre, par exemple; les courbes 4, 5 et 6 dans le
sens inverse. D’ailleurs, tandis que le point z, y fera une infinité
de fois le tour des courbes 1, 2, 4 et-6, il ne parcourra qu'une
seule fois les courbes 3 et 5 en allant du point A’ au point A/ dont
il 'sera infiniment voisin tant pour ¢t —= — Que pour ¢ = - .
La courbe 4 correspond au cas de la libration.

Nos courbes fermées différeront peu de circonférences.

Rappelons que les coordonnées polaires du point z, y sont /2S
et s. Or on voit aisément que, quand on parcourt une de nos
courbes, S atteint son maximum el son minimum sur 'axe des =
et que la différence entre ce maximum et ce minimum est en
général de ordre de m, sauf pour les courbes 3, 4, 5 ou pour
les courbes peu différentes de 3 ou de 5, pour lesquelles cette
dilférence est de 1'ordre de y/m.

Parlons maintenant des variations de Pangle polaire s. Nous
voyons qu’en général, quand le point z, y décrit une de nos
courbes, s varie de 0 & 2w ou de 2w 4 0. Il y a exceplion pour la
courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent l'origine O en dehors.

Pour ces courbes, 'angle s oscille autour de zéro.

Mais les deux cas sont bien différents; dans les deux cas, on
a rigoureusement la relation suivante : le moyen mouvement
d’Hécube est égal a deux fois le moyen mouvement de Jupiter
moins deux fois le moyen mouvement du périhélie d’Hécube (je
suppose que n =1, comme cela a lieu dans le cas d’'Hécube).

Cette relation signifie en effet que la valeur moyenne de d—; est

nulle.

Mais on sait que le mouvement du périhélie est de 'ordre des
masses, a4 moins que l'excentricité ne soit elle-méme de 'ordre
des masses; car si 'excentricilé est Lrés petite, il sulfit d’une trés
faible perturbation pour déplacer beaucoup le périhélie. Or, dans
le cas de 4, 'excentricité est finie, le mouvement du périhélie
est de 'ordre des masses, de sorte que le rapport des moyens

. n—+i
mouvements esl égal & 2 =

a des quantités prés .de Pordre
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des masses. On a une véritable libration. Dans le cas de 1, au con-
traire, ’excentricité étant petite, le mouvement du périhélie est

fini, de sorte que le rapport des moyens mouvements n’est pas

o . n--i . . .
voisin de 2 = ——-; il n’y a pas de libration.

INFLUENCE  DE L’INC‘LIN AISON.

Les équations qui donnent les variations de I'inclinaison pren-
nent la forme trés simple

dt d
(7) 7 =+ Hn, ;,% =—EE;

E et H doivent étre regardés comme des constanles, puisque
U = const. L’intégration est donc immédiate.

J’ai dit que 'on avait U = const.; et, en effet, si je tiens compte
de l'inclinaison, mais que je continue & négliger I'excentricité de
Jupiter et les termes a courte période, F dépend seulement de U,

Z, ¥, & 1, mais ne dépend ni de 2, ni de t; on a donc

dar
ax

=o0, U = const., IF = const.

CALCUL DE A.

La dillérence des longitudes moyennes de A se calculera pai‘
une simp]e quadrature.
On trouve en effet

(8) = =—A—Bzx—Ca22+-Dy2—Ef—Hry?
A/, B, ... désignant les dérivées de A, B, ... par rapport & U.

‘Comme U est une conslante, les coefficients A’, B, ... sont aussi
des conslantes; quant a z, ¥, &, 1, ce sont des fonctions connues

et périodiques du temps. Cela résulte, pour z et y, de ce fait que

les courbes F = C sont fermées, et pour § et de la forme des
équations (7).

‘Le dernier membre de (8) est donc une série trigonométrique
dont la quadrature' est immédiate. Le terme tout connu de cette
.série représentera alors le moyen mouvement de A.
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INFLUENCE DE L,EXCENTRICITIE DE JUPITER.

Tenons compte maintenant de I'excentricité ¢’ (je ne veux
parler que des termes de premier ordre en ¢'), mais continuons a
négliger les termes & courte période.

Maintenant F dépend de ¢ et de X par 'intermédiaire de v, de
sorte qu’on n’a plus les deux intégrales ‘

U = const., F = const.

Mais on trouve encore

dF _ oF _ OF
dt — ot~ o’
(9) dU oF oF

P AET N T

Dans ce ations (g) les premiers membres — ar AU e ré-
ces_équ 9 p at’ dt rep
sentent les dérivées totales prises par rapport au temps; les

- ~_OF oF
seconds membres %I;, 5y, représentent les dérivées partielles de F

considérée comme fonction de U, x, ¥, £, 0, X, ¢; enfin, dans les troi-

oF
siémes membres - est la dérivée partielle de F considérée comme

fonction de U, z, y, &, 7, ¢. Ces equauons (9) mettent en évi-
dence 'existence de 'intégrale ’

(10) : U+ nF = const.

Pour aller plus loin, j’adopterai la notation suivante : je conli-
nuerai & désigner par U, z, y, ) les valeurs de ces inconnues que
nous avons obtenues dans I'hypothése ¢'=o0; ce sera ’ensemble
des termes indépendants de e’ dans le développement de ces in-
connues; je désignerai par ¢U, Sz, 8y, 6i I'ensemble des termes

‘du premier degré en €', de sorte que l'expression compléte, en

négligeant e'2, serait U 46U, z + oz, y 48y, A48\ On voit
pal; la que U est une constante, mais que 8U .n’est pas une con-
stante.

S1 nous nous arrétons aux termes du. second degré en x el y,
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nos équations prendront la forme suivante. Posons L
F=& e't‘;a; A .
F=A+Bzx+Ca2+Dy2+ E2+ Hy2;

"¢ = Kcosv+ Lz cosy +~ My siny;

nous avons d’abord

| AU_de_  de_dv_ o
() - "“Sdz“»dx oede dy TP
11
dy ae _
' 7 Tz —B —2Cux,
et ensuile
diu ydy cdy U .
= Caq = ne &;—_——n>e(I\smv+Lz'smv+Mycosv),
ddz  d® , dY an . ,
5 = o—@’ + e ay = 2D 8y + 2y 6D + Me'sing,
dgy_ \dq’ ,d'\!l___ » '- W ’
’~'_Zl—t—,~_°»g§ — e %—T—QB—2CSI—~2$‘OC—LG cosy.

Il va sans dire que I'on a
¢B = B'oU,

Nos équations peuvent s'écrire

idaTU = —ne'(Ksinv + Lz cosv + My siny),
(12) - Ci;; . —2Ddy =2y oD+ Me'siny,
-‘-l;—t}—’ +2Cdzr = — 8B —22¢C — Le'cosv.

Le second membre de la premiére équation (12) est une fonc-
tion connue du-temps, de sorte que 3U s’obtient par une simple
quadrature. Une fois U déterminé, 8B, 8C, ¢D sont connus et les
seconds mémbres des deux derniéres équations (12) seront des
fonctions connues du temps. D’autre part, D et C sont des con-
stantes, de sorte que les deux derniéres équations (12) sont des
équations linéaires & second membre et & coefficients constants.

Le second membre pouvant d’ailleurs se mettre sous la forme
de séries trigonométriques, I'intégration est immédiate.

Nous avons trouvé plus haut la valeur de. '} et nous pouvons
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I’écrire »
’\ = Xot+’l;+)\l,
20 et k élant des constantes et A, une série de cosinus et de sinus.

Dans les seconds membres des équations (12) 1l est clair que nous
) ; q
pouvons négliger A, el faire

v=n(het +h)—t+ o,

mais si nous voulicns tlenir compte de Xy, il n’y aurait aucune
difficulté.
Il vient enfin
dak 2 L4 4 L4 ” 14 ”
i =—oU(A"+B'z+ C'z2+ D"y2+ E"E24- H"42)
—e'(K'cosy + L'z sinv + M’y sin¢) _
— [B'82 + C'3(a?) + D'8(5?) + E'3(a2) + H'3(n2)].

Le second membre est connu; A”, B, ... sont les dérivées
secondes de A, ..., par rapport & U; on pourra d’ailleurs rem-

placer ¢ par n(hot + k) — ¢t 4-w'. On aura donc 3\ par quadra-
tare.

NOUVELLES APPROXIMATIONS.

On peut se proposer de pousser 'approximation plus loin. soit
en tenant comple des termes a courte période ol A figure explici-
tement, soit en tenant comple des puissances supérieures de z, ¥,
£, 1 ou e'. Ces approximations nouvelles se poursuivent d’aprés
les mémes principes. .

Supposons qu’on ait trouvé des valeurs approchées des in-

connues; soient U, z, ¥, §, 7, A ces valeurs approchées. Nous

aurons
dU dd der dod

dt — d) de  dy’

o v ay

-® étant ’ensemble des termes de F dout nous avons tenu compte

et différant par conséquent trés peu de F. Supposons maintenant
qu’on veuille tenir compte de nouveaux termes de F et soit ¢

-I'ensemble de ces nouveaux termes; nous ferons donc

F=®+\P.A -

Nous voulons, en tenant compte de ces nouveaux termes, obtenir
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de nouvelles valeurs plus approchées U + oU, z +0x, ..., de
nos inconnues.

Nous trouvons alors

deU de d ddr d® d
(13) —[F::a—d_i_l“%’ di =0 - + q”

avec
Ldb . 2 2P,
T A T and

Dans les dérivées de ¢ et dans les dérivées secondes de @ on
peut d’ailleurs remplacer les inconnues par leurs valeurs appro-
chées U, z, ....

Nous poserons

&, =A+Br+Cz2+Dy2+ Ef2+ Hy?,

et nous décomposerons la fonction @ en deux parties en écri-
vant ® = ®, + ®,; on aura par exemple

2 25 =g ) = (T g e )
o=\ o)~ ar P mwa
P P T SN
(—de—o - ids T )

Les dérivées secondes de @, seront alors Lrés petites; soit parcé
que tous leurs termes contiennent en facteurs des puissances supé-
rieuresﬁdes excentricités ou des inclinaisons, ou la masse multi-
pliée par un terme & courte période de facon que la petitesse de
la masse ne puisse étre compensée par Vintroduction de petits
diviseurs.

Alors les termes
) dZ q)g

&,
d\ dx

e ol, 8z, ...

~seront trés petits par rapport a 8}, 3z, ..., c’est-d-dire par rap-

port aux corrections qu’il sagit de calculer; ils pourront étre
négligés, ce qui revient a dire que dans les équations (13) on peut
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remplacer ® par ®,. Ces équ‘aﬁons deviennent alors

%‘l:%, %-2D8y:2y3Dl+%v"A
< %+2Cow~—oB—2moC—g—g;
14) N
(14 ddgtg N Z‘i’ %_{_QEaE:_zESE—-%‘;»‘
%\i = —3UA"+ Bz + C'z*+ D" y2 4 E'22 ;3'

dy
Comme — est connu, la premiére equauon (14) nous donne 8U

par quadrature; comme 8B, 3C, 3D sont désormais connus, les
seconds membres des autres équations (14) sont connus; les quatre
suivantes deviennent des équations linéaires & seconds membres
et a coefficients constants qui donnent facilement 8z, 8y, 6&, an
et la derniére donne &) par quadrature.

Mais il importe d’étudier de plus prés la forme des solutions
ainsi obtenues. Dans les premiéres approximations, les variables U,
z, ¥; &, n, cos), sin) se présentaient sous la forme de séries tri-
gonométriques procédant suivant les sinus et cosinus des mal-
tiples de quatre arguments proportlonnels au temps et que nous
pourrons appeler

‘@, g, = Aot + A, v=n()\ot+h)—:—t+m'.

.« . .. e o
Voici comment s'introduisaient ees quatre arguments; d’abord
pour s, nous avions les deux équations -

dz _dF _ dy __ dF _
:l_t — :i; __2])}/, o e NS B—2Cux.

Ces équations, qui sont linéaires et & coefficients conslants, s’in-
tégrent immédiatement et nous trouvons

x=———2—6—+—xocosc, Y =Yosing,

o et y, étant des conslantes et & une fonction lmealre du temps
telle que -

@w . p=z/Cb
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De méme pour ¢, nous avons les deux équations-
df - ' dy, — £
“d_t'—ZH"l; : a?—sz;:
d’ou
E:Eocoss, -r‘::'qosine;

£, et 1, étant des conslantes et ¢ une fonction linéaire du temps

‘Lelle que

(15 bis) . Zt =2 y/HE.

. dk . : 5
Dans I'expression de —;* DOUs aurons ensuile un terme constant A,

qui introduira par quadrature 'argument
M= )\ot —+ h.

Enfin, quand on substituera a A sa valeur dans v =nh — ¢t 4 @,
on introduira le quatriéme argument

v=np—Ii+w.

La méme forme trigonométrique se retrouvera-t-elle aux approxi-
mations suivantes? A ~

D’abord la premiére équation (14) ne soulévera pas de difficulté.
Si le second membre -de cette équation contenait un terme con-
stant, il en résulterait dans 38U un terme séculaire; mais cela
n’arrivera pas, parce que, par raison de symétrie, ce second
membre ne peut contenir que des sinus. ) .

Passons a la deuxiéme et a la troisiéme équation (14). Il est
clair que ces équations donneront, pour 8z et 8y, des termes
séculaires si nous avons dans les seconds membres des termes
en sina, cosa. A cause de la relation (15), les équations

) ddx .
pr — 2D 8y = P sing,

' d-d—-oty +2E8z = Q coss

donneront en effet des ‘Lermels séculaires, 4 moins que 'on n’ait
QYD +PyC=o.

Les autres équations (14) donneraient lieu a des observations
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analogues. Ainsi s’introduiraient des termes séculaires que nous
pouvons et que nous devons éviter.

Pour éviter ces termes, cherchons i représenler nos inconnues
par des séries procédant suivant les sinus et les cosinus des mul-
tiples de quatre arguments s, ¢, i1, v, en supposant toujours que
ces quatre arguments sont des fonctions linéaires du lemps, mais
sans supposer que les coefficients du temps dans ces quatre fonc-
tions linéaires aient rigoureusement les valeurs trouvées en pre-
miére approximation, c’est-a-dire les valeurs (15), (15 bis), A,
nlo—1.

On a alors

de dr ds dx_(é+dxdp+@@
dt dodt " de dt T dp dt " dv dt

et, par conséquent,

6 ,,dx_d&z‘_*_dx ds dz‘sd.. dxsdp. c_lfa-dv.
) s =wm T HE aTE a T R TH @

Nous voulons, a r alde des équations (14), déterminer non seule-—

ment nos inconnues 8z, gy, oU, S}, mais les constantes 54 ———t,
dz dp. dv
R AR
J e remarque d’abord que dans le second membre de (16) figurent
les dérivées de . Nous pouvons, dans ces dérivées, remplacer
par sa valeur approchée

- — -} 29 CO0SO.
2G 0

Car si nous commettons une petite erreur sur z, ’erreur com-

. dx « ds . . , ..
mise sur —- ) —; sera trés petlte, non seulement d'une maniére

absolue, mais par rapport a 8 , c’est-a-dire par rapport aux

quantités a calculer.
Or si nous remplacons « par sa valeur approchée, il vient

dz ) dr dr dr 3 dr ddz

.._.:-—.’L‘OSlnc‘, E‘:—@:_&\—':O, —dE_W

. ds
e — xysinc.8 —-.

dt
La seconde équation (14), qui devrait s’écrire

o « dx _ dy
0?17 —2Ddy = 2},0D+c—l—y’
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devient ainsi | |
) dox . .ds N . ay . ‘
(17) 77 — ¥osing.o —. —2Doy =2yaD + o P sins +— R.

La seconde équation (14) donne de méme

d dy ds d!
bis) —= + A +2C8r=—223C—B—2Y —Qcoss——R'.
(17 bis) o jocosc 3 5, T2tox 220C—cB Tv Qcoss+R
P et Q sont des constantes, R et R’ des ensembles de termes tri-

gonométriques dont aucun n’a pour argument 5.
Or les équations (17) et (17 bis) n’introduiront pas de termes

, . ~ dG . , . , N
séculaires, pourvu que ¢ 7 Soit déterminé de telle fagon que

(QVD 4 PyE) =3 L (30 /D — 2ay/C).

0 —
dai

Il est utile de remarquer que 'on a

juer q

YoVD +2,/C = o,

. ~d .
de sorte que le coelficient de o “? ne s’annule pas.
dt
Les quatriéme el cinquiéme équations (14) se traiteront de la
~ dz

méme maniére et délermineront ¢&, o7, ¢ T
a
du.

tion (14) donnera &k par quadrature, et il est clair que 3 —; he
sera autre chose que le terme constant du second membre de

cette équation. On aura enfin

- La sixiéme équa-

75 ~d
60— =no
dt

=

)

dt’

On peat donc éviter les termes séculaires, et la difficulté peat
toujours étre surmontéc. Elle ne se rencontrerait d’ailleurs que
dans le calcul des termes du troisiéme ordre par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons. ‘

* M. Simonin n’a pas poussé I'approximation aussi loin; on voit,
il est vrai, dans ses formules figurer des termes séculaires, mais
Vorigine en est différente. Les moyens mouvements
ds  d: dp.  dv
de’- de’ dt’ dt
dépendent des constanles d’intégration et en particulier de U.

Bulletin astronomique.T. XIX. (Aout 1902.) 20
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M. Simonin a voulu donner & la constante U un petit aceroisse-
ment ¢U; il en résulterait pour «, par exemple, un petit accrois-
sement

dx . d [/ B\. . d [ds
——oU=— ——(— )oU —xytsine —— ( - ) U
U au ( ) N AV
qui contient un terme séculaire ¢ sins.
Cest cette différentiation pour ainsi dire qui est I'origine des
termes séculaires rencontrés par M. Simonin.

NOUVEL EXAMEN DES TERMES EN 8’.

Reprenons les équations (12), et cherchons quels sont les
termes les plus importants. Dans les seconds membres, nous
ne pourrons conserver que les termes qui contiennent en fac-
teur ¢’ seulement, en rejetant  ceux qui contiennent €'z ou e'y;
nous trouverons ainsi

ddU
dt

= — ne'Ksiny,

d’on

oU = K, ¢ cosy,

K, étant une constante conlenant comme K la masse en facteur.

Alors
8B=B3U, oC=C3U, &D=D3U

contiendront ¢’ en facteur, et, négligeant toujours €'z, €'y, nous
pourrons écrire '

W

8

N
0

d

— 2D 8y = Me'siny,

N

(18)

&
=

~
G

/
)

. 1 > —_— - ’ ?
(dt +2CGor = —(K;B' +L)e'cosv.

Le terme K, B' peut étre négligé parce que K, et B’ sont I'un
et ’autre de I'ordre des masses.
Dans les seconds membres, nous ferons

v=n(det+h)—t+o' =np—t+v

et I'intégration sera immédiate.
Si nous négligeons d’abord ies perturbations de Saturne et des
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autres grosses planétes sur Jupiter, nous pouvons regarder ¢’ et &'
comme des constantes. Alors dx se réduit & un terme en cosv,
et 6y 4 un terme en sine. Ces termes seront grands parce que le
moyen de ¢ différe trés peu de celui de o; la différence est de
I'ordre des masses. Mais, si I'on veut tenir compte des perturba-
tions séculaires subies par Jupiter, on devra écrire

e'cosw’ = Iz cos(at -+ B),

e sine’ = Zxsin(at + §),

ou chacun des seconds membres sera la somme d’un certain
nombre de termes périodiques a trés longue période; les x, les «
et les 3 sont des constlantes.

Les équations (18) deviendront alors

d—;tf—-zDBy= MZExzsin(nyp —t+at+ §),
da‘y o [2] ’
2 +2Ccxr = —L3zxcos(np —t+at+ §).

L’intégration est encore immédiate et nous fait connaitre les
variations séculaires de ’excentricité.

TERMES ELEMENTAIRES DE LA LONGITUDE.

Il existe dans Pexpression de SA des termes élémentaires a trés
longue période et dont il est nécessaire de faire une étude appro-
fondie. Nous saupposerons § =1 =T = o, c’est-a-dire que nous
négligerons l'inclinaison.

Nous avons
(19) @z—aiQQ—r;zBiﬁ—e'ﬂ,

dt dU dU dU

en posant
P =Py+ me,,

®, désignant ’ensemble des termes indépendants de la masse de

Jupiter, et m ®, 'ensemble des termes qui contiennent cette masse
en facteur.

Oron a
1

Po= ST —nsy

+U—(n+1)S,
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d’ou -
“ @0 _n I o —3—___ R _ .
ou en négligeant S
-~ d‘i)o . i aU ,\S)
—oqu = g U nes)

Nous sommes ainsi conduits & calculer 6U — n ¢S; et pour cela
nous avons les équations (3)

dU dF dS dF ds d¥

dr — dn’ dt " ds’ - dt” dS
qui nous donnent

d3U _ A dy _dY
E:T@(‘ﬁ‘uﬂe%

uisque ® ne dépend pas de 2 et que & n’en dépend que par
puisq P p q ? penda que p
Pintermédiaire de ¢) et
deS dv . ,dY
_ ,

—_ 2

dt ° ds ¢ ds

ad . n dd dd dd
— (U —ndéS)=—no - +ne’'{ -+ — - |-
dt ( ) ds dv ds

Nous ne voulons conserver dans le second membre que les termes
séculaires. Or, nous avons

¢ = nh—t+4 w',
s=—nh+t—g—0;
ce qui montre que le moyen mouvement de ¢ + s est trés petit.

Les termes séculaires sont donc les termes en ¢ 4 s; si nous les
conservons seuls, & deviendra une fonction de ¢ + s et 'on aura

ay _dy _
de ds
d ~ ~ '\dq) f\dq)‘l
a—t(oU——noS)._——no—aTs-_——nmo—d?-

J,, . ’ dq)l N 1 l . d dq) - . (l(po l
ecris m 73— a ia P ace ae "—1;7 pal‘ce q”e Je sais que‘z"est nul,

®, dépendant seulement de U et de S.

dd,

ds

Comme tous les termes de ¢ conliennent en facteur Sz, oy

John G. Wolbach Library, Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics * Provided by the NASA Astrophysics Data System



.19..289P

1902BuAsl .

MEMOIRES ET OBSERVATIONS. 309
ou U, et par conséquent m, je vois que la dérivée de sU — n 3S
(réduite aux termes a trés longue période) est divisible par le
carré de la masse. |

Ce résultat n’est autre chose que le théoréme de Lagrange sur
Uinvariabilité des grands axes; car U — nS est une fonction du
grand axe.

Nous trouvons ensuite

&= A-+By2Scoss—+25(Ccos?s + D sin2s)
((ii—‘: = —By28 sihs—{—:iS(D—C)hcossin..s:——By—i—(D—-C)xy;
d’oli enfin -
-\dq) ~ N
(20) —no — =noe(By)+nds[(C—D)ay].

Seulement, ainsi que nous I’avons fait observer (et en vertu du
théoréme de Lagrange), le second membre de (20) contient en
facteur le carré de la masse perturbatrice. En premiére approxi-
mation, 1l devrait donc étre regardé comme nul. Si Uon veut
pousser plas loin 'approximation et tenir compte de m?, nous

, . . ye dl 1
n’avons plus le droit de négliger les termes en &Y %Y En effet
5% dy ds ?

sl nous avons admis. que les seuls termes séculaires étaient les
termes en ¢ 4 s, ¢’est parce que nous avions l‘emplacé x et Yy per
leurs valeurs approchées

28, cosa, V2S, sing

‘(et que nous avons dans ¢ remplacé A\ par u en supprimant la

partie périodique de ).
Nous trouvons alors

!
Z__: - _.jf = — Ksine + (L + M)(y cosy — 2z siny).
Il vient done

a

(21) dt(8U—n3S)=n8(B_y)+n8[(C_D)xy}

+ ne'[—Ksing + (L +- M) ( y coso — x sinv)]. .

Mais, & c6té du théoréme de Lagrange sur l'invariabilité des

grands axes, nous avons celui de Poisson, d’aprés lequel les termes
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séculaires des grands axes qui contiennent m? en facteur doivent
égalemenl disparaitre. Ainsi, dans le second membre de'(21), les
termes a longue période de 'ordre de m2 devront se détruire.

Ce résultat doit étre rapproché de ceux qu’ont obtenus, par la
méthode de Gyldén, M. Ludendorf pour la planéte Hécube,
M. Brendel pour la planéte Hestia. Ces deux savants ont cherché
a former les termes a longue période qui pourraient exister dans
le développement de la quantité qu’ils appellent S et en se bor-
nant aux termes du second degré par rapport aux excentricités. lls
ont reconnu que les plus importants de ces. termes se détruisent.

Ce résultat, qui a coiité aux deux auteurs d’assez longs calculs,
n’est donc autre chose que la traduction dans le langage de Gyldén
du célébre théoréme de Poisson.

Quoi qu’il en soit, il faudrait en revenir a lequatlon (lg) et
rechercher quels sont les termes du second membre qai peuvent
avoir une valeur sensible. Celle élude présenterait ungrand intérét,
car elle permettrait de controdler les résultats obtenus par M. Harzer,
au sujet de termes & longue période dont les coefficients seraient
extrémement élevés et dont I'existence a é1é contestée par M. Bick-

Jund (voir Bull. Astr., t. X1V, p. 321). Bien que l'analyse de

OBSERVATIONS DES PLANETES (11), (%), (58), (196), (315), (36), (44b),

FAITES A L'OBSERVATOIRE DE MARSEILLE (équatorial d’Eichens de om™,26 d’ouverture);

Dates.

1500,

M. Bicklund soit s&uette 4 une sérieuse ObJeCtIOD, un contrdle
direct pourrait étre fort utile.

Par M. ESMIOL.

_— .
11 ) Parthénope.

. W h m s

T.m.Marseille. AR, A®.  N.dec. R app. log . p. (fapp. logf.p.

Mar 3. 10.55. 5 —1.23,35 —+10.13,7 6.6
2 -+1.27,93 - 3.22,0 5.5

1
19. 10.40.22 4-0.31,4t + 1. 2,5
4

()

47.16 —1.27,81 — 3.39,2
22. 10.24.41 —0.58,92 — 8.43,8
Juin 8. g9.59. 53 +0.30,76 — 5.24,9

Qv o v v o Ot
(ARG, () ST R}

Nov. 6. 9.53. 8 —+0.58,82 —+ 0.41,6
49. 5 —1.44,099 +rrlig,t

16. 9.31,77 1
15.56.18,95 1

15.55.22,44
15.53.23,24
15.52.27,83
15.36.56,42

2.22. 6,48
.19.22,69

&

102.5

0.34
.53.29,2
1. 9,2

46.27,4
44.23,3

W21, 7

.21,

.10,3

710

.10.28,9

6,5

0,850n
0,862n
0,859 n
0,864n
0,858
0,861 n

0,732n
0,733 1
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