SUR LES FONCTIONS ABELIENNES

PAR

H. POINCARE

a PARIS.

§ 1. Introduction.

Je voudrais, sur la demande de M. Mirrac-LerrLer, présenter ici
un expos¢ d'ensemble de mes travaux sar les fonctions abéliennes, en y
ajoutant les quelques résultats nouveaux que jai pu obtenir dans ces
derniers temps.
Une courbe C de genre p admet p intégrales de premicre espece
g s .

1g* r

et si cette courbe C est coupée par une autre courbe algébrique variable
C’, le théoreme d'Abel nous apprend que la somme des valeurs de 1'in-
tégrale u, aux divers points d’intersection est une constante.

Si la courbe €' est adjointe a €' et de degré suffisant (jappelle D
ce degré) et que le nombre des points d'intersection de €' et de C’ autres
que les points doubles soit égal a ¢, on sait que ¢ — p de ces points
peuvent étre choisis a volonté.

Prenons alors p points quelconques sur €' soient M M, ..
ces points et considérons d'une part les p sommes suivantes:

17

oy LM,

(I) Vp = Uy + %o + .- . + U, (k=1,2, ... )

oll u,,; représente la valeur de l'intégrale w, au point M;; et envisageons
d’autre part un certain nombre de fonctions symétriques des coordonnées
des p points M, , M,, ..., M, et que jappellerai les fonctions @.
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44 H. Poincaré.

Je pourrai choisir p 4 1 fonctions @ de telle facon que toutes les
autres fonctions symétriques des coordonnées des points M s'expriment
rationnellement par le moyen de ces p 4 1 fonctions, c’est a dire qu'a
un systeme de valeurs de ces p 4+ 1 fonctions ne puisse correspondre plus
d'un systéme de p points M. Ces p 4+ 1 fonctions seront d’ailleurs liées
par une relation algébrique.

Ces p + 1 fonctions @ seront des fonctions analytiques des v,; et
ces fonctions seront holemorphes sauf peut-étre en certains points sin-
culiers. Je pourrai toujours trouver un systeme de points M dans le
voisinage desquels les fonctions @ soient holomorphes. Je puis d’ailleurs
supposer que ce systeme particulier de points correspond aux valeurs v, = 0;
car les intégrales u, ne sont définies qu'a une constante pres et je puis
disposer de cette constante arbitraire de facon que v, s'annule pour ce
syvsteme  particulier de points.  Dans ces conditions je puis dire que les
fonctions @ sont holomorphes pourva que les modules des v soient suffi-
samment petits. '

Cela posé, choisissons sur €' un nombre ¢ — 2p de points fixes que
j appellerai

A, A4 R |

1) “733 =y Sg—=2p°

Soit a,; la valeur de l'intégrale w, au point A, et soit:

;9k = Oy + Oy F oo T Ay

Par les p points M et par les ¢ — 2p points A je puis faire passer une
courbe adjointe €’ de degré D et une seule. Cette courbe coupe C en tout
en ¢ points en dehors des points doubles, elle passera donc encore par p
autres points que j'appelle

A7’ A7’ ’
My, Mg, :. ., M.
Jappelle w; la valeur de u, en M et je pose:

0h = Uy + e + .. ULy

Soient  @(v;) les valeurs des fonctions @ correspondant au systéme des
M. A un systeme de points M correspond un systéme de points M’ et
un seul puisque par les points M et A je ne puis faire passer qu'une seule
courbe C’. Il en résulte que les fonctions @(v;) s’expriment rationnelle-
ment par le moyen des fonctions @(v,).
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D’autre part le théoréme d’Abel nous apprend que l'on a:
v+ B+ %=1

les y; étant des constantes. Donc les @(v;) = @(y, — S — v,) sont des
fonctions rationnelles des @(v,). Mais les points 4 ont été choisis arbi-
trairement sur C; donc les constantes f, et par conséquent les y, — f,
sont Quelconques pourva que le degré de € ait été pris assez grand pour
que g > 3p. Donc quelles que soient les constantes 4., les @(4, — v,)
sont des fonetions rationnelles des @(v,).

Done quelles que soient les constantes A et s, les

O + v) = O[(4 + ) — (s — vo)]

sont des fonctions rationnelles des @(p, — v,) qui sont eux-mémes des
fonctions rationnelles des @(v,). Les @(A, 4+ v,) sont donc des fonctions
rationnelles des @(v,); en permutant le réle des quantités A, et v, on voit
que ce sont aussi des fonctions rationnelles des @(2,). Les @(A, + v,) sont
donc des fonctions rationnelles des @(v,) et des @(4,). Si nous faisons
4 = v, nous voyons que les @(2v,) sont des fonctions rationnelles des @(v,).

Or jai dit que les @(v,) sont holomorphes si le module de », est
suffisamment petit, plus petit que p par exemple. Alors les @(2v,) qui
sont rationnels par rapport aux @(v,) seront holomorphes si|v| < p; donc
les @(v,) sont méromorphes si |v| < 20. Mais alors les @(20,) étant
rationnels par rapport aux @(v,) seront méromorphes pourvu que |v| < 2p.
Done les @(v,) seront méromorphes pourvu que |v| < 4p; et ainsi de suite.

En résumé les @ sont des fonctions uniformes et méromorphes des »
pour toutes les wvaleurs de ces variables.

Quand l'un des points M déerit un cycle sur la surface de Riemaxy
correspondant a la courbe €| les fonctions @ reviennent a leurs valeurs
primitives, et les intégrales u, et par conséquent les v, augmentent d’une
période. Il en résulte que les fonctions @ sont périodiques; ce sont des
fonctions a p variables et a 2p périodes.

(’est ainsi qu'on a été conduit aux fonctions abéliennes, et Riemaxx
a montré¢ comment on peut les exprimer par le moyen des fonctions 6.

Mais une courbe de genre p, dépend de 3p — 3 parametre, tandis

; : : L p(p 41 A
quune fonction @ de p variables dépend de P é——) parametres. Ce second
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nombre est plus grand que le premier sauf pour p =2 et pour p = 3.
I v a done des fonctions # de p variables qui ne peuvent pas étre
engendrées par une courbe de genre p de la facon que je viens de dire;
aussi appellerai-je fonctions 6 spéciales et fonctions abéliennes spéciales
celles qui sont susceptibles de ce mode de génération.

Une des premicres questions a résoudre est done de reconnaitre les
relations des fonctions abéliennes spéciales avee les fonctions abéliennes
agénérales et les caracteres qui les différencient les unes des autres.

Mais une autre question se pose. RiemaNy a démontré qu'il y a
une certaine relation entre les périodes d'une fonction abélienne spéeiale.
Sicette relation a lieu, on peut former la fonction @; si elle n'a pas lieu,
la fonction @ n'existe pas. Nous venons de voir qu’il y a des fonctions
A qui ne sont pas spéeiales, et par conséquent des fonctions 2p fois pé-
riodiques qui ne sont pas spéeiales et dont les périodes sont cependant
lices par la relation de Riemanx.

Mais ne peut-il pas exister aussi des fonctions 2p fois périodiques
dont les périodes ne sont pas liées par une semblable relation et qui ne
peuvent pas s'exprimer par les fonctions @7 La réponse doit étre négative.
Toute fonction a p variables et 2p périodes peut s’exprimer par les fone-
tions 6.

(Mest la un théoreme que jappellerai le théoreme B et sur lequel je
reviendral dans la suite.

Mais je dois dabord parler d'un autre théoreme que j'appellerai le
théoreme A et d'apres lequel entre p 4 1 fonctions a p variables et a 2p
périodes il y a toujours une relation algébrique.

§ 2. Démonstration du théoreme A.

Théoréme A. Si l'on a p + 1 fonctions de p variables, méromorphes
pour toutes les valeurs de ces p variables et admettant 2p périodes distinctes,
ces fonctions sont liées par une relation algébrique.

Dans la plupart des démonstrations du théoreme B, on s’appuie sur
le théoreme A et on a déja propos¢ plusieurs démonstrations de ce théoréme
A. On pourrait d'aillenrs s’en passer puisque je donnerai plus loin une
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démonstration du théoréme B, indépendante du théoréme A4 et que d'ailleurs
rien n'est plus facile que de déduire le théoreme A du théoreme B,

Je me crois pourtant pas inutile de développer ici une démonstration
nouvelle du théortme A que je n'avais fait quesquisser dans les Comptes
Rendus en 1897.

Soient I, I, ..., I, des fonctions des p variables », méromorphes
pour toutes les valeurs finies de ces variables et admettant 2p périodes.
Je considere les zéros communs a ces p fonctions qui sont a lintérieur
du prismatoide des périodes.

1ére proposition.

Je dis d’abord que ces zéros communs, ou bien sont en nombre fini,
ou bien forment un continuum.
Soit en effet

un des zéros communs des fonctions F', c'est a dire un systéme de valeurs
des v pour lequel on a:

r =F =...=F,=o.

1 2

D’aprés notre hypothese, les fonctions 7' sont méromorphes pour toutes les
valeurs des »; cela signifie que si l'on considére les parties réelles et
imaginaires des v comme les coordonnées d'un point dans l'espace a 2p
dimensions l'on peut construire dans cet espace une série de domaines
D, , D,, ... quiseront par exemple des hyperspheres et cela de telle facon:

1° que tout point de l'espace a 2p dimensions appartienne au moins
a l'un de ces domaines.

2° que si R est une région finie quelconque de cet espace, par exemple
le prismatoide des périodes, il n'y a quun nombre fini de domaines D
qui soient en totalité ou en partie contenus dans la région R.

3° qu'a l'intérieur de chaque domaine 1), on ait:

2 P1 P-z Pl’
Il_@’ F’_Q;’ FI’_Q;‘
les fonctions P, P,, ..., P; @, @Q,, ..., ¢, ¢étant holomorphes dans

tout le domaine D.
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Si maintenant deux des domaines I) et I); ont une partie commune
(ce qui arrivera forcément, car, puisque nous voulons que tout point de
I'espace soit intérieur au moins a l'un de nos domaines, il doit exister
des régions de l'espace communes a plusieurs domaines) nous avons dans
le domaine D):

st
1 Ql

dans le domaine D), :
F=h
y (N

et par conséquent dans la partie commune

Pt
1 1
Il ne s’ensuit pas que dans cette partiec commune P, est égal a FP; et @,
a . Jai démontré il est vrai dans le tome 2 des Acta mathematica
un théoréme d’apres lequel toute fonetion méromorphe dans tout 1'espace
peut toujours étre considérée comme le quotient de deux fonctions holo-
morphes dans tout l'espace. Depuis M. Cousin a donné dans sa these une
démonstration de ce méme theoréeme.

Il en résulterait alors que les deux fonctions holomorphes P, et @,
pourraient étre  supposées les mémes dans tous les domaines. Mais je
voudrais éviter pour le moment de m’appuyer sur ce théoreme.

Démonstration de la 1 proposition.

[l s'agit de démontrer qu’a l'imtérieur du domaine D), les p fonctions
holomorphes

PL PP

r

ne peuvent avoir un nombre infini de zéros; a moins que l'ensemble de
ces zéros ne forme un continuum analytique.

Sien effet ces fonctions possédaient un nombre infini de zéros com-
muns, a l'intérieur de D), il devrait y avoir dans ) un point:
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dans le voisinage duquel il y aurait une infinité de zéros communs a nos
p fonctions.  Cela posé; supposons que nos p équations

(1) P=P,=...=P, =0

P

ne se réduisent pas toutes a des identités; que par exemple P ne soit pas
identiquement nul. Je pourrai supposer que P, = o ne se réduit pas i
une identité quand on fait

) IU}! = ap-

Si en effet cela avait liew on pourrait tourner la difficulté par un simple
changement linéaire de variables. Comme P, n'est pas identiquement nul,
il y a toujours un point

'Ul=ﬁ1) v‘x=ﬂ'z’ s deHle Ty ,“P‘—‘:ﬁr

pour lequel I, n'est pas nul. Soient alors vy, v,

2y + 0y

v,, p combinaisons

linéaires des »; a;, a,, ..., a, les combinaisons lindaires correspondantes
des a. f,f:, ..., 3 les combinaisons lindaires correspondantes des fj.

Je pourrai choisir les coefficients de ces combinaisons lindaires de telle
sorte que:

B=a, f=a, ..., f=a.

Je prendrai alors les ' comme nouvelles variables et je verrai que I'équa-

tion P, = o ne se réduit pas a une identité pour
' ’ ’ ’ a4
?)2 — aQ, va = a3 ) e ey 'UP —= ap.

Supposons done que P, ne s’annule pas identiquement pour v, = a,,

Alors en vertu des lemmes que jai démontrés au

Ug = Byy ooy Vp =10

D
début de ma These Inaugurale, 1'équation P, = o definira », — a, en

fonetion algébroide de v, —a,, v, —a,, ..., v, — a,. Done en vertu

, P, seront aussi des fonctions algébroides

de v, —a,, ..., v, —a, et les équations

des mémes lemmes P, P, ...

pourront étre remplacées par les suivantes

(2) P,=P,=...=P,—o0

Acta mathematica. 26. Imprime le 11 avril 1902,
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ol les P sont des fonctions holomorphes de

Vo ——

2 v

gy Upr=—103% N0 W=

Les ¢quations (2) sont de méme forme que les équations (1), seulement le
nombre des équations comme celui des variables est diminué d'une unité.

Si ces Céquations (2) se réduisent a des identités, I'équation P, = o
suffit pour définir les zéros communs qui forment un continuum analytigque
a p— 1 dimensions.

Si les ¢équations (2) ne se réduisent pas a des identités, on opérera
sur elles comme sur les équations (1).

On ne sera arrété que quand on arrivera a un systeme d’équations
se réduisant a des identités, auquel cas I'ensemble des zéros formera un
continuum analytique; ou quand le systtme se réduira a une équation a
une inconnue. Mais pour une équation a une inconnue dont le premier
membre est holomorphe et qui ne se réduit pas a une identité, on sait
qu'il me peut pas y avoir de point dans le voisinage duquel il y ait une
infinité de zéros.

La proposition est done démontrée.

Remarque.  Pour appliquer ce qui précede aux fonctions méromorphes
F ,F,, ..., F, il fant préciser ce que nous devons entendre par un zéro
de F,. D'abord F, ne powrra pas sannuler sans que P, s'annule. Tous
les zéros de F| appartiennent done a P ; mais il peut arriver qu'un zéro
de P, n'appartienne pas a F,. Soit en effet v;=a; un zéro de P, ; suppo-
sons que P, et () soient divisibles par une méme fonction H, holomorphe
dans le voisinage de »; = a; et s'annulant pour »;, = a;, de telle sorte que

Pri=HE, Q, ="HQ4;

P; et @ étant holomorphes pour v, = a;. Il pourrait se faire que P, et

H sanmulant pour #», = «,, P ne s'annulit pas pour v, = «,. Dans ce

cas v, = g, serait un zéro de P, mais ne serait pas un zéro de
PSP
F] _ =,
Ql (J’l

eprenons alors la démonstration préeédente et cherchons comme tout a
'heure les zéros communs a F,, F, ... I, et voisins de v; = ;. Je
X e 3 ) » 10 11l ) ar ’ ) ) ar . .

suppose que P, et @ soient divisible par I ; P, et @, par H,; .. ..; P

-
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et ¢, par H,; les fonctions H , H,, ... H, étant holomorphes, dans le
voisinage de », = a; et nulles pour »; = a,. Nous remplacerons alors les
¢quations (1) par les équations

p,l' p, _p,

’ 1 L —
(l) *H—l=l—{2—...——ﬁ—p—0.
Ce sont les équations (1) et non plus les équations (1) qui nous donneront
les zéros communs a F, | F, ... F,; mais les équations (1') étant de méme
forme que les équations (1) il n’y a rien a changer au raisonnement.
Supposons maintenant que l'on envisage la partie commune aux deux

domaines ) et D, et que dans cette partie commune on ait:

Pk - P;v
G
que P, et @, soient divisibles par H; Pj et ) par HJ; les fonctions H,
et H, étant holomorphes pour v, = a; et s'annulant pour v, =wa;. Supposons

Py, Qe ; N ! . . .
7 et ;I- ne soient divisibles a la fois par aucune fonction ho-
k L)
Py Qi

lomorphe s’annulant pour v, =a;, et qu’il en soit de méme pour fl' et T
I k

=

enfin que

Alors le systeme des équations (1) est équivalent au systéme des équations
’ / ’
0 L A
7 T P TS e eiiwpE 77—
Hl Ha ch

2¢ proposition. _

Si les fonctions P, P,, ..., P, qui sont holomorphes dans le domaine D
dépendent d'un ou plusieurs parametres A que l'on peut faire varier d’une
manieére continue; si on consideére ceux des zéros communs aux p fonctions
P qui sont a I'intérienr d'un domaine A intérieur lui-méme a I; si quand
on fait varier les parametres A entre certaines limites, le nombre des zéros
communs reste fini; ce nombre ne peut varier que si un des zéros se
déplagant d'une manicre continue sort du domaine A ou y enfre, en ftra-
versant la fronticre de ce domaine.

Nous savons en effet que CAucny a exprimé le nombre des zéros de
f(z) situés a l'intérienr d'un contour par l'intégrale définie:

I flda
2ir )] f
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prise le long de ce contour, et que Kroxecker, généralisant le théoreéme
de Cauveny, a exprimé¢ le nombre des zéros communs a P, P, ..., P, a
I'intérienr de A par une intégrale multiple prise le long de la frontiere de A.

La fonction sous le signe f reste d’ailleurs finie et continue sauf
pour les zéros communs aux fonctions P, de sorte que si ancun de ces
zéros ne se trouve sur la fronticre de A, lintégrale de KRONECKER reste
finie et est une fonction continue des A.

Si le nombre des zéros communs est infini, il y en a en général sur
la frontiere de A et l'intégrale est dans ce cas dépourvue de sens. Mais
si ce nombre est fini, il n'y en aura pas en général sur la frontiere de
A sy oen avait, il suffirait pour tourner la difficulté de déformer in-
finiment pen le domaine A.

[intégrale de Kronreker est une fonction continue des A, tant qu'il
n'y a pas de zéros communs sur la frontiere de A, et comme sa valeur
est toujours un mnombre entier elle doit étre constante.  Le nombre de
ces zéros communs ne peut done varier que quand l'un d'eux vient sur la
frontiere de A

C. Q. .7

Remarque.  Le théoreme sapplique d’ailleurs immdédiatement aux fone-

tions méromorphes F, [ F, ... F,  puisque les zéros communs de ces

fonctions  sont  ceux des fonctions holomorphes que nous appelions plus
2 P P

haut - !

Hed 0 5, e

Considérant maintenant un domaine A formé de plusieurs domaines
partiels A, A ... A, et supposons que dans chacune de ces domaines
partiels la  fonetion F; puisse se mettre sous la forme %, le théoreme
sapplique au domaine total A.

En effet le nombre des zéros intérienrs a I'un des domaines partiels
A, ne peut varier que si un zéro franchit la frontiere de ce domaine;
alors de deux choses I'une, ou bien la partie de la frontiére de A, franchie
par le zéro appartient a la frontiere du domaine total A et alors notre
zéro a franchi la fronticre de A; ou bien cette partie de la frontiere de
A, sépare A,

intérieurs a A, aura diminué d'une unité; mais en méme temps celui des

d'un autre domaine partiel A, et alors le nombre des zéros
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zéros intérieurs a A, aura augmenté d’une unité; le nombre total des zéros
intérieurs a A n’aura pas changdé.
En résumé le nombre des zéros intérieurs a A ne peut varier que si
un zéro franchit la fronticre de A.
C. Q. F. D.

Corollaire.  Ce que mnous avons dit jusquici s'applique a toutes les
fonctions méromorphes; nous allons voir maintenant ce qui est particulier
aux fonctions abéliennes.

Je prendrai pour le domaine A le prismatoide des périodes

Je vois que le nombre des zéros communs aux p fonctions /' intérieurs
a ce prismatoide est fini; a moins ¢ue leur ensemble ne forme un conti-
nuum analytique; et que; quand on fait varier les A, ce nombre, s'il reste
fini, ne peut varier que quand un zéro franchit la fronticre du prismatoide.
[ augmente d'une unité toutes les fois quun zéro entre dans le pris-
matoide, et il diminue d'une unité toutes les fois quun zéro en sort.

Mais, a cause de la périodicité supposée de nos fonctions, un zéro ne
peut entrer dans le prismatoide sans qu'un autre en sorte; le nombre de
nos zéros, s'il reste fini, demeure donce constant.

3¢ proposition.

worent ' F, L
Soient

I, p+ 1 fonctions abéliennes a p variables.

)

R

P

p combinaisons linéaires de ces p 4+ 1 fonctions de telle sorte que:

([)’I = aq.lbvl i aq.214'2 S a'/~1*+lFl'+l i %yp+2

le nombre des zéros communs aux p fonctions @, tant qu’il reste fini; est
mdépendant des coefficients .

(est la une conséquence immédiate des propositions précédentes.

Le résultat peut s'énoncer dans Ile langage géomdétrique.

Considérons F , F,, ..., F,,, comme les coordonnées d'un point dans

I'espace & p-4 1 dimensions; comme ces fonctions dépendent seulement de
p variables, ce point sera sur une certaine variété a p dimensions que
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jappellerar V7, notre but est précisément de démontrer que cette variété
est algébrique et nous voyvons déja d’apres 'ensemble des résultats obtenus,
que le nombre des points d'intersections de cette variété avee une droite
quelconque est fini, a moins que la droite ne soit tout entiere sur la variété
et que ce nombre est constant pour toutes les droites qui ne sont pas tout
enticres sur la variété.  Soit q ce nombre.

Considérons maintenant, au lien d'une droite, une courbe algébrique
quelconque €' d'ordre n: je dis que le nombre des points d’intersection
de cette courbe avec V sera mg a moins que la courbe ne soit tout enticre
sur la variété ou qu'elle se décompose en plusieurs composantes, une de
ces composantes ¢tant tout enticre sur la variété.

[l me suffira de démontrer cela pour les courbes planes, c’est a dire
pour les courbes situdes sur une varié¢té plane a 2 dimensions. L/'équation
générale d'une pareille courbe est:

=0 O =0, =...=00, ,=o0;

A ¢tant un polynome entier d'ordre n et les @ des polynoémes du 1 ordre
par rapport aux /. Le nombre des points d’intersection, tant qu'il reste
fini, est indépendant des coefficients du polynéme #; or quand ce poly-
néme # se décompose en n facteurs linéaires, ce nombre est évidemment
ng. Et d'un autre c6té ce nombre ne peut devenir infini que si I'ensemble
des points d’intersection forme un continuum analytique, c’est a dire qu'il
doit étre formé de tous les points de I'une au moins des composantes de
notre courbe C.

La méme démonstration s’appliquerait sans changement a une courbe
(ui serait une -intersection completes, ¢’est a dire dont I'équation s’éerirait:

=0, =...=8,=o0

2

les @ ¢tant des polynomes de degré quelconque.  Pour étendre enfin le
résultat 2 une courbe €' qui ne serait pas une intersection complete, il suffit
d'observer qu'on peut toujours trouver une intersection compléte qui se
compose de ' et d'un certain nombre de droites.

4¢ proposition.

La variété V est algébrique.
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Soit en effet # un polyndme entier quelconque d'ordre n en 7, I, ...
I . 1 .
.. 1l contient

'(n +p 4+ 1)
B2
coefficients arbitraires.
Soit
==l ), =tanil, W= g

un systeme quelconque de valeurs des »: nous allons chercher a annuler
la fonction @ et ses dérivées d'ordre 1, 2 ... ¢ par rapport aux p va-

riables # pour le point v, = a;. Ces dérivées ¢tant au nombre de

(g + p)
|malp

cela sera possihlu pourvu que

i(n +p 4+ 1) (g +1_')

n[p+1D 7 [ngp

Or on peut toujours prendre » assez grand pour satisfaire i cette inégalité,
puisque le 1 membre est un polynéme d'ordre p 4 1 en % et le second
membre un polynome d'ordre p.

La variété 6 = o, aura alors avec la variété ¥ un contact d’ordre
ng au point v; = ;. Un plan quelconque a 2 dimensions passant par le
point »; = a; coupera la variété @ = o suivant une courbe C algébrique
d’ordre % qui aura avec -V un contact d’ordre ng. Cette courbe C coupera
done V en ng 4+ 1 points confondus avec le point v, = a;.

Il en résulte qu'elle sera tout enticre sur V ou qu'elle se décomposera,
I'une de ses composantes C' étant tout enticre sur C.

Ilensemble des courbes €’ engendrera une variété V' a p dimensions:
En effet, une droite quelconque I) de l'espace a p 4+ 1 dimensions ren-
contrera V'; car par D et par le point »,=a; je puis faire passer un plan.
Dans ce plan se trouvera dapres ce qui précede une des courbes €' et
cette courbe C’ rencontrera D; car une droite et une courbe algébrique
situées dans un méme plan se rencontrent toujours soit a distance finie,
soit a l'infini. Done D rencontre V', puisque cette courbe €' est sur 17

CRQ.F:MD.
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Toutes les courbes €' étant sur la variété @ = o, la variété V' sera
tout enticre sur la variété algébrique # = o. Donc ou bien ces deux
vari‘tés a p  dimensions sont identiques, ou bien la variété algébrigue
0 = se décompose et V' est T'une de ces composantes; V' est donc
algébrique.

Toutes les courbes € étant sur V| la variété V' sera tout enticre
sur Vet comme la variété 1 ne se décompose pas puisqua chaque
systeme de valeurs des » correspond un point de V et un seul; ces deux
variétés doivent étre identiques.

Done V est algébrique. C. Q. F. D.

Le théoreme A est done démontré.

[ pourrait y avoir une difficulté si la variété V avait moins de p
dimensions, c’est a dire §'il y avait une relation entre les p fonctions F|,
I, o0, Fo mais je dis quon peut toujours trouver p fonctions abéliennes
gqui ne soient lides par auncune relation.

Soit en effet ['(»,) une fonction abélienne quelconque; considérons

avec M. WirrtinGer les p fonetions
F/.-(”i) = F(v; + ’1,'/.-)

les a ¢tant des constantes quelconques.  Si entre ces p fonetions il y avait
une relation, lenr déterminant fonetionnel serait nul, et comme les «;, sont
gquelconques, le déterminant ot le @ ¢lément de la £ ligne est

d

— Flay, aopy - ..y Gy

ll(l.i/,- ( 1k y 2k ) ;:A)

serait identiquement nul quelles que soient les valeurs attribuées aux p?

quantités «. Si nous considérons les p quantités

ltl — a”’ “2 = Qg1 , e ey u, — a

r l:]

comme des variables et les p*— p autres a comme des constantes, cela
veut dire que la fonction F(u,, u,, ..., u,) satisfait a une équation de la
forme '
dr dFr dF
A —+4+4,—+ ...+ 4,5—=0
du, du, du,
cest a dire que /' mne dépend que de p— 1 combinaisons linéaires des

variables u, ce que nous ne supposerons pas.
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Sur les fonctions abéliennes.

§ 3. Démonstration du théoréme B.

Théoréme B. Toute fonction 2p fois périodique de p variables peut
s'exprimer par le moyven des fonctions 6.

RieMANN parait avoir connu ce théoreme; en tout cas, WrigrsTrRAss
I'avait démontré et je crois qu'il avait dit dans son cours exposer les prin-
cipes de sa démonstration; quoi qu'il en soit, cette démonstration n'avait
pas été publiée et ses éleves, s'ils l'avaient connue, ne l'avaient commu-
niquée a personne. C'est ce qui nous décida, M. Prcarp et moi, a aborder
la question et nous donnames une démonstration de ce théoréme dans les
Comptes Rendus en 1883. Cette 1 démonstration, dont nous reparlerons
plus loin; était-elle identique a celle de WEeIERSTRASS, nous l'ignorions.
Ce n'est que longtemps apres, au moment de la publication des oeuvres
completes du grand géometre que nous avons su que les deux méthodes
ne différaient pas essentiellement.

M. ArpeLn donna ensuite (Journal de LiovviLLe 1891) une 2° dé-
monstration du théoreme B enticrement différente de la 1°°; puis vinrent
deux autres démonstrations, I'une de M. Prcarp (Comptes Rendus, tome
124, page 1490) et l'autre de moi (Comptes Rendus, tome 124, page
1407 et Acta mathematica, tome 22).

Cette démonstration du tome 22 n'était autre chose qu'une adaptation
a un but nouveau de la démonstration que j'avais donnée au tome 2 d'un
théoréme général sur les fonctions méromorphes; jai” énoncé plus haut un
théoreme général d’apres lequel toute fonction méromorphe est le quotient
de deux fonctions entieres et j'ai dit qu'outre ma démonstration, il en existe
une autre qui a été développée par M. Cousin dans sa these (Acta ma-
thematica, tome 19).

Eh bien, si ma démonstration peut étre adaptée au théoreme B, il en
est probablement de méme de celle de M. CousiN ce qui nous fournirait
une cinquieme démonstration du théoreme B, entierement différente des 4
premieres. Cependant quand j'ai cherché a développer cette démonstra-
tion en lui conservant sa forme primitive, j'ai rencontré certaines diffi-
cultés. J’'ai donc dit y introduire certaines modifications, et c'est cette dé-
monstration modifiée, qui tient pour aussi dire le milien entre celle de
M. Cousixn et la mienne que je vais chercher a adapter a I'étude du théoreme

Acta mathematica. 26. Imprimé le 7 avril 1902, 8
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B. Rappelons d’abord les hypothéses que nous faisons.  Nous avons dans
'espace a 2p dimensions une infinité de domaines

D, D,, ...

tels que tout point de l'espace appartienne au moins a l'un de ces do-
maines et que dans le domaine I); par exemple, la fonction abélienne #’
qu’il s'agit d’étudier soit égale a
P,

I I == )
( ) @i
P. et ¢, étant holomorphes dans le domaine D,.

Nous pouvons supposer qu'en aucun point I/ de D, les deux fonc-
tions P, et (), ne soient divisibles par une méme fonction H, holomorphe
dans le voisinage de M et s'annulant en 37, de telle fagon que l'on ait:

By =HP[ Q.= HQ,

P et @ ¢tant holomorphes dans le voisinage de .
On pourrait dire que si cela avait lieu on diviserait P; et ¢, par H,
et que dans la partie D] du domaine D, o H est holomorphe, on écrirait:

2
ez
@i
au lieu de F = QL' Mais ce raisonnement serait insuffisant, parce qu'on
)

pourrait craindre que dans le domaine D), qui est une partie de D;, ne se
trouvent des points ou P; et @ fussent eux-mémes divisibles par une méme
fonction holomorphe, qu’on soit par conséquent obligé de détacher du do-
maine D] un domaine plus petit D] ou I'expression de I’ devrait encore
étre modifice, et qu'on ne soit forcé de poursuivre cette opération in-
définiment.

Nous raisonnerons donc de la maniere suivante.

Soit »; = a; un point situé dans le domaine D, et ol

P;\. = 0O,
De I'équation P, = o, on pourra tirer », par exemple en fonction algébroide
) 1
de v,, v, ..., v,. IL’équation comportera d’ailleurs plusieurs solutions

(2) Y1 1P Yy i@l FrR st 50 Y ST
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v

O, @y, -y ¢, Ctant des fonctions algébroides de v,, v, ....

duisant a «, pour v, —a,, v, —a,, ..., ?,
Nous pourrons autour du point v, — a;, trouver un domaine A, in-

vy Up = Q.

térieur a D, dans lequel les fonctions ¢ restent algébroides et dans lequel
enfin 1'équation P, — o n’admette pas dautre solution que les solutions (2).

Les fonctions algébroides ¢ pourront se répartir en groupes de la
facon suivante; si

(?,1 T ¢1 )<IUI T 9"‘2) ot (,Ul i 9’1}1)

, v, dans le voisinage de v, — a,

(ce sera bien entendu un polynome entier d'ordre m et ) et si cette fone-

est une fonction holomorphe de » v, ...

tion holomorphe est irréductible, c¢'est a dire n’est pas le produit de deux
fonctions holomorphes de méme forme, nous dirons que les fonctions ¢,
¢,, ..., ¢, forment un méme groupe.

Drailleurs les dimensions du domaine A, restant finies quel que soit le
point »; = a; nous pourrons diviser le domaine D), en un nombre fini de
domaines analogues a A.

Supposons maintenant qu'en faisant v, = ¢, on annule identiquement
non seulement P, mais encore ¢);; il en sera ¢évidemment de méme quand
on fera v, = ¢,, v, = ¢,, ..., v, = ¢,; les fonctions ¢,, ¢,, ..., ¢, étant
les autres fonctions du méme groupe. Supposons pour fixer les idées qu'il
y ait un second groupe de fonctions ¢f, ¢;, ..., ¢, qui substituées a la
place de », annulent identiquement P, et @), et qu'il n’y en ait pas d'autre.

Alors P, et @), seront divisibles dans le domaine A, par la fonction
holomorphe:

H =0, —e)oi—¢) ... (00 — @)oo — e, —¢3) ... (s — ¢))

7

de sorte qu'on aura

P.= H.P,, @ = H, Q;

v

les fonctions H, , P et ) resteront holomorphes dans tout le domaine A
et on aura dans le domaine A,

k>

_ D
Q’

P; et @, nayant plus de facteur commun s’annulant a l'intérieur de A,.

2

En résumé nous pouvons toujours supposer que P, et ¢, ne sont
jamais divisibles par un méme facteur H, holomorphe dans le voisinage
d'un point intérieur a D, et s’annulant en ce point.
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2 ; of -yl . Py
Cela posé supposons que l'on ait F'= 6' dans le domaine D), et F'= U’”
i k

dans le domaine D,. Si les deux domaines ont une partie commune, on
aura dans cette partie commune

P; &
Pi 1@

P, ne peut s'annuler sans que F, s'annule; car alors on aurait

et ), s'annulerait en ce méme point  Alors ) serait divisible par P, car
11',, est holomorphe puisque #, ne sannule pas. Donc P, et ), seraient
divisibles par un méme facteur P, ce qui est contraire a I’hypotheése que
nous venons de faire,
Done ;i ne peut devenir infini et par conséquent est holomorpbe dans
;
D

. - . P;
toute la partie commune aux deux domaines et il en est de méme de —13'-
‘»

Maintenant la fonction I étant périodigque, chaque prismatoide des
périodes sera divisé en un certain nombre de domaines D,; et on pourra
supposer (ue tous ces prismatoides sont divisés de la méme maniere ,c’est

a dire que si 'une d'eux comprend n domaines

D, D

1)

wgvlly

9 * ¢

I'autre comprendra »n domaines

D) Do b,

n

correspondant respectivement a D, D, ..., D, de telle facon que l'on
passe d'un domaine au domaine correspondant en augmentant les variables
d'une période.

De plus, dans deux domaines correspondants D, et D) les fonctions

P et ¢ reprendront les mémes valeurs; de telle sorte que 1'on aura dans D,:

7 Het) P/;
&

1



Sur les fonctions abéliennes. 61

et dans Dy:
Py

@

ya

et que

Pi(vy,v,, ...,0) =P, + 6,0+ fs,-.., v+ B),
Ql:'(vl y U2y v e vy ?"1r) — (()/:(vl + ﬂl y U2 + ﬂz §i W9 oly /”1: + ﬂ;)\

Bis Py - B étant la période par laquelle on passe de D, et Dj.

Les domaines D, , D, etc. empictent les uns sur les autres, mais je
puis considérer une infinité de domaines A | A, ete. de telle facon:
1° que le domaine A, soit intérieur a D,; 2° que tout point de l'espace
appartienne a un des domaines A et a un seul, a moins qu'il n'appartienne
a la frontiere qui sépare deux de ces domaines.

Il est clair que les domaines A restent encore arbitraires dans une
certaine mesure et que je puis leur faire subir de petites déformations pourvu
que A, reste intérieur a D,.

Considérons deux domaines D, et D, ayant une partie commune; nous
aurons respectivement dans ces deux domaines

P P
F =2 F =21,
Qu’ (t'q
Soient A, et A, les domaines A correspondant a D, et a D, et soit
S,, la frontiere qui sépare A, de A .
Je considéere une fonction @ définie de la facon suivante. Dans le

domaine A, on aura:
@ = leoiP}:

Ce n'est pas une fonction qui jouisse de la continuité analytique, car quand
en franchissant S,, on passe de A, dans A, cette fonction subit un saut

brusque égal a

9

log
b n
On peut dire encore que si l'on appelle @' la continuation analytique de
® au dela de §,, quand ayant franchi cette coupure on a passé de A,
dans A,, on aura dans A :

P
PR L = = L/ .
L 0y log B

n
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Ce qui nous intéresse cest que dans la partie commune a D, et a D,

_— P \
cette fonction log % sera holomorphe, car le rapport de P, a P, ne peut

o p. q
nt sannuler ni devenir infini.
Posons
v = Xy + Wy

de telle facon que les parties réelles et imaginaires, c’est a dire les z et
les y soient les coordonnées d'un point dans notre espace a 2p dimensions.

Soit M’ un point situé sur la variété S

. qui a 2p — 1 dimensions,

et dont les coordonnées seront x) et y,.
Soit M le point de coordonnées courantes x, et y,. Soit

r = \/l'(a: —ap)t + Xy —yp)?

la distance de ces deux points. Soit dw’ un élément de la variété S,,
avant pour centre de gravit¢ le point M’. Soit ¢’ une fonction quelconque
des coordonnées du point M’ et envisageons l'intégrale

* Q
v o'da’
T r2r—2
.

¢tendue a tous les éléments do’ de la variété S,,. Clest ce qu'on appelle
le potentiel d'une simple couche. Pour tous les points situés en dehors de

S

v
ng

c'est une fonction holomorphe des z et des y; cette fonction reste
finie ainsi que ses dérivées quand le point M vient sur S, . Sila variété
S,, est analvtique et si d’antre part ¢’ est une fonction analytique des

coordonnées de ', il arrivera que la fonction V7 pourra étre continuée

;
analytiquement au dela de la coupure S,,. Soit alors M, et M, deux
points voisins I'un de l'autre, mais situés de part et d’autre de cette coupure.
Soient V7, et V, les valeurs de l'intégrale 7 en ces deux points; soit V’
la continuation analytique de la fonction V' quand partant du point A
on franchit la coupure et soit V) la valeur de V' en M,.

Alors V) comme V, seront des fonctions analytiques des coordonnées
de M,, mais V) ne sera pas en général égal a V,. Nous devons observer

que dans le cas dune simple couche, la fonction V' ne subit pas un saut
brusque quand on franchit la coupure; de sorte que sur la coupure méme

T i
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Il n'en est pas de méme des dérivées, et si I'on représente en particulier
av £l A ; | . sy
par o la dérivée estimée suivant la normale a la coupure S,  la diffé-
o 7
rence
av, _av,
dn dn

sur la coupure méme ne sera pas nulle, mais elle sera égale a 4" a un
facteur constant pres qui ne dépendra que du nombre 2p des dimensions.
Soit maintenant & une autre fonction analytique des coordonnées de

M’ et considérons l'intégrale

. 9__9
W — / edo "
3 dn

c'est ce  qu'on appelle le potentiel dune double couche. Alors si nous
appelons encore W, et W, les valeurs de W aux points M, et M, nous
verrons que W, est une fonction analytique des coordonnées de M, comme
W, de celles de M,. De plus W peut étre continué analytiquement au
dela de la coupure, et si l'on appelle W’ cette continuation et W la
valeur de W’ en M, alors W, sera fonction analytique de 17,.
AW, AW,

dn . dn

Sur la coupure méme on aura , mais la différence W,— W

ne sera pas nulle, elle sera égale a ¢ a un facteur constant prés ne dé-
pendant que du nombre 2p des dimensions.
Nous reprendrons maintenant notre fonction holomorphe

et nous considérerons sa partie réelle que jappellerai R

ng
el S 9
R,,q = log P,
Nous prendrons alors:
i dR,, . R
v dn =

et jenvisagerai l'intégrale
J,=aV + bW

Ry

les @ et les b étant des constantes.



64 H. Poincaré.

Jappellerai o/, le prolongement analyvtique de J,, par dela la coupure.
Pl 7 g : ng | I

n

S1 les  coefficients constants @ et 0 sont convenablement choisis (c'est a

dire s'ils sont les inverses des coefficients constants dont je parlais tout a
['heure et qui ne dépendent que du nombre 2p des dimensions), nous aurons:

J., —dJ,, =R,

nq nq

Soit en effet ¢° une fonction qui soit égale a J,, d'un coté de la coupure
et a ./, + R,, de l'autre c6té de la coupure. Des deux c6tés de la coupure,
¥ sera une fonction harmonique des 2p variables x et y; je veux dire par
la qu'elle sera holomorphe et satisfera a I'équation de LArrnacE A Y = o;
nous ne savons pas encore s'il en sera de méme sur la coupure méme;
mais sur cette coupure la fonction ¥ est continue (si nos coefficients a et
b sont convenablement choisis) et il en est de méme de anf On en
conclut que la fonction ¥ reste holomorphe sur la coupure méme et que
J,, + R,, est la continuation analytique de ./,

Si done on a une fonction qui soit égale a logIqu—J,,,l dans le

domaine A, et a log|P,| — /,, dans le domaine A, cette fonction restera

ng
analytiquement continue quand on franchira la coupure S, ; elle sera har-
monique dans l'ensemble des deux domaines A, et A,; (sauf pour les points
de A, ou de A, ou P, ou P, s'annulent; en ces points c’est la différence
¥ —1log|P,| ou " —log|P,| qui est harmonique).

[intégrale J,, joue le role que joue dans la démonstration de M. Cousin
I'intégrale de Cavcny

/ (o — fp)'lz
gi==1
mais c'est une intégrale multiple.

Une propriété importante rapproche encore notre intégrale de celle
de Caveny. Soit S, une coupure peu différente de S,,; je suppose que
la frontiere complete de S;, soit la méme que celle de §,, de fagon que
I'ensemble des deux coupures forme une variété fermée enfermant un
certain domaine A’. Soit K,, la méme intégrale que .J,, mais prise le

ng

long de S;,. On aura alors en dehors de A’:
v]’.q = an

et a l'intérieur de

-]"7 — K,,q + Ii"q.
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I’,/| —J,, dans A,

Il en résulte que si ¢ est une fonction égale a log B
et a log‘ll',,l — J,, dans A, et si d’autre part ¢’ est une fonction égale
a l()g‘l]’,,' — K, dans le domaine A,6 4+ A’, a log;l]',,| — K, dans le do-
maine A, — A’ on aura

(’[) = S["_
En  d’autres termes on aura pu déplacer et déformer un peu la coupure
S,, sans changer la fonction ¢,

Cela posé, considérons quelques-uns de nos domaines en nombre fini

(2) A bAoA

7

et les coupures qui séparent ces domaines (2). Soit ¢» une fonction qui
est égale dans A, (A, étant 'un des domaines (2)) a:

¢ = log|P,|— 2,

nq

la sommation étant étendue a toutes les intégrales o/, relatives aux coupures
qui séparent les domaines (2).

La fonction ¢ est harmonique, dans I'ensemble des domaines (2) sauf
peut-étre pour les points qui appartiennent a plus de deux de ces domaines;
(et sauf certainement pour les points ou l'un des P, s'annule, car en ce
points c'est ¢ —log | P,| qui est harmonique).

Soit donec N un des points qui appartiennent a plus de deux des
domaines (2). De ce point comme centre déerivons une hypersphere /1,
déformons ensuite les coupures de facon qu’elles ne changent pas ni en
dehors de I'hypersphere, ni sur I'hypersphere elle-méme, mais seulement
dans l'intérieur de I'hypersphere et qu'apres la déformation, le point N ne
soit plus sur une coupure.

Je dis que la fonction ¢ w'a pas changé. Nous avons vu plus haut
que cette fonction ne change pas quand une des coupures est déformée
sans que sa frontiere complete varie. Ieci les choses ne se passent pas
tout a fait comme cela, puisque le point N se trouvant sur la frontiere
commune de plusieurs coupures, nous sommes obligés de déformer ces
frontiéres si nous voulons que le point N cesse d’étre sur une coupure.
(’est seulement en dehors de I'hypersphere 1 que les frontiéres ne va-
rient pas.
la conpure déformée; ce sont

Soit alors §,, 'une des coupures, S

ng ngq

Acta mathematica, 26, Tmprimé le 11 avril 1902, Y



66 H. Poincaré.

des variétés a 2p — 1 dimensions; soit F' la fronticre de S
S

Yo,
ng)

gy I celle de
ce sont des wvariétés a 2p — 2 dimensions; quand pendant sa dé-
formation continue, cette frontiere va de sa position initiale /' a sa position
finale F', elle engendre une variété a 2p— 1 dimensions que j'appelle

T, Alors la fronticre de 7, est formée de F' et de F'; et la variété
S, =S, + T,, a pour fronticre F, c’est a dire méme fronticre que S, .

La fonction ¢ ne change donc pas quand on remplace les coupures

S,, par les coupures S)/. Qu'est ce a dire? Soit € une variété a 2p —2
dimensions appartenant a plus de deux domaines (2); par exemple aux do-
maines A A, ..., A, ces domaines doivent étre contigus deux a deux,
par exemple A a A, A, a A, ..., A, ;2 A, A, a2 A Alos C
fera partie de la frontiere de & coupures, a savoir S;,, Sy, ..., S, 1., Su1-
Pendant la déformation, €' ira de sa position initiale C a sa position finale
C’ et engendrera ainsi une variété U a 2p — 1 dimensions. D’apres sa
définition méme, U fera partie de 7%,, T,y, ..., T);.

Cela posé si nous appelons ¢ et ¢ ce que devient ¢ quand on
remplace les coupures S, par les coupures S, et S;’; nous avons déja vu
que ¢ = . Quelle est la différence entre ¢ et ¢”. Ces deux fonctions
ne peuvent différer que par les intégrales j,, c’est a dire par des intégrales
de méme forme que les .J,, mais prises le long des variétés 7', nous

aurons done:

=P =2,

la sommation ¢étant étendue a tous les 7,,, c'est a dire a tous les 7),,
mais nous pouvons éerire

: 5

]nq 10 Zjuq
en appelant 7, la méme intégrale étendue a lune des variétés telles que U
dont se compose 7, . 1l vient alors:

¢II s sbl W, 227.:"”

I'nn  des signes Y se rapportant aux différentes variétés telles que U et
lautre aux différents 7, dont une de ces variétés fait partie. Or si je
considére I'une de ces variétés, par exemple U, et que j'étende la somma-
tion a tous les 7,, dont U fait partie, c'est a dire a Ty, , T\, ..., T},

il viendra:

g =la +J2a+ .-+ Jha



Sur les fouctions abéliennes. 67

Nous nous rappelons comment a ¢été définie Uintégrale ./, et le role que
jouait la fonction que jai appelée R,,. Nous voyons que l'intégrale totale

2y, se caleulera de la méme maniére en remplagant R, par

RIA'Z + R'I.3 + > Ve + Rh.l

I'intégration étant d’ailleurs étendue a U.  Mais on a:

75 S el e o B A A 1 S 1(,_“' +.+ IUgl% Ny

Py
Px

Done¢ on aura

$—¢r =0, p=¢.
C. Q. F. D.

Or le point N n'est pas un point singulier pour ¢’ puisqu'il n’est pas
sur les coupures S’; ce n'est donc pas non plus un point singulier pour ¢.

D’olt nous concluons que ¢ est harmonique dans D'ensemble des
domaines (2), sauf pour les points de D, ou P, sannule et ol ¢'est
¢ — log | P,| qui est harmonique.

Reprenons les intégrales V', W ./, ; on se rappelle le role que jouait
dans la définition de ces intégrales la fonction

7.2—‘211

qui dépend des @, des y, des 2’ et des y'. Développons-la suivant les

puissances des x et des y et soit
2—% '
P = p, +p

olt p, représente l'ensemble des termes de degré o, 1 ou 2 par rapport
aux » et aux y et p' l'ensemble des termes de degré supérieur.

Soit maintenant /[, une intégrale analogue a ./, mais ol »*~*
remplacé par p'; soit maintenant y une fonction définie comme ¢, mais
ot les o/,, sont remplacées par les L,,, de telle facon que dans A, on ait:

y = log|P,| — 2L,,;

est

la fonction y jouira des mémes propriétés que la fonction ¢, dont elle ne
diftérera d’ailleurs que par un polynome du 2% degré en x et y.

Mais supposons que l'on prenne un nombre de plus en plus grand
de domaines (2) de fagon que l'ensemble de ces domaines tende a embrasser
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'espace tout entier; de sorte enfin qu'a la limite la fonction y (resp.
7 — log | P,|) soit harmonique dans tout l'espace.

Pour que ce passage a la limite soit légitime, il faut que la série
Y1, converge; or c'est ce qu'il est aisé de constater, tandis que la série 2/,
aurait ¢té divergente.  Nous n’avons qu'a reproduire ici la démonstration
du tome 22 (pages 167, 168). La fonction y jouissant d'ailleurs des mémes
propriétés que la fonction V' du tome 22, la démonstration s'achéverait
de la méme maniere.

§ 4. Adutre forme de la démonstration.

Mais on aura avantage a mettre la démonstration sous une forme un
peu différente.

Nous pourrons supposer d'abord que dans un certain domaine D,
assez  grand  pour quun prismatoide des périodes /I y soit contenu tout
entier, notre fonction abélienne F' peut étre mise sous la forme du quotient
' de deux séries enticres convergeant dans tout le domaine D.

Cela peut s'établir aisément en partant des hypotheses du paragraphe
précédent, et cela de plusieurs manicres, soit par la méthode de M. Cousiy,
soit pas ma méthode du tome 2, soit par la méthode mixte du paragraphe
précédent.

Dailleurs P et ¢ n'auront pas de facteur commun s’annulant a l'in-
térieur de D.

Si nous augmentons mnos variables d'une période fondamentale a;,
Pv,) et Qv,) deviendront P(v; + a;) et Qv, + «;). lLes séries P(v;) et
@(v;) convergent dans le domaine D; les séries P(v,—a;) et @(v,—a,) con-
vergeront dans un domaine D' que 'on obtiendra en faisant subir a D une
translation représentée en grandeur et direction par la période a,. lLes deux
domaines D et D' ont une partie commune puisque D est plus grand qu'un
prismatoide des périodes. Dans cette partiec commune, les deux séries
P(v) et Plv; + a,) convergent et leur rapport

P ()
P(v;— ay)
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ne peut devenir ni nulle ni infinie.  Si en effet 1l sannulait par exemple,

les deux séries
Q(v; — a;)

Pw), Q) = Pv,)—— \
( 1> ) tv( l) ( 1) I'(‘I‘iw-- ;)
auraient un facteur commun P (»,) sannulant a 'intérieur de D,

Nous allons maintenant définir une fonction auxiliaive que nous ap-
pellerons . Soient M et M’ deux points ayant pour coordonndes, le
1 %, Y, le 2% x , yi; soit

r= @ — )’ + Iy — y0)*
leur distance.

Soit M un point ayant pour coordonnée x| + b, y. + ¢/ en dé-
signant par b, et ¢, les parties réelle et imaginaire d'une des périodes «
de notre fonction abélienne (je veux dire, soit d'une période fondamentale,
soit d'une des combinaisons en nombre infini de ces périodes fondamentales
c'est a dire d'une période quelconque).

Soit p la distance des points M et M".

On sait que »*~* est une fonction harmonique des x et des y

)

et 1l
en est évidemment de méme de o* 7. Supposons qu'on développe p* ¥

suivant les puissances des z et des y et que l'on éerive:
2—2 ___
0 =047

en représentant par o l'ensemble des termes de degré o, 1 et 2 et par
I'ensemble des termes de degré supérieur. En envisageant la période zéro,
on aura en particulier

2—2p ___
r = o, + 7,.
Il est clair que 7 est encore une fonction harmonique. Nous poserons alors:
W =2z

la sommation ¢tant étendue a  toutes les périodes, en y comprenant la
période zéro.

Il est ais¢ de voir que la série X7 converge uniformément et on en
conclut que W est une fonction harmonique des = et des y satisfaisant a
I'équation de Larrace AW = o, saut quand le point 1/ se confond avee
le point M” c'est a dire quand le vecteur MM’ représente une période
quelconque en grandeur et direction,
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Sotent maintenant ¢ et ¢ deux sfacess opposées du prismatoide de /7,
soit «; la période fondamentale correspondante de telle sorte qu'on passe
de ¢ a ¢ en changeant »; en v, 4 ;. La face ¢ appartient alors a la
fois aux domaines D et D'.  Dans la partie commune a ces deux domaines,
qui comprend la face ¢, la fonction

log P(v; — a,) — log P(v,)
est holomorphe ainsi que nous I'avons vu.  Nous appellerons U+ iV cette
fonction holomorphe, et sa partie réelle U/ sera évidemment une fonction
harmonique des z et des y.

Soit de' un ¢lément de la face ¢ et supposons que le point M’ défini plus
haut soit au centre de gravité de dw’. Soit U’ la valeur de U au point M".

Considérons alors 1'intégrale

Jiss /( e U’>dw’

dn dn

Ctendue a tous les ¢léments do’ de la face ¢. Je désigne, bien entendu,
al’ dW . . . . .

7 dn et ~ dn les accroissements que subissent les fonetions U’ et W
an an

quand le point M’ subit une déplacement drn, normalement a la face ¢.

[T est clair que ./ est une fonction harmonique des z et des y, sauf
quand le point M se trouve sur la face ¢ ou sur l'une de ses trans-
formées par l'addition d'une période. Et en effet quand le point M
coincide avee le point M’ (qui est sur la face ¢) ou avec I'un des points
M"”, (c'est a dire avee un des transformés de M’ par l'addition d’une

par

période), la fonction W devient infinie.

La face ¢ jointe a ses transformées par I'addition d’une période forme
une suite indéfinie de variétés planes a 2p — 1 dimensions, paralleles et
équidistantes.  Soient S ces variétés.

Alors la fonction ./ est analytique, sauf quand on franchit T'un des
S.  Quarrive-t-il maintenant quand le point M franchit I'un des 87 Soit
N” un point de l'un des §, et N’ le point correspondant de ¢. Dé-
formons alors légeérement la face ¢ dans la partie voisine du point N’ et
soit ¢ le résultat de la déformation. Nous pourrons supposer que N’
n'est pas sur ¢, et que toute la partie de ¢ qui n'est pas voisine de N’
n'a pas subi de déformation et coincide par conséquent avec la partie

correspondante de ¢’
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Alors entre ¢ et ¢ il y aura un petit domaine A dont la fronticre
se composera de la partie de ¢ qui n’appartient pas a ¢ et de la partie
de ¢" qui n'appartient pas a ¢.

Nous considérerons également les transformés de ¢, de ¢ et de A
par l'addition d'une période. Le point N” se trouve sur l'un des trans-
formés de ¢, mais non pas sur 'un des h‘unsl'urlm‘s de ¢'; il est done
sur la frontiere de I'un des transformés de A, que jappellerai A’

Cela posé, considérons l'intégrale J' qui est formée comme .J, mais
étendue a ¢’ et non plus a ¢. Elle sera analytique sanf quand le point
M sera sur ¢ ou sur l'un de ses transformds.

La différence des deux intégrales est doale a

o AU AW
'[—’] —(/ ([1 41)& —T( >l]0)

I'intégration étant étendue a la fronticre du domaine A.  Elle reste ana-
lytique sauf quand le point M est sur la frontiere de A ou de I'nn de
ses transformés. Voyons par exemple ce qui se passe quand le point M
est voisin de la frontiere de A’ et plus particulicrement voisin de N”.
Quand le point M vient en N” et le point M’ en N’, la fonction
W = Y7 devient infinie mais un seulement des termes de la somme X7
devient infini; soit pi™* le p** correspondant. Alors W — pi=* reste

finie.  Posons:
W—pi "= H.

Nous aurons:

J = K + K,

avec

K :L/(H@ﬂl—zwﬁﬂym,

dn

Sy 1 iU’ dpi F
= 2—9 7)‘ Tr /)l ) ’
K ,/ (o} in — U Exaa dw

les deux intégrales étant étendues a la fronticre de A.
La fonction H est une fonction harmonique, des 2" et des y' (nous
avons déja vu qu’elle est harmonique par rapport aux x et aux y, mais
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je la consideére maintenant comme fonction des ' et des y'). Elle reste
analytique a T'intérieur de A que le point M soit intérieur ou extérieur
a A" on quil soit sur la frontitre de A’) pourvu toutefois que ce point
M, vestant voisin de A’ comme nous le supposons, ne soit intérieur a
aucun des autres transformés de A.

De méme la fonction 7 est harmonique et analytique a 'intérieur
de A, Dans ces conditions le théoreme de GREEN nous enseigne que
Fintégrale A" est nulle. En ce qui concerne I'intégrale K| ce méme théoréme
nous enseigne quelle est nulle si le point M est extérieur a A’. Si le
point M est intérieur a A’, notre intégrale K| est égale; toujours d'apres
le méme théoreme, a

all,,
o Ctant un coefficient numérique qui ne dépend que du nombre 2p des
dimensions et {7 la valeur que prend 07 quand la distance p, s’annule.

Or quand la distance p, s’annule, c'est que le point 3’ vient au point
de I'intériewr de A qui correspond a la position du point M a l'intérieur
de A’ Or soit a] = b} 4 ic la période dont I'addition transforme le point
N en N” et A en A’. Quand les points M et M’ occuperont les po-

.y

sitions que j'ai dites, on aura
° R of ’ P o ’ Al .
X, = @, + by, Yo = Y + G

on aura done
T T ’ )
U, = Ulw, — by, y — ¢3)

K ="al (T, —— [/,f. W == Cr)s
Done gquand M est extérieur a A’, on a
Ji=1J"

Quand le point M franchit la coupure S dans le voisinage de N”| pour

pénétrer dans A l'intégrale J n’est pas continue, mais l'intégrale J' Dest.

Done J' est la continunation analytique de J au dela de la coupure S§.
Quand M est intérieur a A’, on a:

J' = J— all(x,— b, yp — ¢p)-
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Done la continuation analytique de J au dela de la coupure est
!T— a(](.r/_ P //Z y .]//; = (’./,.)

C'est la conclusion finale a laquelle je voulais arriver.
Le prismatoide a. 2p couples de faces opposées, ¢, et ¢, ¢, et ¢, ...,
@ et ¢y, Soient U, et J, la fonction analogue a U et l'intégrale ana-
logue a J,; relatives a la face ¢,.
o) bl 79
Soit @ une fonction qui dans le prismatoide /I est égale a

log | P(0)]

et qui dans le prismatoide /I’ transformé de // par l'addition de la période
a, = b, + ic; est égale a:

log | P(v; — a,)].
La fonction @ est donc harmonique dans chacun des prismatoides, sauf
aux points pour lesquels /' s’annule ou devient indétermindée. Mais elle
est discontinue quand on passe d'un prismatoide dans l'autre. De plus
elle est périodique par définition.

Si nous désignons par «; la période fondamentale qui correspond a
la face ¢, et par 0, et ¢, ses parties réelle et imaginaire, nous voyons
d’abord que quand le point A franchit la face ¢, pour sortir de /7, la
fonction @ subit un saut brusque égal a

log | P(v; — a;,)| — log | P(v))| = U,(»,).
Lorsque le point M franchit la transformée de la face ¢, par I'addition
de la période a;, la fonction @ subit un saut brusque ¢égal a
log | P(v; — ai — ay)| — log | P(v: — &) | = U, (v;— a)-

(Considérons maintenant la fonetion
I o

Nous voyons tout de suite que cette fonction est harmonique sauf en deux
sortes de points:
1° Ceux ou I’ sannule; en ces points ce n'est pas &, mais
Q —log |P(v,)| ou &—1log|P(v,— a)]

qui est harmonique.

Acta mathematica. 26. Imprimé le 18 avril 1902 10
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o

29 Ceux qui sont sur la frontiere de deux ou plusieurs prismatoides,
points pour lesquels les fonctions @ et ./ subissent une discontinuité ana-
lytique.

Parmi ces points nous distinguerons 1° ceux qui n’appartiennent qu'a
2 prismatoides et qui forment des variétés a 2p — 1 dimensions, variétés
qui ne sont autre chose que les faces ¢, et leurs transformés; et 2° ceux
qui appartiennent a plus de 2 prismatoides et qui forment des variétés a
2p — 2 dimensions ou a moins de 2p — 2 dimensions.

En ce qui concerne les premiers; on voit tout de suite que la fonction
£ reste analytique, et en effet @ subit un saut brusque égal a U, J, un

. ; 1
saut brusque égal a — al,; de sorte que le saut est nul pour @—;Jq

et par conséquent pour &£, et que & coincide avec son prolongement ana-
lytique.

Il est aisé d'en conclure qu'il en est encore de méme en ce qui
concerne les autres points qui font partie de plus de 2 prismatoides.

Soit en effet 4 I'un de ces points; il appartiendra également a plusieurs
de faces ¢, ou de leurs transformées. Reprenons l'intégrale

e /(erll‘ _(”'V /T'>(1(l)'

dn dn

étendue a la face ¢. D'apres Thypothese, le point 4 appartient a plusieurs
des transformées de ¢, par exemple aux transformées de ¢ par I'addition

des périodes aV, @, ..., a, transformées que je désignerai par ¢, ¢,
..., ¢™. Si je représente alors par AV A® ... A™ les points qui se

déduisent de A par la soustraction des périodes @, a”, ..., a/™, ces m
points seront tous sur ¢, ou plutét sur la frontitre de la face ¢.

Quand le point M viendra en A et le point M’ en A% celle des ex-
pressions p* ¥ qui correspond a la période a¥ et que je représenterai par
pi deviendra infinie. Nous avons done m de ces expressions a savoir
2—2p
Py MY | p"l !
qui peuvent devenir infinies quand M est en 4 et que M’ est sur la face
¢ ou sur la frontitre de cette face. Toutes les autres expressions p*~*

restent finies.
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Posons alors:
99 2—2 2—2p
£ p+/0‘.' p+"'+/)mp_w)

W=W + w; J=J" 4+,
LT S g P
J =/<W 77&_—-—(17 U‘)(Z(I),

2 -
. au’ dw .,
b= w———-—U')deo'.
J / < dn dn >
Comme la fonction W' reste réguliere, quelle que soit la position de M’
sur ¢, quand le point M est voisin de A4, nous devons conclure que I'in-
tégrale J° est réguliere dans le voisinage de A.
Quant a 7, elle est égale a l'intégrale

W [[(odT =

du dn ,

v

étendue, non plus A ¢, mais a 'ensemble des transformées o, ¢ ... ¢
Soit E cet ensemble. Il est clair que le point A appartient a la variété
E et qu'il n'est pas sur la frontiere de < (car dans ce dernier cas, il y
aurait de l'autre coté de cette fronticre une transformée de ¢ dont A devrait
faire partie et d’aprés notre hypothese ¢ ¢® ) ... ™ sont toutes les
transformées de ¢ dont A fait partie).

L'intégrale (4) est une fonction holomorphe des x et des y, sauf quand
le point M est sur E. Quand le point M vient en 4, la fonction j éprouve
done une discontinuité analytique. Soit maintenant /' une autre variété
a 2p — 1 dimensions, ayant méme frontiere que K, de telle facon que E
et E’ limitent un domaine ¢. Comme A n’appartient pas a la fronticre
de E, nous pouvons supposer que A ne fait pas partie de K’

Soit 7' lintégrale analogue a lintégrale (4) étendue a E’. Ce sera
une fonction holomorphe des = et des y sanf quand M est sw E'.  Elle
sera donc holomorphe dans le voisinage du point A.

Or en vertu du théoréme de GreeN, les deux intégrales ; et )’ sont
égales entre elles en dehors du domaine ¢. Done Uintégrale j, et par
conséquent aussi Uintégrale J, est susceptible d’étre prolongée analytiquement
au dela de la coupure dans le voisinage du point A.

Cest 1a ce que je voulais d’abord démontrer.
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Revenons maintenant a la fonction €. D’aprés ce qui précede, cette
fonction pourrait admettre pour coupures les diverses transformées des faces
¢, mais elle est toujours susceptible d’étre prolongée analytiquement au
dela de ces coupures, méme dans le voisinage de 4. De plus nous avons
vu que quand on franehit 1'une de ces coupures, la fonction &£ coincide
avec son prolongement analytique. La fonction £ reste donc analytique
et harmonique en A.

[1 y aurait exception évidemment si au point 4 la fonction /' sannulait;
ce serait alors &—log | P(v)| ou & —1log|P(v,— a)| qui serait analytique
et harmonique.

[ia fonction £ jouissant des mémes proprié¢tés que la fonction y dn
paragraphe préeédent et la fonction V' du tome 22, pages 169 sqq, pourra
jouer le méme role.

D'apres la définition méme de la fonction W, ses dérivées secondes
sont des fonctions périodiques des z et des y. Soit en effet DW une des
dérivées secondes de W par rapport aux variables z et y; plus générale-
ment 0 sera un signe de dérivation par rapport aux z et aux y, et I’
sera la dérivée correspondante prise par rapport aux variables 2’ et y'.

Sioalors D est une dérivée seconde, mous aurons

DW = 2 Dr, Dp** = Do + Dr.
Comme o est un polyndéme du 2% degré, Do se réduit a une constante;

d’autre part comme p est une fonction des différences z —a', y — ¥/,
Nnous aurons:

Dp'.!—'.’p =L D'p‘.’—‘.’p.
Comme 7 mne contient que des termes du 3° degré au moins, Dz est du
1" degré au moins et s'annule avec les z et les y; nous avons:
D'p** = Do + Dr.

Soit p, ce que devient p quand les x et les y s'annulent. La formule
précédente devient donc pour z = y = o:

Dipe =Nl
Comme nous savons que Do est une constante, cette formule nous donne
la valeur de D¢ et nous pouvons éerire:

Dr = D'p™" — Dpi™.
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La série
DW = X (D'p* ™ — D'pi~*)

est absolument convergente. Quand z et y augmentent dune période ['ex-

2—2p

ression se transforme en une autre expression o *. Quand 2" et
P { !

p

diminuent de la méme période p°* se change encore en p* " mais en
A N 22D - 12—2p Nous rons éerire:
méme temps p; % se change en pi* . ous pouvons éerive:

DW = X(D’p'?—'-’p i Drp‘r)‘z-w»)

car les deux séries ne different que par lordre des termes.
Si maintenant 2 et y augmentent de la période en question, alors
DW devient
2 (Dp* — D'pt~

i
donec DW a augmenté de
12-— r . 2—92 »
2 (Dpir — Dipy ™).
Cette série est absolument convergente, et il est aisé de vérifier que la

somme en est nulle. Donc DW est une fonction périodique.
C.Q F. D

Si DW est périodique, il en sera de méme de

— U

DJ = / (DIle ”JDW)(la)’.

dn dn

D’ailleurs D@ est périodique par définition et il doit en étre de méme de
DQ = Do + > 3DJ,.
[74

Ainsi les dérivées secondes de D& sont des fonctions périodiques des x et des y.
Nous allons introduire une autre fonction analogue a £ et que jap-
pellerai £’. A cet effet je commence par définir une intégrale analogue a

J et que jappelle

dn

o / (W‘” (zn I")l :

Cette intégrale differe de J parce que U’ y est remplacé par V'; V' est
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la valeur de la fonction V" au point M’ et je rappelle que V" est la partie
imaginaire de la fonction

log P(v; — a;) — log P(v))

dont U est la partie réelle.

On voit que dans le voisinage du champ d’intégration envisagé, la
fonction 1 reste holomorphe.

Je définirai la fonetion ¢ comme il suit; dans le prismatoide /I’

~

(vide supra) elle sera égale a

arg. P(v; — a;).

Elle ne sera done définie qu'a un multiple prés de 27.
Je poserai

Q= ¢ +£2J;;

et il est clair que la fonction £’ jouira des mémes propriétés que la fone-
tion £, a cette différence prés qu'elle ne sera déterminée qu’a un multiple
pres de 27.

Quelles relations aurons-nmous maintenant entre £ et 2'; la fonetion
J ¢tant analytique et harmonique sanf sur les coupures, et ayant pour
prolongement analytique:

T — aUlz, — b)),

la dérivée DJ sera analytique et harmonique sauf sur les coupures et aura
pour prolongement analytique

De méme la dérivée D.J" sera analytique et harmonique sauf sur les coupures
et aura pour prolongement analytique

I)'I’ R a.D V(ZI?; R [)/’).

Mais U et V sont les parties réelle et imaginaire d'une méme fonction
analytique des variables complexes ». On en conclut que chacune des
dérivées secondes de U/ est égale a une des dérivées secondes de V. On

aura par exemple
DU = D, V.
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Comparons maintenant DJ et D J'. Toutes deux sont harmoniques et
analytiques sauf sur les coupures et elles ont respectivement pour prolonge-
ment analytique

DJ — aDU(x, — b;) , D,J' — aD, V(x, — b)) = D,J" — aDU(z; — by}).

Ainsi la différence DJ— D, J' reste analytiquement continue sur les coupures;
elle est donc amnalytique et harmonique dans tout I'espace.

De plus DJ de méme que D,J' est périodique; notre différence est
donc analytique, harmonique et périodique dans tout I'espace; cest dire
qu'elle se réduit a une constante. (Cf ArpeLr, Acta, tome 3.)

Il résulte de la que les dérivées de D.J sont égales aux dérivées cor-
respondantes de D J’

(4) LB e N L

day. dey ! dyr T dys
Quelle est maintenant la signification des équations
(5) DH = D H',

H et H' désignant deux fonctions quelconques des x et des y. Pour nous
en rendre compte formons explicitement nos équations:

(6) DU = Dl V.
Nous avons:
dU dv daUu av
(l‘l.'k r dyk d d]//; e p & d.[;\»
d'ou:
at. a*v Ll'iU _azv d*U - axv v a*v
daydz; o d!//;dxj’ daydy; o dyrdy;’ dyrda; o TIE;TL, ’ (I—I//‘([V, S T.z’;j:[g/; ’

Ce sont la nos équations (6). Pour avoir les équations (3), il suffit de
remplacer U et V par H et H'. Ces équations peuvent donc s'éerire:

d dH _ d dH’ d dH d dH'
(7) dey dz; — dy; da;’ mﬁ i _Ed—r,

avec les équations qu'on en déduirait en remplacant =, par y,.
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Ces équations signifient que

dH — dH' dH ! dH’
da; Vit :l.r,_,' ' dy; yi—1 dy; '

cest i dire les dérivées premicres de H + -—1 H', sont des fonctions ana-
Iytiques des variables complexes v.
Nos équations (4) qui peuvent s'éerire:
d.J aJ’ dJ dJ’
— =D D—=D —
df!//: 1 d!//;

dzy, Y day,

D

signifient alors que les dérivées secondes de .J + \J—1J' sont des fonctions
analytiques des variables complexes v.

Done J + —1J" sera ¢gal a une fonction analytique des v, plus un
polyndéme du second degré par rapport aux z et aux y.

Comme @ + (—1@" est par définition une fonction analytique de v,
nous devons conclure que & 4 /—1& est égal a une fonction analytique
des v, plus un polynéme du 2% degré par rapport aux x et aux y; toute-
fois cette fonction devient logarithmiquement infinie aux points ou £
s'annule.

Soit @ le polynéme du 2% degré dont il vient d'étre question; alors:
Q4 Jy—19 — @ et =90

sont des fonctions analytiques des variables complexes »; la derniere 6 est
une fonction enticre; en effet elle ne pourrait cesser d'étre holomorphe
qu'aux points ot /' s'annule, en ces points
Q4+ J—1& —a—log Plv,—a;) = 4
est holomorphe et par conséquent
—_— ), 9 2 ’t
est holomorphe également.

Les dérivées secondes de £ + \/—1& — @ sont périodiques; nous
I'avons vu pour &; nous le verrions de la méme manicre pour £, et les
dérivées secondes de @ se réduisent a des constantes.

Il résulte immédiatement de la que @ se reproduit multiplié par une

exponentielle dont D'exposant est un polynéme du 1 degré, quand les
variables augmentent dune période.
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("est une »fonction intermédiaire» pour employer l'expression assez
mal justifiée de Brior et Bouquer. Notre fonction I est done le quotient
de deux fonctions intermédiaires.

§ 5. Des fonctions intermédiaires.

L’étude des fonctions abéliennes se trouve ainsi naturellement ramende
a celle des »fonctions intermédiaires», c¢’est a dire des fonctions entieres
qui se reproduisent par l'addition d'une période, a un multiplicateur pres
qui est une exponentielle du 1 degré.

C'est principalement dans le tome 8 de 1'American Journal of
Mathematics (1886), que se trouvent exposées mes recherches sur ces
fonctions intermédiaires.

On reconnait tout de suite que les périodes et les multiplicateurs ne
peuvent pas étre quelconques.

Supposons que quand »;, augmentant d'une période, se change en
vi + ay, le logarithme de la fonction intermédiaire augmente de

P, = Zayv; + i

de telle facon que le multiplicateur correspondant a la période a,, soit e™;

on voit que le nombre:
r

M= 2 (@5 — aga;)

doit étre égal a un entier multiplié par 2z—1. Il suffit pour s'en rendre
compte d’exprimer que l'on obtient le méme résultat en ajoutant d’abord
la période a;, puis la période a;, ou en ajoutant ces deux mémes périodes
dans 1'ordre invers.

Ces mombres M), et les relations précédentes ont ¢été étudides par
M. Fromenius dans le tome 97 de Crelle dans son mémoire sur les fone-
tions Jacobiennes. J'ai repris cette étude a un autre point de vue dans
le mémoire cité de 1’American Journal.

Les fonctions intermédiaires se rameénent immdédiatement aux fone-
tions @; c'est a dire a celles ol tous les nombres (pour un choix convenable
des périodes) M, sont nuls, sauf p d’entre eux qui sont dailleurs tous
égaux entre eux. En général cette réduction ne peut pas se faire de

Acta mathematica. 26. Imprimé le 18 avril 1902, 11
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plusieurs manieres essentiellement différentes; mais il n'en est pas de méme
quand les fonctions abéliennes considérées peuvent par une transformation
convenable ¢tre ramendes soit aux fonctions elliptiques, soit a des fonctions
abéliennes de rang moindre, c’est a dire dans les cas de réduction dont je
parlerai plus loin.

Depuis M. HumBerT a reconnu qu'il existe d'autres systemes de pé-
riodes pour lesquelles, bien qu'on ne soit pas dans un des cas de réduction,
il existe des fonctions intermédiaires singuliéres réductibles de plusieurs
manicres aux fonctions 6. Les fonctions de M. HumBrrT ont une grande
importance.

[l est aisé¢ de voir quelle est la signification de ces nombres A, .

Prenons le prismatoide des- périodes /I; ¢’est un domaine de l'espace
a 2p dimensions. A chacune des

2]Gr—a)

combinaisons des 2p périodes ¢ a ¢, correspond un systeme de polyedres
en forme de »parallélotopes» ou de »prismatoides: de I'espace 4 ¢ dimensions,
qui sont tous paralletles et égaux entre elles et qui sont au nombre de:

2'-’1’“'1

("est ainsi que dans l'espace ordinaire (2p = 3), un parallélépipede a six
faces (g = 2) paralleles deux a deux (2% 7=2) et réparties par conséquent
. 2p
en 3 systemes | —— —
i || 2e—¢

3>, et que d’autre part il a 12 arétes (g = 1)

paralleles quatre a quatre (277 = 4) et réparties par conséquent en 3 sy-

d 2p
sttmes { ———— =3 ).
l2]22 —4¢

Parmi ces variétés nous avons considéré dans les paragraphes préeédents
celles qui correspondent a ¢ = 2p-—1 et que nous avons appelées les faces
du prismatoide. Nous envisagerons maintenant plus particulierement celles
qui correspondent a ¢ = 1 et que nous appellerons les arétes, et celles qui
correspondent a4 ¢ = 2 et que nous appellerons, non pas les faces, mais
les parallelogrammes (en abrégé prlg) du prismatoide.

A chaque aréte correspond done une période, a chaque prlg un des
nombres M, .
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Soit alors # une fonction intermédiaire quelconque et considérons
I'intégrale

‘j‘d log #

que nous prendrons le long du périmetre de I'un de nos prlg., correspondant
par exemple au nombre M.
Le long du 1% ¢oté, l'intégrale sera:

Sagv; + ﬁ/.—

si les coordonnées du 17 sommet sont »'; le long du 2% ¢6té, elle sera

o, (v + ay) + 5

le long du 3°
)
— Zay(v; + ay) — fi

et enfin le long du 4°:
v 0
— aaij?ﬁ,- —ﬁj
L’intégrale totale est donc

y( W
. (au (l‘ik e ai/:(llj.’> =2 7|I,u .

Nous pouvons décomposer la surface de notre prlg en une infinité de con-
tours plans fermés infiniment petits; la somme des intégrales

/ d log A

prises le long de ces différents contours sera égale a M,;. Comme la quantité
sous le signe f est une différentielle exacte, l'intégrale prise le long de

I'un de ces contours sera nulle a moins que la fonction sous le signe f ne

devienne infinie a l'intérieur du contour, c’est a dire que A ne sannule a
I'intérieur du contour.

Nous sommes done conduits a rechercher les zéros de 6 situés sur la
surface des prlg; c'est a dire les intersections de la variété a 2p — 2 di-
mensions # = o avec le plan du prlg.

Je supposerai que nous n’avons que des intersections simples, cest a
dire que ce plan et la variété @ = o ne sont pas tangents I'un a l'autre.
Il est clair que saut des cas exceptionnels, il suffira de déplacer d'une
facon convenable le prismatoide parallelement a lui-méme pour quun pareil
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contact n'ait pas lien. D’ailleurs dans ces cas exceptionnels, ol ce contact
ne peut-étre ¢évité, les résultats que je vais démontrer s’appliquent encore,
grice a une généralisation presque immédiate.

Quelle est la condition pour que ce contact ait lien? Soient 6, et 6,
les parties réelle et imaginaire de @, z; et y; celles de v; alors 6, et 6,
sont des fonctions des x et des y; soient b, et ¢, celles de a,.

La condition cherchée peut s'éerire:

B d(u)0 d@ N dgl dg‘
l)lli~zi<l‘l + ll.i/>>—i<bij(l7i-+cvd?>

o de, 6, e,
_Zi(\[)u(z}; 1"d: )Z ( ik T lfc + ¢ ik g > = 0.

Nous supposerons done que l'expression D n'est pas nulle en méme temps
que @ a lintérieur du prlg. Considérons done un des zéros de # a l'in-
térieur de notre prlg. Notre intégrale prise le long d'un contour entourant

ce zéro sera ¢videmment égale a
4 I\

Quant au signe il dépendra évidemment de celui de D,;. Nous pouvons
faire des conventions telles que ce signe soit celui de D).

Nous sommes ainsi amenés a distinguer les zéros pour lesquels Dy, est
positif de ceux pour lesquels D, est négatif; je les appellerai pour abréger
les zéros positifs et les zéros mégatifs; et jarrive a cette conclusion que le
nombre entier

est égal a lexces du nombre des zéros positifs sur celui des zéros mnégatifs.
Quand on permute les indices & et 7, le nombre M, change de signe; il
en est de méme de I),,, le prlg reste le méme, mais il est parcouru en
sens contraire.

Ce résultat est le méme que celui que javais obtenu par une tout
autre voie dans le tome 9 des Acta mathematica, pages 369 sqq.

Considérons un segment de droite quelconque dont la projection sur
'axe des z; soit &, et dont la projection sur l'axe des y; soit ;. Posons

2p

2p
5= E:l b i = LE PicCiry
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les coéfficients g ainsi définis pourront s'appeler les coéfficients caractéristiques
du segment considéré.

La longueur du segment est la racine carrée de
=2 2
L&+ 2y’ = d(n),

£ P S A GES i S b <
¢(p) étant une forme quadratique définie positive par rapport a s, g, ..oy,
Lorsque les u sont entiers, le seoement représente en orandeur, direc-
) = - )
tion et sens une période, Xym,a,, et les quantités a correspondantes seront
Z/lkal-,‘..
Cela posé, envisageons deux segments ayant respectivement pour coefti-
cients caractéristiques sy et pi, et pour projections sur les axes & 7, et

&, 7. La surface du parallélogramme construit sur ces deux segments
sera la racine carrée de:

) - 1 ,(1/' :
e, )=o) dlp) —, (Z”’f d:/,.) ‘

Si les g et les p sont des entiers, et que les deux segments soient des
périodes, nous pouvons nous proposer de calculer le nombre 17 correspondant;
pour cela dans l'expression de M. il faut remplacer

Qi y Oy 5 Ay O

1 7
par
y y! Y, ’
2l Qg 5 =Ly Op =l Wy 2/11 e -
On trouve ainsi:
/ ’ / ’
M(p, p') = EM(pep) — pips),
la sommation étant étendue a toutes les combinaisons des deux indices k&
et /. On voit que M est une forme bilinéaire par rapport aux coeffi-
cients g et o
De méme pour calculer le nombre D correspondant a mnotre parallélo-
3 P, Y TR A e anor n aye
gramme il faut dans l'expression de D, remplacer b, , ¢, , b, , ¢; pa
W N b WANS v
h/lkbll: y S, 2 by , = Ciey
ce qui donne:
{ ’ Y / ’ ’
Dy, p) = IDp(pupy — pissy)-

Si mous distinguons encore les zéros positifs ou négatifs suivant le signe
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de D(p, p), nous verrons que l'exces du nombre des zéros positifs sur le

nombre des zéros négatifs, est sur notre parallélogramme:

Mp ‘;",‘ )
27 \/*— I

Considérons maintenant une aire quelconque dans le plan de ce parallelo-

gramme qui soit limitée par des segments représentant des périodes en
grandeur et direction. Cette aire sera décomposable en un certain nombre
n de parallélogrammes égaux, et on aura:
S
n=-——,
V(u, i)
S étant la swrface de Uaire.

[/exces du nombre des zéros positifs sur les zéros négatifs sera:

Mg, ) S M(p., )

n—-—2t — e

2y —1 27\ —1 VQ(p, i)

()ll 1‘('111111‘(111('1‘:1 (lllc lC ’:l])pOl‘t
M (. p)
\/Q{/t . ';z})

ne change pas, ni quand on multiplie tous les x par un méme facteur
constant, ni quand on multiplie tous les g par un méme facteur constant.
[1 ne change pas non plus quand on fait subir a g, et a p une substitu-
tion linéaire, et en méme temps a g, et p, la méme substitution linéaire.
Ce rapport dépend donc seulement au moins en valeur absolue de la
direction du plan du parallélogramme; cependant il changerait de signe si
la substitution linéaire dont je viens de parler avait un déterminant négatif.
Considérons maintenant une aire qui ne soit plus plane, mais qui soit
limitée par des segments de droite représentant en grandeur et direction
des périodes. '
Considérons les zéros de 6@ qui sont sur cette aire; nous distinguerons
les zéros positifs et négatifs d'apres le signe de D(p, g'), en appelant p,
et p. les coefficients caractéristiques de deux droites mendes dans le plan
tangent a l'aire au point envisagé. Nous remarquerons que D(g, p') ne
change pas quand on fait subir & p, et a p| une substitution linéaire de
déterminant 4+ 1, et en méme temps a p, et p; la méme substitution linéaire.



Sur les fonctions abéliennes 87

Je me propose alors de démontrer que l'exces N du nombre des zéros
positifs sur celui des zéros négatifs est égal a

. Y de  M(p, )
(2) N = /~ o e T

2\ — 1 VO(u, 1)

do représentant un élément de T'aire, et p et p' les coefficients caractéris-
tiques de deux droites menées dans le plan tangent.

Je diviserai la démonstration en trois parties:

1° Je suppose dabord que l'aire se décompose en un certain nombre
de parallélogrammes construits sur des périodes; la formule est alors une
conséquence immédiate de celle que nous venons d'établir,

2° Je suppose que l'aire soit fermde.

Dans ce cas je remarque d’abord que N est nul. En effet 'aire
étant fermée peut étre considérée comme la frontiére complete dune va-
riété ¥V a 3 dimensions. Les points de cette variété ou @=o formeront
une ligne; les points ol cette ligne percera la frontiere pour entrer dans
V' seront les zéros positits, ceux ol elle percera la frontiere pour sortir de
V' seront les zéros négatifs. Il en résulte immédiatement que le nombre
des zéros des 2 especes est le méme.

D’autre part, je dis que lintégrale double du second membre est
nulle; on peut I'écrire en effet:

ZL{U: 1(1/12(1/1}‘-’
2wy — 1
en désignant par p; les coefficients caractéristiques du vecteur qui va de
I'origine au centre de gravité de l'élément do.

Liaire étant fermée, on voit aisément que chacune des intégrales
f dpdp] est nulle.

3° Je suppose enfin que l'aire A soit quelconque, mais limitée par des
segments représentant des périodes.

Dans ce cas je puis construire une aire A4’ ayant méme frontiere que
A et décomposable en parallélogrammes construits sur des périodes. Le
théoreme est vrai pour A’) il est vrai pour laire totale 4 4 A’ qui est
fermée; il est donc vrai pour 4.

Supposons enfin que l'aire A soit tout a fait quelconque et ne soit
plus limitée par des segments représentant des périodes. Dans quelle mesure
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I'équation (2) restera-t-elle vraie? Supposons que l'aire A soit trés-grande,
que par exemple ses dimensions linéaires soient des infinis grands du 1°
ordre et sa surface un infini du 2% ordre. Je dis alors que 1'égalité (2)
dont les deux membres sont des infinis grands du 2% ordre, reste vraie a
des quantités pres infiniment grandes du 1" ordre.

Nous pouvons en effet construire une ligne brisée fermée, composée
de segments représentant des périodes, et s'écartant peu du périmetre de
l'aire 4; je veux dire par la que la distance de cette ligne brisée a ce
périmetre restera plus petite que la plus grande diagonale du prismatoide /7.
Nous pourrons alors construire une aire A’; limitée d’une part par le pé-
rimétre de A, d'autre part par cette ligne brisée, et dont la surface sera
du méme ordre que le périmetre de 4, c'est a dire du 1 ordre.

Soient alors N et ./ la valeur des deux membres de I'égalité (2), (c’est
a dire de l'exces de l'intégrale double) pour T'aire 4, soient N’ et J' les
deux quantités correspondantes pour l'aire A'; N+ N' et J 4 J' les deux
quantités correspondantes pour l'aire 4 4 A"

Comme laire 4+ A" est limitée par des segments représentant des
périodes;, on a

N+ N =J+J.
D'autre part N’ et J’' sont du méme ordre que la surface de 4’ c'est a
dire du 1" ordre. Done

N=4
aux (uantités pres du 17 ordre. C. Q F.D.

Sien  particulier l'aire A4 est plane, mais quelconque, on aura aux
quantités pres du 1 ordre

. S Mg, 1)

-‘\ — . (l / / )

22— 1Oy, pt)

Les gy et les g sont les coefficients caractéristiques de deux droites quel-
conques du plan; nous n’avons plus besoin de supposer qu'ils sont entiers
ou méme commensurables.

Mais parmi les plans possibles, nous distinguerons ceux qui sont pa-
palleles & un plan £ donné par les équations:

(3) 1."=1_’~"=...=lf—”
i 1‘11 :‘12 Fp

les 3 étant des coefficients complexes quelconques.
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Soient y; et o; les parties réelle et imaginaire de 8, nous pourrons

envisager en particulier deux droites du plan /’ paralléles respectivement
aux deux droites:

T &

i 7Tk

L Yk Ty Yi 47 i
= = T — == = .
(} == (?i — ()/\- I)/

Yi
0; Ti

ol

Ce sont les coefficients caractéristiques de ces deux droites que nous ap-
pellerons respectivement g, et g, de sorte que nous aurons:

( ) | rl', == z'bi/{ /l/.'! ()\i = Z"C“‘. /l/\,’
4

I —0; = Zbik,u;n + 7= 2’7-;'/.'/1/’{
et par conséquent:

de, s L 46, de,
D_Z<'1:, + 9 (11/ < :l' +T:W)

=)y
__3 ( 4o, NJé? )g’«( ,\(1(,“’0 L{«/ﬂ)

0i l_l/ | l([.','i r"(l_lli

Or il est aisé de voir que
Y 528
'B‘ dv,-
a pour partie réelle:

Z(’d:co+ L d6, )—Y(— “1:;9‘_'_ d@)

Tdy; — (l@/

et pour partie imaginaire

Y (g +ag) —— X (—ag +15)
de sorte que

16|*
G | 2:/9 :jv;

est essentiellement positif.
Il n’y a plus alors que des zéros positifs.

N 3. "
Le rapport g Yteprésente alors la densité moyenne des zéros dans un

plan parallele a P, c’est a dire la limite vers laquelle tend le rapport du
Acta mathematica. 26. Imprimé le 2 avril 1902, 12
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nombre des zéros contenus dans une aire située dans ce plan, a la surface
de cette aire, quand cette surface croit indéfiniment. Cette densité moyenne
est donc égale a
I M(p,p)
2r \/—TI \/@ ,

les coefficients p et p' étant détermindes par les équations (4).
Il résulte de Ia que pour ces valeurs des p et des p', I'expression

I
—.—_—M ¢
271’\/—1 (/‘)/‘)

est essentiellement positive.
(e résultat peut se mettre encore sous d'autres formes.
Posons

&

=

Si z'bik l‘i ) E£+p — 2"cik /“'Z )

b i §ivr = ZCatis

alors notre expression
Mg, i)

2\ —1
deviendra une forme Dbilinéaire des & et des & que je puis écrire:
Al ol g ’
2A4,(§6 — &8
Cette forme devra étre essentiellement positive si 'on y fait:
o Y ’ N ’
Si — Ti» 514”: = 0;, § = — o, EH-;‘ ==
Or par cette substitution notre forme doit devenir une forme quadratique
par rapport aux j et aux d; cette forme quadratique doit étre définie
positive.
Posons maintenant:
— ’v——' ’ 0
p =1 = xy, M —— N— 1y = @y,
les équations (4) nous donneront:

Ja,r, =0, Sa,m = 2p;.
I1 vient alors:

’ ’ -1
tts — py i = (@05 — %xz)ﬁ—::
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de sorte que:
|

M I
—————— e \‘],[', /.”;..no et /] .I?O, a
27[\/*! 47r‘ ki \“Vk;) 7 /\)

Y membre est donc

La forme a wvariables conjuguées qui figure dans le 2
essentiellement positive, si Ya,x, est assujetti a étre nul.

On reconnait la T'inégalité de Riemann, généralisée par Fropenius
(Crelle, tome 97, page 2r1). Mais la voie par laquelle nous y sommes
parvenus differe beaucoup a la fois de celle de Riemann et de celle de
FroBenIUS.

Je crois que les considérations qui précedent sont de nature a mieux
faire comprendre la signification des nombres A7, ot les relations de ces
nombres avec la répartition des zéros des fonctions #.

§ 6. Cas de véduction.

Dans quels cas une intégrale abélienne appartenant a une courbe de
genre p peut-elle étre réduite a une intégrale abélienne appartenant a une
courbe de genre moindre?

Dans quels cas une courbe de genre p admettra-t-elle ¢ intégrales
abéliennes de 1 espece, admettant seulement 2¢ périodes? Ou, ce qui
revient au méme, dans quels cas une intégrale abélienne appartenant a une
courbe de genre p peut-elle étre calculée a I'aide de systemes de fonctions
abéliennes de rang moindre que p, c'est a dire admettant moins de p
variables?

Enfin dans quels cas des fonctions abdliennes de rang p peuvent-elles
étre réduites a des fonctions abéliennes de rang moindre?

Telles sont les questions qui ont occupé d’abord WEIERSTRASS et
M. Picarp et que j'ai abordées a mon tour, d’abord dans le Bulletin de
la Société Mathématique de France (tome 12) puis dans le tome 8
de I’American Journal.

Nous trouvons d’abord le cas ou la fonction 6 peut étre regardée
comme le produit de p fonctions @ elliptiques. Clest ce que j'appelle le
cas singulier elliptique.

Puis nous avons le cas ou la fonction @ est le produit de plusieurs
fonctions @ abéliennes de rang moindre. C’est ce que jappelle le cas sin-
gulier abélien.
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Nous avons ensuite les cas, qui par une transformation d’ordre con-
venable, peuvent étre ramenés soit au cas singulier elliptique, soit au cas
singulier abélien.

[ n'y a pas d'autres cas de réduction.

Mais, circonstance remarquable, un systeme quelconque de périodes,
différe toujours infiniment peu d'une infinité de systémes correspondant a
des cas de réduction, de la méme fagon qu'un nombre réel quelconque
différe toujours infiniment pen d'une infinité de nombres rationnels.

Enfin si un systtme de fonctions abéliennes peut de deux maniéres
différentes étre ramené par une transformation, au cas singulier elliptique,
cette réduction peut se faire d'une infinité de maniéres différentes. Clest ce
qu'avait déja remarqué M. Prcarp dans certains cas particuliers.

Je me borne a ¢noncer succinctement ces résultats; mais je dois ce-
pendant expliquer le parti qu'on en peut tirer pour I'étude des fonctions
abéliennes les plus générales.

On peut les utiliser de 3 maniéres différentes:

lO

On peut résoudre un probléme dans le cas singulier elliptique, et
montrer ensuite que le résultat ne peut étre différent dans ce cas singulier
de ce qu'il est dans le cas général.

(Uest ainsi par exemple que j'ai déterminé le nombre des zéros com-
muns a p fonctions #; et M. WIRTINGER a ¢galement tiré un grand parti
de ce procédé.

2° On peut profiter de cette circonstance signalée plus haut qu'étant
donnée une fonction abélienne quelconque, on peut toujours trouver une
infinité de fonctions abéliennes réductibles qui en différent aussi peu qu’on
le veut.

(Pest comme cela que j'ai déterminé la somme des zéros communs a
p fonctions 6.

3° On peut étudier spéeialement les cas qui different peu du cas sin-
gulier elliptique, ou du cas singulier abélien.

(Cest ce que j'ai fait dans le Journal de LrouviLLe 1895 quand
j'ai voulu étudier les conditions auxquelles une fonction @ de rang p doit
satisfaire pour ¢tre une fonction @ spéeiale, c¢’est a dire une fonction 6 de
RieMANN engendrée par une courbe algébrique de genre p.

Enfin c'est sur 1'étude des cas de réduction qu'est fondée la dé-
monstration du théoreme B qui a été imaginée d’abord par WEIERSTRASS
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et que nous avons retrouvée, M. Pricarp et moi, et publiée dans les

Comptes- Rendus.

§ 7. Zéros des fonctions 6.

Les fonctions intermédiaires peuvent toujours se ramener aux fonctions
¢, soit immddiatement, soit aprés un changement de périodes.  J'appelle
fonctions @ les fonctions intermédiaires pour lesquelles p des multiplicateurs
se réduisent a des constantes, et les p autres a des exponentielles. La plupart
des auteurs ont attribué une importance prépondérante et presque exclusive
a celles de ces fonctions ol les nombres appelés caractéristiques sont des
entiers. J'ai toujours trouvé beaucoup plus commode de m’affranchir de
cette restriction et d'attribuer a ces caractéristiques des valeurs quelconques.
En revanche j'ai supposé le plus souvent que les p premiers multiplica-
teurs étaient égaux a 1, ce qui ne restreint pas la généralité d'une fagon
essentielle.

Quoi qu'il en soit, on sait que le nombre des fonctions @ d’ordre m,
linéairement indépendantes et ayant mémes multiplicateurs est égal a m”;
si on les regarde comme les coordonnées homogeénes dun point dans
I'espace a m” — 1 dimensions, ce point engendrera une variété a p di-
mensions. J’ai étudié cette variété principalement dans le Journal de
LiouviLLe 1895 et j'ai en particulier déterminé son degré de deux ma-
nieres différentes.

Le nombre des zéros communs a p fonctions # d’ordre

m m

19 2,...)",
est ¢égal a

(1) mymy om, P

(Cest ce que jai démontré dans le tome 10 du Bulletin de la Société
Mathématique de France.

Dans le Journal de LiouviLLg, jai abordé un probléme qui contient
a la fois comme cas particulier celui dont je viens d'énoncer la solution,
et une question résolue autrefois par RiemANN.

Soit un systeme de fonctions abéliennes spéciales au sens du para-
graphe précédent. Soient 6,(v;), 6,(v;), ..., 6,(v;) ¢ fonctions 6. Soit
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u;(xr) I'intégrale abélienne de 1% espece qui sur la courbe de genre p qui
engendre ces fonctions @ correspond a la variable »;. Combien les équations

O lu(x,) + wlx,) + ... 4+ wlz,)] =o0 (k=1,2, ..., )

o &, , x,, ..., x, sont les inconnues, admettent-elles de solutions?
La solution de cette question est donnée par une formule qui contient
comme cas particuliers la formule (1) et celle de RisMANN.

§ 8. Fonctions spéciales.,

Quelle est la condition néeessaire et suffisante pour qu'une fonetion
abélienne soit spéeiale?
Riemany o démontré que pour les fonctions spéciales, la variété a
p — 1 dimensions:
A =o

est une variét¢ doublement de translations.

Sornus Lie a établi ensuite que cette condition n'est pas seulement
nécessaire mais qu'elle est aussi suffisante pour qu'une fonction 6 soit
spéeiale.

J'ai donné dans le Bulletin de la Société Mathématique de
France (rgor) une nouvelle démonstration du théoréeme de Lie qui me
semble plus simple et plus synthétique que celle de ce géometre.

D’autre part jai cherché dans le Journal de LiouviLLe 1895 a
approfondir cette condition.

J'ai cherché a l'exprimer en fonction des périodes, et dans les cas
voisins du cas singulier elliptique je suis parvenu a former les premiers
termes du développement de la fonetion des périodes qui, égalée a zéro,
exprime que cette condition est remplie.

J'ai dailleurs ¢tudié la courbe qui engendre cette variété de translation;
cette courbe satisfait a p — 1 équations de la forme:

#(v; —ey;) =0 (k=1,2, 100 p—1)

les e ¢tant des constantes. Mais ces équations ne suffisent pas pour dé-
terminer cette courbe; elles définissent une courbe décomposable dont la
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courbe envisagée n’est quune composante. Tous ces points étant presque

évidents, j'ai cherché a me rendre compte des circonstances de cette dé-
composition.

§ 9. Somme des zéros.

Dans le tome 8 de 1'American Journal jai démontré, en m’ap-
puyant sur une généralisation du théoreme d'ABEL, que la somme des
zéros communs a p fonctions intermédiaires est une constante, et ne dépend
que des multiplicateurs de ces fonctions.

J’ai ensuite, en remarquant qu'on est toujours infiniment prés d’un
cas de réduction, déterminé la valeur de cette constante.

Je voudrais déduire de la une conséquence.

Soient
6

&, 8., 8. ;s 6,
p + 1 fonctions # ayant mémes multiplicateurs.
-~
Considérons maintenant les zéros communs aux p derni¢res fonctions;

ces zéros seront donnés par les dquations

(1) 8,(v;) = 8:(vy) =i v="0,(v;) = o.
Soit
Vi = Y
une de ces solutions; l'indice i varie de 1 a p, I'indice £ de 1 a N,
N=wp

¢tant le nombre des solutions des équations (1) et m l'ordre des fonctions
6 considérées.
Formons maintenant les équations suivantes:
(2) 6.(v;) + & 0(v;) = 6,(v;) + ,8(v)) = ... = 6,(v;) +¢,8(v;)) =0
les ¢ ¢étant des constantes. Ces équations auront N solutions; soit
’
Y; = i

I'une de ces solutions. Les fonctions 6, + .0 ont mémes multiplicatenrs
que les fonctions 6,. On aura donc

(3) 29y = 29
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Si les e sont tres petits, nous pourrons poser
’ L\
Jix — G = OYix

et les dg, seront tres petits de l'ordre des e; on aura donc en négligeant
les quantités de l'ordre de &*:

iy de, NG
6,(9:) = 6,(9a) + z ’)\.’l,k Apera z ”.(]jk('l'T )
J o)
51 H(.(/l’l) = S] H(!/ik)'

: (4
Dans les dérivées 9‘,
dv

i
Les équations (2) peuvent donc s’éerire:

les »; doivent étre remplacés par g,.

.48
(4) > Mug,’ + € B(ga) =0

« . de . o . :
Soit A(v,) le déterminant des = 7 ¢’est a dire le déterminant fonctionnel
\ o

des 6, par rapport aux ». Soit A (#;) ) le mineur de ce déterminant cor-

d
respondant a 1'élément dTg les équations (4) nous donnent:
J

0\‘/11\)
A(Jlsz A (g.k)

En vertu de I'équation (3) on a Xdg, = o; on aura donc aussi quels que
soient les indices ¢ et j:

(s > 6l0u) 30 = o

[.a sommation doit étre étendue aux N solutions des équations (1).
Pour nous rendre compte de la signification de ce théoréme, voyons
ce qu'il devient dans le cas des fonctions elliptiques (p = 1); on a alors:

Ay =1, A(v) = 6i(n)
et notre équation devient:
8(g1e) _
(6) Z 91(,[1!:)

Lia fonection

)
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est alors une fonction doublement périodique admettant pour poles les

points ¢, le résidu correspondant est précisément

0(q1r)

8i(gu)’
[équation  (6) exprime done le  théoreme bien connu d'apres lequel la
somme des résidus d'une fonction doublement périodique est nulle.

A ce point de vue, Uéquation (5) peut étre regardée comme la généra-
lisation du théoréeme des résidus.

Nous avons supposé jusqu'ici que les p+1 fonctions 6,6, 6, ..., 6,
avaient mémes multiplicateurs.  Supposons maintenant que 6 et 6, aient
mémes  multiplicateurs; mais ne supposons plus que les autres fonctions
aient mémes multiplicateurs, ni méme qu’elles soient de méme ordre.

Reprenons les équations (1) et (2) mais en faisant

Q)
I
0}
|
|
Q)
l
O

Lies fonctions

O, +¢c6,6,, ..., 6
ayant mémes multiplicateurs que
Beabasoi < 516,

les équations (3) subsistent, et par conséquent aussi I'équation (5), mais
pour q = 1 seulement.
Soit

Regardons F' comme une fonction de v;, les autres v étant supposés ex-

primés en fonctions de », par les équations

9, =60,=...=6,=o.

2
Notre fonction F admettra comme infinis
I
Quel sera le résidu correspondant? C'est la limite de:
H= (l)j —gﬂ\') i

; tend vers g,, de facon que 6,,6,, ..., 6, restent nuls.

Acta mathematica. 26. Imprimé le 10 juin 1902, 13

quand
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Soit
ov; = V; — Ju
Nous aurons
Z , 46, -
oV —— = 3 ’
Ydv; g @=2,8,...,n)
dH H
6, =) v, 7=, 0v
1 Z l(lv' 9 J

De cette ¢quation nous tirons:
Alt=0
e . . ; . . d# . a6 H
A’ {étant le déterminant fonctionnel A on ' est remplacé par - — .
dv, dv, (&
De la nous tirons:

-
H = H(Uz é’]](i‘)
T A(v)
et a la limite pour le résidu:
Alr(’/‘ilz)
H O:.) ———— .
(9“4 ga)
L'¢équation (5) exprime done bien que la somme des résidus (entendus au

sens que nous venons de préeiser) est nulle.




