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COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS;

Par M. H. Poinocaré, A Paris.

Adunanza del 26 marzo 1899.

St
Introduction.

Dans le Journal de I’Ecole Polytechnique (volume du centenaire
de la fondation de PEcole, 1894) j’ai publié un mémoire intitulé Ana-
lysis situs, ot j’étudie-les variétés de P'espace 3 plus de trois dimen-
sions et les propriétés des nombres de Betti. Clest 4 ce mémoire que
se rapporteront les renvois que je serai amené 3 faire fréquemment
dans la suite, en mentionnant seulement le titre Analysis situs.

Dans ce mémoire se trouve énoncé le théoréme suivant: Powr
toute varidté fermée, les nombres de Betti également distanis des exiré-
mes, sonl égaux.

Le méme théoréme a été énoncé par M. Picard dans sa
Théorie des fonctions algébriques de deux variables.

M. Heegaard vient de revenir sur ce méme probléme dans un
travail weés remarquable, publié en langue danoise, sous le titre « For-
studier til en topologisk teori for de algebraiske Sammenhang » (Copen-
hague, det Nordiske Forlag Ernst Bojesen, 1898). D’aprés lui, le théo-
réme en question est inexact et les démonstrations sont sans valeur,
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Avant d’examiner les objections de M. Heegaard, il convient
de faire une distinction. Il y a deux manitres de définir les nombres
de Betti.

Considérons une variété / que je supposerai, par exemple, fermée;
soient v,, v,, ... , ¥,, # variétés 3 p dimensions, faisant partie de
V. Je suppose quon ne puisse pas trouver de varittt 2 p+41 &
mensions, faisant partie de ¥ et dont v,, v,, ... , v, constituent ka
frontiére compléte; mais que, si on leur adjoint une (s} 1)'™* variéed
4 p dimensions, que jappellerai v,,, et qui fera partie de 7, on puisse
trouver une variété 1 p | 1 dimensions, faisant partie de ¥, dont
U,y U,y «o« » ¥U,, ¥,,, constituent la frontitre complite et cela de quelgque
maniére que V'on ait choisi la (n-}- 1) variété v, .. Dans ce cas, on
dit que le nombre de Betti est égal 3 n - 1 pour les varidels 3 »
dimensions.

Clest la définition adoptée par Betti.

Mais on peut donner une seconde défin’tion.

Supposons que I'on puisse trouver dans ¥ une variétk 4 p 1
dimensions, dont v,, v,, ... , v, constituent la frontidre complite;
jexprimerai ce fait par la relation suivants:

v4v,4 ..y, 0,

que j'appellerai une homologie.

Il pourra se faire que sur la frontiére compléte de notre variéed
3 p -4 1 dimensions, une méme variété v, se retrouve plusieurs fois;
dans ce cas, elle figurera dans le premier membre de 'homologie avee
un coefficient, qui devra étre un nombre entier.

D’aprés cette définition, on peut additionner les homologies, les
soustraire les unes des autres, les multiplier par un nombre entier.

Nous ¢ontiendrons également qu’il est permis de diviser une homo-
logie par un nombre entier, quand tous les coefficients sont divisibles
par cet entier. Par conséquent, s’il y a une variété 4 p<4-1 dimensions,
dont la fronti¢re compléte sera constitude par 4 fois la variéed v,
nous conviendrons qu’on peut écrire non sculement I’homologie :
401 ~ 0,
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mais encore ’homologie:’
v, e~ 0;

de sorte que cette homologie signifie qu’il y a des variétés 3 p -1
dimensions, qui admettent pour frontitre compléte la variété v, ou un
certain nombre de fois cette variété.

L’homologie

29, 4 3,90

signifie qu’il y a des variétés 3 p | 1 dimensions, qui ont pour
frontiere complete 2 fois v, et 3 fois v,, ou 4 fois v, et 6 fois v,,
ou 6 fois v, et 9 fois v,, etc.

Telles sont les conventions que jai adoptées dans I'Analysis
stius, page I19.

Je dirai que plusieurs variétés sont indépendantes, si elles ne sont
pas liées par aucune homologie & coefficients entiers.

" Si alors il y a # variétés indépendantes 4 p dimensions, le nombre
de Betti, d’aprés la seconde définition, est égal & n - 1. '

Cette seconde définition, qui est celle que j’ai adoptée dans
Y Analysis situs, ne concorde pas avec la premiére.

Le théoréme énoncé plus haut, et critiqué par M. Heegaard,
est vrai pour les nombres de Betti, définis de la seconde manicre,
et faux pour les nombres de Betti, définis de la premicre maniére.

Clest ce que prouve I'exemple cité par M. Heegaard, page 86.

Si I'on adopte la premitre définition, on a:

P =2 P =1
et par conséquent
P, <L P.

Si Pon adopte, au contraire, la seconde définition, on trouve :

P =1, P

1 =1
et par conséquent
P =P

2 1?

conformément au théoréme énoncé.
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C’est ce que prouvait également un exemple que ’ai cité, moi-
méme, dans PAnalysis situs. Cest le 3*=¢ exemple, page 51. Mais en
renvoyant 3 cet exemple et 4 cette page de V'Analysis situs, je dois
signaler une faute d’impression, qui pourrait géner le lecteur (*).

Au lieu de

ABB'A’=DD’'C’C,
il faut lire '

ABB'A’ = C'CDD’
au lieu de

AB=B'D'= C'4’,
il faut lire

AB= B'D’'= C'C.

Nous avons formé (page 66) les équivalences fondamentales, qui
s’écrivent de la fagon suivante:

2C,=2(C=2C =0, 4C =q;
nous pouvons en déduire les homologies :
4CIN4C2N4C;NO'

Comme, d’aprés notre convention, on peut diviser ces homologies
par 4, nous arrivons au systéme suivant d’homologies fondamentales:

C,~>Ci e Cievo

Si alors P, et P, sont les nombres de Betti, définis de la seconde

1 2

mantére, on trouve

(*) Je profite de 'occasion pour signaler un autre erratum de I'dnalysis situs.
Au bas de la page 102, il faut lire: « ou plus précisément les deux Vg+1» auxquelles
v, appartiendra, appartiendront aux mémes Vg+y» 2UX mémes v, o, ..., 2ux mémes
v, ; de telle fagon que la suppression de v, et I'annexion mutuelle des deux v

. g+1?
ne changera rien aux v, ,,, aux v

32+ o AUX Vpn,
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Mais P’égalité entre les nombres P, et P, ne subsisterait pas si on
avait adopté la premitre définition, qui est celle de Betti; nous aurions -
toujours P, = 1, mais nous n’aurions plus P, = 1:

En effet, il n’y a pas dz variété 4 deux dimensions qui ait pour
frontiére compléte la ligne fermée C,, sans quoi nous aurions I'équi-
valence C, =o.

Ce qui est vrai seulement, c’est qu'il y a une variété 3 deux
dimensions, admettant pour fronti¢re 4 fois la ligne C,. Donc P,
n’est pas égal 3 1.

Revenons au théoréme d’aprés lzquel les nombres de Betti, éga-
lement distants des extrémes, sont égaux.

La démonstration que jen ai donnée dans I’ 4nalysis situs, semble
s’appliquer également bien aux deux d!finitions des nombres de Betti;
elle doit donc avoir un point faible, puisque les exemples qui précedent,
montrent sufisamment que le théoréme n’est pas vrai pour la pre-
mié¢re définition.

M. Heegaard s’en est bien rendu compte; mais je ne crois pas
que sa premiére objection soit fondée.

Aprés avoir cité la fagon dont je définis les varidtés V', V,, ..., 7,
(Analysis situs, page 43), par les équations ® = o, F; = o, il ajoute
(page 70) « Enhver af Mangfoldighederne V skulde altsaa kunne vere
den fulstaendige Skoering mellem p Mangfoldigheder af h — 1 Dimen-
sioner i U ». Cela n’est pas exact, car, outre mes égalités, j’ai un
certain nombre d’inégalités, que j’ai introduites au début du mémoire
et que j'ai négligé d’écrire de nouveau dans la suite; mes variétés ne
sont donc pas des intersections complétes.

La seconde objection est, au contraire, fondée. « Naar omvendt, dit
M. Heegaard, Homologien D_V, ~s o ikke finder Sted, saa i U’ kan
legges en lukket Kurve V', saa at

2N, V)#o

men det er ikke sikkert, at denne Kurve kan udskeres af nogen Mang-
foldighed V ». Clest 13, en effet, le véritable point faible de la dé-
monstration.

Rend, Circ. Matem., t. XIII, parte 1*,—Stampato il 13 giugno 1899, 37
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Il est donc nécessaire de revenir sur la question, et C’est I'obje
du présent travail.

Souvent, pour simplifier les démonstrations, j’ai envisagé seule-
ment le cas des variétés fermées 4 3 dimensions, contenues dans Pespace
4 4 dimensions. On pourrait facilement les étendre au cas général

Jenvisage, donc, dans la suite, une variété ¥ fermée, mais pour
calculer ses nombres de Betti, je la suppose divisée en variétés plus
petites, de fagon & former un polyedre, au sens donné 3 ce mot i
la page 100 de I'Analysis situs.

S
Schéma d@’un polyédre.

Considérons, donc, comme 3 la page 100 de I’Analysis situs, un
polyédre & p dimensions, c’est-d-dire une variété ¥ A p dimensions,
divisée en variétés v, les frontitres des v, seront les v'_,,cellesda
v, , seront lesv,_,, ..., celles des v, (arétes) seront les v, (sommets).

Jappellerai «; le nombre des v,.

Soient af, af, ..., a3, les différentes v,

Soit 4! une des variétés v, et af™' une des varittés v _,, qu
lui sert de frontiére. Etudions les rapports de af et de ai™.

Soient

L]

(1) F,:Faz...zF"_qZFn_qﬂzo, ¢, >0

les égalités et les inégalités qui définissent a?~', d’aprés la premicre
définition des variétés (Analysis situs, page 4).
Les relations qui définissent a? pourront se mettre sous la forme:

(2) Fl':Fz:"':Fn—q:O’ Fu—q+1>0> ?f>0'

Dans ce cas, nous dirons que la rclation de a? et de a4l &
directe.

Cette relation deviendrait inverse, si une de ces deux \'ariéf{f
était remplacée par la vari¢t¢ opposée; clle redeviendrait directe, ¥
chacune des deux variétés Ctait remplacte par la variété opposée.
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On sait qu’une variété est remplacée par la wvariété opposée (Ana-
lysis situs, page 15), quand on permute deux des fonctions F (qui,
ézalées A zéro, donnent les équations qui définissent la variété), ou
qu’on change le signe de P'une d’elles.

Ainsi les deux variétés

F =F, =F =o; F,=F,=o, F.> o
F =F,=F =o F =F =o, F,<o;

F =F =F ='O; F,=F =o, F.> o;

F =F, =F =q F.=F, =o, F3<0;
1 Py 3 > F|=F=Oa Fz>b;

sont en relation inverse.
Cela posé, soit &f; un nombre qui sera égal 4 o, si af™" n’est pas
frontiére de af; 4 -+ 1, si a%™" est frontitre de af et en relation

directe avec af; et, enfin, 4 — 1, si 4%~ est frontiére de a4f, mais en
relation inverse avec af.

Nous conviendrons d’écrire la congruence
(3) agE;cgia;-,’

qui nous fait connaitre les frontiéres de af.
L’ensemble des congruences (3), relatives aux différentes v,,

Vp_y» --+» Y, de V, constitue ce quon peut appeler le schéma d’un
polyédre.

On peut se poser deux questions:

1° Un schéma étant donné, existera-t-il toujours un polyedre, qui
y corresponde ?

2° Deux polyedres qui ont méme schéma, sont-ils homéomorphes ?

8ans aborder, pour le moment, ces deux questions, cherchons
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quelques-unes des conditions auxquelles doit satisfaire un schéms, por
qu'un polyédre y puisse correspondre.

Considérous V'une des v,_,, /7" par cxempls cone vanét dom
stparer, T'une de Pautre, deux des v, ¢t deux seulement; de sorw que,
parmi les nombres ‘

e,
il v ¢n aura un qui sera ¢égal 3 1, un qui sera égal 4 —r ot
tous les avtres seront éuaux 4 o.

Ce n'ust pas tout; envisageons {'une quelconque des v, of pr
exernple, et une queleonque des v, @™ par exemple.

De deux choses, une: ou bien @l n'appartiendra pas ‘i 2, &
dans c¢ cas tout ks produits

(4) UL

scront nuls, car sl @’ n’appartent pas 4 at, le premier factcur ot
nul; si, au contraire, «7" appartient & o}, la varitté ai™" ne peut ps
appartenic A 7" (sans quoi, elle appardendrait 4 &%, contraiement 4
Phypothese), et le second factenr doit dire nul.

Ou bien a7 appartiendra 3 w75 mais alors nous  pourrons 52
sopner sur la varléte o, comme nous rasonnions tout 3 Phewre sur
la variéee F, et nous conclurons que a§7° Jdoit séparcr, I'une de Pautre,
deux des vari¢tés ©,_, qui apparticnnent & a!, et deox seulement:
soient a’~" et a7

Parnu les produits (4) 1 0’y ¢n aura que deux qut ne seroot
pas nuls, & savorr

4 §=—1 L =1
ef 77, L3R S

Pour tous les autres, on offet, ou bien 297" n'appartiendn pas &
ai, ou bicu &} w'appartiendra pas & @i7

Ces deux produits sont d’ailleurs égaux : 'un 3 4 1, 'autre 3 —1-

On aura donc dans tous les cas:

(S) Eg}i 8;:;1 == 0. .
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Nous avons de méme
: Z el =o,
et, plus généralement, quel que soit k:
(5% Z ‘g,a =o0.

La relation (5%*) peut étre regardée, & un certain point de vue,
comme un cas particulier de la relation (5).

Soit P la portion de I’espace 4 p 4 1 dimensions, limitde par le
polyedre V; alors la frontitre compléte de P se composera des diverses
variétés v,, qui, par leur ensemble, forment ¥; nous pourrons donc
écrire, au sens de la congruence (3),

(3*) P= Za.?.
ou encore

P=) oi'dl,
13

ou les nombres &' seront tous, par définition, ¢gaux 3 1.
A ce compte, la relaton (5b*), qui peut s’écrire

Tl S
Z‘o,; &1 — 0,

n’est plus qu’un cas particulier de la relaton ().
Nous avons, ensuite, chaque v, qui a pour limites deux v, et
deux seulement, ce qui nous donne des congruences (3) de la forme:

a; =a;— a4,
et une relaton analogue 3 (5) et (5%):

;‘:,j =0,

qui rentrerait encore dans la forme (), en convenant de faire tous

les ¢° égaux A 4 1.
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s

D’autre part, envisageons une des af, toutss les of™* anpds
elle sert de fronntre; toutes les af™, auxquelles ces af™' st &
fronticres et ainsi de suite. L'ensemble de toutes ces vanéds oo
tuera ce que nous avons appeld un aster (Analysis situs, page 108

Nuus avons vu (loc, dt., page 107) que le polyédre qu o
spond 4 un aster, doit dtre simplement connexe. Ainsi une couito
pour qu'un polyédre puisse correspondre 4 un schéma donsl, /8
que les polyidres qui correspondent aux difiérents asters, dapish
convention de ko page 1o7 de UAralysis sitws, soient tous smplaes
connexes.

Considérans maintenant uoe des i, toutes les a}" qui luy servett
de fronticres, les 277" qui servent de fronddres A ces 297 ot zind
suite. Cet ensen ble de vanéds constituera un polyédre .’qu dimension,
nous supposcrons gue e polyédre soit simplement connexe.

Ce w'est plus 1A une conditon nécessaire pour qu'un polydie
puisse correspondre au schéma; Cest simplement une condidon qu,
sauf avis contraire, nous supposerons remplie,

Pour ¢clairer ces détinitions par quelques exemples, vovons d'abor
quel est le schéma du téraddre généralisé, défini 4 la page 105 (dne-
lysts situs).

Les faces e oo titraedre scront diéfinies par les o -+ 1 équations:

X =0, X, =0, «s. 3, X, = 0

©
XX =1

On obticndra les ) en supprimant ¢ -} 1 de ces équations; pour
définir le sens de la variété o7, nous supposerons qu’on supprime o5
y 4 1 ¢quations, mais sans changer Pordre des n — g {quadons
restantes.,

Cela pesd, considérons la reladon de af et de a%™" et cherchons
4 déterminer le nombre & ..

D’abord, pour que af™* appartiennc 2 af, il faut que &%~ soit
définie par les n — ¢ équations qui définissent af, auxquelles on devra
adjoindre une (n — g 1)*™ {quadon, prise parmi les équations (6).
S'il n’est pas ainsi, le nombrc ¢!, sera nul.
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Supposons, donc, que a!™* soit obtenu en supprimant les ¢ équa-
tions qui occupent les
LI A
rangs.
Supposons que af soit obtenue en supprimant, en outre, la féme
¢quation; alors le nombre ¢f ., dont la valeur absolue sera toujours
égale 4 1, aura méme signe que le produit:

(ﬁ - al)(B - 13) e (p - 1q)'

Il est ais¢ de vérifier alors que la relation (5) a lieu.

Considérons, en effet, la variété ai~, obtenue en supprimant les
équations de rang =z , z,, ..., « _, et la variété¢ af, obtenue en
supprimant, en outre, les équations de rang # ety. (Il est clair que si
a! ne s’obtenait pas en supprimant les mémes équations que pour a§=*,
plus deux autres, tous les produits ef .¢17" seraient nuls).

Dans ce cas, tous ces produits seront encore nuls, sauf deux:

q o911 g e9—1
.i,x‘:,h et ‘i,:‘z,k ’

qui correspondront aux deux variétés af~" et al~’, obtenues respective-

ment en supprimant les équations de rang «,, %, ..., z_,, § et
celles de rang 2, «,, ..., L ¢
Alors les quatre nombres

g gI—1 g8 g9t
€ Sir o Eas S

auront respectivement méme signe que:

G—PBr—2)—a) ... (Y —=._)
B—e)p—a)...(B—2._)
B—NE—2)B—ea)... B —c_),
G—a)y—2)... A —=_)
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On virific ainsi que les deux produits, qui ne sont pas mus, sant
égaux et de signe contraire, cagrn(!

¢ M,

Nombres de Betti réduits.

Je m’en vais chercher, maintenant, les nombres de Bettl, reladh
1 un polyedre, mais afin d'¢viter Péquivoque, dont jai signalé phs
haut la possibilit¢, je conviendrai de définir ces nombres de la secomde
manidre, Cest-d-dire que P — 1 sera ke nombre de variétés ferméesd
g dimensions, que 'on peut tracer sur notre polyddre F et qui sout
Iinéairement indépemdantes, jo veux dire, qui ne sont lices par aveune
homologie 4 cocfficients enders, au sens de YAnalysis situs, page 18

Mais je me proposerai d’abord de déterminer le nombre P —1
des variétés 4 ¢ dimensions, fermdées et lin¢airement indépendantes, que
"o peut tracer sur notre polyddre V, mais en nous bornamt & alis
qui semt. des combinaisons des varidtds v

Le nombre P sera, alors, ce que | appellerai le nombre de Beili
ridu.

Les varidtes & ¢ dimensions, qui sont des combinaisons des 1,

pourront &vidamment Ctre représentées par
Yl.a",
L A
1

les %, Crant des coefficients enters et les lettres af continuant i di
goer les difftrentes varibus v,

Quelle est d’abord la condition pour que la variéed Z)~.‘Jf s

fermbe ?

Pour cela, cherchons quelles sont les variétés v, qui forment
les Tronticres de cette variéte, Pour les trouver, il suffit  évidemment
de remplacer @} par sa valeur donnée. par la congruence (3).

e

(*) Le polyedre ainsi défini, ainsi que tout polyédre A n dimensions, limité p4
n = 1 variétés planes, s'appellera tétraidre généralisé rectiligne. J’appellerai 1étraid?e
généralisé toutc variét¢ hom¢omorphe 4 un tétratdre généralisé rectiligne.
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Cet ensemble de variétés frontires sera donc donné par la
formule :

IDRLIUN
Pour que la variété 3 Xaf soit fermée, il suffit, donc, que I'on

ait identiquement :
zzxicfla’"" =o,
c’est-d-dire que, quel que soit j, on ait:

Z).,cd = o.

En d’autres termes, la variété 3 X af sera fermée, si Pon a:
[

(7,9 PRI E T

en vertu des congruences (3, ¢); j’appelle ainsi celles des congruences
(3), qui lient les af aux af~".

Cherchons maintenant les homologies qui peuvent exister entre
les variétés af. On obtiendra toutes ces homologies, en combinant
celles que I'on peut obtenir de la fagon suivante.

Considérons la congruence:
€)) at = 7:’*' al,

| X
qui, d’aprés la convention que nous venons de faire, est une con-

gruence (3, g - 1); remplagons le signe == par ~, et le premier
membre par zéro; il viendra:

(9, 9) Zt’“ af e

Cette homologie aura évidemment lieu, puisque, par définition, elle
exprime, comme la congruence (8), que les 4! forment la frontiére
compléte de af*". '

Rend. Circ. Mat:m., t. XIII, parte 1*.—Stampato il 14 giugno 1899. 38
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Notts démontrerotis plus loin (§ 6), qu'il #’y e a pas d’autres.
Je désigne cette homologie par (9, ¢) pour marquer qu’¢lie a tien

entre les al.
Je dis que si 'homologie (9, ¢) a Yeu, la congruence
t10, 9) Sitaie=o

sera une conséquence des congruences (3, ¥).
Remplagons, en effet, les 4! par leurs valeurs, données par ces
congruences (3, ¢); il viendra:

q+l , — 9+1 q q—l
Ztm af =Z.Z.""" e a2l
i i

Le second membre est identiquement nul en vertu des relations ().

Cela posé, soit 2, le nombre des variétés af; soit «; le nombre
de ces variétés qui restent distinctes, si 'on ne regarde pas comme
distinctes des variétés liées par une homologie de la forme (9, ¢); soit
o, le nombre de ces variétés qui restent distinctes, si 'on ne regarde
pas ¢ornme distiictes des vatibtés lies par une ¢ongruence de b
forme (7, ¢)-

Il résulte de cés definitions:

1° quil y 4 ® — & homologies distinctes de la forme (9, ¢);

2° quil y a o, == 2 ¢ongruences distinctes de la forme (7, ¢);

3° que

car si plusieurs .a“.’ sont liées par une homologie de la forme (9, ¢),
ellés seront lides galdthetit par la congruence {1v, q) correspondante.
Enfin le nombre clerch® P, = 1 est &gal 4

&y — %g»

car les variétés fermées de la forme ZX,. a!, réellement distinctes, sont
en nothbre égal A celui des ¢angruences (7, ), c’estd-dire au nombre
de &, =— %,

'L nombre P, — 1 est le nombre de¢ ces vatités qui restent
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distinctes, en ne regardant pas camme distinetes colles qui sont lides

par une homologie 9, ¢). Or le nombra de ¢ps hamologies est 3, — &,
nous avons donc:

P"— 1 :(17 —ﬁ;)-—(a’—r-ﬁ;); @;“‘lﬂ; C-Q-.E:gz
Soient af, af, ..., 4! des variétés v,, ay nombre de i et

tam X o0,

q — 9 91
af =2 ¢}

les congruences (3) correspondantes. Forrnons les homologies corre-
spondantes :

1 g4t 9 a1t 1 .ai?
Zli}al & 0, Zt”a, &0, .. Zt"a’ e 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que ces hemalegies seignt -
distinctes, c’est que l'en n’ait entre les § variétés &f, af, ..., af au-
cune congruence de la forme:

Valt+ a4 ... Aal=o.

Le nombre des homologies distinctes est donc égal au nombre des
a! distinctes, en tenant compte des congrucnces (5, ¢). Doac:

ou
aq—l = aq—x + ¢q'
Nous aurons d’autre part

x, = I.

Si, en effet, on peut aller ¢'up sgmmet quelconque & 4 un autre
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sommet quelconque 4, en suivant des arétes (C’est-d-dire si le po-
lyédre est d’un seul tenant), on aura ’homologie :

]

aecod

1 i

cest-d-dire qu’il n’y aura qu'un scul sommet distinct, en tenant compte
des homologies.
Envisageons maintenant la congruence (3%*)

P=3 al)
Phomologie correspondante s’écrit:
2aleso,
et il n’y a pas d’autre homologie (9, p). Donc
@, =&, - I.

De plus, le polyédre étant d’un seul tenant, une seule des combinaisons
D \a! pourra étre fermée, C’est le polyédre lui-méme dans spn entier,

représenté par la formule Y af.
Nous aurons donc une seule congruence de la forme (7, p):

Dat=o.

z,=ap-|-1, @, = &,

Donc

Nous avons donc la série d’équations :
q

«, = o,

a, =a, -} a, @ —a =P —1,

@ =a - a, @, —a, =P —1,
“p_;:“,,_x"l'“p: 2, ,—a =P _ —1,
@, =a, - I, x, —a, =0,
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d’ot Yon tire aisément:

2, —a,_ +ea —..+e Foe,=1—(P_ —1+...
e FE =)@ =D F 1,

tout 4 fait analogue 4 la formule:

@, —a, + ,—...+te, Fae=1—(P_ —1)4 ...
v :F(P:_l)i(Px—I):Fl’

jue nous avons trouvée dans I'Anmalysis situs, page 121.

S .
Subdivision des Polyédres.

Considérons un polyédre 7, 4 p dimensions, avec ses diverses
variétés :

a, a, ..., a, a.

Supposons que l'on subdivise chacune des variétés a! en plusieurs
autres, que j’appellerai les b%; soient ensuite b~ les variétés 4 p—1
dimensions, qui servent de frontiére aux b?; soient b/* les variétés A
p—2 dimensions, qui servent de frontires aux b7’ ... et, enfin, b7
les variétés 4 o dimensions (sommets), qui servent de frontidres aux
b} (arétes).

On aura ainsi un nouveau polyédre 77, qui sera dérivé du po-
lyedre 7, au sens que j’ai attaché & ce mot 4 la page 101 de I'Ana-
lysis situs.

On peut supposer, d’ailleurs, que si une variété Vyss simplement
ou multiplement connexe, sert de frontire 4 deux variétés b et bf,
dle ne forme pas forcément une seule des variétés bi~’, mais peut
Mre elleméme subdivisée en plusieurs variétés b?*. Dans ce cas, pour
reprendre la terminologie des pages 102 et 103 de PAnalysis situs,
zes variétés bI™" seront irrégulidres et les variétés i~ qui les séparent
es unes des autres, seront singulifres.



304 H. POINCARE.

Cela posé, recherchons une classification des varidtés bf.

Si une variété b} ne fait pas partic d’'une des varibtés af, elle
fera parde d’une des variétés al™', ou d’une des variétés YRR
ou, tout au moins, d’'une des variétés af.

Peut-elle faire partic 2 la fois de deux variétés a7 et a7 ?

D’aprés la fagon dont la subdivision a été supposée faite, en
ajoutant toujours de nouvelles frontieres, sans en supprimer jamais,
cela ne pourra arriver que si ces deux variétés a7 et 4’ sont contigies
et ont une frontidre commune a}=', et si bf fait parte de cette fron-
tiére aj "

Je suppose alors que ! fasse partie de a;', et ne fasse parte
d’aucune variété ay, oi m < b. La variét¢ 4} existe toujours et Pon
a b g; de plus, la variété a} est unique, c’est-d-dire que b? ne peut
faire partie 4 la fois de deux variétés difitrentes 4] et a}.

Si donc je conviens de ranger dans une méme classe toutes les
variétés b%, qui font partie de la variété a;f, sans faire partie d’aucune
des variétés aP, ou m < h, toute variété bY fera parte d’une classe et
d’une seule.

Je pourrai alors représenter 5! par une notation 4 quatre indices

b, =B(g, b, j, k)%
Pindice ¢ indique le nombre des dimensiens de b!; les indices b et §
indiquent que b% fait partie de la classe a}; et Pindice k sert & dic
stinguer les unes des autres les différentes variétés d’une méme classe.

Onabh>yqg.

Nous aurons, alors, pour définir le polyédre V et sa subdivision:
1° Les congruences (3, ¢), relatives au polyédre ¥, que j’écrirai;

(s, 9, %) ale= ,'Z.?’ja}ﬂ.
2° Les équations qui donnent la subdivision de 1a varlété at:

(1, ¢, i) al = Z"B(q, g, 6, k).

3° Les congruences analogues aux congruences (3), mais relatives
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au polyedre V’; je les écrirai:

(2, 0:5,7,8) B(g, hyjy )= 2LB(g—1, b, ', k).

Les { sont des nombres égaux 3 *=1, ou 4 o; ils dépendent des
sept indices g, b, j, k, b", j', k', de sorte que je les écrirai, quand
cela sera nécessaire, sous la forme:

Cg, b, j, b I, f, F).

Sous le signe >, les indices b’ j*, k* peuvent prendre toutes les
valeurs. Observons, cependant, que les B(g—1), qui servent de fron-
titre 4 B(g, b, j, k), doivent, comme B(q, b, j, k), faire pariie de
a;' ; mais pourront faire partie d’autres variétés a;.', d’un nombre moindre
de dimensions, mais faisant partie de 4;. On aura denc

P&Lh,£ KN g—1

D’ailleurs si b’ = b, on aura j* = .

Pour que les relations (1), (2), (3) puissent définir une véritable
subdivision, elles doivent satisfaire i certaines conditions.

Les relatons (1, ¢, i), (3, ¢, ) donnent

() g B(q, q, 4, k) == Zlg' ;e

Si dans le premier membre je remplace B(g, ¢, 4, k) par sa
valeur, tirée de (2, ¢, ¢, 4, k), et @i~ par sa valeur tirée de (1, ¢—1, j),
les deux membres devront devenir identique; voild une premicre con-
dition, qui est évidente; elle n’est d’ailleurs pas suffisante.

§ V.

Injlwence de lu subdiviston swr les nombres de Betti
réduits.

Soit > «B(g, b, j, k) une combinaison des variétés b, qui re-
présente une variété fermée 3 y dimensions, de telle sorte que Fon
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ait, avec nos notations,

¢)) D> aB(q, b, j, )=o, (¢>9)

Parmi les variétés b qui figurent dans le premier membre de (1),
réunissons cclles qui appartiennent 4 une méme classe. Soit

SaB(q, b, §, k)

Pensemble de celles qui appartiennent 4 la classe 4; le signe de son
mation S signifie, donc, qu'on ne prend que les variétés d’une méme

classe, tandis que le signe )_ signifie qu’on les prend toutes.
On aura alors:

(2) SaB(q, b, j, )= BB(g—1, I, j’, k), ‘

Cest-d-dire queala variété 4 ¢ — 1 dimensions ) B B(¢ —1, ¥, j, 1)
forme la frontiére compléte de la variété 4 ¢ dimensions

S« B(q, b, §, k).

Les variétés a doivent appartenir 4 la frontitre de af, ou %
confondre avec a;f ; en effet, B(¢ — 1, b’, j', k) appartient 4 4} &
d’autre part, 2 Pune des B(q, b, j, k), qui fait luiméme partie d¢
a;f, si donc a;fi ne faisait pas partie de a;, B(g—1, b, ) k) ferat
parti: d’une variété af, partic communc 3 4} et 4, et qui aural
moins de »” dimensions. Cela est contraire 4 la définition que novs
avons donnée des classes.

Dautre part @}’ ne ‘peut pas se confondre avec a).

Soit, en effet,

S:“xB(% by j.» k)= Z“B(% b, j, k)—S“B(q, h, j:k)

Pensemble des variétés qui figurent dans le premier membre de (7
et qui n’appartienncnt pas 4 la classe a.jf; on aura ¢videmment:

SxaxB((I’ bn’ jx’ k:)——__‘:_ ZﬁBOI— I: b” j'3 k’)
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Donc B(g — 1, I, j', ¥) doit faire partie 4 la fois de a},, et de
Pune d:s B(g, b,, j,, k,), et, par conséquent, de P'une des ajr, diff¢-
rentes de a. Si donc 4. se confondait avec a?,

Blg—1n, 0,/ ¥)=B(qg—1, b, j, k)
devrait appartenir 4 une variété 4}, partie commune 4 4} et aji. De
deux choses, 'une: ou bien a:f ne ferait pas parte de a’, et alors
on aurait encore m < b, ce qui serait encore contraire a la définition
des classes; ou bien a} ferait partie de ajs, et alors on auraith, > h.
Supposons que jai choisi la classe a;?, qui correspond au plus grand
nombre b. Alors on ne pourra pas avoir b, > b, et a,. devra appar-
tenir 4 la frontdére de ).
La congruence (2) entraine ’homologie '

(3) : ZBB(q"" 1, b, f'a h')NO;

comme, d’autre part, a; est simplement connexe et que toutes les va-
ri¢tés B(g — 1, b', j°, k') sont situées sur la frontitre de a;, le
premier membre de (3), représentant une variété fermée 3 ¢ — 1
dimensions, située sur cette frontiére, formera la frontitre compléte
d’unc vari¢t¢ 3 ¢ dimensions

ZYB(Q’ b, i, k),

également située sur la frontitre de aj. (I y aurait exception si I'on
avait b = ¢). De sorte qu'on aura la congruence

(4) ZBB(Q —L b k)= ZTB(Q’ b, i K.

D’ailleurs, comme B(g, b, j”, k") est sur la frontiére de a7, il
en sera de méme de ai; car si B(g, b”, j, k") fait partie 4 la fois
de 4} et d’une variété 4, faisant partie de la frontitre de 4}; ou
bien @} ne fait pas partie de 4., et alors B devrait faire partic de
a;, ou m < b"”, et nous avons vu .que cela était impossible.

Rend. Circ. Matem,, t. XIII, parte ;*,—Stampato il 14 giugno 1899. 39
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On a donc
' <bh

Les congruences (2) et (4) donnent

SeB(q, b, j, k) = ZYB(Q: b’ 5" k),

et, comme toutes les variétés qui figurent dans cette congruence, font
partie de a;f, ou de sa fronti¢re, comme, d’aut-e part, a;f est simple-
ment connexe, on aura ’homologie

Sa B(q, b, j, k) o ZYB(Q, b'l, i", k").

On peut, donc, remplacer, dans le premier membre de (1), en-
semble des termes Sa B(q, b, j, k) par 'ensemble des termes

ZYB(‘I’ b, j", k).

Si on opére de méme pour toutes les classes correspondantes 3
une méme valeur de b, la plus grande dc toutes, on aura remplacé le
premier membre de (1) par

ZQ:B(q’ hz’ iz’ kz)’

ot la plus grande valeur de b, sera plus petite que la plus grande
valeur de h. On aura, dailleurs, ’homologie

X“B(‘I’ b’ j’ k)N Za:B(q’ bz’ ja’ kz)‘

En continuant de la sorte, on pourra diminuer encore la plus
grande valeur de h. On ne sera arrété que quand on aura partout
h=gq.

On peut dong, finalement, remplacer le premicr membre de (1)

par:
ZaoB(q’ q’ io’ ko))



COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS. 367

et on aura d’ailleurs :
(s) Z“B(q, b, j, k) e ZaoB(q: 9 oo k)

(6) Zao B(q’ q’ jo’ ko) =o.

Cela posé, dans le premier membre de (6) prenons les con-
gruences qui appartiennent i une classe déterminée aj,; soit:

SaoB(q’ q’ jo’ ko)‘

Nous aurons:
6)) Sa,B(g, q» jo» k)= 2 B,Bg —1, b, j., k).

. b, . . .
Nous verrions, comme plus haut, que a’,? doit faire partie de la
(]

frontitre de a4}, dou b, << ¢ (et, comme b, ¢— 1, on aura
b,=q—1).

Soit alors:
) aj, = ZB(‘I» 0 Jos ko)

Péquation (1, g, j,), qui définit la subdivision de la variée of , et
soient B(q, ¢, j,» 1) et B(g, ¢, j,, 2) deux variétés, figurant dans
le second membre de (8); je dis qu’elles devront figurer dans le premier
membre de (6) avec le méme coefficient « .

Supposons, d’abord, que ces deux variétds soient limitrophes;
parmi les variétés 3 ¢ — 1 dimensions qui leur serviront de frontiére
commune, il y en aura, au moins, une qui n’appartiendra pas i la
frontitre de af,, qui fera, par conséquent, partic de la classe af.

Soit B(¢g — 1, ¢, f,, 1) cette variété : elle n’appartiendra pas A
aucune autre des varié¢tés B(q, ¢, j,, k).

Soit alors

B(q, g5 jo» 1) =8bl""
(9) B(q, ¢, j,» 2) =sbi""

B(g, ¢ jo, k) =sebi™ (k> 2)
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les congruences (2, 4, ¢, jo» 1), (2 & 5 jo» 2 (2 4 & Jo» k)
qui nous font connaitre les frontitres des variétés B(y, ¢, j,). Voyons

avec quel coefhcient ¢ la variéet B(g — 1, ¢, j,, 1) figurera dans
ces congruences.

D’aprés ce que nous venons de voir, ce sera avec le coefficient
—+ 1 dans la premiére, avec le coefficient — 1 dans la seconde, avec
le coefhcient o dans les autres.

Soient donc «, et a, les valeurs des coefficients « , correspon-
dantes aux deux variétés B(q, g, j,, 1) et B(q, ¢, j,» 2)-

La combinaison des congruences (9) nous fournira une congruence

(IO) SGOB(q, q’ io’ ko) = gbg"' ’

qui devra étre identique A (7), et le coefficient ¢, avec lequel figurera
B(¢g—1, ¢, j,» 1) dans le second membre de (10), sera évidemment
«, — a, Mais B(¢ — 1, g, j,, 1) ne peut pas figurer dans le second
membre de (7), puisque nous avons vu que dans ce second membre
on doit avoir 4, = ¢ — 1. Donc on doit avoir &, — a«, = o.

Ainsi les deux variétés B(q, ¢, j,, 1) et B(q, ¢, j,, 2) devront
avoir méme coefficient «_, si elles sont limitrophes. Cela sera encore
vrai, si elles ne le sont pas, parce que ai érant d’un seul tenant, on
pourra passer d’'une de ces variétés 4 lautre par une suite d’autres
variétés analogues, chacune d’elles étant limitrophe de celle qui la
précede.

Donc le coefhcient a, est le méme pour toutes nos variétés. D’ou:

Sa,B(q, ¢ jo» k) = “oZB(% 9 ]:o’ k) = a,aj,
La congruence (6) et ’homologie (5) peuvent donc s’écrire:
(Sbh) ZQ‘B(q’ b’ j’ k) o Zaoa}o
(6 D al =o.

Si un nombre quelconque de congruences de’la forme (1) sont
distinctes, c’est-d-dirc si aucune combinaison linéaire de leurs premiers
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membres n’est pas homologue 3 o, je dis que les congruences (6%¢)
seront également distinctes, et réciproquement.

En effet la comparaison des relatons (1), (5%¢) et (6*) montre
que si I'on a

Z“B(l]’ b, j, k)« 0,
on aura également

D a, al, ~o,
et réciproquement.

Il résulte de 13 que si les af et les Y sont simplement connexes,
les nombres de Betti réduits sont les mémes pour les deux polyedres
VeV. .

Soit maintenant # une variét¢ quelconque, fermée, 3 ¢ dimen-
sions, située sur /. On peut toujours construire un polyédre V7,
dérivé de 7, au sens de la page 101 de I'Analysis situs, et tel que
W soit une combinaison des &!.

Nous devons donc conclure que: si les a! sont simplement con-
nexes, les nombres de Betti réduits, relatifs au polyedre ¥, sont iden-
tiques aux nombres de Betti proprement dits, définis de la seconde
maniére.

§ V.

Retour sur les démonstrations du § I,

Nous avons 3 revenir ici sur un point essentiel du raisonnement
qui précéde. J’ai dit plus haut qu’il n’y avait d’autre homologie que
les homologies (9, ¢), obtenues au § 3. Cela n’est pas évident, cela
ne serait pas méme toujours vrai, si nous ne supposions pas les af
simplement connexes.

Démontrons-le d’abord pour un polyédre P, dans Pespace i 4
dimensions.

Considérons un certain nombre de variéwés v, ou 4}, appartenant
A ce polyddre; je les appellerai ses faces, de méme que les a}, les a;
et les a? de ce polyédre P pourront s'appeler ses cases, ses arétes et
ses sommets.
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Supposons que Pon ait entre ces faces a} une homologic

Za§ e~ 0.

Cette homologie signifie qu’il existe une variété 4 3 dimensions,
V, faisant partie de P, et admettant ) a? comme frontiére complte.

Je dis que ¥ se compose d’un certain nombre de cases de P.

Si, en effet, un point d’une case appartient 4 ¥, il en sera d
méme de tout autre point de cette case, car on peut aller du premier
point au second, sans rencontrer aucune face et, par conséquent, sans
rencontrer la frontiére de V et sans sortir de V.

Le théoréme est donc évident en ce qui concerne les polyédres
de Pespace 3 4 dimensions et les homologies entre les faces.

Soit maintenant une homologie entre les arétes:

Zbl e 0,

les b, étant un cetain nombre d’arétes a}. Cela veut dire qui

existe une variété i 2 dimensions, ¥, dont D b est la frontire
compleéte.

Je désignerai par P (a¥) Pensemble des points communs i 7
et A al. .

Les V(a}) seront des variétés 4 2 dimensions, dont la frontire
sera formée soit par quelques-unes des arétes b,, soit par les F(a)
les a} étant les faces qui servent de fronticre 4 la case a}. On ne pet,
en effet, sortir de ¥ (a}) qu’en sortant de ¥ par sa frontcre, Cest
d-dire, en traversant une des b, ou qu’en sortant de a} par sa fron-
tiere, c’est-d-dirc en traversant une face a;, et, ccmme on  reste W
V, en traversant une des lignes V'(a)).

La variété totale V est formée de 'ensemble des V(a}).

Considérons maintenant ¥ (a?); nous devons distinguer deux ¢

1° ou bien aucune des arltes b, n’appartient i al. Nous X
pourrons alors sortir de ¥ (a}); qu’en sortant de al, c’est-d-dire ¢
traversant une des arétes a5 la frontiere de ¥ (a}) est donc formes

par les 7 (a)).
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2° ou bien une (ou plusieurs) aréte b, fait partie de ai; dans ce
cas elle fera également partie de V(a}); mais il pourra se faire que
V (a}) se compose, outre Paréte b,, d’autres lignes; ces lignes auront
pour frontiéres des points ¥ (a}), ou des points situés sur b,. Ces
points situés sur b , et ou les autres lignes, dont se compose ¥V (a}),
viennent se terminer sur Paréte b, seront ce que jappellerai des
points nodaux.

Dans tous les cas V' (a}) sera une ligne ou un ensemble de
lignes; si, en effet, ¥ (a}) était une surface, c’est que 4}, ou une por-
tion de cette face, ferait partic de V. Mais j’ai le droit de déformer
V, pourvu que je ne change pas sa frontitre ) b ; je puis toujours,
par une déformation infinim:nt petite, éviter qu’une région de a; fasse
partie de V.

Pour la méme raison je puis toujours supposer que V(a) se
réduit 3 un ou plusieurs points, sauf si @; est 'une des arétes &,
auquel cas V' (a}) sera cette aréte elle-méme.

Cela posé, je puis déformer V :

1° de maniére que tous les ¥V (a}) [autres que V' (b,)] soient des
sommets. Soit 4] un sommet de ;. Soit M I'un des points dont se -
compose ¥ (a;); autour du point M et sur ¥ décrivons une petite
courbe fermée C. Soit K laire infiniment petitc découpée sur V' par
cette courbe C. Construisons une sorte de manchon, infiniment délié,
entourant l'aréte @] et passant par C. Par le sommet 4 je méne une
surface quelconque S; elle viendra découper sur le manchon une courbe
fermée trés petite C'. Soit K la portion de la surface S limitée par
C; soit H la surface du manchon comprise entre C et C’. On figu-
rera ainsi une sorte de tambour, dont H sera la surface latérale, K
et K’ les deux bases.

Considérons alors la variété

V=V —K+ H+ K.

Cette vari¢té aura méme frontitre que /; mais elle ne coupera
plus a; en M, puisqu’on a supprimé la portion K de 7, ou se trouvait
ce point M. En revanche, H ne coupera pas l'aréte a}, et K’ coupera
cette aréte en a;.
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En opérant de méme sur tous les points d’intersection de V7 et
de 2}, on aménerait tous ces points 4 coincider avec 4.

2° de maniére que tous les points nodaux soient des sommets.

Sait, en effet, a} une face passant par Paréte b, ; Pintersection de
V et a} comprendra, outre b , d’autres lignes; soit ¢ 'une de ces
lignes, venant se termiper sur 5, en un point nodal D. Soient a] et
a; les deux sommets de b,. Par b, je fais passer une surface S, faisant
partie de P et ne coupant pas 4;. Comme 4} et 4} sont sur la fron-
tilre de 7, je joins ces deux points par une ligne L, située sur ¥ et
s’écartant peu de b . Cette ligne s’écartant peu de b,, je puis mener
par L une autre surface S, qui ne passera pas par b, mais qui
coupera S suivant upe ligne L’, trés peu différente de b,. Ces trois
lignes L, b, et L’ auront mémes extrémités 4} et a;.

Soit ¥, la portion de V, comprise entre L et b, ; soit S, la portion
de S, comprise entre L’ et b , et S la portion de §’, comprise entre
Letl.

Je remplace V' par

V‘=V_V|+St+sx‘

¥V’ a mémes frontitres que ¥, mais ¥’ (a}) ne présente plus de points
nodaux, en dehors de 4 et 4}; car si une ligne analogue 4 ¢ venmait
aboutir 4 un point nodal, situé entre 4 et a7, la portion de cette
ligne ¢, veisine de ce peint nodal, devrait se treuver sur S, ce qui
est impossible, puisque S ne coupe pas a}.

En résumé : nous pouvons toujours supposer que les F"(a}) sont
des lignes, dont les extrémités sont des sommets de a.

Soit alors L une des lignes, dont se compose ¥ (a}), ayant pour
extrémités deux sommets 4} et af de a}. On peut aller de 45 4 4f,
en suivant le périmétre dc a?; soit ) 4% Pensemble des arétes de a?,
comprises entre 4} et d;. Comme la face 4] est supposée simplement
connexe, la ligne L la divisera en deux partics. Soit Q P'une de ces
partes, comprise entre L et Za,'". '

Soient a} et a) les deux cases séparées par aj. Par les arétes D a,
je fais passer une surface S, peu différente de la face a} ct située toute
entitre dans la case a}; par les mémes arétes je fais passer une seconde
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surface §', peu différente de 4] et située dans la case a}; ces deux
surfaces S et S’ couperont V, suivant deux lignes L, et L, peu dif-
férentes de L, et ayant pour extrémités 4} et a,. Soit S, la portion

de S comprise entre D a! et L ; soit S, la portion de §' comprise
entre ) a! et L.; soit ¥, la portion de ¥ comprise entre L et L;
Cest sur ¥ que se trouvera L.

Soit maintenant’

V=V —V,+S5+S.

V’ a mémes fronti¢res que V; V'’ ne passe plus par L, mais en re-

vanche passe par les arétes D a’.

En opérant de la méme manitre pour toutes les lignes telles que
L, on voit qu’on peut toujours supposer que tous les ¥ (a?) se ré-
duisent 4 des combinaisons d’arétes.

Comme les frontiéres de ¥ (a}) sont ou des b, ou des V' (a}), on
voit que les frontieres des 7 (a}) sont des combinaisons d’arétes de
P, et, bien entendu, toutes ces arétes doivent appartenir i al. Ainsi
donc V' (a?) est une surface simplement ou multiplement connexe,
limitée par une ou plusieurs lignes fermées, qui, elles-mémes, sont des-
combinaisons d’arétes de al.

Comme la case a} est simplement connexe, ces lignes fermées
subdiviseront la surface de cette case en un certain nombre de régions,
et comme ces lignes fermées sont des combinaisons d’ardtes de a4},
ces régions seront des combinaisons des faces de a!.

On pourra toujours trouver une combinaison de ces régions, qui
aura mémes fronti¢res que ¥ (a!). Supposons, par exemple, que la
frontiere de ¥ (a}) se compose de trois lignes fermées L, L, L ; la
ligne L divisera la surface de a! en deux régions R et R’; les lignes
L, et L, diviseront de méme cette surface en deux régions R, et R,
ou R, et R,. Je suppose qu’en parcourant L dans un certain sens, on
ait 4 sa gauche 7 (a?), et R et R’ A sa droite; je suppose de méme
qu'en parcourant L et L, dans un sens convenable, on ait i sa
gauche V' (a}) et R, ou V(a}) et R,.

Alors la variété R 4 R, + R, aura méme frontitre que ¥ (a?);
on pourra donc remplacer ¥ (a}) par R 4+ R, 4 R,.
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En opérant de la méme maniere sur tous les V(a}), on aura

remplact ¥ par une autre variété, qui aura méme frontiere > b, et
qui sera une combinaison de faces de P.

Le théoréme est donc démontré en ce qui concerne les polyédres
de Pespace 4 4 dimensions et les homologies entre les arétes.

On le démontrerait de méme pour un polyédre quelconque.

§ Vil
Polyeédre réciproque.

Soit P un polyedre dans 'espace 4 4 dimensions; ce polyddre
sera subdivisé en un certain nombre de variétés v , que jappellerd
ses cases, et que je désignerai par al. Ces cases seront separées ks
unes des autres par des variétés v, ou a;, que j’appellerai les faus;
ces faces auront pour frontitres des variétés v, , ou a}, que jappt
lerai les arétes, et les extrémités des arétes seront des points v, ous;
que j’appellerai les sommets.

Je supposerai, bien entendu, que les cases et les faces sont sim-
plement connexes.

Marquons, 4 Pintérieur de chaque case @, un point P(a}); 4 lin
térieur de chaque face a;, un point P(a}); sur chaque arite g;, un
point P(a!); chaque aréte se trouvera ainsi partagée en deux parties
par le point P(a}).

Joignons par des lignes le point P(a?) 4 chacun des sommets &
la face a} et 4 chacun des points P(a;), correspondant aux divers®
arétes a; de la face ai. Toutes ces hgnes devront étre tractes sur 2
face al. Cettn face sera ainsi partagée en triangles, et le nombre de
ces triangles sera double du nombre des arétes de al. Nous ferons &
méme pour toutes les autres faces.

Considérons maintenant une case a’; décomposons en trianf/-;v\cs
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