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tire, iy § 1. — Génie civil bien moins cher qu'en France. Il faut cependant se
Lent o 1ae défier, jusqu’d nouvel ordre, d'un optimisme exagéré,
e Colisider l'état actuel de Pautomobilisme. — Au | et consilérer la question comme réservée.
et et i s de la publication de I'élude de M. G. Lavergne « Le Salon du Cycle et de I'Automobilisme, tenu, en
pitrler i Etat qctuel de I'Automobilisme!, quelques recher- | décembre 1898, & la galerie des Machines, a fait con-
l"" Mosp + ot inventions nouvelles ont vu le jour. L'auteur | naitre au public les louables efforts que font certains
les reci

- adresse, & ce sujel, quelques renseignements que

e |i el a s publions ci-dessous eb qui compléteront trés h- u-
\'l“l't-“'"l 1 sement ses précédents articles :

sultals «

e, - 0 lans nolfre premier arlicle sur I'Etat acluel del Au-
de MLBLd efisme (ne du 28 féviier 1899, p. 130), nous avons
A0Impo=an iie MM. Delamare-Deboutteville et Malandin avaient
cas et s le 12 février 188%, un brevet pour une automobile
des, on «iwwence de pétrole. M. Ed. Delamare-Deboutteville
gl i+ ferit que cette automobile, réellement construite,
'l"l‘l" A it fonclionné dés 188%, un an avant celle de
CLUR PiEe sler,

'“-‘"“"“j lans le méme article (p. 131), nous avons relaté
Is; R “sultats fort pessimistes des expériences de M. Rin-
el & wan sur I'application de I'aleool aux automobiles.
acéton. “inier a opéré avec des moleurs qui n'avaient pas
L2 R ‘icialement étudiés pour consommer de I'alcool,
cthylal i recours, pour la préparation du mélange car-
eool; 2% - un stratagdme parfaitement inadmissible pour
el iralique journaliére.
i P'us récemment, M. Pefréano, avec un moteur A

} LoF ol & "o, muni d'un carburateur spécial, qu'il assure
sur ’J:E_‘ ) i@ -wsdanger, a obtenu le cheval-heure indiqué &
e . @ ude 0,662 litre d’alcool A la densité de 0,815.
b '!"‘-“FJ'.' b “tieurement, la maison Kérling, de Hanovre, avec
il B leur spéeialement construit pour ces essais, sur
LGN e ‘- de son moteur & benzine, a obtenu le cheval-
iy WY -+ indiqué moyennant 0,49 litre d'alcool a 0,814,
her "'J.I, . e, le volume d'alcool est & peu prés égal a ce-
B1Q 0L “lessence qu'il faut consommer pour avoir Je
werls. t-heure, au lien d’dtre de 1,5 & 2,3 fois ce volume,
ALl “ue [avait trouvé M. Ringelmann.

BRLEEh s oy “srésultats sont peut-élre de nature a changer le
— tiservé 3 'application de I'alcool & l‘au}omobilisme,
JLIVITR. " Ylmoins en Allemagne, ol I'alcool dénaturé coite

“ie générale des Scrences des 28 février, 15 et 30 mars,
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constructeurs pour atténuer les trépidations du moteur,
soit en attelant, comme M. Henriod, deux cylindres
horizontaux face i face, leurs pistons agissant, par des
manivelles calées & 180°, sur I'arbre moteur placé entre
eux et les denx explosions se produisant en méme temps
pour s'équilibrer; soit en enfermant dans chaque cy-
lindre deux pistons, entre lesquels se .produit la déto-
nation, ¢t qui, allant en sens inverse I'un de I'autre,
exercent sur I'acbre des aclions égales et opposées.
G'est la solution adoptée par MM, Gobron et Brillié,
avec leurs deux eylindres verticaux accolés, qui aclion-
nent une automobile & direction épicycloidale fort bien
étudiée; et par MM. de Riancey et Gévin, avec leur
unique cylindre horizonlal, base d'un ingénieux avant-
train moteur-directeur,

« Ge dernier est desting & une voilurette : la création
d'une bonne. voiturette & deux places, d’un prix abor-
dable, est le but que beaucoup de constructeurs pour-
suivent, fort justement d'ailleurs. Il faut, en effet, recon-
nailre que la voiture automobile de dimensions ordi-
naires est chére d'achat, d’entretien et de consommation,
et par suite resfe irop l'apanage des riches amateurs.’
Une clientéle nombreuse serait assurée & un véhicule
ne pesant guére que 300 kilogrammes & vide, marchant
4 une vitesse moyenne de 20 ou 25 kilométres & I'heure,
et ne voltant que 3.000 francs. Mais sa réalisation esl,
plus difficile que celle d'une grande voilure, i cause de
I'énorme proportion qu'elle requicrt entre le poids utile
et le poids mort, le premier devant étre presque la
moilié du second.

« Jusqu'ici on avait cherché & simplifier sa construc-
lion par la suppression du courant d'eau desliné a
refroidir les cylindres. C'est ainsi que, dans la voilu-
rette Decauville, qui a fait son apparition aux Tuileries
en juin 1898, le moteur de trois chevaux (a deux cylin-
dres verticaux, genre de Dion, & parois Lrés amincies
et & aileltes dégagées de la masse 4 la fraise), n'est
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REFLEXIONS SUR LE CALCUL DES PROBABILITES

Le nom seulde ealeul des probabilités est un para-
doxe : la probabilité, opposée & la certitude, c'est
ce qu'on ne sait pas, et comment peut-on calculer
ce que l'on ne connait pas? Cependant, beaucoup
de savants éminents se sont occupés de ce caleul,
et I'on ne saurait nier que la science n'en ait tiré
quelque profit. Comment expliquer celle apparente
contradiction?

La probabilité a-t-clle été définie? Peut-elle
méme étre définie? LEt, si elle ne peut I'étre, com-
ment ose-t-on en raisonner ? La définition, dira-t-on,
est bien simple : la probabilité d'un événement est
le rapport du nombre des cas favorables & cet évé-
nement au nombre total des cas possibles.

Un exemple simple va faire comprendre combien
cetle définition est incompléte. Je jette deux dés;
quelle est la probabilité pour que I'un des deux dés
au moins améne un six? Chaque dé peut amener
six points différenls : le nombre des cas possibles
est 6 X 6=30; le nombre des cas favorables est

s 11
11 ; la probabilité est 35

G'est 1a la solution correcte. Mais ne pourrais-je
pas dire tout aussi bien : Les points amenés par les

Va

61T i
deux dés peuvent former 0) —21 combinaisons

différenles? Parmi ces combinaisons, 6 sont favo-
rables; la probabilité¢ est %

Pourquoi la premiére maniédre d’énumérer les
cas possibles est-elle plus légitime que la seconde?
En lous cas, ce n'est pas notre définilion qui nous
I'apprend.

On est done réduit & compléter cette définition en
disant : «... au nombre tolal des cas possibles,
pourvu que ces cas soient également probables. »
Nous voila done réduits & définir le probable par le
probable. :

Comment saurons-nous que deux cas possibles
sont également probables? Sera-ce par une con-
venlion ? Si nous plagons an début de chaque pro-
bléme une convention explicite, tout ira bien; nous
n'aurons plus qu'a appliquer les régles de 'arithmé-
tiue et de l'algébre et nous irons jusqu’au bout du
caleul sans que notre résultal puisse laisser place
au doute. Mais, si nous voulons en [aire la moindre
application, il faudra démontrer que notre conven-
tion était légilime, et nous nous refrouverons en
face de la difficulté que nous avions cru éluder.

Dira-t-on que le bon sens sulfit pour nous
apprendre quelle convenlion il faut faire? Hélas!
M. Berlrand s'est amusé & trailer un probléeme
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simple : « Quelle est la probabilité pour que, g, M
une circonférence, une corde soit plus grande Jeme
le colé du triangle équilatéral inserit? » Lillugp <orai
géomélre a adopté successivement deux conye,: serli
tions que le bhon sens semblait également impos@,"t: Je
et il a trouvé avee 'une 1, avec l'autre 1 igno
2 3 pou:

La conclusion qui semble résulter de tout ¢ eng!
c’est que le calcul des probabilités est une sciens dail
vaine, qu'il faut se défier de cet inslinet ohscurq ; ~infin
nous nommions bon sens et -auquel nous demgy.: il far
dions de légitimer nos convenlions. : rogl
Mais, cette conclusion, nous ne pouvons non pl que

y souscrire; cet instinct obscur, nous ne pouyog moi
nous en passer; sans lui la science serait impos. Le ¢
sible,sanslui nous nepourrions ni découvrirune s, seict
ni l'appliquer. Avons-nous le droit, par exemple, M
d'énoncer la loi de Newton? Sans doule, de nom. ains
breuses observations sont en concordance ave . man
elle; mais n'est-ce pas 12 un simple effet du hasad! & cale:

comment savons-nous d’ailleurs si cette loi, vrit & pas
depuis tant de siécles, le sera encore 1'an prochain! 88 bilit
A cette objection, vous ne {rouverez rien & n. ler «
pondre, sinon : « Cela est bien pen prohable ». je s

Mais admetlons la loi; grace & elle, je crois pou en 1
voir calculer la posilion de Jupiler dans un an, Ea long
ai-je le droit? qui me dit qu'une masse gigantesque, & con
animée d’une vitesse énorme, ne va pas dicill §& con

passer prés du systéme solaire et produire des per- & Ce-
turbalions imprévues? Ici encore il n'y arviendr- §& et c
pondre, sinon : « Cela est bien peu probable ». U

A ce comple, toules les sciences ne seraientqne'i ~qui
des applicalions inconscientes du calcul des probd: & cl «
bilités; condamner ce calcul, ce serait condamnet & den

la science fout enliére. @ con

J'insisterai moins sur les problémes scientifiques |

voy
ot 'intervenlion du calcul des probabilités est pliii_' A
évidente. Tel est en premiére ligne celui de liater- $8  nou
polation, oii, connaissant un certain nombre d¢ . con
valeurs d'une fonction,on cherche & devinerlesw: E:
leurs intermédiaires. L. -
Je citerai également :la célébre théorie des erreurt
d’observation, sur laquelle je reviendrai plus lois; 1
la théorie cinétique des gaz, hypothése bien c0n*: pr
nue, ou chaque molécule gazeuse est supposéed ' sien
crire une trajectoire extrémement compliquét de
mais o, par l'effet des grands nombres, les phén _ pro
ménes moyens, seuls observables, obéissent ade ﬂfb
lois simples qui sont celles de Mariotte et de G3f° l:u
Ve

Lussac.
Toules ces théories reposent sur les lois det per
grands nombres, et le calcul des probabililés
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qrainerait évidemment dans sa ruine. 1l est vrai
_:.‘,,uus n‘ont qu'un intérét particulier et que, sauf
’_] ce qui concerne I'interpolation, ce sont 1A des
rilices auxquels on pourrait se résigner.

'_\Iais, je l'ai dit plus haut, ce ne serait pas seu-

aent de ces sacrifices partiels qu'il s’agirait, ce
il la science tout entiére dont la légilimité
- it révoquée en doute. :

Jo vois bien ce qu'on pourrait dire: « Nous sommes
aorants et pourtant nous devons agir, Pour agir,
. n'avons pas le temps de nous liveer & une
aqueéte suflfisante pour dissiper nolre ignor'ance :
igilleurs, une pareille enquéte exigeraitun temps
slini. Nous devons done nous décider sans savoir;
. faut bien le faire au petit bonheur et suivre des
nzles sans trop y croirve. Ce que je sais, ce n’est pas
e lelle chose est vraie, mais que le mieux pour
wi est encore d'agir comme si elle était vraie ».
(2 caleul des probabilités, et par conséquent la
- cienee, n'aurail plus qu'une valeur pratique.

Valheureusement la difficulté ne disparait pas
sosi: Un joueur veut tenter un coup; il me de-
sande conseil. 8i je le lui donne, je m’inspireraidu
deul des probabilités, mais je ne lui garantirai
i le suceds, Cest la ce que j'appellerai la proba-
Iité subjective. Dans ce cas, on pourrait se conten-
:rde l'explication que je viens d’esquisser. Mais
:suppose qu'un observateur assiste au jeu, qu'il
1 nole tous les coups et que le jeu se prolonge
nglemps ; quand il fera le relevé de son carnet, il
anstalera que les événemenls se sont répartis
mlormément avx lois du caleul des probabilités.
Uesl la ce que j'appellerai la probabifité objective,
“vest ce phénomeéne qu'il faudrait expliquer.

Il existe de nombreuses sociétés d’assurances
piappliquent les régles du caleul des probabilités,
telles disteibuent & leurs actionnaires des divi-
indes dont la réalité objeclive ne saurait étre
ulestée, 1l ne suffit pas, pour les expliquer, d'in-
Uuee notre ignorance et la nécessité d’agir.

Ainsi, le scepticisme absolu n'est pas de mise;
“us devons nous méfier, mais nous ne pouvons
mlamner en bloc; il est nécessaire de disculer.

= CLASSIFICATION DES PROBLEMES DE PROBABILITE.

Pour classer les problémes qui se présentent &
:0pos des probabililés, on peut se placer a plu-
“urs points de vue diftérents, et d’abord au point
“ene de la généralité. Jai dit plus haut que la
mhabilité est le rapport du noinbre des cas favo-
2lles au nombre des cas possibles. Ce que, faute
‘i meilleur lerme, jappelle la généralité, croitra
" le nombre des cas possibles. Ce nombre
- Mulélre ini; comme, par exemple, si I'on envisage
‘t toup de dés ou le nombre des cas possibles

X

est 36. C'est 1a le premier degré de généralilé.

Mais, si nous demandons, par exemple, quelle
est la probabililé pour qu'un point inlérieur & un
cercle soit intérieur au carré inscrit, il y a autant
de cas possibles que de points dans le cercle, c'est-
d-dire une infinité. C'est le second degré de géné-
ralilé. La généralité peut étre poussée plus loin
encore : on peut se demander la probabilité pour
qu'une fonction salisfasse & une condition donnée;
il y a alors autant de cas possibles qu'on peut ima-
giner de fonctions différentes. C'est le troisiéme
degré de généralité, auquel on s'éléve, par exemple,
quand on cherche & deviner la loi la plus pro-
bable d'aprés un nombre fini d’observations.

On peut se placer & un point de vue tout diflé-
rent. Si nous n'étions pas ignorants, il n'y aurait
pas de probabilité, il n'y aurait de place que pour
la certitude; mais notre ignorance ne peut étre
absolue, sans quoi il n'y aurait pas non plus de
probabilité, puisqu'il faut encore un peu de lu-
miére pour parvenir méme & cette science incer-
taine. Les problémes de probabilité peuvent ainsi
se classer d'aprés la profondeur plus ou moins
grande de cetle ignorance.

En Mathématiques, on peut déja se proposer des
problémes de probabilité. Quelle est la probabilité
pour que la 5° décimale d'un logarithme pris au
hasard dans une table soit un 97 On n’hésitera pas
4ia
10 Ici nous
possédons toutes les données du probléme; nous
saurions calculer notre logarithme sans recourir &
la table; mais nous ne voulons pas nous en donner
la peine. Cest le premier degré de lignorance.

Dans les sciences physiques, notre ignorance est
déja plus grande. L'état d’un systéme, & un instant
donné, dépend de deux choses : son état initial et
la loi d'aprés laquelle cet état varie. Sinous con-
naissions 4 la fois cette loi et cet état initial, nous
n'aurions plus qu'un probléme mathématique &
résoudre et nous retomberions sur le premier degré
d'ignorance.

Mais il arrive souvent qu'on connait la loi et
qu'on ne connait pas I'état initial. On demande,
par exemple, quelle est la disiribution actuelle des
pelites planétes; nous savons que, de tout temps,
elles ont obéi aux lois de Képler, mais nous igno-
rons quelle était leur distribution initiale.

Dans la théorie cinétique des gaz, on suppose que
Ies molécules gazeuses suivent des trajectoires rec-
tilignes¢et obéissent aux lois du choc des corps
élastiques; mais, comme on ne sail rien de leurs
vilesses initiales, on ne sait rien de leurs vitesses
actuelles.

Seul, le caleul des probabilités permet de pré-
voir les phénoménes moyens qui résulteront de

& répondre que cette probabilité est
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la combinaison de ces vitesses. C'est la le second
degré d’'ignorance.

11 est possible, enfin, que non seulement les con-
ditions initiales, mais les lois elles-mémes, soient
inconnues; on alteint alors le troisiéme degré de
I'ignorance el, généralement, on ne peul plus rien
affirmer du tout au sujet de la probabilité d'un
phénoméne.

Il arrive souvent qu'au lieu de chercher & devi-
ner un événement d’aprés une connaissance plus
ou moins imparfaile de la loi, on connaisse les évé-
nements el qu'on cherche a deviner la loi; qu'au
lieu de déduire les effets des causes, on veuille dé-
duire les causes des effets. Ce sont 14 les probléemes
dits de probabilité des causes, les plus intévessanls
au point de vue de leurs applications scientifiques.

Je joue & I'écarté avec un monsieur que je sais
parfaitement honnéte; il va donner; quelle est la
probabilité pour qu'il tourne le roi? c’est % c'est la
un probléme de probabilité des effets. Je joue avec
un mensieur ¢ue je ne connais pas; il a donné
10 fois et il a Lourné 6 fois le roi; quelle est la pro-
babililé pour ¢ue ce soit un gree? c'est la un pro-
bleéme de probabilité des causes.

On peut dire que c'est le probléme essentiel de
la méthode expérimentale. J'ai observé n valeurs
de x et les valeurs correspondantes de y; j'ai cons-
taté que le rapport des secondes aux premicres est
sensiblement constant. Voila I'événement; quelle
est la cause?

Est-il probable qu'il y ait une loi générale
d’aprés laquelle y serail proportionnel & x et que
les petites divergences soient dues & des erreurs
d’observations? Voila un genre de question qu'on
est sans cesse amené A se poser et qu'on résoul in-
consciemment loutes les fois que l'on fait de la
science.

Je vais maintenant passer en revue ces diflérentes
catégories de problémes en envisageant successi-
vement ce que j'ai appelé plus haut la probabilité
subjeclive et ce que j'ai appelé la probabilité objec-
tive.

II. — LA PROBABILITE
DANS LES SCIENCES MATHEMATIQUES.

L'impossibilité de la quadrature du cercle est
démonlrée depuis 1885, mais, bien avant cette date
récente, tous les géometres considéraient celte im-
possibilité comme tellement « probable », que
PAcadémie des Sciences rejetait sans examen les
mémoires, hélas! trop nombreux, que quelques
malheureux fous Iui envoyaient tous les ans sur
ce sujet.

I’Académie avait-elle tort? Evidemment non, et
elle savait bien qu'en agissant ainsi, elle ne ris-

e i 1983

quait nullement d'étouffer une découverte sérieyg,
Elle n’aurait pu démontrer qu’elle avail raiso,
mais elle savail bien que son inslinct ne la {rop,.
pail pas. Si vous aviez interrogé les académiciens,
ils vous auraient répondu : « Nous avons compar:
la probabilité pour qu’un savant inconnu ait trouy;
ce qu'on cherche vainement depuis si longtemps,
el celle pour qu'il y ait un fou de plus sur |
terre; la seconde nous a paru plus grande. » (.
sont 1a de trés bonnes raisons, mais elles n'gy
rien de mathémalique, elles sont purement psy.
chologiques.

Et si vous les aviez pressés davanlage, ils auraien|

ajouté : « Pourquoi voulez-vous qu'une valeur par-
ticulitre d'une fonetion {ranscendante soit uy
nombre algébrique; et si = était racine d'une équs-
tion algébrique, pourquoi voulez-vous que eellc
racine soil une période de la fonction sin 22 of
qu’il n'en soit pas de méme des aulres racines de
cetle méme équalion ? » En somme, ils auraient
invoqué le principe_de raison suffisanle sous s
forme la plus vague.
" "Mais que pouvaient-ils en tirer ? Tout au plus une
régle de conduite pour I'emploi de leur temps, plus
ulilement dépensé & leurs travaux ordinaires qus
la lecture d’une ¢lucubration qui leur inspirait une
légitime défiance. Mais ce que jappelais plus haul
la probabilité objective n’a rien & voir avec ce pre-
mier probléme.

1l en est autrement du second probléeme.

Envisageons les nombres:

e
“"5'(1"’100.000)'

oir je donne successivement & z les valeurs 1,2,..
jusqu'a 10.000. Parmi ces 10.000 nombres, ju
prends un au hasard ; quelle est la probabilité pour
que sa lroisiéme décimale soit un nombre pair’

i i :
Vous n'hésiterez pas & répondre 5» et, en effel, »

vous relevez dans une table les troisiemes décimales
de ces 10.000 nombres, yous Lrouverez & peu pre
aulant de chiffres pairs que de chiffres impairs.

1l sera plus simple d'examiner un probléme ut
peu différent, mais analogue. Ce que je dirai de I'nn
s'appliquerait également & l'autre. Considérons s
10.000 expressions :

&

sin [1-009 = log ('l + 100 ’()00)]

Je n'hésilerai pas & dire que la moyenne de ¢

10.000 expressions est probablement nulle, of, sije
la caleulais effectivement, je vérifierais qu'elle !
trés pelite!.

S 1

+ Lanalogie des deux problémes cst évidente ; celoi qut

s
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wlieu de faire la somme et de diviser par 10.000,

waleule lintégrale de nolre expression depuis
' T i
' gsquia 10,000 -5 et je divise par 10.000. Je
14' -
‘ gontrerais aisément que l'erreur ainsi commise
aplus pelite que :

a? w i
10.000 T 10,000,000 ~ T.000°

-.usuile, en inlégrant par parties, que 'intégrale
ii-ce par 10.000 est elle-méme plus petite que :

22 i1 <i
1.000 wloge " 1.000 w log®e 500"

pour élablir ee double résultat, je n’ai besoin que
mappuyer sur deux fails, & savoir que les déri-
.+ premiére ct seconde du logarithme restent,

s linlervalle considéré, comprises entre cer-
qes limiles.

ot celte premiére conséquence que la propriété

vraie non seulement du logarithme, mais d’'une
setion continue queleonque, puisque les dérivées
loule fonclion continue sont limilées.

s j'étais certain d’avance du résultat, c'est d’a-

~olquej'avais souvent observé des fails analogues

ur d'autres fonctions continues; c'est ensuite
we que je faisais dans mon for intéricur, d'une
on plus ou moins inconsciente et imparfaite, le
«nnement qui m'a conduil aux inégalilés pré-
frnles, comme un caleulateur qui, avant d’avoir
wvé une multiplication, se rend compte que
‘lava faire & peu prés tanl »,

ti d'ailleurs, comme ce que jappelais mon intui-
i n'éait qu'un apercu incomplet d'un véritable
snncment, on s'explique que I'observation ait
tirmé mes prévisions, que la probabilité objec-
it élé d'aceord avee la probabilité subjective.
tomme {roisitme exemple, je choisirai le pro-
me suivant : Un nombre » est pris au hasard, »
“un enlier donné Lrés grand ; quelle est la valeur
“hable de sin nu? Ce probléeme n’a aucun sens
tlui-méme. Pour lui en donner un, il faut une
wwention ; nous conviendrons que la probabilité
irque le nombre w soit compris entre leslimiles

thest;
b
/ o(w du,
JJa

‘¢ dant une fonclion que je choisis arbitraire-

€< d'ahord posé se rameéne & la recherche de la valeur
+ane de l'expression :

F [log (1 -+ m%ﬁﬁ):l’

_* iant une fonetion qui est égale 4 4 1, si la troi-
e décimale de y est paire, et i — 1 si ells est impaire,
"lle fonetion, comme sin 1.000 =y, est une fonclion

: 1
“liue dont la période est 500

ment, mais que je suppose continue. La valeur de
sin nu restant la méme quand u augmenle de 2n,
Jje puis, sans reslreindre la généralité, supposer que
u est compris entre 0 el 2 et je serai ainsi conduit
& supposer que ¢ (u) est une fonclion périodique
dont la période est 2z. Comme je suis cerfain que u
est compris entre 0 et 2r, comme, en d'autres
lermes, la probabilité de cet événement est égale a

1, jlaurai:
f’nﬂu) du=1,
o

La valeur probable cherchée est:

2T
f ¢ (u) sin nu du ,
o

et il est aisé de montrer que cetle intégrale est plus

petite que :
2n My
nk !

M étant la plus grande valeur de la dérivée A
de ¢ (). On voit done que, sila dérivée ke est finie,
nolre valeur probable tendra vers zéro quand n

: Pk i 1
croilra indéfiniment et cela plus vite que o

La valeur probable de sin nu pour n trés grand
est donc nulle; pour définir cette valeur, jai eu
besoin d'une convention ; mais le résultal reste le
méme quelle que soil cetle convention. Je ne me suis
imposé que de faibles restrictions en supposant que
la fonction ¢(u) est continue et périodique, et ces
hypothéses sont tellement naturelles qu'on se
demande comment on pourrait y échapper.

L’examen des trois exemples précédents, si dif-
férents & tous égards, nous a fait déja entrevoir
d'une part le réle de ce que les philosophes appel-
lent le principe de raison suffisante, el d'aulre part
I'importance de ce fail que certaines propriétés
sonl communes & loutes les fonclions continues.
L'étude de la probabilité dans les sciences physi-
ques nous conduira au méme résullat,

HI. — La PROBABILITE DANS LES SCIENCES PHYSIQUES.

Arrivons maintenant aux problémes qui se rap-
porlent & ce que j'ai appelé plus haut le second
degré d’ignorance ; ce sont ceux ou l'on connait la
loi, mais ol on ignore I'élat initial du systéeme. Je
pourrais multiplier les exemples, je n'en prendrai
qu'un : Quelle est la distribution actuelle probable
des pelites planétes sur le zodiaque ?

Nous savons qu'elles obéissent aux lois de Képler;
nous pouvons méme, sans rien changer a la nature
du probléme, supposer que leurs orbites sont toutes
circulaires et situées dans un méme plan et que
nous le sachions. En revanche, nous ignorons abso-
lument quelle élait leur distribulioniniliale. Cepen-
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dant nous n’hésitons pas & affirmer qu'aujourd’hui
cette distribution est & peu prés uniforme. Pour-
(quoi?

Soit 6 1a longitude d'une pelile planéte & 1'époque
miliale, c’est-a-dire & I'époque 0 ; soit « son moyen
mouvement; sa longitude & I'époque actuelle, c'est-
a-dire 4 'époque ¢, sera at -}~ b. Dire que la distri-
bution actuelle est uniforme, ¢'est dire que la valeur
moyenne des sinus et des cosinus des mulliples de
at + & est nulle, Pourquoi 'affirmons-nous ?

Soit o (e, 4) da db la probabilité pour que le
moyen mouvement d’'une petite planéte soit com-

‘pris enlre @ et a 4} da et que sa longitude initiale
soit comprise entre b et b+ db. La valeur moyenne
de sin (a! - b) sera donnée par l'intégrale double :

/f o (a,) sin (at + ) dadb.

Ne sachant rien de la distribution initiale, je ne
sais rien de la fonction o (a, b); je n'ai pas plus de
raison pour choisir lelle fonction plutot que lelle
autre; je serai cependant conduit & choisir une
fonclion continue. Si je suppose, par conséquent,
que la fonction ¢ a des dérivées, notre inlégrale
double deviendra, en intégrant suceessivement par
parties:

1 dp ; 1 d3p .
E_/_‘/-Ei_rl cos (al -+ b) dadb,-——l—gf/;msm(at+b)d(m‘b,...

nous monire

1
a
qu'elle tend vers zéro quand ¢ augmente.

Ainsi, je ne savais trop quelle hypothése faire au
sujet de la probabilité de lelle ou telle distribution
initiale ; mais, quelle que soit I'hypothése faite, le
résultat sera le méme et c’est ce qui me tire dem-
barras. .

Quelle que soit Ia fonetion g, la valeur moyenne
tend vers zéro quand ( augmente, et comme les
pelites planétes ont cerlainement accompli un lrés
grand nombre de révolutions, je puis affirmer que
celle valeur moyenne est trés petite.

Je puis choisiro comme je le veux, sauf une res-
triction loulefois : cetle fonclion doit étre conlinue;
ct, en eflfet, au point de vue de la probabilité sub-
jective, le choix d'une fonction discontinue aurait
été déraisonnable ; quelle raison pourrai-je avoir,
par exemple, de supposer que la longitude iniliale
peul étre égale & U° juste, mais qu'elle ne peut étre
comprise enlre 0° et 1°?

Mais la difficullé reparait sil'on se place au point
de vue- de la probabilité objective.

La valeur moyenne de sin (at - b) sera repré-
senlée toul simplement par :

k‘{ﬂ\% ( :—lzsin (@l +b),

: 1
La présence des facteurs T

et

—
n étant le nombre des pelites planéles. 4y lig
@’une intégrale double porlant sur une foch('w'
continue, nous avons une somme de termes die.
crets. Et pourtant personne ne doutera Sérioug,
ment que celle valeur moyenne ne soit effecjy,
ment trés pelite.

C'est que notre somme discréte différera ep o
néral lrés peu d’une intégrale. ;

Une intégrale est la limite vers laquelle tend
somme de termes quand le nombre de ces terpy §
croit indéfiniment. Si les termes sont trés pop,
breux, la somme différera trés peu de sa limj,
c'est-a-dire de Dintégrale, et ce que j'ai dit de ey,
derniére sera encore vrai de la somme elle—mem;

Il y a des cas d’exceplion néanmoins. §j, |
exemple, I'on avait pour toutes les pelites pls.
nétes :

pouges et not
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la valeur moyenne serail évidemment égale i |,
Pour cela, il faudrait qu’a I'époque 0, les pelites
plangtes eussent été toutes placées sur une sorled:
spirale d’une forme particulidre & spires extréme.
ment serrées. Tout le monde jugera qu’une parcille
distribulion initiale est extrémement improbable
(et, méme en la supposant réalisée, la distribulie
ne serait pas uniforme & 1'époque actuelle, par
exemple le 1¢ janvier 1900, mais elle le redevien-
drait quelques années plus tard).

7 e The SEa Y
Toulefois, pourquoi jugeons-nous cetle distribu- pelite que -
tion initiale improbable? Il esl nécessaire de I'expli- posée cont
quer, car, si nous n'avions pas de raison de rejeler ris petit p

e

Faiguille, ]
ditférence ¢

comme invraisemblable cette hypothése saugrenue,
tout s'écroulerait et nous ne pourrions plus rien §&
affirmer au sujet de la probabilité de telle ou lelle &
distribution actuelle.

Ce que nous invoquerons, c’est encore le prin:
cipe de raison suffisante, auquel il faut loujours
revenir. Nous pourrions admellre qu'a I'originc
les planéles étaient distribuées a peu prés et
ligne droite; nous pourrions admettre qu'ells
étaient irréguliérement distribuées; mais il nous
semble qu'il n’y a pas de raison suffisante pour qu

el la probal
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IV. — RouekE ET NoOIR, est bien rg

Les queslions soulevées par les jeux de hasard:
comme celui de la roulelte, sont, au fond, toul §
fait analogues & celles que nous venons de trailef: -

Par exemple, un cadran est partagé en un gran
nombre de subdivisions égales, alternativement

En réal

Labserval
sepl rougc
Siries (e
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: s el noires; une aiguille est lancée avee force,
s r_':r,-.‘as avoir fait un grand nombre de tours, elle

eole devant une de ces subdivisions. La proba-
o pour que cetle division soit rouge, est évi-
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te différery (., {sizuille va tourner d'un angle 8, comprenant
T s circonférences; jignore quelle est la pro-
- ".m.'- pour que l'aiguille soit lancée avee une
= lelle que cet angle soit compris cntre 0 et
«~ 45 mais, Je puis faire une convention; je puis
ppaser que celte probabilité est ¢(0)d0; quant a

. “uetion 3(9), je puis la choisir d'une fagon entie-
~coatarbitraire; il n'y a rien qui puisse me gui-
¢ dans mon choix; cependant, je suis naturelle-
:t conduil & supposer celle fonction conlinue,
vite la longueur (comptée sur la circonférence

- wayon 1) de chaque subdivision rouge ou noire,
¢t caleuler Lintégrale fo(6)dh en I'étendant,
cone part, & toutes les divisions rouges, d'aulre
it i loules les divisions noires, et comparer les
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b 1\ fonction (") dans cet intervalle, L’inlégrale
vlue aux divisions rouges sera plus pelite que
HeTintégrale étendue aux divisions noires sera
sarnde que Xme; la différence sera done plus
“ique Z(M —m)e. Mais, si la fonction @ estsup-
continue; si, d'autre part, l'intervalle ¢ est
*plit par rapport & l'angle total parcouru par
aile. la différence M —m sera tres petile. La
“oenee des deux intégrales sera donc tris pelite,
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aussi rares. Ils ont remarqué la rarelé des séries
de sept rouges; s'ils n'ont Pas remarqué la rarelé
des séries de six rouges el une noire, c¢'est unique-

ment paree que de pareilles séries frappent moins
I'attentlion.

V. — LA Propanire DES ‘CAUSES,

Jarrive aux problémes de probabilité deg causes,
les plus importants au point de vue des applica-
tions scientifiques. Deux ¢loiles, par exemple, sont
trés rapprochées sur la sphére céleste; ce rappro-
chement apparent est-il un pur effet de hasard, et
ces éloiles, quoique & peu prés sur un méme rayon
visuel, sont-clles placées a deg distances trés diffs-
rentes de la Terre et, par conséquent, trés éloignces
I'une de l'autre ? Ou bien, correspond-il 4 un rap-
prochement réel? C'est 13 un probléme de probabi-
lité des causes.

Je rappelle d'abord qu'au début de tous les pro-
blémes de probabilité des effets qui nous onl occu-
pés jusqu'ici, nous avons loujours da placer une
convention plus ou moing justifiée. Et, si le plus
souvent le résullat était, dans une certaine mesure,
indépendant de celte convention, ce n'élait qu'a la
condition de certaines hypothéses qui nous per-
meltaient de rejeter a priort les fonctions discon-
linues, par exemple, ou certaines conventions sau-
grenues.

Nous retrouverons quelque chose d’analogue, en

nous occupant de la probabilité¢ des causes. Un effet
peut étre produit par la cause A ou par la cause B.
Leffet vient d'étre observé; on demande la proba-
bilité pour qu'il soit da a la cause A; c'est la pro-
babilité de la cause a posteriori. Mais, je ne pour-
rais la calculer, si une convention plus ou moins
justifiée ne me faisait connaiire d'avance quelle est
la probabilité « priori, pour que la cause A en lre en
aclion; je veux dire la probabilité de cet événe-
ment, pour quelqu'un qui n’aurait pas encore
observé I'effet,

Pour mieux m'expliquer, je reviens i I'exemple
du jeu d’écartd, cite plus haut; mon adversaire
donne pour la premidre fois et il tourne le roi;
quelle est la probabilité pour que ce soit un grec?

Sl ; 8
Les formules ordinairement enscignées donnent g’

résultat évidemment bien surprenant. Si on les
examine de plus prés, on voit qu'on fait le calcul
comme si, avant de nous asseoir d la table de Jeu,
J'avais considérs quil y avait une chance sur deux
pour que mon adversaire ne fat pas honnéte. Hypo-
these absurde, puisque, dans ce cas, je n’aurais
certainement pas joué avee lui; et clest ce qui
explique 'absurdité de Ia conclusion,

La conventlion sur Ia probabilité a priori élait




~—

268

H. POINCARE — REFLEXIONS SUR LE CALCUL DES PROBABILITES

injustifi¢ée; e’est pour cela que le calcul de la proba-
bilité @ posteriori m'avait conduit & un résultat
inadmissible. On voit I'importance de celte con-
vention préalable; j'ajouterai méme que, si l'on
n'en faisail aucune, le probleme de la probabilité
a posteriori n'aurait aucun sens; il faul toujours le
faire, soit explicilement, soit lacitement.

Passons i un exemple d'un caractére plus scien-
lifique. Je veux déterminer une loi expérimentlale;
cette loi, quand je la connaitrai, pourra étre repré-
senlée par une courbe; je fais un certain nombre
d'observations isolées; chacune d'elles sera repré-
senfée par un point. Quand j'ai obtenu ces difTeé-
renls points, je fais passer une courbe entre ces
points en m'efforganl de m'en écarter le moins
possible et, cependant, de conserver & ma courhe
une forme réguliére, sans points anguleux, sans
inflexions trop accentuées, sans variation brusque
du rayon de courbure. Celle courbe me représen-
tera la loi probable, et j'admets, non seulement
qu'elle me fait connaitre les valeurs de la fonclion
inlermédiaires enlre celles qui ont été observées,
mais encore qu'elle me fait connailre les valeurs
observées elles-mémes plus exaclement que 1'ob-
servation directe (c’'est pour cela que je la fais
passer pres de mes points el non pas par ces points
cux-mémes).

C'est 12 un probleme de probabilité des causes.
Les effets, ce sont les mesures que j'ai enregistrées;
ils dépendent de la combinaison de deux causes :
laloi vérilable du phénomine et les erreurs d'ob-
servation. Il s'agit, connaissant les effets, de cher-
cher la probabilité pour que le phénoméne obéisse
a telle loi, et pour que les observalions aient éLé
alfectées de telle erreur. La loi la plus probable
correspond alors i la courbe tracée, et 'erreur la
plus probable d'une observation est représenlée
par la distance du point correspondanl a celte
courbe.

Mais, le probléme n’aurait aucun sens si, avant
toule observalion, je ne me faisais uneidéea priori
de la probabilité de Lelle ou telle loi, el des chances
d’erreur auxquelles je suis exposc.

Si mes instruments sont hons (et cela, je le
savais avant d'avoir observé), je ne permeltlrai pas
3 ma courbe de s'écarler heaucoup des points qui
représentent les mesures brutes. S'ilssont mauvais,
je pourrai m'en ¢loigner un peu plus, afin d’oble-
nir une courbe moins sinucuse; je sacrifierai da-
vantage a la régularité,

Pourquoi done est-ce que je cherche & tracer une
courbe sans sinuosilés? C'est parce que je consi-
dere a priori une loi représentée par une fonction
continue (ou par une fonction dont les dérivées
d'ordre élevé sonl petites), comme plus probable
qu'une loi ne satisfaisant pas a ces condilions. Sans

=

celle croyance, le probléme dont nous Parlyy
n'aurait aucun sens; l'interpolation serait im;w,;—
sible; on ne pourrait déduire une loi d'un notllL-, _
fini d'observations; la science n’exisierait pas, ]

Il y a cinquanle ans, les physiciens considérajy,
une loi simple comme plus probable qu'upey,
compliquée, toutes choses égales d'aillems,
invoquaient méme ce principe en faveur de |y},
de Mariolte contre les expériences de Regnyy
Aujourd'hui, ils ont répudié celte croyance;que,
fois pourtant ne sont-ils pas obligés d'agir cony,
s'ils 'avaient conservée ! Quoi qu'il en soil, ¢ qe:
reste de cette tendance, c'est la croyance & la ¢,
tinuité, et nous venons de voir que, si cetle croyay,
disparaissait & son tour, la science expérimenlal
deviendrait impossible.

VI. — La TuftoriE DES ERREURS.

Nous sommes ainsi amenés & parler dela théa
des erreurs, qui se ratlache direclement au pre
bléme de la probabilité des causes. Ici encore now
constatons des effets, & savoir un certain nomhr
d'observalions discordantes, et nous cherchan
A deviner les causes, qui sont d'une part la véri
table valeur de la quantité & mesurer, d’autre pad

erreur commise dans chaque observalion isolér. §

Il faudrait calculer quelle est a posteriori la grar.
deur probable de chaque erreur, ef, par conse
quent, la valeur probable de la quantité & mesuré.

Mais, ainsi que je viens de l'expliquer, on u
saurait entreprendre ce caleul, si I'on n'admellai
a priori, c'est-d-dire avanl loule observation, uw
loi de probabililé des erreurs. Y a-t-il une loids
erreurs? ;

La loi des erreurs admise par tous les calcul:
teurs est la loi de Gauss, qui est représeniée
une certaine courbe lranscendante connue sous
nom de « courbe en cloche ».

Mais d’abord il convient de rappeler la dislin-
tion classique entre les erreurs systématiques ¢
accidentelles. Si nous mesurons une longueur 4
un métre trop long, nous lrouverons toujours vt
nombre lrop faible et il ne servira & vien de recon

mencer la mesure plusieurs fois; clesl la uit &

erreur systémalique. Si nous la mesurons ayec v
mélre exact, nous pourrons nous tromper cepe
dant, mais nous nous lromperons tantot en plus.
taniot en moins, et, quand nous ferons la moyem:
d’'un grand nombre de mesures, l'erreur {endra
a s'allénucr. Ce sont la des erreurs accidentelles

1l est évident dabord que les erreurs systém®
tiques ne peuvent salisfaive & la loi de Gauss; mais
les erreurs accidentelles y salisfont-elles? On 2
tenté un grand nombre de démonstralions:
presque toules sont de grossiers paralogisme*:
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5 peul néanmoins démontrer la loi de Gauss en
tant des hypothéses suivantes : l'erveur com-
.o ost la résultante d'un lrés grand nombre
'.,.-r-,-eurs partielles et indépendantes ; chacune des
rours partielles est trés pelite et obéit d'ailleurs
e loi de probabilité queleconque, sauf que la
. habilité d'une erreur posilive est la méme que
'_ « d'une erreur égale et de signe contraire. Il est
lent que ces conditions seront remplies souvent,

4« pas toujours, et nous pourrons réserver le
. d'accidentelles aux erreurs qui y satisfont.

in voit que la méthode des moindres carrés
.+ pas légitime dans tous les cas ; en général, les
cysiciens s’en défient plus que les astronomes.
i lient sans doute a ce que ces derniers, outre
.orreurs systématiques u'ils rencontrent comme
< physiciens, ont & Iulter avec une cause d'erreur

IRREURS, vremement importante et qui est tout & fait acci-
iatelle; je veux parler des ondulations atmosphé-
rler e Ia i Jques. Aussi, il est trés curieux d'entendre un
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ivsicien discuter avec un astronome au sujet
“me méthode d'observalion : le physicien, per-
audé qu'une bonne mesure vaut mieux que beau-
p de mauvaises, se¢ préoecupe avanl tout d’'éli-
ner & force de précaulions les derniéres erreurs
wstemaliques, et 'astronome lui répond : « Mais
1s ne pourrez observer ainsi qu'un pelit nombre
iles; les erreurs accidentelles ne disparaitront
e devons-nous conclure? Faut-il conlinuer
ippliquer la méthode des moindres carrés? Nous
~wns dislinguer @ nous avons éliminé toutes les
urs systématiques que nous avons pu soup-
aner; nous savons bien qu'il y en a encore,
s nous ne pouvons les découvrir; cependant il
tprendre un parti et adopter une valeur défini-
“i[ui sera regardée comme la valeur probable;
-vreela, il est évident que ce que nous avons de
ixdfaire, ¢'est d’appliqquer laméthode de Gauss.
“ismavons fait quiappliquer une régle pratique
vapportant & la « probabilité subjective ». Il n'y
men A dive.
Vais l'on veutaller plus loin, et affirmer (ue non
“ilement la valeur probable est de lant, mais que
‘reur probable commise sur le résullat est de
it Cela est absolument illégitime; cela ne serait
“lue si nous étions siirs que loules les erreurs
“lématiques sont éliminées ,ct nous n'en savons
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absolument rien. Nous avons deux séries d'obser-
valions; en appliquant la régle des moindres
carrés, nous trouvons que 'erreur probable sur la
premiére série est deux fois plus faible que sur la
seconde. La seconde série peut cependant étre meil-
leure que la premiére, parce que la premiére est
peut-étreaffectée d'une grosse erreur systématique.
Tout ce que nous pouvons dire, c'est (ue la premiére
série est probablement meilleure que la seconde,
puisque son erreur accidentelle est plus faible, et
que nous n’avons aucune raison daffirmer que
Perreur systémalique est plus grande pour une
des séries que pour l'autre, nolre ignorance a ce
sujet étant absolue.

VII. — CoxcLUsIONS.

Dans les lignes qui préecédent, j'ai posé bien des
problémes sans en résoudre aucun. Je ne regrelle
pas cependant de les avoir écrites, car elles invile-
ront peut-étre le lecteur & réfléchir sur ces déli-
cates questions. :

Quoi qu'il en soil, il y a certains points
(ui semblent bien établis. Peur entreprendre un
caleul quelconque de probabilité, et méme pour
que ce calcul ait un sens, il faut admeltre, comme
point de départ, une hypothése ou une convention
qui comporle loujours un cerlain degré d'arbi-
lraire. Dans le choix de celle convention, nous ne
pouvons étre guidés que par le principe de raison
suffisante. Malheureusement ce principe est bien
vague et bien élastique ct, dans l'examen rapide
que nous venons de faire, nous I'avons vu prendre
bien des formes différentes. La forme sous laquelle
nous l'avons rencontré le plus souvent, c'est la
croyance a la contlinuité, eroyance qu'il serait dif-
ficile de justifier par un raisonnement apodictique,
mais sans laquelle toute science serait impossible.
Enfin, les problémes ol le calcul des probabilités
peut &tre appliqué avec profit sont ceux ou le
résultat est indépendant de I'hypothése faite au
début, pourvu seulement que celte hypolhése satis-
fasse & la condition de conlinuité.

H. Poincaré,
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