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HEMOIRES ET OBSERVATIONS.

AVIS COMMUNIQUE PAR LA SOCIETE ROYALE DE GOTTINGEN.

La Société royale des Sciences de Gittingen a I'intention
d’achever promptement la publication commencée des OEuvres de
Gauss. Dans ce but elle prie toutes les personnes ou sociétés qui
ont en leur possession des mapuscrits se rapportant a Gauss ou a

son ceuvre, de vouloir bien l'en avertir et lui faciliter I’étnde de
ces manuscrits.

SUR LA FAGON DE GROUPER LES TERMES DES SERIES
TRIGONOMETRIQUES QU'ON RENCONTRE EN MECANIQUE CRLESTE;

Par-M. I1. POINCARE,

1. Jai exposé, dans le Bulletin astronomique (juillel 18g7)
une méthode qui permet de développer les coordonnées des astres
en séries ne contenant que des sinus et des cosinus.

Je voudrais aujourd’hui revenir sur ce sujet pour montrer
comment il convient de grouper les termes afin d’obtenir une
convergence aussi rapide que possible et les diverses particula-
rités que 'on peut meltre en évidence en décomposaunt et grou-
pant les termes de différentes maniéres.

Ce que j'ai a dire s'applique au cas général avec quelques
changements de détail. Néanmoins, pour simplifier et abréger cet
exposé, je me bornerai au cas particulicr connu sous le nom de
probléme restreint.

Je supposerai un corps central § antour duquel eirculent une
masse troublante J Lrés petite et une masse troublée P infiniment
petite. La masse P étant infiniment petite, le mouvement de J
doit obéir aux lois de Képler; je supposerai 'orbite de J circu-
laire ; I'inclinaison nulle de fagon que P se meuve dans le plan de
Vorbite de J et enfin Uexcentricité de P trés petite, de [acon que I
se meuve dans le méme sens que J dans une orbite sensiblement
circulaire.

Bulletin astronomique. T. XV. (Aolt 1898.) 1
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Jappelle a el e le demi grand axe et Uexcentricité de P; p. la
masse de J, / anomalie moyenne de P et g la longitude de son
périhélie, {’ la longitude de J, et je pose

xl:\/c—;—\/a(l—.ei), args\/(;-—w—\/cz(l—eg),

® oy =1—g+ 1, 2)y =1+ g-—1.
de vois alors que les équations du mouvement prennent la forme
canonique
dz, dF dr, _ dF
Vdr T dy, dt — dy,’
(2) ( dy ___dF  dy, __ dF
dt  dx, dt T dxg

F est unc fonction développable suivant les puissances de p et
périodique par rapport aux ).
Pour 1 == o, cetle fonction F se rédnit a

- 2 _J_('T?_'Tl)

O (- ae)? 2
{4 la condilion dc choisir convenablement les unités de longueur,
de masse et de temps) et ne dépend que des .

Nous nous trouvons donc dans les conditions du probléme B
(Bull. astr., v. X1V, p. 242). Les résultats obtenas 3 propos de
ce probléme sont done applicables 1ci; 1ls peuvent s’énoncer sous
la forme suivante.

Soient 5, 24, @y, &, qualre conslantes d’intégration ; soient n,
et ns deux nouvelles constantes dépendant de z,, de =, et de u,

wy=rn {4+ wy, Ws— Nyl -4 Oy,

Les variables x ct ¥ peuvent se développer en séries procédant
suivant les puissances de u,
(3) ‘ .rg:xii'—l—p.rg—l—p.ﬂz‘fq-...,
{ iz gl poyd + w2yl

Les 2% el les y¥ (sanf 3 et 5% qui sont égaux a v, et w,) sont
développables en séries trigonométriques procédant snivant les
sinus et les cosinus des multiples de w, et w,; le coeflicient de
chaque terme dépendant de z, et de 5.

Enfin n, et n, peuvent se développer suivant les puissances
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de i, chaque terme étant une fonction de z, el de z,, de sorte que
(4) ni=nf 4+ pal ...

Nous supposerons d’aillenrs

b L] ES]
d’ott

i f

= 3 Sl
’ SN CTERE TS L

4
(5) np=

La constante 5, = x| est trés petite et de Vordre du carré de
I'excentricité, et il n’est pas inutile de remarquer que nos expres-
sions zf et )F (sauf 9 et %) peuvent se développer suivant les
puissances de

\/zi cos W, \/z,sin wr,

chaque terme dépendant encore de w, et de 35, et étant périodique
par rapport a w,.

2. Observons d’abord que de ces séries on en peut déduire
une infinité d’autres de méme forme.

Remplacons, en effet, les constantes 5 et ™ par les développe-
ments suivants procédant suivant les puissances de w :

(6)

Les :f el les rﬁf sont des fonctions de quatre nouvelles constantes

o ' v
Ly Ray Wy, Ty,
ona

et les autres z/, w! soni des fonctions guelcongues de =) et z|

de = et w,. . l

I est clair que s1, dans les séries (3 ), je remplace les constantes 5;
et @; par leurs développements (6), puis que j'ordonne de nouvean
par rapport & g, jobtiendrai pour les x; et les 3; de nouveaunx
développements qui seront de méme forme que les séries (3),
c'est-a-dire qui procéderont d'une part suivant les puissances de p,
d’aukre part suivant les sinus et cosinus des mulliples de

wh = 1,4 4 . Wy == Ry b 1,
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et dont les coefficients dépendront des noavelles constantes 2’ et w'.

Le cas le plus remarquable sera celui oii ces coefficients dépen-
dront seulement des 5’ et seront indépendanls des &', ainsi qa’il
arrivait pour les séries (3) elles-mémes. '

3. Commenl pent se faire le choix si largement arbitraire de
ces développements (6) qui définissent les constantes 3 el o, ?

On peut d’abord s’arranger pour que le rapport des deux
moyens mouvements 72, et 72, soit indépendant de px et que Yon ait

n_ 8+(3)+ 3,
ne 8 —(z\+3z,)?

(7)

Les équations (53) nous donnent

v

nt—nd=1.

Si nous n’avions pas ainsi une relalion entre n) et nf, nous
pourrions choisir les développements (6) de telle fagon, que les
moyens mouvements 72, €l 72, sotent tous deux indépendants de p.;
malheureusement V'existence de cette relation s’y oppose.

Soit

¥ormons alors les équations

. ] , :

‘ [(T?j—)s - 5] [1+ 2o (3%, 33)]=nl+ unl+winlt..,
1 “ 9 -

(8) , ' '

3 1 )

\ [m - E][H 1y (B, 85)] = ni+ paj-- wPni ...

Comme les n‘:.‘ sont des fonctions connues de 35, et 3., nous pou-
vons, de ces équations (8), tirer 3
et de p, et il est aisé de voir que 1'on obtient ainsi des dévelop-
pements de la forme (6) (les z¥ ct les »¥ dépendant seulement

des z' el non pas des &').

et z, en fonctions de z,, de z,

Les équations (8) entrainent d’ailleurs la relation (7).
4. On peut anssi choisir pour les constantes 3. et ) les valeurs

initiales des z; et des y; pour £t == 0.
Prenons, en effet, les équations (3) et remplagons-y ¢ par zéro,
3 2 '
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x; et y; par z} et m;-; nous lrouverons ainsl

(9) ]

Dans les expressions x:‘ el._yf, les arguments w, et w, doivent
étre remplacés par @, el m,.

Les seconds membres des équations (9) sont des fonciions
connues des 5, des @ et de ix; pour g =0, ces seconds membres
se rédursent 2

0 0__
& TS Eiy Y =T

On tirera donc facilement de ces équations () les 5 et les w
en fonctions des nouvelles constantes 2’ et @' et de p, sous forme
de développements procédant suivant les puissances de p. el qui
ne seront autre chose que les développements (6) cherchés.

L’inconvénient de ce choix, c’est que les constantes s el les
différences w — w dépendent non seulement de 3, et 5,, mais
de =
au n° 3.

1l en résulte que les séries (3) se trouvent remplacées par des
séries (3 bis) de méme forme, mais dont les coefficients dépendent,

et w,. 1l n’en était pas atnsi quand nous procédions comme

non seulement de 7, et z,, mais de ®, et m,. Au contraire, en
procédant' comme au n® 3, on trouve des séries de méme forme
encore et dont les coefficients sont indépendants des deux con-
stantes .

B

5. Je me propose d’abord de monirer comment on pourra
déduire des séries (3) les développements auxquels aurait conduit
application des procédés de 'ancienne Mécanique céleste.

Adoptons les constantes &’ el w du n° 4 et envisageons les
séries (3 bis) oblenues 2 la fin de ce numéro.

Les équations (4) nous donment n, et n, en fonclions de .,
de z, et de z,. En les combinant avec les équations (6), nous
aurons 7, et i, en fonctions de ., des z' et des ®'; soit donc

(4 bis) ri=rS - pni - pnP
Les % seront donnés en fonctions des ' et des »' et 'on aura
i
- 1
(4 bis) n? S BT

CTE AP T
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Considérons alors Jes séries
{3 bis) z;= XpkalF;  yi= Ipkys

Soit

A s (my w4 mawh)

un terme de ¥ on . Le coefficient A dépend des 7' et des @'
m, et m,y sont deux eatiers; enfin le signe sin pourrait étre rem-
placé par le signe cos.

Ce terme dépend indirectement de w, puisque Pon a

0y W - oWy = (It Ry - Mana )+ (M ) + Mawy )

et que, d’aprés les équations (4 bis), n, et ny dépendent de p.
Développons donc ce terme suivant les puissances de p, -il
viendra

(10) Asin(mpw|+myw,)= Asinw + pAi(a 0|+ man?)cosw ...

A

ou
w=(nynY -+ menf )+ (Mo + Mawy,).

Remplagons maintenant chaque terme des séries (3 bis) par son
développement (10) et ordonnons de nouvean par rapport a p;
nous obtiendrons ainsi des séries

o " s
f= W xS+ wext L

| x
(3 te") "y > ny
o=y eyt 4y
Les séries (3 ter) comprennent comme les séries (3) des termes
purement trigonométriques, mais elles comprennent en outre des
termes ou le temps sort des signes trigonométriques, tels que le
second terme ct les termes saivants du développement (10).
Chaque terme est d’ailleurs tout A fait indépendant de u.

Les séries (3 ter) sont celles auzxquelles auraient conduit les
anciens procédés.

6. Nous observerons d’abord que ce rapprochement nous fournit
immédialement un théordme applicable aux séries obtenues par
les anciens procédés. :

Ces séries conliennent des termes non séculaires, ne contenant
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qu'une ligne trigonométrique de
my W — myw,

ot les ] sont des fonctions linéaires du temps
wi=nlt+w.

Elles contiennent en ouire des termes ou une pareille ligne
trigonométrique est multipliée par £, ou par % ou par une puis-
sance supérieure de ¢, Séparons ces diverses sortes de termes et
écrivons par excmple le développement de zy, "

zy= EAsinw + tZBcosw + 2EZCsinew + ...,

ou .
W=y w] + MW+ h,

/i étant une constante.

Le théoréme en question, c’est que les coefficienls B, C, ete.
peuvent se déduire des coefficients A a 'aide des formules sui-
vanles

;)

(my oy —+ ma%s)?,
1.2

ol &, et %y sont les constantes ny — 1" et ny— n,".

Ainsi la connaissance de ces deux constantes a, et z, et des
termes non séculaires suffit pour donner immédiatement celle de
tous les termes séculaires. On voit de plus que les termes « pure-
ment séculaires » contenant une putssance de ¢ et pas de ligne
trigonométrique doivenl toujours se détraire (uelque loin gu’on
pousse 'approximation.

7. Sinous cherchons a comparer les séries (3 ter) données par
les anciens procédés avec les séries (3) données par les procédés
nouveaux, nous remarquerons d’abord que les séries (3 ‘er),
ordonnées suivant les puissances de u, convergent pourvu que le
temps soit suffisamment petit; la convergence cesse si le temps
dépasse une certaine valeur.

En cc qui concerne les séries (3), nous sommes certains que
les premiers termes convergent assez vite pour les besoins de la
pratigue; mais nows n’avons pas le moyen de démontrer que lz
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série converge, méme pour les pelites valeurs du temps, au sens
que les analystes attachent a ce mot. Nous pouvons affirmer au
contraire que la convergence, si elle a lieu, ne saurait étre uni-
forme pour toutes les valeurs du temps d'une part, et d’autre part
pour toutes les valears des constantes comprises entre certaines
limites,

Dans ces conditions, on est tenté de se demander si les méihodes

nouvelles ot 'on évite les développements procédant suivant les

puissances du temps présenlent des avanlages bien réels.

On se rendra mieux compte des cas ou les avantages sont réels
et de ceux ol ils sont1llusowres s1 'on prend garde aux réflexions
sulvantes. '

Ob peut se proposer deux buts différents, ou bien représenter |
les posttions des asires pendanl un temps Lrés long avec une
approximation médiocre, ou bien les représenter pendant un
temps assez court avec une grande approximalion,

Supposons que 'une des sértes (3) contienne deux termes

Asinxzf, BsinBi
el gque
A>B, Ax<<Bj.

Il pourra irés bien se faire que, si1 1'on se propose le premier but,
on doive tenir compte du premier de ces termes et négliger le
second qui est plus petit si ¢ est assez grand ; et qu’an contraire,
st I’on se propose le second but, on doive tenir compte du second
de ces lermes et négliger le premier qui est plus petit si 'on ne
donne & £ que de petiles valeurs.

On voit donc que le choix des termes que I'on doit conserver
ou néghger ne peul se faire sans qu'on se soit bien rendu compte
du but que I'on cherche a aiteindre.

Supposons done qw’on veuille représenter les mouvements pen-
dant un temps T et avec une approximation H; nous devons
négliger le terme A sinaf, si A est plus pelit que H, ou encore
st AaT est plos petit que H. .

It pourra se faire que 2T soit trés petit, pas assez cependant
pour gue le terme doive éire négligé. Dans ce cas, ce terme A sino ¢
différera trés pen de Azt On ne voit pas bien alors quel avantage
il peat y avoir a lui conserver la forme trigonométrique et s’il nc
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vaut pas mieux le développer suivant les puissances de ¢, en bor-
nant le développement 2 un ou deux termes. Un Lrés grand nombre
de termes, se rédutsant & une constante maltipliée par ¢, £2 on 23,
peavent alors éire réunis en un seul.

Supposons encore que Pon ait un certain nombre de termes

Asingt+ A sina £+ A sinasf ... -1- Ay sina,f

dont les périodes soient trés pen différentes. Siles expressions
(24— 2)T sont assez pelites pour qu'on puisse en négliger le
carré, on pourra remplacer tes A -+ 1 termes par deux termes seu-
lement

Asinat + teosxt[ A (xr—2)+ Ap(zg—a) ...+ Ap(zy—a)],

ce qui sera une simpiiﬁcatfon évidente. L'approximation plus
grande que semble donner la formule comptéte serait d'ailleurs le
plus souvent illusoire parce que les périodes ne seraient pas
exactement connues. -

On voit que dans certains cas on peut avoir inlérét i revenir
aux développements qui procédent suivant les puissances du
temps, et 4 adopler, pour ainst dire, une méthode mixte entre les
anciens procédés et les nouveaux. Certains termes conservent la
forme trigonométrique, d’autres se développent de maniére 4 faire
sortir le temps des signes sinus et cosinus. Le choix des termes
auxquels la forme trigonométrique doil éire conservée dépend du
but que 'on se propose.

Au point de vue de la convergence, ces développements mixtes
seraient équivalents aux séries (3 ler) des anciens procédés, le
temps pendant lequel elles resteraient convergeunles élant en
général plus grand.

8. Laissons maintenant de ¢dLé les anciens procédés et revenons
aux développements {3). Nous devrons observer que ces déve-
loppements conliennent cerlains termes qui peuvent étrc trés
grands, mais gune le plus souvent on peut obtenir une sorte de
compensation en groupant les termes d’anc maniére convenable.

I arrivera fréquemment qu’un groupe contiendra des termes
trés grands et que la somme des termes d'un méme groupe sera
néammoins teés petite.
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Rappelons, en effet, que les divers termes des séries (3 )-ont éié
obtenus par une série d’opérations, comprenant des intégrations,
des additions, des multiplications, des différenlialions.

Supposons donc que F'on ait & intégrer un terme de la forme

A cosat,
on trouvera
Asinzt
o

Si a est trés petit, ce terme sera susceplible de devenir trés
grand; il ne le deviendra pas cependant pour les valeurs finies
de ¢, car il sera toujours plus petit que A+

Si pous avions & intégrer un terme

Asinzt

. A cosat .
nous troaverions — - ’ou,en ajoutant une conslante,

A A cosat
o @ )

Chacun de ces deux termes est irés grand, mats 'ensemble des

2

. . Aa
deux termes est fini et plus petit que —
- 2

On voit quel intérétil y a & grouper les termes d’une mameére
convenable, '

Partons maintenant da terme A cosa? et supposons qu’ude
premiére intégration ait donné

Asinxt

%

Supposons qu'on ail ensuite a multiplier ce terme par sin 37,
cc qui donne *

A sinzlsinfye A ' A
2PN D eos(B —a)t — — cos(B L e
! 2 cos(B— a)t — 5o cos(B )L

puis & intégrer de noaveau ce qut donne

Asin(B—a)t Asin(fa2a)t
220(3—a)  22(B4+x)

Si 3 est fimi et « trés petit, chacun de ces denx termes. est trés
grand; ils ont tous deux & peu prés méme période et si on les
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réduit ils se compensent presque exactement, car leur ensemble
est de l'ordre de f?;-

Clest ce qui explique une circonstance qui se présente bien
souvent dans le caleul des perturbations du second ordre. On
trouve des termes qui, individuellement, ont une valeur considé-
rable, mais qui se détrnisent presque complétement deux i deux.

Ces exemples suffisent pour montrer I'influence do groupement
des termes sur la rapidité de la convergence.

9. Considérons maintenant les différents termes des dévelop-
pements {3) et voyons quelle est leur forme.
Soit

sin
prA {(ntywy = Maivs)
cos

Fun de ces termes, A élant une fonclion de 3, ct 5.,
Nous pouvons toujours supposer que les développements (4)
se réduisent 4 leurs deux premiers termes de telle fagon que

ny=nf+ pnl, iy = RS- wnl
el (ue
¢ _ 8—1"'(51-"*,32}‘3

l -
e - ﬂg - 8*(51*&-52)3’

”)

soit indépendant de . et ne dépende que de 3, 4 z..

Si, en effet, 1l n’en était pas ainsi, nous n’aurions qu’a passer
des constantes z aux constantes 3’ définies av n° 3.

Cela posé, voyons quelle sera la forme de la fonction A. On
sait que les intégrations successives introduisent dans cette fone-
tion des diviseurs de la forme

g0l - g2 nd,

¢\ et ¢, étant des entiers; c’est ce que nous appellerons les petits
diviseurs.

Nous écrirons donc
11
A= T’
[T étant le produit des petits diviseurs et B une fonctionde 5, et z,.

La fonction B reste finic pour toutes les valeurs envisagées des
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constantes z, et 5. Au conlraire, comme cerlains petits diviseuars
‘) -

peuvent s’annuler quand % est commensurable, la fonction A

pourrait devenir infinie.

Je puis considérer B comme fonction de 3, et 5, -+ z,, ou,-ce qui
revient au méme, de 3z, et de n}. Quant a II, c’est un polynome
enlier en ny, car le petit divisenr

gint -+ ganl=(gq1+g:)nl— g

Si donc je regarde un instant 5, comme une constante, A sera
égal a une fonction de n!, holomorphe daus le domaine considéré,
divisée par un polynome en ).

Je puis poser .
B=CH~+D,
ou € est une autre fonction holomorphe en 2} et D un polynome
d’ordre moindre que II. 1l vient donc

D

eL st P'on décompose la fraction rationnelle en éléments simples,
on aura décomposé lc terme envisagé en plusieurs autres

in E sin

5
n) wrG MWy MWy )+ Spup ——— My 9y -+ By Wy
(0) wpG _ (mywy 2 )+ Zp (qln‘,'—l—ggng)"‘cos( 1991 aW2),

olt  est une fonction holomorphe de z, et n? et ot les autres
termes contiennent an numérateur une fonction E, holomorphe
en 5, seulement et au dénominateur une puissance eptiére & d'un
seul petit diviseur.

Si l'on se rappelle la maniére dont les différents termes des
développements (3) ont été obtenus, on verra que le polynome Il
sera le produit d’au plus 2p -— 1 peuts diviseurs, en ce qui con-
cerne le développement de z, et 2., et d’au plus 2p petits divi-
seurs, en c¢e qui concerne le développement de y, ct y,. Ce
polynome est donc au plus de degré 2p — 1 (on 2p), p étant
Pexposant de p dans le terme considéré.

Dans chaque terme de (11) I'exposant 4 est au plos égal a
2 p— 1 (ouzp); jajoute que s'il atteint sa limite 2p — 1 (ou 2p),

on doil avoir
iy g

E‘h
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10. Supposons maintenant que, partant des séries (3), nous
décomposions chaque terme en plasieurs aatres par la for-
mule (11). Nous pourrons répartir les termes de la série ainsi
obtenue de la maniére suivante.

Un premier groupe comprendra tous les termes qui ne con-
tiennent au dénominateur aucun petit diviseur [tels que le pre-
mier terme de Vexpression (1 1)].

Chacun des autres groupes sera formé des divers termes qui
contiennent au dénominatcur une puissance d’'un méme petit
diviseur.

Considérons, par exemple, le groupe des termes qui contiennent
au dénominateur une puoissance de

™
5= quni+gan,

et qu’on peunt appeler le groupe (¢, ¢.).
Chacuon des termes du groupe (g;, £2) contiendra en facteur

%: ou la différence ap — 1 — &, en ce qui concerne z, et x,

{ou 2p — & en ce qui concerne ¥, el ¥, ), est positive oo nulle.

Rangeons dans un méme sous-groupe les termes ou cette diffé-
rence a la méme valeur; nous appellerons sous-groupe principal
celul ol cetle différence est nulle.

Voici ce qui justifie ce groupement. Si 6 est trés petit et par
exemple de l'ordre de \/;, certains termes d’ordre élevé par
rapport & . pourront devenir sensibles par suite de la présence
d’une puissance de § an dénominateur.

L'importance du terme se trouve alors mesurée par la valeur de
la différence 2p — 1 — 4. Les termes pour lesquels cetie diffé-
rence esl nulle sont évidemment les plus importants; ce sont

méme, le plus souvent, les seuls dont on att a tenir comple.

Les deux nombres ¢, et g, peuvent toujours étre supposés
premiers entre eux, de sorte qu'on peut toujours irouver deux
entiers r, el ry tels que

' J1l2—Ggary =1

et poser,
my= 24+ Bry,
Mmy= agz—+ 37y,

2 et 3 étant deux nouveaux entiers. Nous pourrons classer dans
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une méme série partielle tous les termes d’un méme sous-groupe
qui correspondent i une méme valeur de g.

Le divisear 6 élant en effet trés petit, ¢, n, + ¢g.n, est aussi
trés petit, de sorte que tous les termes d’une des séries particlles
ainsi formées auront i peu prés méme période, je veux dire une
période voisine de

27

Blring+ryny)

Le sous-groupc principal ne conliendra qu'une seule série par-
ticlle, car pour ce sous-groupe on a

my mz’
(l’Ol:l B = 0. o 7

A part les termes du premier groupe qui, ne conlenant pas de
petits diviseurs, sont généralement trés petils, tous nos lermes
vont se trouver ainsi répartis en séries particlles.

Or, il arrive celte circonstance singuliere que chacune de ces
séries partielles peut étre facilement sommeée, je veux dire que
sa sommalion se raméne a un nombre fini de quadrainres.

Généralement on n’aura a lenir compte que d’un petit nombre
de termes 1s0lés et en outre d’un petit nombre de séries partielles.
On peut dire que dans les cas les plas difficiles traités jusqu’ici
on n’a jamais eu i considérer qu’'une seule série partielle pro-
venant d’un seul sous-groupe principal.

Cest 13, sous une forme nouvelle, la méthode de M. Bohlin
qui se troave ainsi rattachée a la méthode qui nous a donné les
sérics (3) et par elle aux anciens procédés.

S1 l'on se borne & sommer la série partielle qui correspond au
sous-groupe principal, et que 1’on a seule 4 envisager en général,
on retombe sur la méthode de Delaunay.

Si les moyens mouvements sont presque commensurables, il
peut arriver que fes séries partielles divergent. L'expression ana-
lytigque 3 laquelle conduit leur sommation n’en counserve pas moins

- . . 1

un sens. (est ainst que Pexpression T conserve un scns alors
—

méme que, 2 élant plus grand que 1, la série

I+ x4z, ..

. a cessé d'élre convergente.
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Lors méme qu'une série partielle diverge, on peut encore légi-
limement la remplacer par cetle expression analytique. Clest ce
qui permet aux méthodes de Delaunay et de Bohlin d’étre appli-
cable 4 des cas ot Pemplot direct des séries (3) deviendrait illu-
soire ¢t méme an cas de la ltbration ot la forme des orbites est s
différente de la forme ordinaire.

Clest ainsi que, malgré ces différences, ce cas de libration peut
encore se ratlacher 4 Ja méthode qui nous a fourni les séries (3).

11. Voyons mainlenant comment les solutions périodiques et
asymptotiques peuvent se déduire des séries (3). Nous avons vu
que nos séries sont développables sutvant les puissances de

Vaienswy, zpsinw,

les coecfficients du développement dépendant d'ailleurs de z,
et w;.

51 nous donnons alors & la constante 3, la valear zéro, nos
séries ne contiendront plus que I'argument iy ; elles seront pério-
diques. On retombe ainsi sur les solutions périodiques de la pre-
miére sorte.

12. Cherchons malntenant & oblenir les solutions périodigues
de la deuxi¢me sorte. Pour cela reprenons nos séries (3) en sup-
posant comme an n° 9

[4]

I n

n;=nd-+un}, L R
ity nY

. nt
31 nous donnons au rapport ;;l')— une valeur commensurable, un
2

des petits divisenrs
g1ni+ a1

s’annulera, de sorte que certains termes du développement pour-

ratent devenir infinis.
Supposons ®, == 0 et remplacons la conslante w, par un déve-
loppement procédant suivant les pmssances de »

(12) =6+ uwl+ el ..

et dont les cocfficients sont des nouvelles constantles que je me
réserve de déterminer plus loin.
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Considérons un terme quelcongue des séries (3) et remplacons-y
la constante », par son développement (12). Ce terme deviendra:
développable suivant les puissances de p.. Développons de méme
tous les termes des séries {3) et ordonuons de mouveau suivant
les puissances de m. Nous obtiendrons ainsi de nouvelles séries
que j'appellerai (3 a).

Soit

wP

sin
(gT}i;)“.—)z (’,GS( My iV - s Wﬂ)
1t qally

un terme de ces nouvelles séries, le coefficient A ne contenant
plus le petit diviseur ¢, #} -+ qanj.

Poar plus de briéveté dans 'exposition, introduisons quelques
dénominations nouvelles et d’abord définissons ce que nous appel-
lerons l'ordre de ce terme. Pour les termes du développement
de 2, et x>, ce sera e nombre

. m
2p—h, si AL gy ﬂ,
Ma E]

. m
2p—i—h, si o 2 9,
fita g2

Pour les termes du développement de y, et y,, ec sera le
nombre

. My 1
ap +1—Hh, sl AR &
ms E
. Mg 1
ap—h, st — 2 7,
iy g

Cette classification laisse de c6té les termes o i = o0, qui ne
contiennent pas de petits divisears et dont nous n’avons pas a
nous OCCUPCI‘.

Tappellerai termes principauz de chaque ordre les termes du
développement de z, el de x, qui sont de cet ordre et qui de
plus sont tels que

]l‘——“l, ﬂ—_*ﬂ-

H D q

(5]

1l n’y aura, d’aprés ceite définition, de termes principaux que
dans les ordres impatrs.
Les termes du premier et du second ordre ne dépendent que

de »}; ceux du roisiéme et du quatritme ordre dépendent de w°
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et w!; ceux du cinquiéme et du sixitme ordre de wy, w, et w;, et
ainsi de suite.

[’ensemble des termes principaux du premier ordre dans z, se
présente sous la forme d'un cerlain numérateur divisé par

Rt +qang.
Comme pour Laus ces termes on a

ny q1 — n} —
= = = 3
niy g3 n‘,’ ny

il vient

DYy Mgty =0,

Le coefficient de ¢ disparait donc dans tous ces termes,

Notre numérateur est donc une constante qui dépend de w95 je
disposerai de &} de facon & annuler ce numérateur, ce qui
détermine w}. Ces termes principaux, que nous pouvions craindre
de voir devenir infinis, disparaissent done.

Les termes principaux du premier ordre dans z, disparaissent
tpso facto, en vertu de I'égnation des forces vives.

Mais ce n'est pas toul : tous les termes du premier et du
second ordre disparaissent ipsa faclo dans les quatre déve-
loppements.

(;onsidérons maintenanl Jes termes principaux duo troisiéme
ordre dans z,; leur ensemble est encore égal 4 un numérateur
divisé par g, nd+ qgn_g. (e numérateur se réduil & une constante
dépendant de =) et w|; nous déterminerons w, de facon a le faire
disparaitre et, avec lut, les lermes principaux constdérés.

Du méme coup, disparailront les termes principaux du troi-

sitme ordre dans x; et, dans les quatre développements, tous les

termes du troisiéme et dua quatriéme ordre.

On délermiverait de méme w] de facon A annuler les termes
pringipaux du cinqui¢me ordre dans z,, ce qui annule due méme
coup tous les termes du cinqui¢me et du sixiéme ordre; et ainsi
de suite,.

Ainsi disparaitront tous les termes qui auraient pu devenie
infinis; d’ailleurs, le rapport des moyens mouvements étant com-
mensurable, nos séries ne dépendent plus que d’un argument
unique et les solutions sont périodiques. Il est. & noter que les

Bulletin astronomique. T. XV. (Acat 1898.) 20
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séries ainsi ohtenues sont convergentes, tandis que les séries (3}
e \’étaient pas, an sens rigoureux du mot.

13. Seit Cla constante des forces vives; la valeur de C dépendra
des deux constantes 3; et 5, on, ce qui revient au méme, de n, et
de .. Elle se présenlera sous la forme d’une série ordonnée sui-
vant les puissances de p et dont les lermes sevont des fonctions
de 3, et z; on de iy et ny.

Dans certains cas, on peut considérer G comme une des données
de la question. Alors la relation

F=¢(,

ol le sccond membre € est regardé comme donné, sera une rela-
Lion enlre 3; €L .3,, ou entre n; ek ;.

On pourra en tirer par exemple 2, en fonction de g, sous la
forme d’une série procédant smivant Jes puissances de u et dont
ies coefficients seront des (onclions de 7.

14. Nous venons de voir la maniére de retrouver les solutions
périodiques en partant des sérics (3); on pourrait se proposer de
se retrouver de la méme facon les solutions asymptotiques.

Nous savons en effet qu'en dehors des développements (3) qui
procédent suivant les sinus et les cosinus des multiples de deux.
arguments w, nous pouvons représenter les coordonnées du corps
troublé par des développements d'une forme toute différente.

A chaque solution périodique correspond un de ces développe-
ments. : '

Soient, en effet,

xrp= e (W), cosy; = $I°(W), Siﬂj/z:Q?“(\V)

Ies équations d'une solution périodique, ot ©f*, 41, §2? sont des
tonctions périodiques de période 2w d’un argument unique

W =Nyt + h;

N, et 2 sont deux constantes; la premiére doil éire regardée
comme donnée, la scconde est une constante arbitraire d’inté-

gralion.
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Nous appellerons C, la valeur correspondante de la conslante C
des forces vives.

Nous ‘pouvons alors représenter la solution générale sous la
forme de dé-veloppements

‘ zi=Z({Aex (N e 2 )il T(W),
(3 ©eosy; = E(A e )r( N ey i T (W),
' sinyy= S(A e )P (A e—a)qbY (W),

ot les lonctions P9, 429, G477 sont des fonctions périodiques de
W =Nz h.

Dans ces développements A, A’ et /i sont des constantes d’inté-
gration, = et N sont des constantes données qui peuvent se déve-
lopper suivant les puissances du produit AA" et de la difiérence
C— Gy :

Si l'on développe les 279, P9, §79 en séries de Fourier, les
coefficients de ces séries seront également développables suivant
les puissances de € — G,.

Si Pon fait C=C,, et qu'on annufe I'une des constantes A
ou A’, N se réduit 2 la constante N, définie plus haut et o 4 une
conslante o,.

Il ne reste dans les séries (13) que les termes ot p==0 (ou les
termes ot ¢ ==0). On obtient ainsi les solutions dites asympto-
tigues; les séries sont alors convergentes.

Si les deux constantes A et A’ s'annulent i la fois, 1l reste sen-
lement

wi= 380 (W)

et I'on retombe sur la solution périodique.

15. On peut alors se proposer de voir comment on pourrait
passer des développements (3) aux développements (1 3).

On remarquera d’abord que ces séries (13) sonl ordonnées
suivant les puissances des deux constantes A et A’. On pourrait
donc étre tenté d'opérer de la maniére suivante : introduire les
deux constantes d’intégration A et A’; développer chaque terme
des séries (3) suwivant les puissances de A et A’; réunir les termes
semblables et ordonner suivant les puissances de ces constantes.

On ne peut pas arriver au résultat par cetle voie. On rencon-
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trerait des difficultés analogues a celle qui se présenterait dans
I'exemple simple snivant.
Envisageons la série

ge~Lsingf
1—2e%cosaf + g2

Tpaenlsinnat =

La somme de la série est développable suivant les puissances
de « et de ¢. H en est de méme de chacun des termes de la série.
Cependant si 'on développe chaque terme de la série, qu’on
réunisse les termes semblables, puis qu'on ordonnc suivant les
puissances de « et de £, on n’obtiendra pas du tout le méme déve-
loppement qu’en développant directement la somme de la série.

16. Pour bien faire comprendre la facon de passer d’un déve-
loppement & l'autre, je prendrai d’abord un exemple simple; je
supposeral

: F = 2,4+ 2%+ pcosyy.

. . s . dv
On voit tout de suile que &y doit étre une constante pmsque Zy—
%
est nul. On a done

x] = C — pcosy,

t+h =f———d{-1_—:‘
VG — pcosy,

On voit ainsl que &,, cosy, el siny, sont des fonctions double-
ment périodiques de ¢ + A. L’une des périodes que j'appellerai w

el Uon en lire

est réelle, 'autre que jappellerai fw' est purement imaginaire.
La fonction z, par exemple, éiant périodique de période
sera développable par la formule de Fourier suivant les sinus el

27l

cosinus des multiples de ——. Le développement sera valable pour

]
toutes les valeurs réelles de .

D’autre part, cette fonction &, admettant la période {w' sera
développable par cette méme formule de Fourier suivant les sinus
et cosinus des multiples de 22 ou, ce qui revient au méme, sui-

e ame 2l
vant les puissances des exponentielles e® ete *.Ce développe-

ment neuvean ne sera plus valable pour toutes les valeurs réelles
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de ¢, mais seulement pourJes valeurs comprises entre £, et ty + v
entre les valeurs &, + w et £, 2w, ou entre les valears £, 4+ 2w
et £y + Jw, ..., il faudrait le remplacer par d’autres développe-
menls de méme forme,

Et bien, e premier de ces développements correspond aux
séries (3} et le second aux séries (13).

La théorie des fonctions doublement périodiques nons enseigne
plusiears moyens de passer de Pun a l'autre.

La méthode de Delaunay conduit & des équations analogues a
celle que nous venons de traiter, quand on ne conserve dans {a
fonction perturbatrice qu'un seal terme périodigue.

17. Dans le cas général, on peut donner des quatre variables x;
et y; des développements d’oit 'on peut tirer facilement d’une
part les séries (3), d’autre part les séries (13).

Les quantités z,, z,, cosy,, siny,, cos ), sin ), seront déve-
loppées suivant les puissances de ., du produit AA’ et de la duffé-
rence G — G, qui joueront le role de constantes d'intégration.
Chaque coefficient de ce développement sera lui-méme développé
en série dont les différents termes seront le produit de deux fae-
‘tenrs.

Le premier de ces facteurs sera le cosinus ou e sinus d’un mul-
tiple d’un certain argument W.

Le second factenr sera une fonclion doublement périodique
d’un second argument W',

Les deux arguments W et W/ scront des fonctions lindaires du
lemps.

On aunra
W o= Nt +1I,
W=Nz+ 1.

il et IV seront des constantes d'ntégration. Nous pourrons donuer
& N une valeur arbitraire.

Jappellerai @ et i’ les périodes de la fonction périodique

considérée comme fonction de W'; de sorte que ses périodes
L
o [24)] . ~
seront 1 et &7 quand on la regardera comme fonction de £. Ces

périodes seront d’ailleurs les mémes pour tous les termes.
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. © fw . . .
Les quantités N, &> ¢ seront développables suivant les puis=

sances de g, AA/, C — C,.
De ce développement, on pourra facilement passer aux séries (3).

Il suffira pour cela de développer chaque fonction doublement
21rW'_ Oﬂ

w
aura alors des séries procédant snivant les cosinus el sinus des

périodique suivant les cosinus et sinus des multiples de

2t W’

multiples des deux arguments W et » ou, ce qui revient au

méme, des multiples des deux arguments

W)= mi+ o,
Wy = Mgl - Wa,
st I'on suppose
W = rpw 4+ rsws,

‘V’ = 91 Wy - 92(02,
g1, 42, I's, Iz élant les quatre entiers définis an n® 10. On.a alors

N = r; Ry ra na, I = ry @) + 1y Wy,

N'=gin+g2n:, W=q o+ q:2:.

On retrouve ainsi les séries (3) en regardant AA" et C—C,
comme des fonctions des constanles 5, et 5a.

De ce méme développement, on peut passer tout anssi facile-
ment aux séries (13 ). Développons, en effet, chaque fonction doun-

blement périodique sutvant les sinus et cosinus des multiples
W'
2 W' . . . IT
de —r—— ou suivant les puissances des exponentielles e .

On retrouvera les séries (13) en posant

2T N il axll’

@= ) A= yANe o | A=yAAe o .

On me pardonnera la longueur de cet exposé.”Bien qu’il ne nous
apprenne rien d’essentiellement nouvean, j'ai pensé qu’il ne seraii
pas inutile de montrer comment se rattachent les unes aux autres
les diverses séries auxquelles nous conduisent d’une fagon qui
parait d’abord tout & fait indépendante les différentes théories
I_)I‘DPOSGE.TS-
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