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par.cet homme de bien & I'ceuvre qu’elle a entreprise, d’engager tous les
pays civilisés & adopter le systéme métrique et de les doter d’étalons irré-
prochables. Cette ceuvre est, pour ainsi dire, atteinte, et la cooperatlon
d’Ibafiez lui a été des plus précieuses.

» Le titre- de marquis de Mulhacén a été pour Ibafiez la glomeuse et
juste récompense d’une action d’éclat scientifique dont elle rappelle le
souvenir. La France I'a nommé Correspondant de notre Académie des
Sciences et grand—ofﬁcler de la Liégion d’honneur. Les autres grands pays.
de I’Europe n’ont pas été moins reconnaissants; il appartenait & la plupart
des grandes compagnies savantes, et il avait recu les distinctions honori-
fiques les plus élevées. '

» I’Académie s’associera, jen suis certain, & I'expression du profond
regret que nous exprimons a sa famille et au noble pays a l'illustration
scientifique duquel ses lecons et son exemple n’ont pas moins contribué
que ses excellents et utiles travaux. »

MECANIQUE CELESTE. — Sur le dépeloppement approché de la fonction
perturbatrice. Note de M. H. PoINcARg.

« Il arrive souvent que, les moyens mouvements étant presque com-
mensurables, certains termes de la fonction perturbatrice acquiérent,
malgré leur rang élevé, une importance considérable par suite de la pré-
sence de petits diviseurs. Il peut &tre nécessaire de les calculer sans con-
naitre les termes qui- précédent; mais le plus souvent on n’a besoin que
d’une valeur approchée, parce qu'il ne s’agit que de reconnaitre si ces
termes sont négligeables. :

» Le calcul de ces valeurs approchees a déja, & plu51eurs reprises, occupé
les géométres ; le meilleur et le plus complet des travaux publiés dans cet
ordre d’idées est une Thése de M. Flamme, ou cet astronome prend pour
point de départ la méthode de M. Darboux sur les fonctlons de trés grands
nombres. : :

» Jai cru devoir revenir sur cette queshon pour la raison suivante.
M. Flamme commence par développer, par les procédés ordinaires, la
fonction perturbatrice en une somme de termes dont chacun est le produit
de deux facteurs, le premier dépendant seulement de la Iongltude de la
premiére planéte, et le second de la longitude de la seconde plangte. C est
a ces deux facteurs qu’il applique la méthode de M. Darboux. J'ai pensé
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qu’il pouvait y avoir intérét & éviter ce développement préliminaire et &
appliquer dlrectement cette méthode & la fonction perturbatrlce elle-

- méme.

~ » Mais pour cela il faut rendre la méthode de M. Darboux apphcable :
aux fonctions.de deux variables, ce qui peut se faire sans rien changer '
aux principes sur lesquels elle est fondée. :

» Voici comment j’ai operé Soient et / les deux anomaheb moyennes,
u« et u' les deux anomalies. excentrlques, R la fonction perturbatmce adé-
velopper. - : '

» Soit- ' ‘ S

. . R — EAm‘m" e(mll—’_ms”ﬁ‘/f!.

» Je me propose de calculer la valeur approchée de A, ,, en supposant
m,=an-+b, m,=cn+d,

ol n est un entier jtrés‘grand, a, b; e, a’_des entiers finis, a et ¢ premiers
entre eux. . .
» Par exemple, pour la grande inégalité de Pallas, on prendra .

. a=2, . b=1, c=—1, d=o, n=S§,
"don : - -
’ m,:I,’j; m, = 8..
" » Posons maintenant ' .
. u‘/_hl zz"/:i
) r=e ., y =é€ .
/=1 ’ ry=1 4
e =1, e =%z,
: d
7

Soit de plus

.@(;) = fF(z z)dz

lintégrale étant prise, en regardant s comme une constante, le Iong du
cercle || = 1, il viendra

q) (Z> ;_;ZA”’”".:'Z’" <m, = an -+ b, m2 —=cn - d)_

» Nous n’avons . donc plus 3 studier qu’une fonction d’une seule variable
a laquelle la methode de M. Darboux est directement appllcable. On sait
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que tout dépend de la valeur et de la nature des points singuliers
de @ (z2). o

» Or, pour trouver les pomts smguhers de ¢ (z), il suffit d’exprlmer
que z a une valeur telle que deux des points singuliers de F (z,¢) consi-
dérée comme fonction de ¢ viennent a se confondre. Toutes les valeurs
de z ainsi obtenues ne conviennent pas & la question et une discussion est
nécessaire. , )

» On trouve ainsi que les points singuliers de ® (z) sont de deux sortes.

» Nous avons d’abord les quatre points

. 1 . , '
X =~ 0u -~ =7 Ou -
'I:, Y "c’7

en appelant sing et sincp" les excentricités, et posant
© ©
r:tangg, T:tang—ig

s étant, d’autre part, défini en fonction de = et'de y par la relation

(1) ) G,

» Nous avons en second lieu les points definis de la maniére suivante.
Soit A le carré de la distance des deux planétes ; nous aurons les valeurs
de z tirées des équations
. , . i

2 A=+~ —0:
(2) | = = 0

*

or ces equatlons peuvent etre remplacees par les suivantes

(J) . ) P:O, Q=o0,"

Pet Q étant deux polyndmes entiers en « et y, le premier du 6° ordre, le
second du 7°; qu‘é\nt a z, il est toujours défini en fonction de x ety par la
relation (1).

» Si Uon élimine y entre les deux equatlons (3), on est amené & une
equatlon algébrique en o du 24° degré.

» Ce degré élevé crée une premiére difficulté. Houreusement on pourra
se contenter dans le calcul des racines de cette équation d’une grossiére
approximation, et la petitesse des excentricités et des mchnalsnns facilitera
ce calcul.

» Sil'on regarde les excentricités et les inclinaisons comme des infini-
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‘mént petlts, le degre s'abaisse 4 12; il est donc encore trés élevé; mais il
s’abaisse beaucoup si I'inclinaison est nulle, de sorte qu’on peut entrevoir
qu’en combinant les résultats obtenus par cette méthode dans le cas d'une
inclinaison nulle, avec les considérations développées par M. Tisserand -
" dans le Chapitre XXVIIT du Tome I* de sa Mécanigue céleste, on pourra
‘arriver A un procédé réellement pratique.

» Supposons donc V'inclinaison nulle; si les excentricités sont finies,

r équatxon s’abaisse au quatriéme degré; si les deux excentncltes sont trés
petites et de méme ordre, ou méme si I'une d’elles seulement est trés
‘petite, elle s’abaisse au troisiéme degré; si enfin les. deux excentricités
sont trés petites d’une maniére absolue et lune trés petlte par rapport a
I'autre, elle s’abaisse au deuxidme degré.

» Une seconde difficulté provient de la nécessité d’'une discussion pour
reconnaitre quel est de ces vingt-huit points singuliers celui qui répond &
la question. J'ai fait cette discussion dans quelques cas particu]’iers s’écar-
tant peu de ceux qui peuvent étre réalisés en Astronomie et j’ai trouvé que
c’était un des vmgt-quatre points définis par les equatlons (3) qu’il fallait
prendre. '

» Soit donc z, le point singulier qui convient 4 la question; et sment
" ty, @y, ¥, les valeurs correspondantes de 7, de @ et de y. Sice point z, est
un de eceux qui satlsfont aux équations (2) et (3), la valeur apprachée de
A, m, seT2

mema

. o d
<4 h o 1 Lad-be-1 ,_"ZdzA
) w5 d@m

T

A
a la condition, blen entendu que dans Lfi - on remp]ace et ¢ par z, et 7,

ou bien encore x et ypar x, et y, si I'on préfere exprlmer @ °° fonction

. 2
de ces deux varxables (cela est d’ailleurs de beaucoup: preferable, car c; tA

est une fonction rationnelle de x et de y>

» On trouverait une expression analogue dans le casou le point singu-.
lier convenable serait un des quatre pomts de la. premlere sorte. '
» La méme méthode fournirait sans peine des expressions plus appro- -
prochées que I'expression (4), olt Uerreur est de I'ordre de :

1
Py
n zo
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» Ilya beaucoup 4 faire pour faciliter et rendre réellement pratique la
resolutlon,de I’équation algébrique a laquelle on est conduit et la discus-
sion qui doit suivre. Je n’ai fait, dansle Mémoire qul sera bientét publié,
que poser les principes sur lesquels cette discussion doit reposer et je ne
les ai appliqués que dans quelques cas particuliers; mais il me semble que
'importance du sujet devrait tenter les chercheurs et les engager 4 com-
pléter les résultats que j’ai obtenus. Et en effet je n’ai abordé ce travail
que dans un but trés spécial et je me suis arrété deés qu’il a été atteint.
» Dans le cours de ces recherches j’ai été conduit 4 la remarque sui-
vante : '

» Soient r et 7' les deux rayons vecteurs, H I'angle qu’ils font entre eux;
la fonctlon perturbatrlce de la premiére plan(,te sera

1 rcosH
EE
et celle de la seconde :
) ' 1 r'cosH
. \—/_Z 7?
» La différence sera _
: ' rcosH r’ cosH
D= T T T

et ~ ne contiennent pas de termes séculaires

On sait que osH r’ cosH
r?

proprement dits et qu"on peut écrire, par exemple, -

rcosH _ E Am,)/l c.os(mil_*_. mzl’),

sin

r cosH —EBmlm c?s<m I+ m, l'\

sin

A, €t Bm m, SONL nuls pour m, =m, = o; mais si les moyens mouvements-’
sont commensurables, si par exemple -

3y min +myn =o,

Vexpression m, [+ m,l’ devient indépendante du temps et leé terme cor-
respondant devient accidentellement séculaire. .

J’ai remarqué que si Von donne aux grands axes des valeurs telles
que la relation (5) ait lieu, A,, . devient égal 4 B, ., desorte que la diffé-
rence D, qui ne contient déja pas de termes séculaires proprement dits, ne
peut pas contenir non plus de termes acc1dentellement seculalres.

». La vérification est trés facile. »

C. R., 1891, 1= Semestre. (T. CXII, N° 5.) ‘ 36



