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Tout système qui possède un théorème d'addition possédera donc

également une infinité de théorèmes de multiplication.
Les mêmes définitions peuvent facilement s~ctcndrc aux fonctions

de plusieurs variables.
Par exemple, le système
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Cherchons le facteur exponentiel relatif a

HvLcntt

et par conséquent s'expriment, linéairement à l'aide de cesfonctions.
Donc<p)QoM)et <~(~M)sont des fonctions linéaires des diverses

nf<
quantités <? <p~(M)~~(~). Ce sont donc des fonctions enLicrcs
rationnelles et homogènes de

rt/w <~
D'autre part <?est également une fonction entière de <? Donc !c

système

admetune infinité de théorèmes de multiplication; je dis une hunuté,
car on peut donner àjo telle valeur entière que l'on veut.
Je me propose de rechercher quelles sont les fonctions qui admet-

tent un théorème de multiplication et qui ne présentent pas pour
==o de point singulier essentiel.
<Pexclusainsi de très nombreuses catégories de transcendantes, par
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11 1 '1et que le système <p~(M)admettra comme le système ~'(~) un théo-

rcmc de multiplication.
Je ferai une hypothèse de plus; je supposerai d'abord que le déve-

loppement des fonctions <p<(M)suivant les puissances croissantes de M
commence, pour l'une au moins de ces fonctions, par un terme en M.
tS/'c~?~<x/'c~M~b/ïc//o/Mc~M~c~~c~MM/~ /~ce.9~ïy'e~e/~

/*o/M..
En cn'ct, comme le point M= o n~cstpas un point singulier essen-

tiel, on peut trouver une quantité pos!tive p, LcHcqu'a l~intcrieur dn
cercle

les fonctions ~(~) restent uniformes.
Mais les fonctions ~,(/~M) s~cxpriment rationnellement a l'aide des

(onctions ~-(M); si d-onc M~p, les fonctto~s <?,(~/) sont encore
uniformes.
Donc les fonctions '?/(M) sont uniformes, pourvu (me

On démontrerait de même successrvcmeuLquittes sont uniformes,
pourvu que

c'cst-a-dirc pour toutes les valeurs de u.
Ce raisonnement peut servir a démontrer que les fonctions ellip-

tiques et abélicnncs sont uniformes. C'est mêmela seuledémonstration
rigoureuse qui ait été proposée jusqu'ici, à l'exceptiondes démonstra-
t!ons indirectes où l'on commence par dénnir la fonction 0. La dé-
monstration de Ricmann dans sa théorie des fonctions abélienncs est
une de ces démonstrations indirectes; la démonstration de Clebsch et
Gordan (T~eoy/c ~ey ~e~cA~ï /~M/ïc~o~<?~~8~Partie) n'est pas
rigoureuse. Quant aux démonstrations d~Abelet de Jacobi, elles sont
en réalité fondéessur l'existence d'un théorème de multiplication.
Mpeut se faire que le théorème de multiplication soit tel que les
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o, (/) s'expriment en fonction non seulement rationnelles, mais
encore <c/'<?~ des <Pt(M).
Dans ce cas, les fonctions ~(M) sont des transcendantes cndcrcs.
]~nejrc~ si les fonctions <~(M)sont holomorphes à rintericur du

f~rci~

il en est de mcmc, des fonctions~(/~M), desortc quclcsfoncdo)ts ~/(~)
sont holomorphes à l~nLéricurdu cercle

Par un raisonnement tout pareil à celui qui précède, on démonte-
rait q~cUes sont holomorphes dans tout le plan.

FORME DES ÉQTJATIOKS FONDAMENTALES.

Nous appellerons c~~o/o/c/~c~les cquaLionsquitl~t-
nisscnLic tlicoreme de multiplication et qui peuvent s~ecr!rc

Si donc on fait dans les équations (2)~=0, le premier membre
s'annule et le second se réduira R((o, o, .) o); donc la fonctionH/
s'annule quand tous ses arguments s'annulent. c. F. t'.
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Les fonctions rationnelles R/ doivent satisfaire encore a une autre
<'ondidon.
Posons

les <x,~étant des constantes.
On peut se servir de ce changement, linéaire de variables pour

ramener les fonctions R a une expression plus simple.
Voici commcn!,nous nous servirons de cette faculté je me contente

d'indiquer ici le résultat et cornets la démonstration, que le lecteur
retrouvera sans peine, car elle est fondée sur les principes les plus
simples de la théorie des substitutions linéaires.
Si l'équation en Sa toutes ses racines distinctes,.on pourra supposer
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où lesA~sont des coefficientsconstants, et tout d'abord cherchons à y
satisfaire formellement. Pour cela nous n'avons qu'à appliquer la mé-
thode des coefficientsindéterminés.
Substituons les séries (3) dans les équations (2) et égalons dans les

deux membres les coefficientsde ur, il viendra
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les Cr représentent un ensemble de termes dépendant des

On aura alors, pour calculer les A~, le système des équations li-
néaires (/t). Ce système pourra toujours être résolu, pourvu que son
déterminant ne soit. pasnul. Or ce dctcrmiuant est cg'al à F(/?ï~).
Si aucun des déterminants F(~), F(/?~'), n'est nul, on

pourra alors calculer de proche en proche les cocfucieuts des scnes (3 ),
pourvu qu'on ait commence par calculer les A~ or les A,' nous sontt
douncs par les équations

qm ne dt~ercnt pas de celtes qui onLcte envisngccs dans te parn~rnphc
prcccdcnt; or ce sysLeme(~ ~~) peut, toujours ~tt'c rcsntu st F(~ ) es!
nu!.

o~ ooM~a /o~oM/ /rot/r6' ~.s' ~y'y y~ ( <y/ ~o/?

~C/'0/~ yo/?~ C/ ~9/~7'C/~ /'(J/<3//C//7<
<y/<j?eyMa~o/~(2~.

Il nous reste à chercher combien ces séries (3) con~ennent,t de
constantes arbitraires.
~observe d'abord que, si F(w~) n'est pas n~u,te système (~) ne

comporte qu\me solution unique.
Pour savoir combien Lesséries fondamentales contiennent de con-

stantes arbitraires, il nous suffit donc de savoir combien le système
(/t ~M) comporte de solutions linéairement indépendantes.
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ce qui montre que les équations (4 bis) ne pourront en aucun cascom-
porter plus de y solutions linéairement indépendantes.
Les premières équations (3 bis) ne contiennent que les <y r

variables

J ~ajouteraimême que la première de ces équations se réduit à une
identité; si nous la laissons de côté, il nous restera q i équation~ et
y î variables, et leur déterminant sera égal à
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Si ce détermmanLn'est pas nut/on aura

de sorte qu'il n'y aura plus qu'nn coefficient arbitraire, a savoir A~
Supposons maintenant que ce dctcrmmant soit nul; dans ce cas, il

est aisé de voir que le système (~ ~.9) comporte au moms deux sotu-
t!ons linéairement, indépendantes.
Appelons (~) le systèmed'équations liucaircs formé par les

Consacrons Je déterminant Ade ce système(5). Si Aest nul, ainsi
que sesmineurs des A 2 premiers ordres~ le sysLeme(.) aura A t
solutionsMncaironcnt indépendantes; et, comm'' A' reste at'hit.rnirf,
le système (4 ~) en admettra

Donc les séries (3) contiendront des constantes arbitraires.

Soient j~ ces constantes. On voit qn~

seront des fonctions Unéah'cset liomogènes des j~.
Les Af seront des polynômes entiers par rapport aux Supposons

en effetque cela soit vrai des A~ des A?, des A~ cela sera vr.u
également des C~ et par conséquent aussi des A~.
Si le système
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Si donc dans les séries (3) on remplace icpar y u, ces séries ne cesse-
ront pas de satisfaire aux équations (2); changer u en y~, cela revient
a changer les valeurs des constantes
Or changer Men ~Mc'est changer A,' en yA,' et, par conséquent,
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M et a: sont deux constantes et l'on a posé pour abréger

.~observed'abord que le déterminant, des équations (4 ~-s') a tous ses
éléments nuls, ce qui me permet de conclure que les séries (3) con-
tiennent n constantes arbitraires; je puis donc me donner arbitraire-
ment les n coefficients
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Ainsi, flans le cas de M== /~o(, les foncions <?/(M)existent et sont

rationnelles en u.

~o/z~ ce cas ~cM~er~ les ~ey'te.?(3) co~~e~

.Je vais examiner plus particulièrement le cas où et K sont ree!s

posiufseton
A:, A~ A,

sont réels positifs.
Je dis que dans ce cas tous les coefficients des séries (3 ) sont rec!s

positifs.
Kn effet, supposons que cela soit vrai des

A' A~-) -? i

je dis que cela sera vrai des A~.
En e~et, les équations (~) s'écrivent

(/)A?==C~.

(~cst mani.t'estcment un polynôme entier à coefficients entiers positifs
par rapport à à a, aux A~, A?, A~ Donc (~ est réel et po<-
sitif.
D'autre part //ï est rcel positif.
Donc il en est de même de AP c. o. [. D.

CONVEUGENCEDESS~JUESFO~DAMEXTAI.ES.

Reprenons les équations fondamentales
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Je vais chercher à former d'autres équations fondamentale:!

Je vais chercher a m'arranger de façon que les équaLons (*~) soient
de b forme particulière qui a été intégrée dans le paragraphe précè-
dent et que chacun des coefficients A~ soit réel positif et plus grand
en valeur absolue que le coefficient correspondant A.f.
La convergence des séries (3') et par conséquent celle des séries (3)

sera ainsi établie.
.J'observe d'abord que l'on peut toujours trouver deux nombres

réels et positifs, M et a, tels que, si l'on considère le dcvctopponcnt des
deux fonctions

suivant les puissances croissantes de tout tertnc dn
second développement soit réel positif et plus grand en valeur absotue

que le terme correspondant du premier.
Il importe d~obscrverquc ces deux développements ne contiennent

ni terme indépendant des ~c,ni termes du premier dc~'rc par rapport
aux xl.
Soient q et deux nombres positifs cpicje me réserve de detcrmmcr

plus complètement dans la suite. Je prendrai ~/== <y.
Posons, pour abréger,
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/,2

qu'on les développe suivant les puissances des chacun des termes de
degré deux ou de degré supérieur à deux du développement de ï~ aura

Journ. de J~<ï</t. (~ série), tome VI. Fasc.iV, t8(~o.
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son coefficient plus grand en valeur absolue que le coefficient corres-
pondant de R,. (Je répète que ce que je dis là ne s'applique qu~aux
termes de degré au moins égal n 2 et ne s'applique pas aux termes du
premier degré.) On peut conclure de là que la quantité appelée plus
haut C~jouit de la propriété suivante.
Nous avons vu que C~ est un polynôme entier par rapport aux

A~(A~ i) et que C~est de même un polynôme entier par rapport
auxA~(~jo-i).
Eh bien, chaque coefficient du polynôme C~ est plus grand en

valeur absolue que le coefficientcorrespondant de C~.
Cela posé, écrivons les équations (4)

considérée comme fonction de/??/'est une fonction rationncHc dont le
numérateur est un polynôme de degré /<– t et le dénommaLcur un
polynôme de degré Donc, quand p tend vers l'inuni, cette fonction

Il dm/IF,. k 1 1.. r.'radonnelle tend vers o, et tend vers une lnmtc finie.

On peut donc trouver un nombre positif H, tel que
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On a alors

admet une racine supérieure à i. Comme elle n~aqu'une variation,
<41cn'en admet qu'une. Il est vrai que po n'est pas en général un
entier, mais Laguerre a montré que la règle de Descartes s'applique
encore quand les exposants ne sont pas entiers.
D'ailleurs il est aisé de voir que, pour q ~>i,
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D'après le paragraphe précédent, les séries (3~) convergent et, si
l'on a égard à l'inégalité (g), on verra que les séries (3) convergent
également. Elles définissent donc des transcendantes qui jouissent d'un
théorème de multiplication et qui par co/~cyMe/~sont M~x/br/~c~.

Donc il existe des ~<x/z~ce~e~ uniformes qui admettent M~
~Aeo/'e/~ede multiplication ~MC~co~M~~oM/~M~McF(~) (détermi-
nant des équations 4 ~) soit nul et que F(mr) ne soit /zM~dMr
~>i.

Si le déterminant des équations (4 bis) est nul, ainsi que sesmineurs
des la i premiers ordres, ces transcendantes contiendront con-
stantes arbitraires j~
Elles en contiendront donc /x, si tous les éléments du déterminant

sont nuls, c~cst-à-diresi

FONCTIONS ENTIÈRES.

Nous avons vu que, si les fonctions Ri se réduisent à des polynômes
entiers, les fonctions <p(-(M)sont des transcendantes entières.
Si, au contraire, les fonctions Ri ne sont pas des polynômes entiers,

les fonctions ~t'(~) sont méromorphes, mais non holomorphes dans
tout le plan.
Mais, dans ce cas, on peut regarder chacune des fonctions ~-( M)

comme le quotient de deux fonctions entières qui admettent un théo-
rème de multiplication.
Supposons, en effet, que les fonctions Ri soient des fractions ration-

nelles et réduisons cesfractions au même dénominateur. Posons

F,, ?s, P, P~, sont des polynômes entiers par rapport à ~,(M),
~(~), ~(M);les n premiers s'annulent quand <p~~),<pa(M),
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Or nous avons vu qu'il existe des fonctions uniformes qui admettent
un théorème de multiplication quelconque, pourvu que certaines con-
ditions très simples soient satisfaites.
Voyons si ces conditions sont remplies par les équations ( to).
.Fobserve d'abord que

Développons alors les seconds membres des équations (10) suivantt
les puissances croissantes des et examinons les termes du premier
degré.
De même que nous avons appelé plus haut B~ le coefficient de <~

dans le développement de Ri, nous appellerons B~ le coefncientdc'~
dans le développement de Qi. On aura manifestement
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Les conditions qui doivent être remplies pour que le théorème de
multiplication (10) soit possible sont les suivantes

De plus, les conditions fondamentales étant supposéesremplies pour
les équations (2), on aura

Les conditions (r. i) seront donc remplies pourvu que q ne soit pas
c~al à une puissance entière de m (la première puissance exceptée).
Les fonctions ~(M) existent donc; ce sont des fonctions entières, et

Fon a

ce qui montre que les fonctions ~-(~) sont bien égales au quotient de
deux transcendantes entières admettant un théorème de multipli-
cation.
C'est ainsi que les fonctions elliptiques, par exemple, sont égales au

quotient de deux fonctions 0, qui admettent, comme nous Favons vu,
un théorème de multiplication.
Il n'y a de difficulté que si est une puissance entière de m; mais

nous pouvons prendre pour q soit Leplus grand des degrés des poly-
nômes P~, soit tout nombre entier plus grand; nous pouvons donc tou-

jours éviter que q soit une puissance entière de //z.

THÉORÈMES CRÉMONIENS.

Un cas particulier digne d~intérct est celui où le théorème de mul-
tiplication défini par les équations (n) est c/~o/e~. Voici ce que
j'entends par là



SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 33~

YoMr/ï.de ~<~A. (~' sër!e), tome VI. Fasc. IV, t8<)o. 43

sont crémoniennes. Les fonctions crémoniennes méritent par leurs cu-
rieuses propriétés de retenir quelque temps notre attention.
Le cas le plus simple est évidemment celui où la substitution Cre-

mona se réduit à une simple substitution linéaire, c'est-à-dire celui où
les fonctionsR~se réduisent au quotient de deux polynômes du pre-
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micr degré, le dénominateur étant le même pour toutes les fonc-
tions R,. Mais ce cas ne présente pas d~intérêt; car il est aisé de véri-
fier que les fonctions <p/(~)se réduisent alors à la forme

les a et les p étant des coefficientsconstants.
Nous ne nous occuperons donc que des fonctions crémonicnnes cor-

respondant a des substitutions Crcmona d'ordre an moins égal à 2.
Ces fonctions sont caractérisées par ce fait que

sont des foncdons rationnelles de

quand/? est un entier quelconque positif ou /<<
Je me poserai (T abordla question suivante
Peut-on disposer des constantes

qui entrent dans nos séries fondamentales, de telle sorte que les fonc-
tions

puissent prendre tel système de valeurs que Fou veut?

Soit, par exemple,
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Si nous appelons, pour abréger,

ce que devient le système

~? ~2) ~7!?

quand on lui applique la transformation Crémona envisagée si nous
appelons de même

ce que devient ce même système quand on lui applique p fois cette
m~'metransformation Cremona si nous appelons

ce que devient ce système quand on lui applique p fois cette transfor-
inaLionrenversée, il est clair que l'on aura

Si p est entier positifet qu'on le fassecroître au delà de toute limite,
les premiers membres de ces égalités tendront vers o, car les fonctions
~(~) s'annulent avec u; on aura donc

lim<~C"~ = lim<x~C"~==.== lim~C"~ = o (~==00).
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Cette condition est donc nécessaire pour que l'on puisse disposer
des de telle sorte que

Je dis que cette condition est suffisante.
En enet, nous avons vu que ~2, sont des fonctions d<'

j~M, ~~) '") peuvent se développer suivant les puissances
croissantes de ces variables pourvu que leurs modules soient assez
petits.

les foncions pouvant se développer smvum les puissances des
pourvu que le module de ces quantiLéssoit assezpetiL,c'csL-H-direpourvu
que l'on ait
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Si les conditions énoncées plus haut sont satisfaites, c~est-a-dirc sit~

et alors on aura, en vertu des équations (! 3),

on aura donc trouve des valeurs de j~, j~, qui satisferont aux
équations (i4)- c. Q. F. D.

Appelons point analytique un système de n quantités quelconques,
par exemple le système < ~2, an; appelons domaine un ensemble
quelconque de points analytiques.
La question que nous nous sommes posée est la suivante
Quand on donne à ~3, toutes les valeurs possibles, o, (u),

~(~), <p~(M)peuvent-ils prendre toutes les valeurs possibles, ou
bien le point analytique !?,(M), ~(M), .o~(M) reste-t-il compris
dans un certain domaine?
11résulte évidemment de ce qui précède que, si l'on a

quel que soit le point analytique <x,,~2? '? ~/Mles fonctions <?,(</
o~(~), ~(~) pourront, prendre toutes les valeurs possibles.
Si, nu contraire, les points analytiques qui jouissent,de la propriété

appartiennent à un certain domaine D, le point analytique o,(M);
~(~), .) ~~(M)restera compris dans ce domaine D.
Tout dépend donc des propriétés de la substitution Cremona. Je ne

crois pas que les substitutions Cremona aient été étudiées jusqu'ici
d'une manière approfondie à ce point de vue spécial; d'autre part; les
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bornes de ce travail ne me permettent pas d'y insérer une étude aussi
délicate et aussi complexe. Je laisserai donc sans solution la question
suivante

C'~x/~c/~c~-o~ rcco/y'e M/~csubstitution C/o/z<x~ appli-
yMcc une t/z/e de fois à M/xpoint analytique, fait ~<? ce
/~ot/~analytique vers M~we/~<?point ~/?z~c quel que soit /c point
analytique qui ait ~<?rp/de point de f~<X7~?

1.1est clair d'abord qu'un point limite ne peut être qu'un des points
doubles de la substitution Cremona, c'est-à-dire un point analytique
satisfaisant à la condition

Soit û~ <x~ un point double quelconque.
Mats tous les points doubles ne sont pas des points luniLes.Forinons

l'L'quation sui~anLeen S

nous aurons une équation algébrique de degré en S.
Ou bien les modules des racines de cette équation seront tous plus

grands que i.
Dans ce cas, on aura
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pourvu quej < <x?soit sufusamment petit et le point analytique o~,
<x~ <~ sera un point limite de la substitution inverse C"
Ou bien les modules des racines seront tous plus petit que i, et l'on

aura

pourvu que soit suffisamment petit et le point <x~
sera un point limite de la substitution directe C.
Ou bien les modules des racines seront les uns plus grands et les

autres plus petits que i, et le point < < <~ ne sera pas un point
limite, ni pour C, ni pour C"
Il y a lieu, en outre, de considérer les points limites oscillants. J'ap-

pelle ainsi les points qui sont des points limites pour une puissance
entière positive C~de C sans être des points limites pour C.
Il est clair que, si une substitution C~' possède plusieurs points li-

mites ou plusieurs points limites oscillants, on ne pourra pas avoir

~M<que soit le point analytique initial C~ C~.
Il doit être facile de construire des substitutions Cremona qui ad-

mettent plusieurs points limites. Si l'on appelle <?)(~), <ps(M))
<D~(M)les fonctions crémoniennes correspondantes, le point analytique
<~(M),~(M), ~(M) restera compris dans un certain domaine D.
Il est à remarquer que ce domaine D reste le mêmequel que soit

car il est définipar la condition

où u n'intervient pas.
Je suis parvenu également à former des substitutions Cremona C"'

qui n'ont qu'un point limite o, o, et qui sont telles que

quel que soit le point analytique <x,,a2, an, sauf pour des points
ou des lignes exceptionnels. Les fonctions crémoniennes correspon-
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dantes sont donc telles que ~,(M), ~(M), ~(~) peuvent prendre
toutes les valeurs possibles. On trouvera ces exemples plus loin.
Dans le doute, je me bornerai à appeler D le domaine où le point

analytique (~)~ ~s(~)) ') <pa(~)reste compris sans exclure le cas
où le domaine D comprendrait tous les points analytiques possibles,
sauf quelques points exceptionnels.

et proposons-nous (Tctudier les fonctions
Nous avons vu d'abord que, si

ces fonctions peuvent se développer suivant les puissances croissantes
des ce sont donc des fonctionsuniformes des
En second lieu, ces fonctions~, d'après leur définition~n'existentt

qu'a l'intérieur du domaine D.
Je dis qu'à l'intérieur de ce domaine tout entier, c~cst-a-dire

/o~oM e~e~e.cM~7~ <?~6'.ysont M/z~or/~M.
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Alors j~Mest une fonction uniforme de z, C' Z2C-P, ~C"
Mais -3,C" ~C" ~C"~ sont des fonctions rationnelles de
~2, Donc ~M est une fonction uniforme de.?,,
Ainsi ~/b/~M/M sont M/z~o/'TM~.
Cherchons quels sont lespoints où ces fonctions deviennent indé-

terminées.
Si est assez grand pour que

j3/Mest une fonction uniforme et ~~e/ec des ~C" Pour que j~M
soit une fonction indéterminée des il faut donc que les ~C"~ soient
des fonctions indéterminées des ce qui peut arriver
i~ Si les ~~C"~sont fonctions indéterminées des ~C~
2~ Si les ~C" sont fonctions indéterminées des .~C"~
.}
ou enfin si les ~C"' sont fonctions indéterminées des

Or la substitution C étant une substitution Cremona, les ~.C sont
des fonctions rationnelles de ~3, .) ces fonctions rationnelles
ne peuvent devenir indéterminées que si leur numérateur et leur déno-
minateur s'annulent à la fois.
Or cela arrive en certains points qui sont connus sous le nom de

~o<b/M~/?x<?/x/<xM.rde la substitution C.
Si pour
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s'annulent à la fois, le point analytique M,,o~ o~ est un pointt
fondamental de la substitution C.
De même, si, pour

~annulent à la fois, le point analytique y,, y:, est un point
fondamental de C"

1 1

Pour que les ~C" soient fonctions indéterminées des ~C"
il faut donc et il suffit que l'on ait
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En d'autres termes, les points d'indétermination des fonctions
sont les points fondamentaux y~~ '") Y,tde C"' et leurs transformés
par les diverses puissances entières positives de C.
Je terminerai ce qui regarde les fonctions en disant qu'elles ne

peuvent avoir de point singulier essentiel à l'intérieur même du do-
maine D, mais seulement sur les limites de ce domaine. Dans le cas
particulier que nous n'avons pas exclu, où le domaine D comprend
tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exception-
nels, ce sont ces points exceptionnels qui serviront de limite au do-
maine D et qui seront les points singuliers essentiels des fonctions
Cherchons maintenant quelle relation il y a entre

et M.étant deux valeurs quelconques de u.
Je dis que ~-(M,) est une fonction uniforme de<p,(~o), ~2(~0)~ '"?

~(M,) tant que le point analytique ?,(M,,), ~(M~), <p~(M.)sera
compris dans le domaine D.
En effet, d'après ce qui précède,
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Nous voyons d'abord que, si l'un des deux points P~,et P, appar-
tient au domaine D, il en est de même de l'autre; d'autre part, les
coordonnées de P, sont fonctions uniformes de celles de P., et les
coordonnées de Po fonctions uniformes de cellesde P,.
En d'autres termes, la correspondance entre Po et P, delimt une

transformation biuniforme du domaine D en lui-même.
Cette transformation biuniforme devient birationnellc auand est<~

une puissance entière positive ou négative de Il n'en est pas de

mcme en général si est quelconque; car les points d'indétermination</o
des coordonnées de P< considérées comme fonctions des coordonnées
de Po sont en général les mêmes que les points d'indétermination des
fonctions
Tout me porte à croire que les transcendantes qui définissent les

coordonnées de P, en fonctions des coordonnées de Po n'existent en
général que dans le domaine D. Toutefois je n'ai pu le démontrer
rigoureusement; il y a certainement au moins un cas d'exception,

puisque, si est une puissance de ln, les coordonnées de P, sont fonc-~0
tions rationnelles de celles de P~. Mais il est possible (et même pro-
bable) qu'il n'y en ait pas d'autre.



SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 349
Cherchons maintenant à exprimer

ce qui montre que M~(M) est une fonction de M,, on, ce
qui revient au memc~de j3,M,~M,
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les fonctions Fi étant des transcendantes M/~o7'/7xc~dans le do-
/~<x~eD.
Ces transcendantes uniformes admettront mêmes points d'indéter-

minat!on que les fonctions
.l'ai dit plus haut que les fonctions n'existent que dans le do-

maine D. Cela demande quelques mots d'explication. Supposons, par
exemple, que

p,, p~, p~étant des constantes.
Les devraient être dévcloppables à l'intérieur de ce domaine sui-

vant les puissances des
Supposons que le domaine soit situé en partie à l'intérieur de D,

en partie à l'extérieur de D.
C'est là ce qui devrait arriver si les fonctions pouvaient être pro-

longées au delà du domaine D.
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Reprenons les fonctions

et substituons-y ~? '? à la place de u, j~M, ~M; nous
verrons <p<,'pa, ".) devenir fonctions de ~3,
Dans le domaine §, nous savons que sont fonctions

holomorphes de donc restent finis dans
ce domaine.
D'autre part, nous savonsque, quelles que soient les quantités~3,

~M, j~M, pourvu quelles soient finies, les fonctions<p,, <p~,
sont méromorphes et le point analytique <pa,.? ~a reste dans

le domaine D.
Donc, quand le points,, .3 restera dans le domaine tes

quant-~és seront fonctionsméromorphes desj, et le point <p,,<p~
<?~restera dans le domaine D.
Mais, diaprés la dénnidon des fonctions<p et on aura, dans ta

partie de § qui appartient à D et par conséquent dans tout le do-
maine

?)==~ ?2==-~ '") ~=~.

Le point <?,,~2, ne sortant pas de D, il doit en être de mciuc
du pointa,
Donc il est impossible qu'une partie de S soit extérieure à D.
Donc les fonctions n'existent pas en dehors de D. c. Q.b.D.
Les fonctions sont donc uniformes partout où elles existent.

Nous avons donc 6/M/b/~c/!o/~ M/xt/or/~c.9~c ~<~r~
') ~/tqui /~M~i~ïJc.~<x/'M~y~c<eM7~co/M~ ~M~ c~.s

?~C.9,9M~M.9C/~ une ~M~M~O~ C/'C~O~~~0~

Le rapport de deux fonctions ~) par exemple ~) demeure inaltéré~k
par la substitution Cremona.
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Tout me porte il croire que la fonction n'existe pas en dehors
~k

de Det est par conséquent uniforme partout où cUcexiste; je n'en ai
pas toutefois de démonstration rigoureuse.
Toutes les fois qu'on pourra le démontrer, on saura construire une

fonction uniforme qui n'est pas altérée par la substitution Cremona.
C'est ce qui arrivera en particulier toutes les fois que le domaine 1)

comprendra tous les points analytiques possibles, sauf quelques points
exceptionnels.
Je dis que toute fonction uniforme F des n'existant que dans le

domaine D et inaltérée par la substitution Cremona, est une fonction
rationnelle des rapports des quantités "? si elle est méro-
jnorphe dans le domaine D.
En puet, nous avons

S, et S~étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
des
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sLe quotient ne doit pas changer quand on change

ELccia ne peut arriver que si les deux séries S, et S, se réduisent a
des polynômes entiers homogènes de même degré en

C.Q.F.D.

EXEMPLES PARTICULIERS.

J'ai cherche à former des exemples pour lesquels le domamc D
comprend tous les points analytiques possibles, sauf quelques polnb
exceptionnels.
Les premiers exemples que j'ai obtenus m'ont été fournis par des

substitutions Cremona qui peuvent être ramenées à la forme

k's <x, y, 5 étant des constantes, ou dont une puissance peut être
ramcneG a ccLteforme.
.Les fonctions <p~correspondantes sontradonneUcs; ce cas ne pre-

scnLc donc aucun inIcrêL
.Fat réussi ensuite a former un exemple un peu plus g'cneraL
Considérons deux variables seulement et, afin d~eviter les indices,

représentons-les par x et y et non plus par et

t~nvisagconsensuite la substitution Cremona

est le nombre que nous avons toujours appelé ainsi est une con-
stante; enfin b, c, d sont des polynômes entiers en x; je suppose
({uc,pour .r = o, on ait
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<)Ldeux points douhles qui sont

Si Pou fait x ==
–o–)

les quatre polynômes a, c, prennent
ccrtaincs valeurs a!~ ci, et la substitution homog'raphiquc

admet deux points doubles, que j'appellerai
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Exist.c-1-ii deuxfonctions uniformes 0,(U) et ~(~) ndmcHam,L'
thcorcmc de multiplication suivant

Donc F(yyz)==o, F(7~)~o si p est. un entier positif ptus ~t'and
quel.
[~ existe donc des fonctions uniformes ~,(M) ct6~(M) qui satisfont(

aux conditions (10). Ces fonctions, d~pres îcs principes exposes plus
haut, dépendront d'un seul paramètre arbitraire que j~appenerai p,.
On a d~aHleurs

en désignant,par ~C~et ~C~ ce que deviennent $ et quand ces quan-
dtcs onLsubi la substitution C~ct en supposant que soit un cntt~r
quelconque, positif ou négatif.
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Lorsquep croît indéfiniment, on a
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Kn effet, le point x = y = o est un point limite de C"' dans le sens
que nous avons donné plus haut à ce mot (les racines de Feqaadon
en S sont en effet toutes deux égales à /?zet /?~~>i). Si donc les mo-
dutçsdc~ et de y sont assez petits, ~C"~ et y C-Ptendront \'crs o
quand croîtra au delà de toute limite.
On pourra donc trouver une quantité p telle que, si
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De plus, la substitution (16) étant homographiquc, on aura
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on peut donc prendre assezgrand pour que
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YoM/t. de ~fï~t. (~' série), tome VI. Fasc. IV, tSgo. 46

<trc quelconques, de même que les polynômes c, sont quei-
c'cnqucs; la seule condition à laquelle ces polynômes soient assujettis,
c'est,que Fon ait pour M= o,

pL=0,1 )\.==~M.

Je puis donc prendre, pur exemple,

La fonction <D~(u) est.donc transcendante et il me suffit évidemment
(t'avoir établi quelle est transcendante dans un cas particulier pour
<)re certain quelle n'est pas rationnelle en général.
La parente de la fonction ~(~ définie par l'équation (i()), avec

les fonctions 0 elliptiques, est évidente. On a, en effet,
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Si nous multiplions (20) par (21) et si nous posons

est une fonction 0 elliptique dont les périodes sont 2x7:et log/??.
Revenons au cas général où les polynômes [JL, et w sont quel-

conques.
J'observe d'abord que nous pouvons, sans restt'emdrc la générante,

simplifier beaucoup les équations (18). Je dis que l'on peut toujours
supposer que est nul, de sorte que la première des équations (18) s<'
r<~Tn<~

étant l'une des deux constantes définies plus haut qui entrent dans
les séries (3).
Alors on obtiendra les polynômes {JL,c~et (oen remplaçant tout

simplement x par j3, dans les polynômes a, b, c, d.
Cela posé, nous savonsque ap,(~,) et <pa(~<) sont fonctionsuniformes

de ~<(M.) et de ~2(~0).
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Si nous supposons j~==i~ par exemple, il en résultera que <pa(M))
est fonction uniforme de ~a(Mc); car <p,(M~)= est une donnée de
la question.
Demême, <p2(~0)est une fonction uniforme de ~(~t )'
Si donc on suppose que ==i, et si u, et Mosont deux constantes

données, il y aura entre ~2(~0) et ~(~t) une relation homogra-
phiquc.
Nos séries (3) dépendant des deux constantesp, et ~g,je puis écrire,

commeje l'ai déjà fait bien des fois,

ce qui montre que, quand p, ==i, et que u est regardé momentané-
ment comme une constante~ est fonction uniforme dey.
Si donc = t et si u est regardé comme une constante, il y a une

relation homographique entre et y.
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La fonction <pz(~) est donc de ia forme su.tvanLc

?o T,, o-set~ étant des fonctions uniformes de Mque nous pouvons
toujours supposer entières.
Ces fonctions a et Tjouissent des propriétés suivantes

Dans ces équations (22), nous desig'norts par ~(~) une foncLton
cndère de et nous supposons qu'on a rcmptaec .?;par /<dans les
polynômes a, b, c, d.
Si l'on pose

Cette équation (23) met en évidence le lien qui relie les fonctions T
ct à la fonction <p~définie par Féquation (~) et par conséquent
aux fonctions 0 elliptiques.
On en peut encore tirer une autre conclusion.
Si la fonction <psest rationnelle, o- o-~ D et o sont (tes

polynômes, et l'équation (28) montre que le polynôme 3 doit jouir de
propriétés très particulières. Sans entrer dans le détail dela discussion,
on voit que la fonction <pa~cpourra être rationnelle si le polynôme
§= bc ne satisfait.pas à certaines conditions et, en particulier,
s'il n'est pas de degré pair.
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Z~ /o~c~oyz

est M/~<or/~ ~OM/'/o~ les ~<2/e~ <~<? elle ~x<?~
~<x~e7'<*(?par /<? ~M~M~o/~ Crey?xo/

Elle ndrnct comme Mgnessingulières cssentieUcs

(ou~==oc si, comme nous l'avons supposa ~==0), La substitution
Cremona

(où a, c, d sont des polynômes entiers en et A, B, C, D des po-
lynômes entiers en x et y) jouit de propriétés analogues.
Les fonctions dontil a été question dans ceMémoire et quidemeureutt

inaltérées par une substitution.Cremona et sespuissances, ne sont peut-
être que des cas extrêmement particuliers d'une classe plus g'énéralc
de fonctions uniformes qui demeureraient inaltérées par un ~o//D~
de substitutions Cremona et qui se présenteraient comme la générali-
sation la plus naturelle des fonctions hyperfuchsiennes et hypcrahé-
licnnes de M. Picard.


