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Sy e classe nouwvelle de transcendantes uniformes;

Par M. H. POINCARE.

DEFINITION.
Nous dirons ¢u’un sysf‘cme de fonctions d’une variable «
(1) Q) () «ory Pa(n)
posstde un lhc’qréme d’addition quand
Qe(u+90)y @(u+90) oy @u(u+0),
pourront s’exprimer en fonctions rationnelles de
B, B e )

2 (%), Ba(¥)y e @9

Soit maintenant 72 un nombre quelconque réel ou imaginaire, mais
tel que ‘

|m|>1.

Nous dirons que le systéme

(1) oi(u)y @u(u)y ooy 9a(u)
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admet un théoréme de multiplicaiion, si

o (mu), ¢,(mu), ..., @.(mu)

peuvent s'exprimer en fonctions rationnelles de

o(), pa(u)y -ory 9u(w).

1l cst clair, d’aprés ces définitions, que si le systéme (1) posséde un
théoréme d’addition, et si p est un enticr qucleconque,

oi(pu); 9:(pu), .-y @alpu)

s’expriment rationnellement par rapport &

9 (u);, @a(u)y .oy Pa(u).

Tout systéme qui posséde un théoréme d’addition possédera done
¢galement une infinité de théorémes de multiplication.

Les mémes définitions peuvent facilement s'étendre aux fonctions
de plusieurs variables.

Par exemple, le systéme

sinu, cosu
ou le systéme
snu, cnu, dnu,

posséde un théoréme d’addition et unc infinité de théorémes de multi-
plication.

Considérons maintenant un systéme complet de fonctions abéliennes
quadruplement périodiques de deux variables

F(u, v), Fy(u,u), ..., F,(u,v);
ce systétme admettra un théoréme d’addition, c’est-a-dire que les

Fi(u+o, 4 +v),
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s'exprimeront rationncllement & I'aide des
Fi(u, w) ct des F(v, ¢).

Si nous faisons #'=¢' = o, nous aurons un systéme de fonctions
d’nne scule variable

F,(u,0), F.(u,0), ..., F,(u, o),

(qui admettra un théoréme d’addition et une infinité de théorémes de
multiplication; car

F(u+¢0), F,(u+v¢,0), .oy F(u+v 0)
s'expriment rationnellement & ’aide des
Fi(#,0) ect des TF(v,o0).

[1y a aussi des fonctions qui admettent un théoréme de multiplica-
tion sans admetire un théoréme d'addition.
Considérons cn effet la fontion O(z), et soit

9, (u)=0* <“_%,>’ v (0)=0(u—a)d(u+a—w),

« ¢lanl une constante quclconquc.
Soit ensuite p un entier quelconque, et envisageons les expressions
suivantes

3. (pu), 9.(pu), 9‘.’(u)?!.:‘”'(z?),

¢ ¢tant un autre entier plus petit que p®*.
Ces diverses expressions admettront la période  ct scront multi-
plices par un certain facteur exponentiel quand u se changera en

-+ w.
Ot —}——I =e"0 L-—-—-, ;
¢ 2 ¢ 2 )’

Soit
il vient
¢ (u+ )8 " (u+ o' )= " 9I(u) ¢, (u).
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Cherchons le facteur exponentiel relatif 4

Pi(pu) et & o,(pu).

It vient

Pip=~1)

21 [p(u+ o) =o,(pu+po)=ere T "o, (pu).

Et de méme

pip—1)

[ p(u+po))=c"e T “o,(pu).

1'sort de 1a que
nip—1) pip—

.—’——-—-llll —— — 1L
9. (puye et gy(pu)e *

ont méme multiplicateur que les fonctions

o7 (u) 95" (u)

ct par conséquent s'expriment linéairement & 'aide de ces fonctions.
Donc ¢, (pu) et 9,(pu) sont des fonctions lin¢aires des diverses
an

(Y I"I’-“" — L X
quantités ¢ * @?(u) el ""(u). Ce sont done des fonclions entitres
rationnelles et homogénes de

a

e*, o, (u) et z,(u).

o]

apn an

D’autre part ¢ ? est également une fonetion entiere de e 2. None le
.}
systéme

ar

¢, e(u)y ga(u)

admet une infinité de théorémes de multiplication; je dis une infinité,
car on peut donner & p telle valeur enticre que l'on veut.

Je me propose de rechercher quelles sont les fonctions qui admet-
tent un théoréme de multiplication ct qui ne présentent pas pour
u = o de point singulier essentiel. »

Jexclus ainsi de trés nombreuses catégories de transcendantes, par
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cxemple celle-ci. Soit 1a fonetion ¢ (#) qui se rattache aux fonctions 0
P plu)q
o(u)=Zg™u*™  (mvariantde — » 4 + »),

lgl<r.

Il vient :
(-2
ce qui montre que le systéme
u, 9(u),

admet un théoréme de multiplication. Mais le point # = o est pour
%(u) un point singulier essentiel.
Considérons donc un systéme

oi(u), 9a(w)y ooy a(u),
admettant un théoréme de multiplication et tel qu’aucune des fonc-

tions du systéme n’ait un point singulier essentiel en « = o.
-Je puis toujours supposer que

21(0)=9:(0)=...=q,(0)=0o.

Ln effet, supposons qu'il n’en soit pas ainsi. Si 4; est fini, je pourrai
toujours poser

#i()= 9:(u) = 2:(0),
ct si 9;(0) est infini, je poserai

' 1
9, (u)= P

I1 est clair alors qu’on aura

2:(0)=9,(0)=...=9,(0) =0,
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el que le systéme ¢;(%) admettra comme le systéme 9;(«) un théo-
réme de maltiplication.

Je ferai une hypothése de plus; je supposcrai d’abord que le déve-
loppement des fonctions ¢;( ) suivant les puissances croissantes de «
commence, pour 'unc au moins de ces fonctions, par un terme en .

Side pareilles fonctions existent, elles sont nécessairement uni-
Jormes.

in effet, comme le point 2 = o w'est pas un point singulier essen-
ticl, on peut trouver une quantité positive , telle (qu'a U'intérieur dn
cercle
l 114 | =2

les fonctions g, () restent uniformes.

Mais les fonctions 9;(muw) s’expriment rationnellement a 'aide des
fonclions @;(u); si done | u|<p, les fonclions @;(mu) sont encore:
uniformes.

Done lIes fonctions 9;(«) sont uniformes, pourva que

| <|m]s.

On démontrerait de méme successivement gu'elles sont uniformes,
pourvu que

] m|, || < | m?¢, ey [uj<jm?|g,

c’est-a-dire pour toutes les valeurs de «.

Ce raisonncment peut servir & démontrer que les fonctions ellip--
liques ct abélicnnes sont uniformes. C'est méme la seule démonstration
rigourcuse qui ait été proposéc jusqu'ici, & I'exception des démonstra-
lions indirectes ou I'on commence par définir la fonction . La dé-
monstration de Riemann dans sa théorie des fonctions abéliennes est
une de ces démonstrations indirectes; la démonstration de Clebsch et
Gordan (Theorie der Abelschen Functionen, 8¢ Partie) n'est pas
rigourcuse. Quant aux démonstrations d’Abel et de Jacobi, clles sont
en réalité fondées sur I'existence d’un théoréme de multiplication.

Il peut se faire que le théoréme de multiplication soit tel que les
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o; (mu) s'expriment cn fonction non sculement rationnelles, mais
encore enti¢res des 9;(u).
Dans ce cas, les fonctions ¢;() sont des transcendantes entitres.
En effet, si les fonctions ¢,(z) sont holomorphes a I'intéricur du
cercle
|u|=¢,

il en est de méme, des fonctions ¢;(mu), desorte quelesfonctions g,(u)
sont holomorphes & P'intéricur du cerele

|uw|=]|m]|p.

Par un raisonnement tout pareil & celui qui précéde, on démontre-
rait qu'clies sont holomorphes dans tout le plan.

FORME DES I:IQU.\TIONS FONDAMENTALES.

Nous appellerons équations fondamentales les équalions qui déli-
nissent le théoréme de multiplication et qui peuvent s’écrive
‘ o (mu)=R,[9,(u), 92(&), .., §2(®)],
9 ) g.(mu)=Ry[9, (), 9.(w), ..., 9u(w)},
(2)

R A P A N R I ?

9, (mu)=R,[¢,(u), 9(u), .-, ?n<“>l1

R,, Ry, ..., R, ¢tant des fonctions rationnelles.
Je dis d'abord que I'on a

R;(0;0,..,0)=o0.
Lin effet, par hypothése,

?,(O): 9:(0)=...= ?1{(0): .

Si donc on fait dans les équations (2) # = o, lc premicr membre
s'annule et le second se réduit & R;(o, o, ..., 0); donc la fonction R;
s'annule quand-tous ses arguments s’annulent. - C. QU F DL
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Les fonctions rationnelles R; doivent satisfaire encore & unc autre
condition.
Posons

doi(w) _ 4 R _p
du T U0 dg{a)] T Tk
l)()lll’ U = 0.
Si, dans les équations (2), on substitue le développement des fone-
tions @, () suivant les puissances croissantes de z, puis qu'on égale
dans les deux membres les coefficients de u, il viendra

”’lA“z Bm A, -+ B,-,._. e B,",,A,,, (izl, 2y 0uiy I?,).

D’aprés une hypothése que nous avons faite plus haut, tous les A; ne
sont pas nuls & la fois. Si done nous posons

B,,—~S B,, .. B,

FE=) Do Bam® o B
B,, B, ... B,—8

on devra avoir
i
(1) e
F(m)=o.

in d'antres termes, 'équation en S, I7(8) = o, a une racine ¢égale
fom. ’
Posons

Si(te) = o, 9, () + 0y 9 (U) Ao 0 9a(8),  (E=1,2,..0,0),

les ;4 ¢lant des constantes.

On peut sc servir de ce changement linéaire de variables pour
ramener les fonctions R & une expression plus simple.

Voici comment nous nous servirons de cette faculté : je me contente
d’indiquer ici le résultat et j'omets la démonstration, que le lecteur
retrouvera sans peine, car elle est fondée sur les principes les plus
. simples de Ia théoric des substitutions linéaires.

Si I'équation en S a toutes ses racines distincles, on pourra supposer
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que, aprés le changement de variables, on a
Bi,k::o (lzk)’ Bi.i=si;

S,y 8, ..., S, sont alors les diverses racines de l'équation en S, et I'on
aura, par exemple,
S, =m.

Supposons maintenant que Loutes les racines ne soient pas distinctes.
On pourra encore supposer qu'aprés le changement de variables

Bz’.i = Si

et que les B;; sont nuls si ¢ < k ousi, ¢ étant plus grand que k, S, est
différent de 8. Quant aux B, 4, pour lesquels on a

l.>’i',v S,’Z S/(,

nous n'en pouvons rien dire.

Si, en particulier, I'équation en S a toutes ses racines égales a m, il
vient

B“J‘:O (i<k), B,"[:"—- m.

FORMATION DES SERIES FONDAMENTALES.

Cherchons & satisfaire aux équations (2) par des séries de la forme
suivanle :

(3) o(u)=Alu+Alut+Alu +...,

ot les Af sont des coefficients constants, et tout d’abord cherchons & y
satisfaire formellement. Pour cela nous n’avons qu’a appliquer la mé-
thode des coefficients indéterminés.

-Substituons les séries (3) dans les équations (2) et égalons dans les
deux membres les coefficients de u?, il viendra

(4) mPAl =B, AP+ B;, Al +..,+ B, , A2+ C?

(i=1;2...,0);
Journ. de Math. (4°série), tome VI. — Fasc. 1V, t8go. /l [
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les C? représentent un ensemble de termes dépendant des
I 2 -1
lc ’ [’ .« t, A“ b

mais ne dépendant pas des Al ni des A, ol ¢ > p.
On peut supposer qu’on ait déterminé par un caleul préalable les

Al A, ..., etles AP

On’ aura alovs, pour caleuler les Af, le systemce des équations li-
néaires (4). Ce systéme poyrra toujours étre résolu, pourvu que son
déterminant ne soit. pas nul. Or ce déterminant est ¢gal & F(m”).

Si aucun des déterminants F(m?), F(m?), ..., n'est nul, on

pourra alors calculer de proche en proche les cocflicients des séries (3 ),
pourvu qu'on ait commencé par calculer les A/ or.les Af nous sont
donnés par les équations -
(4 bis) mA;=B; A +...4+ B, A,
qui ne different pas de celles qui ont ¢té envisagées dans le paragraphe
précédent; or ce systéme (4 bis) peut toujours étre résolu si F(me) est
nul.

Si donc on a
F(m)=o, F(m*)Zo, F(m*)3o, cenr, K)o,

on pourra loujours (rouver des séries de la forme (3), que nous
appellerons séries fondamendales el qui satisferont formellement
awx équations (2).

1l nous reste & chercher combien ces séries (3) conticnnent de
constantes arbitraires.

Jobserve d'abord que, si F(m?) n'est pas nul,le systéme (4) ne
comporte qu’'une solution unique.

Pour savoir combien les séries foudamentales conticnnent de con-
stantes arbitraires, il nous suffit donc de savoir combien le systéme
(4 bis) comporte de solutions linéairement indépendantes.
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Je suppose que 1'équation

F(S)=o

admelle g racines égales a m.
On aura-alors

B, ,=B,,=...=B,,=m, B,;zm (sn i>q).

Dautre part, '
Biy=o,

si £ < k ou bien encore si i>¢, k<q.

Dans ce cas les n — ¢ derniéres équations (4 bzs') ne contiennent
que les » — ¢ variables

A, A, . :

g1 g+ 1 n?

¢l leur déterminant par rapport & ces n — ¢ variables est égal &

(Bpergri — m) (Berages — m)...(Byn— m)2o.
On tirera donc de ces équations

| I L —_ [
A =Ap,=...=A,=0,
cc qui montre que les équations (4 bis) ne pourront en aucun cas com-
porter plus de g solutions linéairement indépendantes.

Les ¢ premiéres ¢quations (3 bis) ne contiennent que les ¢ — 1
variables

] 1 ]
bAoA

J’ajouterai méme que la premiére de ces équations se réduit 4 une
identité; si nous la laissons de coté, il nous restera ¢ — 1 équations et
¢ — 1 variables, et leur déterminant sera égal a

A= B2,|Ba.2B4.s- ..B

g.9-4°
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Si ce déterminant n'est pas nul, on aura
' [ I — LI,
Al=A)=...=A, =0,

de sorte qu’il n"y aura plus qu’un coeflicient arbitraire, i savoir A,.
Supposons maintenant que ce déterminant soit nul; dans ce cas, il
est aisé de voir que le systéme (4 bis) comporte au moins deux solu-
lions linéairement indépendantes.
Appelons (5) le systéme d’équations linéaires formé par les

2% 3% 4% ..., ¢°
équations (4 bis) et ol les variables sont
Al, AL, o AL

Considérons le déterminant A de ce systéme (5). Si A est nul, ainsi
que scs mincurs des » — 2 premiers ordres, le systéme (3) aura b —
solutions linéairement indépendantes; et, comme A reste arbitraire,
le systéme (4 bis) en admettira h. :

Donc les séries (3) contiendront des canstantes arbitrairves.

Soient B8,, B., ..., B, ces constantes. On voil que

A: ’ A;, cey Ai'v

scront des fonctions lin¢aires et homogénes des f,.

Les A7 seront des polyndmes entiers par rapport aux . Supposons
en cffet que cela soit vrai des A}, des A7, ..., des A", cela sera vrai
également des Cf et par conséquent aussi des A?,

Si le systéme

20()y 92(u)y oy 7a()

admet un théoréme de multiplication, il en sera de méme évidemment
du systéme '

?1(‘{[&), “'Q(YU), cey ?" «{u)’

ol ¥ est une constante quelconque.
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Si donc danslesséries (3) on remplace u par yu, ces séries ne cesse-
ront pas de satisfaire aux équations (2); changer « en yu, cela revient
a changer les valeurs des constantes f.

Or changer « en yu c’est changer A/ en yA' et, par consequont

‘;n Baa ey Bh
By VB2 oy B

Quand on change © en yu, Al se change en y?A!.

Donc, quand on change f3; en ¥3;, A7 se change en y?A/.

Donc A? est un polyndme entier homogéne et de degiré p par rap-
port aux B.

Donc les séries (3) sont ordonnées suivant les puissances crois-
santes de

cn

_ Biu, Byu, ... et Buu.
Si nous posons
(5(“ = Uy
nous aurons un sysieme de 2 fonctions
Py Pay ey Pu
dépendant de 4 variables
Uy Uy vy

ct admettant un théoréme de multiplication; car on aura

ci(mu,, muy, ..., muwy,)
=Ri[o,(uy, ay vy )y 9a(Uyy Uyy ooy Up)y oony 9u(Wlyy g, .oy tty)]
(i=1,2,...,n).

CAS PARTICULIERS.
Supposons, en particulier, que I’on ait

MS?

Ri=mei(u)+ —;
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M et @ sont deux constantes et 'on a posé pour abréger
S(u)=9,(u)+ ¢ (&) +...+ pa(u).

J'observe d'ahord que le déterminant des équations (4 bis) a Lous ses
éléments nuls, ce qui me permet de conclure que les séries (3) con-
tiennent n constantes arbitraires; je puis donc me donner arbitraire-
ment les 7z coefficients

noOoAL ., AL
Je remarque ensuite que 'on a
gi(mu) — gu(mie) = m[p,(u) — 9u(u)];
2i() — () =(A; — Ap)u.

Nous avons, d'autre part,

d’on

nMS?(u)

S(mu)=mS(u)+ e

St 'on suppose, en particulicr,

]
M= - maq,
n

il vient S
mS(u)
S(mu)= — S
ow’
S(mu) . mS(u) .
m—1-+aS(mu)  m—i+z5(u)’
d’olr ‘

S(u) .z

m—1+25(u)  m—1

u,

en posant, pour abréger,
T=Al+Al+...+ A,

11 vient donc finalement

S(u)= — 5

al
1—u

m—1
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- . 1 . .
Ainsi, dans le casde M = 5 ma, les fonctions g;( ) existent el sont
rationnelles en «.

Donce, dans ce cas particulier, les séries (3) convergend.

-Je vais examiner plus particulitrement le cas oli 7z et « sont réels
posilifs et ot
: o AL, oy A,
sont réels positifs.
Je dis que dans ce cas tous les coefficients des séries (3) sont réels
positifs. :
“n effet, supposons ue cela soit vrai des

1 2 AP
i) Ai’ ceny .'\‘. y

je dis que cela sera vrai des A2,
En effet, les équations (4) s’écrivent

(mP—m)Af = C?.
(:? ¢st manifestement un polyndme entier a coefficients entiers positifs
par rapport & m, & «, aux A, A}, ..., A", Donc Cf est véel et pot
sitif.
D’autre part mf — m est réel positif.
Donc il en est de méme de A?. : C. Q. F. D.

CONVERGENCE DES SERIES FONDAMENTALES.
Reprenons les équations fondamentales
(2) gi(mu) = Ri[gx(u)],
et les séries fondamentales

(3)  gi(u)=ZAl@.
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Je vais chercher & former d'autres équations fondamenlales

(2) o (m'u)=R[g: ()],

qui seront satisfaites formellement par les séries fondamentales
DY ' — p
(3) o (u)=2 A/ ur.

Je vais chercher & m'arranger de fagon que les équations (2”) soient
de la forme particuliére qui a été intégrée dans le paragraphe précé-
dent et que chacun des coefficients A soit réel positif et plus grand
en valeur absolue que le coefficient correspondant A?.

La convergence des séries (3°) et par conséquent celle des séries (3)
sera ainsi ¢tablie.

Jobserve d’abord cue I'on peut toujours trouver deux nombres
réels et positifs, M et a, tels que, sil'on considére le développement des
deux fonctions

Jon 2. - ,.
R,-(.’l),, Loy ooy ‘L”) - I)i"‘lz‘ - Bi'ﬂ.Lg e B,""J,”

M2y + 2+, . .+ T,)?
)
P — (@ + X+ 2y)

suivant les puissances croissanles de &,y @, ...,0,, toul terme du
second développement soit réel positif et plus grand en valeur absolue
que le terme correspondant du premier.

1l importe d’observer que ces deux développements ne conliennent
ni terme indépendant des ¢, ni termes du premicr degré par rapporl

AUX 2.

Soient ¢ ct 3 deux nombres positifs que je me réserve de déterminer
plus complétement dans la suite. Je prendrai m’ = g¢.

Posons, pour abréger,

S = ¢, (1) + 5,(&) -+ 4, ().

Nous prendrons
1

< gBs*
Ri=gq 92(1&)—#?—_?—8-:
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de sorte que les équations (2”) s'écriront

: I 788
(2') 2:(qu)=qe,(v)+ :’2—_—@—5

Pour achever de déterminer les séries (3'), il faut encore se donner
y
les 2 coefficients
" " "
. A, AY, ., AL
Nous prendrons

no___ no__ — 3]
Al=A'=...=A].

n

. De plus A devra étre réel positif ¢t plus grand en valeur ahsoluc
que A}, A}, ..., Al :
11 résulte de la que I'on aura également
F(w)=g,(u),  Al=AP=..=AF.

L3

De plus toutes ces quantités A seront réelles et positives. Elles
satisferont & des équations analogues aux équations (4) et qui s'écri-
ront

() (¢ — ) A =C7,

C:” sera un polynome entier a coefficients réels et positifs par rapport
Aux (uantités

X 9 p—1{
AY, AR, L., AP

et 'on aura d’ailleurs

C’=Cr=...=C?.

n
Je supposerai

» 1
(6) g>1, 98 >M, B>«
Dans ce cas, sil'on envisage les deux fonctions
R[(.’L‘” Ly or ey '7;/1)7 R;-(CC.', Loy ey "I"n)

qu’on les développe suivant les puissances des z, chacun des termes dc
degré deux ou de degré supérieur 4 deux du développement de R; aura

Journ. de Math. (4° série), lome VI. — Fasc. IV, 18yo. 42
J .
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son coefficient plus grand en valeur absolue que le coefficient corres-
pondant de R;. (Je répéte que ce que je dis la ne s’applique qu’aux
termes de degré au moins égal & 2 et ne s'applique pas aux termes du
premier degré.) On peut conclure de la que la quantité appelée plus
haut C/ jouit de la propriété suivante.

Nous avons vu que C? est un polynéme entier par rapport aux
AM(h<p—1) et que C? est de méme un polyndme entier par rapport
aux A}(hSp —1). .

Eh bien, chaque coefficient du polynéme C? est plus grand en
valeur absolue que le coefficient correspondant de C?.

Cela posé, écrivons les équations (4)

h=n

(4) . mP AL~ ¥ BiaAl=CL.

h=1

Le déterminant de ces équations est égal & F(m?); appelons
EF;x(mr)

les divers mincurs du premier ordre de ce déterminant.
On tirera des équations (4) les équations suivantes

F(mP)AP =F,,(m?)Ch + K, ,(mP)Ch 4. ..+ 1, (m?)CE.

Par hypothése, F(m?) ne s’annule pour aucune valeur de p plus

grande que 1. D’autre part,
Fy p(m?)
F(mr)

considérée comme fonction de m? est unc fonction rationnelle dont le
numérateur est un polyndme de degré 7 —1 et le dénominateur un
polynéme de degré n. Donc, quand p tend vers I'infini, cette fonction
mrE; .
I
On peut donc trouver un nombre positif H, tel que

rationnelle tend vers o, et tend vers unc limite finie.

me Ty i(me)

K ( ’n/;) < 1-‘[’

et cela pour toutes les valeurs de £, & et p, sauf pour p =1.



SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 331

On a alors
(7) |mpP|AF| < H[|CY |+ |C|+...+| CIf].

Je supposcrai que I'on choisisse ¢ de telle sorte que

|ml

(8) ¢—9<5m

11 est toujours possible de choisir ¢ et § de fagon & satisfaire aux
conditions (6) ct (8).
Soit ¢, un nombre compris entre 1 et | m|.
Soit
_ log(nH)
Po= log|m[—Tlogq,
L'équation en ¢ _
g —ml_
9 zE=°
admet une racine supérieure & 1. Comme elle n’a qu’unc variation,
elle n'en admet qu'une. 11 est vrai que p, n'est pas en général un
entier, mais Laguerre a montré que la régle de Descartes s’applique
encore quand les exposants ne sont pas entiers.
D’ailleurs il est aisé de voir que, pour g >,

. 7"—9q
esl constamment croissant.
Soit donc ¢, cette racine plus grande que 1.
Je dis que, si I'on fait

'<q<go<’m” '<q<q”

I'inégalité (8) sera satisfaite tant pour les exposants p supéricurs & p,
que pour les exposants p inférieurs a p,.

En effet, pour p > p,, on a

Tt < <) < ()=
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et pour p < p,, on a

{m| _|mr|
n

¢’ = <40 <g&—9=Tx<5H

C.Q.F, b,

Une fois ¢ déterminé, il reste, pour satisfaire aux inégalités (6), a
faire

M
B > I_Z_q_, B > o.
Cela posé, je dis que :
|A7| < AP

En effet, supposons que cela soit vrai des
\ 3 p-s
Al, A}, ..., A,

je dis que cela sera vrai des A”.
En effet, les coefficients du polynéme C/ élant plus grands que ceux
du polynéme C?, on aura
|ICP 1< G,
d’olt
|G+ Ch+.. .+ C|<CP+ CP+.. .+ Cr =0},

puisque .

'p__ po___ 0
Cr=Ct=...=C".

L'inégalité () devient alors

IAPI< 2 Cp.

l m lp [4
D’autre part, I’équation (4’) donne

AP _CF
gy

ou, en tenant compte de (8),

(9) : |AP| < AY. C. Q. F, D.
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D’aprés le paragraphe précédent, les séries (3') convergent et, si
'on a ¢gard & l'inégalité (g), on verra que les séries (3) convergent
également. Elles définissent donc des transcendantes qui jouissent d'un
théoréme de multiplication et qui per conséquent sont uniformes.

Donc il existe des transcendantes untformes qui admetient un
théoréme de multiplication quelconque, pourvu que F(m) (détermi-
nant des équations 4 bis) soit nul et que F(mP) ne soit pas nul pour

p>1.

Si le déterminant des équations (4 bis) est nul, ainsi que ses mineurs
des & — 1 premiers ordres, ces transcendantes contiendront % con-
stantes arbitraires B,, Bq, ..., Ba- '

Elles en contiendront donc n, si tous les éléments du déterminant
sont nuls, c’est-a-dire si

Bi’,'= m, ’B,';‘=0 (izk).

FONCTIONS ENTIERES.

Nous avons vu que, si les fonctions R; se réduisent & des polyndmes
" entiers, les fonctions @,(u) sont des transcendantes entiéres.

Si, au contraire, les fonctions R; ne sont pas des polynémes entiers,
les fonctions ¢;(«) sont méromorphes, mais non holomorphes dans
tout le plan.

Mais, dans ce cas, on peut regarder chacune des fonctions ¢,(u)
comme le quotient de deux fonctions entiéres qui admettent un théo-
réme de multiplication.

Supposons, en effet, que les fonctions RR; soient des fractions ration-
nelles et réduisons ces fractions au méme dénominateur. Posons

P

b}
g

D
R2=. P, , iy Rﬂz .]¢,

n+q Pn+1 '

R, =

=

P,, Py, ..., Py, Pp., sont des polyndmes entiers par rapport a g, (%),

02 (U), oy Pau); les  premiers s’annulent quand ¢, (@), 9. (T), ...,
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,(u) s'annulent, et il est permis de supposer que P, sc réduit & 1
[)Olll‘

(1) = a() = = qa(0) =0,

Soit g le plus grand des degrés des polyndémes Py, Py, ..., P,.,.
Dans nos polynémes remplagons ¢, (%), 9.(u), ..., @,(%) par

—, =%, ..., =% ct multiplions-les ensuite par 57,  ; il viendra

Fn+t Fnt Sn+1

sZHP,,(f‘ L . ): Qi(54s Bay ooy Sy )
n41 Nhe1 ~R+1
Qs sera un polyndme homogéne de degré ¢ en 3,, 3y, ..., 3,4 qui
pourra contenir en facteur une puissance de z,,, si le degré de P,
est inféricur a ¢.

Posons maintenant

()
?i<u) T Y (1)

(i=1,2, ..., ),
les équations (2) deviendront

(4',) G (mu) Qi (), bae), oy b (), 1 ()] )
- 1+ ‘!“/H—i(lnu) - QrH—i[q’l(u)s %( !‘)? ceey "‘.‘n(u)s 1 +'~|{n+l(")]

Nous pouvons les remplacer par les suivantes :
Y(mu) = Q[P (), $a(w), -y Yu(w), 14 s ()]
(10) < (i=1,2,...,n),

| Yo (2 = Qua [0 (s B 1), ey )y 1 b ()] =1

S’il existe des fonctions ¢;(u) qui admettent le théoréme de multi-
plication exprimé par les équations (10 ), les fonctions

con o Yiw)
?"(u) Tk (e)

admettront le théoréme de multiplication exprimé par les équa-
tions (2).
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Or nous avons vu qu'il existe des fonctions uniformes qui admettent
un théoréme de multiplication quelconque, pourvu que certaines con-
ditions trés simples soient satisfaites.

Voyons si ces conditions sont remplies par les équations (10).

J'observe d’abord que

QH Q27 RS ) Qn et Qn+|"“l?

s’annulent pour

"Iﬁ = "P'-’ T = q/”: %-H = 0.

Développons alors les seconds membres des équations (10) suivant
. les puissances croissantes des ¢ et examinons les termes du premier
degre.

De méme que nous avons appelé plus haut B; ; Ie coefficient de ¢
dans le développement de R;, nous appellerons B;, le coefficient de 3,
dans le développement de Q;. On aura manifestement

] .
By, =B, (i, k=1,2,...,n),
B, =o0 (i=1,2, .., nyk=n+1),
Bfl+|,ll+l =9q.

Nous avons posé plus haut

B,,‘ - S BI.2 f,n
Fsy=| Ba Bau—S Bun ).
Bn,i Bn,2 o B/l,n -3

Nous poserons de méme,
B,,—S B,, ... B
"(8)=

......

PTHIEY
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Les conditions qui doivent étre remplies pour que le théoréme de
multiplication (10) soit possible sont les suivantes

(1 1‘) F(m)=o0, F(mr)2o (p>1).

Orona

F'(S)=F(8)(¢q —98).

De plus, les conditions fondamentales étant supposées remplies pour
les équations (2), on aura

F(m)=o, F(mr)Zo.

Les conditions (11) seront donc remplies pourvu que ¢ ne soit pas -
¢gal & une puissance entiére de m (la premiére puissance exceptée).

Lies fonctions §;(u) existent donc; ce sont des fonctions entiéres, et
I'on a

- $i(ue)
@[(l&) T+ "an(‘T)-’

ce qui montre que les fonctions 9;(«) sont bien égales au quotient de
deux transcendantes entiéres admettant un théortme de multipli-
cation.

(est ainsi que les fonctions elliptiques, par exemple, sont égales au
quotient de deux fonctions @, qui admettent, comme nous I'avons vu,
un théoréme de multiplication.

Iln'y a de difficulté¢ que si g cst unc puissance entiére de n2; mais
nous pouvons prendre pour ¢ soit le plus grand des degrés des poly-
nomes P, soit tout nombre entier plus grand; nous pouvons donc tou-
jours éviter que g soit unc puissance entiére de m.

.

THEOREMES CREMONIENS,

Un cas particulier digne d’intérét est celui ot le théoréme de mul-
tiplication défini par les équations (2) est crémonien. Voici ce que
jentends parla:
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Considérons les équations (2)

pi(mu)=R;[g(4), 92(4)y ) gu()]:

Résolvons ce systéme d’équations par rapport &

9.(u), @a(w), e 7a( ),

il viendra

0:(1)=S:[9: (ma), 92(ma), ..., gu(ma)].

Si les fonctions S; sontrationnelles, la substitution

[2:(w), p2(12)y --.y 9u(W0); @) (mu), goz(jnu), vory Pu(mu))

cst une substitution Cremona; je dirai alors que le théoréme de multi-
plication est crémonien.

Placons-nous dans le cas ou les quantités appelées plus haut B, ; ont
les valeurs suivantes ’ :

0 B["':‘- m, B,-,k=0 (lzk).
Dans ce cas les séries fondamentales (3) dépendent de n constantes
arbitraires
‘34) 327 M pn'

Si le théoréme défini par les équations (2) est crémonien et si de

plus on a
Bi,i: m, B,"]‘.: (e} (lz]f),

je dirai, pour abréger, que les fonctions

(p,(u),'go‘_,(u), o a(ue),

sont crémoniennes. Les fonctions crémoniennes méritent par leurs cu-
rieuses propriétés de retenir quelque temps notre attention.

Le cas le plus simple est évidemment celui ou la substitution Cre-
mona se réduit & une simple substitution linéaire, ¢’est-a-dire celui ou
les fonctions R; se réduisent au quotient de deux polyndmes du pre-

Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. IV, 18go. 43
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mier degré, le dénominateur étant le méme pour toutes les fonc-
tions R;. Mais ce cas ne présente pas d'intérét; car il est aisé de véri-
fier que les fonctions ;(«) se réduisent alors 4 la forme

Biu
T—au’

les & et les B étant des coefficients constants.

Nous ne nous occuperons donc que des fonctions crémoniennes cor-
respondant & des substitutions Cremona d’ordre au moins égal & 2.
Ces fonctions sont caractérisées par ce fait que

o (mPu), o,(mPu), ..., g.(m’u)

sont des fonctions rationnelles de

o(w)y @u(u)y, .oy @(u),

quand p cst un entier quelconque positif ou négatif.
Je me poseral d’abord la question suivante :
Peut-on disposer des n constantes

BH BE’ M Bu

qui entrent dans nos sérics fondamentales, de telle sorte que les fonc-
tions

o (@), ga(w)y -y ()

puissent prendre tel systeme de valeurs que Pon veut?
Soit, par exemple, .

¢ (u)=a,, g2(u) = @,, ety 9.(u)= a,

ce systéme.
Considérons alors le systéme

o () Bl o wls)
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Si nous appelons, pour abréger,

a,C, a,C, ..., aC,
ce (ue devient Je systéme
Gy Qay  ovvy Qpy

«quand on lui applique la transformation Crémona envisagée; si nous
appelons de méme

a,Cr a,Cr, ..., a,C?

ce que devient ce méme systéme quand on lui applique p fois cette
m¢éme transformation Cremona ; si nous appelons

a,C'y a,C', ..., aC,

ce que devient ce systéme quand on lui applique la transformation
Cremona renversée si nous appelons

a,C?, a,C? ..., a,C?

ce que devient ce systéme quand on lui applique p fois cette transfor-
malion renversée, il est clair que 'on aura

u .
—_— ) = ~P
?2<ml’> =a,C7,

R

Gn <%,) = a,C?.

Si p estentier positif et qu’on le fasse croitre au dela de toute limite,
les premiers membres de ces égalités tendront vers o, car les fonctions
9,(u) s’annulent avec u; on aura donc

lime,C?=lima,CG?=...=limag,C*?=0

(p =)
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Cette condition est donc nécessaire pour que l'on puisse disposer
des B8, de telle sorte que :

o (u)=a,, 0. ()= a,, ceey v.(u)=a,.

Je dis que cette condition est suffisante.

in effet, nous avons vu que g, 95, ..., 9, sont des fonctions de
Biu, Byu, ..., Bou qui peuvent se développer suivant les puissances
croissantes de ces variables pourvu que leurs modules soient assez
pelits.

Posons donc

zuz?q(?’«% Bzu_" sy pnu')’
Sa == CPz(Biua 62“) ceey |D’nu>a

|
o ,

Sp= ?n(pl u, Bﬂu) sy xenu)y

(12)

le détermimant fonctionnel des ¢ par rapporlt aux B;w ne swmule
pas pour & = o. On pecul donc tirer des équations (12)

_— Blu: '\L‘l(sn By ooy ;n),
Bzu: '{‘2(51) Tay vey Bn)s

(13)
! uu:'{"n(slazﬂ "')’:n)7

les fonctions Y pouvant se développer suivanl les puissances des s,
yourvu que le module de ces quantités soit assez petit, ¢’est-a-dirve pourvu
| q J l

(que 'on ait

[:'c{<.°1 152

<p o JEI<s
(Cela posé, des équations

(14) pi(n)=a; (i=71,2,..01)

nous pOl.l vOons tire['
" — Nep
»f,’<, l)>——a‘-(_.4 r,
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Si les conditions énoncées plus haut sont satisfaites, cest-a-dire si
'on a
lima;C-?=0  (pourp=o®),

on pourra prendre p asscz grand pour que
|e;C P < p (i=1,2,...,n),
et alors on aura, en vertu des équations (13),
Biu=my;(a,C7, a,C?, ..., a,C7);

on aura donc trouvé des valeurs de f,, B, ..., B, qui satisferont aux
équations (14). _ C. Q. F. D.

Appelons point analytique un systéme de n quantités quelconques,
par exemple le systéme @, a@,, ..., a,; appelons domainc un ensemble
quclconque de points analytiques,

La question que nous nous sommes poséc est la suivante :

‘Quand on donne 4 8,, 8., ..., B, toutes les valeurs possibles, 3, (),
9a(2t), ..., 9,(u) peuvent-ils prendre toutes les valeurs possibles, ou
bien le point analytique 9,(2), 9,(%), ..., 9, (%) reste-t-il compris
dans un certain domaine?

II résulte évidemment de ce qui précéde que, sil'on a

lima,C?=o,

quel que soit le point analytique @,, a,, ..., @,; les fonclions ¢ (u),
92(tt), ..., 9,(¢) pourront prendre toutes les valcurs possibles.
31, au contraire, les points analytiques qui jouissent de la propriéié

lima,C?=o,

appartiennent & un certain domaine D, le point analytique g, (),
9.(2), ..., 9o (u) restera compris dans ce domaine D.

Tout dépend donc des proprictés de la substitution Cremona. Je ne
crois pas que les substitutions Cremona aient été étudiées jusqu'ici
d’une maniére approfondie & ce point de vue spécial; d’autre part, les
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bornes de ce travail ne me permettent pas d’y insérer une étude aussi
délicate et aussi complexe. Je laisserai donc sans solution la question
suivante :

Comment peut-on reconnaitre si une substitution Cremona, appli-
quée une infinité de fois & un point analytique, fait tendre ce
point analytique vers un méme point limite quel que soit le point
analytique qui ait servi de poini de départ?

11 est clair d’abord qu’un point limite ne peut &tre qu'un des poinls
doubles de la substitution Cremona, c’est-a-dire un point analytique
satisfaisant & la condition

a,C=a,, a,C = a,, ey a,C=a,.
Qnit 40 A0 0 . .
Soit @}, ay, ..., a, un point double quelconque.

Mais tous les points doubles ne sont pas des points limites. Formons
I'équation suivante en S

d(a,C) S d(a,C) d{a,C)
da, da, da,
d(a,C) d(a,C) —S ... d(a,C)
da, da, ' da, =o,
dia,C) d(a,C) d(a,C) —S
da, da, da, )

cl faisons, dans le premier membre de cette ¢quation,

0
n?

a, = aj, a,= a,, ey a,=a
nous aurons une équation algébrique de degré nen S.
Ou bien les modules des racines de cette équation seront tous plus
grands que 1. '
Dans ce cas, on aura

limg;,C-*=a;, pourp =x,
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pourvu que | a; — a] | soit suffisamment petit et le point analytique a,
al, ..., a) sera un point limite de la substitution inverse C~'.

Ou hien les modules des racines seront tous plus petit que t, et I'on
aura

lime,CP=a]  (pourp=1wx),
pourvu que |a; — a] | soit suffisamment petit et le point a}, @}, ..., @,
sera un point limite de la substitution directe C.

Ou bien les modules des racines seront les uns plus grands et les
autres plus petits que 1, et le point a}, a3, ..., @, ne scra pas un point
limite, ni pour C, ni pour C-'.

Il y a licu, en outre, de considérer les points limites oscillants. J’ap-
pelle ainsi les points qui sont des points limites pour une puissance
entiére positive C? de C sans étre des points limites pour C.

Il est clair que, siune substitution C~* posstde plusieurs points li-
mites ou plusieurs points limites oscillants, on ne pourra pas avoir

lime,C*=o0 (p==),

quel que soit le point analytique initial a,, a,, ..., a,.

Il doit étre facile de construire des substitutions Cremona qui ad-
mettent plusieurs points limites. Si Pon appelle ¢, (%), ¢.(u), ...,
9, () les fonctions crémoniennes correspondantes, le point analytique
¢ (), @2(u), .., pu(u) restera compris dans un certain domaine D.

Il est & remarquer que ce domaine D reste le méme quel que soit «,
caril est défini par la condition

lima,;C?= o,
ol  n'intervient pas.
Je suis parvenu également a former des substitutions Cremona C—'
qui n’ont qu'un point limite o, o, ..., et qui sont telles que

limg,C-?= o,

quel que soit le point analytique @, @,, ..., a,, sauf pour des points
ou des lignes exceptionnels. Les fonctions crémoniennes correspon-



344 ' H. POINCARE.

dantes sont donc telles que g, (#), 9,(«), ..., 9,(z) peavent prendre
toutes les valeurs possibles. On trouvera ces exemples plus loin.

Dans le doute, je me hornerai & appeler D le domaine ot le point
analytique ¢, (#), 9,(%), ..., ¢,(@) reste compris sans exclure le cas
ol le domaine D comprendrait tous les points analytiques possibles,
sauf quelques points exceptionnels.

PROPRIETES DES FONCTIONS CREMONIENNES.

Reprenons les équations

L2

g ‘|=?|<@lua le" LR Bnu))
(12) i

............................

5= ?a(Bn% Bau’ Y ﬁ,,u);

d’oll nous avons lré

{34u:_—. q),(zl, Bgy vney zn),
(13) Bau=1a(51) 55 ooy T),
H

-------------------------

Bate = 1u(5yy 545 v ey 50),

et proposons-nous d’¢tudier les fonctions 4.
Nous avons vu d’abord que, si

[5i|<r°,

ces fonctions peuvent se développer suivant les puissances croissantes
des z : ce sont donc des fonctions uniformes des s.

En sccond lieu, ces fonctions ¢, d’aprés leur définition, n'existent
qu'a 'intérieur du domaine D.

Je dis qu'a I'intérieur de ce domaine toul entier, c’est-a-dire par-
lout ott elles existent, elles sont uniformes.



SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 345

On a, en effet,
Biu = %(Zu Byy ooy Zn): m”‘%(zu C-2, 5GPy .., znc—p)'

Si le point analytique z,, z,, ..., 3, appartient au domaine D, on
pourra prendre p assez grand pour que’

|3, CP|<p (k=1,2,...,n).

Alors B;u est une fonction uniforme de z,C?, 3,C?, ..., 5,C".
Mais z,C-?, 3,C»7, ..., 5,CP sont des fonctions rationnelles de z,,
gy - ++y 5, Done B;u est une fonction uniforme de z,, z,, ..., 2,.

Ainsi les fonctions §; sont uniformes.

Cherchons quels sont les points ot ces fonctions {; deviennent indé-
terminées.

Si p est assez grand pour que

Nal7r<Le (k=1,2,..., n),

B;u est une fonction uniforme et déterminée des s, C—7. Pour que f;u
soit unc fonction indéterminée des 5y, il faut donc que les 3, C—7 soient
des fonctions indétermincées des 3, ce qui peut arriver :

1° Si les 5,7 sont fonctions indéterminées des z,C—7+';

20 Si les z,CP*+' sont fonctions indéterminées des 5% C—r+2;

p° ou enfin si les 2, G~ sont fonctions indéterminées des z.

Or la substitution C étant une substitution Cremona, les z;C sont
des fonctions rationnelles de 3,, ., ..., 3,; ces fonctions rationnelles
ne peuvent devenir indéterminées que si leur numérateur et leur déno-
minateur s’annulent a la fois.

Or cela arrive en certains points qui sont connus sous le nom de
points fondamentauz de la substitution C.

Si pour

- — ,-— —
By =0y, Ty == Ogy secy Sp = Op,y

le numérateur et le dénominateur de 'une au moins des n fonctions.
rationnelles
.
5C, zGC, ..., zC

Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. IV, 18go, /4-/4-
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‘s’annulent 4 la fois, le point analytique o,, a,, ..., &, est un point
fondamental de la substitution C.
De méme, si, pour

Si=Yn Sa = Yoy sy Sn="ns

le numérateur ct le dénominateur de I'une au moins des n fonctions
rationnelles
3,CY, 5, G, ey 5, G,

s'annulent & la fois, le point analytique y,, ¥s, ..., Y» €St un point
fondamental de C—'.
Pour que les 3, C~?** soient fonctions indéterminées des z, C—r+/+!
q )

il faut donc et il suffit que I'on ait

Zx (:—IH—/H-I — .\‘,’”
le point analytique y,, v, .. ., ¥» ¢tant I'un des points fondamentaux
de C', ou hien

Sp= 'Y/;Cp_,‘_' .

Pour que les 3,C7 soient fonctions indéterminées des z,, il faul
donc que l'on ait

o= Y/f
ou
Sp= chy
ou
5= 1 C%,
ou
sp=y; Cr.

Enfin, pour que les fonctions {, soient indéterminées, il faut que 'on
ait ou bien
5=, 5, = Ya, e 0= Y
ou hien
z,=1,C, =10, e =Y.,

¢ étant un entier positif.
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En d’autres termes, les points d'indétermination des fonctions ¢,
sont les points fondamentaux y,, y,, ..., v, de C~* et leurs transformés
par les diverses puissances entiéres positives de C.

Je terminerai ce qui regarde les fonctions ¢ en disant qu’elles ne
peuvent avoir de point singulier essentiel & l'intérieur méme du do-
maine D, mais seculement sur les limites de ce domaine. Dans le cas
particulicr que nous n’avons pas exclu, oi le domaine D comprend
tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exception-
nels, ce sont ces points exceptionnels qui serviront de limite au do-
maine D et qui seront les points singuliers essentiels des fonctions ¢;.

Cherchons maintenant quelle relation il y a entre

0, (o), @a(Uo)y vy @u(y)

cl

oi(uy), 9a(ur)y oo gu(uy),

u, et u, ¢tant deux valeurs quelconques de «.

Je dis que ¢;(u,) est une fonction uniforme de ¢, (z,), 92(%,), -,
%,(u,) tant que le point analytique 9,(u,), 9.(1y), ..., 9,(#,) sera
compris dans le domaine D.

En cffet, d’aprés ce qui précéde,

Biuy, Bategy, ..y Balig
sont des fonctions uniformes de
9 (%) ¢2(%o)y vy PalUy).
Biuy, Bawry, ...y Bou

sont fonctions uniformes de

D’autre part,

u,

Blum quo, rrey Bnu'o ct “o

Enflin
o)y ), ooy gl

sont fonctions uniformes de

kelun pzun vy Bnuc-
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Donc

?l(ua)f ?2(“1)7 ceey '*Pu(uc)

sont fonctions uniformes de

iy

?a(uo)y ?2(“0)’ ceny ?n(uo)7 —

Uy

Appelons P, le point analytique

?i(uo)y ?2(“0)7 | veey ?u(uo)

et P, le point analytique

?c(u|>7 ?2(“1)’ ey ?n(ua)-

Nous voyons d’abord que, si I'un des deux points P, et P, appar-
tient au domaine D, il en est de méme de I'autre; d’autre part, les
coordonnées de P, sont fonctions uniformes de celles de Py, ct les
coordonnées de P, fonctions uniformes de celles de P,.

En d’autres termes, la correspondance entre Py ct P, délinit une
transformation biuniforme du domaine D en lui-méme.

N - . . . . u
Cette transformation biuniforme devient birationnelle quand = est
[
une puissance entiére positive ou négative de m. II n’en est pas de
A o s u . . ' o .
méme en général si — est quelconque; car les points d'indétermination
()
des coordonmnées de P, considérées comme fonctions des coordonndées
de P, sont en général les mémes que les points d'indétermination des
fonctions . :
Tout me porte & croire que les transcendantes qui définissent les
coordonnées de P, en fonctions des coordonnées de P, n'cxistent en

général que dans le domaine D. Toutefois je n’ai pu le démontrer
rigoureusement; il y a certainement au moins un cas d’exception,

. “u . ,
Juisque, sl — est une puissance de m, les coordonnées de P, sont fonc-
I A ] :

tions rationnelles de celles de P,. Mais il est possible (et méme pro-
bable) qu'il n’y en ait pas d’autre.
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Cherchons maintenant & exprimer

o (u), u(u)y .o gu(w)
9u(u);, 9a(u); .oy @u()

en fonctions de

ct de u.
En premier lieu,

Biu, Bou, ..., Buu
sont fonction.s uniformes de
pi(u)y pa(u)y ooy Gu(u).
D'ailleurs ¢, (), ¢,(), - .., §,(u) sont fonctions uniformes de
By By ooy Bu et w
o (), ga(u)y ony gu(@)

sont fonctions uniformes de

Donc

g (w), @.(u), ..., @.(w), u

)’autre part, si nous posons
Blu::u'l’ 5215:“27 SRR ) IG,,N:II,,,
o;(u) devient unc fonction de » variables u,, u,, ..., #,, ct l'ona

9 (1) =9,(tty, sy o, )4

d’oli
' - d!.?l dt?, I"U (['.J,' s
. v (=P g0 + b g+ B g
d’otl
' (l‘{q dl?, ([q,
us,(1)=u, i, + u, Tu, +. o+ Un Ju

ce qui montre que « g;(u) est une fonction de u,, w,,

ool i, Ouy ce
qui vevient au méme, de 8, u, B,u, ..., B, u.
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Mais

Blu’ Bau’ (RS ?‘nu
o (w)y ge(u)y ooy 9a(u).

sont fonctions de

Donc u9;(u) cst une fonction de

2i(@)y a(u)y oy 9a(®)

Ainsi les fonctions ¢;(u) satisfont & un systéme d’équations diffe-
ventielles de la forme suivante

ug,(u)=F[9,(«), (), - .., 3u(@)],-
ug,(u)=F.[9,(u), o)y «- s 2 ()],

ug ()= B[, (1), ga(t)s -, 2a(0)]

les fonctions F; étant des transcendantes wuniformes dans le do-
maine D.

Ces transcendantes uniformes admettront mémes points d’indéter-
mination que les fonctions .

Jai dit plus haut que les fonctions ¢ n’existent que dans le do-
maine D. Ccla demande quelques mots d’explication. Supposons, par

exemple, que
q’n "I’:n vy "Pn

existent dans le domaine ¢ défini par les inégalités

50— 51 <pus |52 — 33 < pay sy |50 — 5, | < pu)y

30y Say ooey By Pry Pay -+ oy P Ctant des constantes.

Les {; devraient étre développables & U'intérieur de cc domaine sui-
vant les puissances des 5, — 5.

Supposons que le domaine & soit situé en partie & lintéricur de D,
cn partie a 'extérieur de D.

Clest 1a ce qui devrait arriver si les fonctions ¢ pouvaient étre pro-
longées au deld du domaine D.
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Reprenons les fonctions

"P (ﬁlu’ Bglt, 7@ u)r
2:(Bi, Bagy .o ﬁnu),

2(Br 2, Bzu, oo ﬁnu)

ct substituons-y ¢,, {y, ..., Y, & la place de B, «, B,u, ..., B,u; nous
VEIrons @, ¢, ..., 9, devenir fonctions de z,, z,, ..., 5,.

Dans le domaine &, nous savons que $,, $a, ..., §, sont fonctions
holomorphes de z,, 2, ..., 5,; donc ¢, §s, ..., ¢, restent finis dans
cc domaine. -

D’autre part, nous savons que, quelles que soient les quantités £, «,
B.u, ..., B,u, pourvu qu'elles soient finies, les fonctions g,, ¢, ...,
¢, sont méromorphes et le point analytique ¢,, 9,, ..., 9, reste dans
le domaine D.

Donc, quand le point z,, z,, ..., 3, restera dans le domaine 9, les
quantités @, seront fonctions méromorphes des z, et le point ¢,, ¢,, ...
o, restera dans le domaine D.

Mais, d’aprés la définition des fonctions ¢ et ¢, on aura, dans la
parm de ¢ qui appartient & D et par conséquent dans tout le do-
maine

@) =3 Q2= 34, ceoy Prn= Zp.

Le point ¢, ¢4, ..., ¢, ne sortant pas de D, il doit en étre de méme
du point z,, 3,, ..., 3.

Donc il est impossible qu’une partie de 8 soit extérieure & D.

Donc les fonctions ¢ n’existent pas en dehors de D, C. Q. k. D.

Les fonctions ¢ sont donc uniformes partout ou elles existent.

Nous avons donc des fonctions uniformes de n variables z,,
Zay oy 5, qui sonl muliiplices par un facteur constant m quand ces
variables subissent une substitution Cremona donnde.

Y

Le rapport de deux fonctions ¢, par exemple £, demeurc inaltéré
I\.

par la substitution Cremona.
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b
bi

de D et est par conséquent uniforme partout ot clle existe; je n'en ai
pas toutefois de démonstration rigourcuse.

Toules les fois qu’on pourra le démontrer, on saura construire unc
fonction uniforme qui n’est pas altérée par la substitution Cremona.

Clest ce qui arrivera en particulier toutes les fois que le domaine D
comprendra tous les points analytiques possibles, sauf quelques points
exceptionnels.

Je dis que toute fonction uniforme F des z, n’existant que dans le
domaine D et inaltérée par la substitution Cremona, est unc fonction
rationnelle des rapports des quantités ¢,, §,, ..., Yy, si elle est méro-
morphe dans le domaine D.

En effet, nous avons

Tout me porte & croire que la fonction * n’existe pas en dchors

(2,20 000y 50)
[ l(Yn q’ea seey ¢n)7?2(4’17 4/2, sery %), eery ?n(q)n '{J:n ey "Pﬂﬂ‘
Celte égalité montre que I est une fonction uniforme de ¥,

Doy evy Ly
Quand les z subissent la substitution Cremona,

o by o b
my,, ms, ..., my,

sc changent en

et I ne change pas.
Si I¥ est une fonction méromorphe des z, ce sera aussi une fonction
méromorphe des ¢, et nous aurons, dans le voisinage du point

"!’1:4’2:?-':4’:;:05

nous aurons, dis-je,

F=

b

3

S, et 8, étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
des .
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. S .
[.c quoticnt ¢ ne doit pas changer quand on change

S,
"IJH "!"." MRS | 4’/1,
myy, mby, .., my,.

Et ecla ne peut arriver que si les deux séries S, et S, se réduisent &
des polyndmes entiers homogénes de méme degré en ,, 4, ..., Y.
€. Q. F. D.

en

EXEMPLES PARTICULIERS.

Jai cherché & former des exemples pour lesquels le domaine D
comprend tous les points analytiques possibles, sauf quelques points
exceplionnels.

Les premiers exemples que j'ai oblenus m'ont été fournis par des
substilutions Cremona qui peuvent étre ramenées & la forme

L S8 3+ B “n:n‘*‘ﬁu)’
3+ 0

/

(- - = s 5
gy Suy ey Spy T2 R . <
\ Y131+ 0 Y23 2 {n¥n—t 0y

les a, B, v, ¢ étant des constantes, ou dont une puissance peut Glre
ramenée & celle forme.

Les fonctions g, correspondantes sont rationnelles; ce cas ne pré-
sente donce aucun intérét.

Paivéussi ensuile & former un exemple un peu plus général.

Considérons deux variables seulement et, afin d’éviter les indices,
représentons-les par « et y et non plus par z, ct z,.

[invisageons ensuite la substitution Cremona

oy L ay + b\
Y i—fz cy+d)

ne est le nombre que nous avons loujours appel¢ ainsi; 8 est une con-
stante; enfin @, b, ¢, d sont des polynémes enticrs en x; je suppose
([ue, pour & = o, on ait

b=o, a=m, d=r, r=c,.

Journ. de Math. (4° sévie), tome VI. — [fasc. 1V, 18ga. no
1 9
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Si je désigne par C cette substitution et que je pose, pour abréger,

v=xzC, y=yC,
nous aurons
. max ,__ay+b
r= y = - .
1— B cy +d

Nous tirerons de 1

z! _dy'— b
m+ Bz’ T —ty' +a

Or a, b, ¢, d sont fonctions enti¢res de 2 el par conséquent fone-
tions rationnelles de #’. Donc z et y sont fonctions rationnelles de
ety

" Notre substitution est donc bien birationnelle.
Je dis que cette substitution admet quatre points doubles,
n cffet, pour que I'on ait

Or la substitution homographique

2 mx \
o — B

/

admet dcux points doubles, qui sont

Si Pon fait # = o, il vient

. omy
Y= L Coy

ct la substitution homographicue

' , my
ro28)
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a deux points doubles qui sont

m—1

y=0 y=—"

Si 'on fait # = [_éma les quatre polyndémes a, b, ¢, d prennent

certaines valeurs a,, b,, ¢, d,, ct la substitution homographiquc
ay + b,
(o 552)
admet deux points doubles, que j'appellerai
Y=Y Y =Y

Notre substitution Cremona a donc quatre points doubles

m—1
r=y=o, T=0,  p=

| —m i '
= Y=y,

€= 5 ) Y=y,

Avant d’aller plus loin, examinons ce qui se passe dans le voisinage
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