
I n t r o d u c t i o n .  

Le travail qui va suivre et qui a pour objet l'6tude du probl~me 
des trois corps est un remaniement du m6moire que j'avais pr6sent6 au 
Concours pour le prix institu6 par Sa Majest~ le Roi de Suede. Ce 
remuniement ~tait devenu n~eessaire pour plusieurs raisons. Press6 par 
le temps, j'avais dfi 6noncer quelques r6sultats sans d6monstration; le 
lecteur n'aurait pu, ~ l'aide des indications que je donnais, reconstituer les 
d6monstrations qu'avec beaucoup de peine. J'avais song6 d'abord ~ publier 
le texte primitif en l'accompagnant de notes explicatives; mais j'avais 6t6 
amen6 ~ multiplier ces notes de telle sorte que la lecture du m6moire 
serait devenue fastidieuse et p6nible. 

J'ai done pr6f6r6 fondre ces notes dans le corps de l'ouvrage, ce 
qui a l'avantage d'6viter quelques redites et de faire mieux ressortir 
l'ordre logique des id6es. 

Je dois beaucoup de reconnaissance ~ M. PHRAGMI~N qui non seule- 
ment a revu les 6preuves avec beaucoup de soin, mais qui, ayant lu l e  
m6moire avec attention et en ayant p6n~tr6 le sens avec une grande 
finesse, m'a signal6 les points oh des explications compl6mentaires lui 
semblaient n6cessaires pour faciliter l'enti~re intelligence de ma pens6e. 
Je lui dois la forme 616gante que je donne au calcul de $7' et de TT' 
la fin du w 12. C'est m6me lui qui, en appelant mon attention sur un 
point d61icat, m'a permis de dgcouvrir et de rectifier une importante erreur. 

Dans quelques-unes des additions que j'ai faites au m6moire primitif, 
je me borne ~ rappeler certains r6sultats d~j~ connus; comme ces r6sultats 
sont dispers6s dans un grand nombre de recueils et que j 'en fais un 
fr6quent usage, j 'ai cru rendre service au lecteur en h i  6pargnant de 
fastidieuses recherches; d'ailleurs je suis souvent conduit '~ appliquer ces 
th6o%mes sous une forme diff6rente de celle que leur auteur leur avait 
d'abord donn6e et il 6tait indispensable de les exposer sous cette nouvelle 
forme. Ces th6or~mes acquis, dont quelques-uns sont m~me classiques 
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sont d6velopp~s, /~ c6t6 de quelques propositions nouvelles, dang le cha- 
pitre xer (X ~re partie). 

Je suis bien loin d'avoir r6solu compldtement le probldme que j 'ai 
abord6. Je me suis born6 g d6montrer l'existence de certaines solutions 
particuli~res remarquables que j'appelle solutions p6riodiques, solutions 
asymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. J'ai 6tudi6 plus 
sp6cialement un cas particulier du probldme des trois corps, celui off 
rune des masses est nulle et off le mouvement des deux autres est 
circulaire; j'ai reconnu que dang ce cas leg trois corps repasseront une 
infinit6 de lois aussi pros que l'on veut de leur position initiale, g moins 
que leg conditions initiales du mouvement ne soient excep~ionnelles. 

Comme on le volt, ces r6sultats ne nous apprennent que peu de 
chose sur le cas g6ndral du probl~me; mais ce qui peut ]eur donner 
quelque prix, c'est qu'ils sont 6tablis avec rigueur, tandis que le pro- 
blame des trois corps ne paraissait jusqu'ici abordable que par des m6- 
rhodes d'approximation successive off 1'on faisait bon march6 de cette 
rigueur absolue qui est exig6e dang leg autres parties des math6matiques. 

Mais j'attirerai surtout l'attention du lecteur sur leg rdsultats n6- 
gatifs qui sont d~velopp~s /~ la fin du m~moire. J'~tablis par exemple 
que le probl~me des trois corps ne comporte, en dehors des int6grales 
connues, aucune int6gralc analytique et uniforme. Bien d'autres circon- 
stances nous font prdvoir que la solution complete, si jamais on peut la 
d6couvrir, exigera des instruments analytiques absolument diff6rents de 
ceux que nous poss6dons et infiniment plus compliqu6s. Plus on r6fl6- 
chira sur leg propositions que je dSmontre plus loin, mieux on comprendra 
que ce probldme pr6sente des difficult6s inouies, quc l'insuccds des efforts 
ant6ricurs avait bicn fait pressentir, mais dont je crois avoir mieux encore 
fair ressortir la nature et la grandeur. 

J'ai fair voir 6galement que la plupart des s6ries employ6es en m6- 
canique c6leste et en particulier cellcs de M. LINDSTEDT qui sont lcs plus 
simples, ne sont pas convergentes. Je serais d6sold d'avoir par 1/~ jet6 
quelque discr6dit sur leg travaux de M. IANDSTEDT OU gur leg recherches 
plus profondes de M. GY~O~N. Rich ne strait plus 61oignd de ma pens6e. 
Leg m6thodes qu'ils proposent conservent toute leur valeur pratique. On 
gait en effet le parti qu'on peut tirer dang un calcul num6rique de 
l'emploi des s~ries divergentes et la s6rie fameuse de STIRLING cn est un 
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exemple frappant. C'est grace ~ une circonstance analogue que les d6- 
veloppements usit6s en m6canique c61este ont rendu d6j~ de si grands 
services et sont appel6s ~ en rendre de plus grands encore. 

L'une des s6ries dont je feral usage plus loin et dont je d6montrerai 
d'ailleurs la divergence, offre une grande analogie avee un d6veloppement 
propos6 par M. BOHLIN h l'Acad6mie de Stockholm le 9 mai i888. 
Comme son In6moire n'a 6t6 imprim6 que quelques mois plus tard, je 
n'en avais pas connaissance ~ l'6poque de la fermeture du concours, c'est 

dire le I er juin I888. Je n'ai donc pas cit6 le nom de M. BOHLIN, 
je m'empresse de lui rendre ici la justice qui lui est due. (Cf. Suppl6-  
m e n t  aux  com pte s  r e n d u s  de l 'Acad6mie  de S t o c k h o l m ,  Tome 
I4 et A s t r o n o m i s c h e  N a c h r i c h t e n ,  N ~ 2883.) 



P r e m i i ~ r e  p a t t i e .  

G ~ n ~ r a l i t ~ s .  

C H A P I T R E  I. 

Propri6t6s g e n 6 r a l e s  des equations differentielles. 

(i) 

g 1. Notations et ddflnitions. 

Consid6rons un syst6me d'6quations diff6rentielles: 

da*. 
dz"-'-t ~ -  X 1 ,  dz----2 ~--- X 2 - -  X n ,  
d t  d t  ~ " ' "  ' d t  

oh t repr6sente la variable ind6pendante que nous appellerons le temps, 
xl ,  z~, . . . ,  x. les fonctions inconnues, oh enfin X1, X ~ , . . . ,  Xn sont des 
fonctions donn6es de xl,  x ~ , . . . ,  xn. Nous supposons en g6n6ral que les 
fonctions X~, X, ,  . . . ,  X. sont analytiques et uniformes pour toutes les 
valeurs r6elles de x I , % , . . . ,  x.. 

Si l'on savait int6grer les 6quations (I), on pourrait mettre le r6sultat 
de l'int6gration sous deux formes diff6rentes; on pourrait 6erire: 

( ~ )  zl = ~,l(t, 0 1 ,  c , , . . . ,  On), ~ ,  = ~,(t,  q ,  c , , . . . ,  c . ) ,  . . .  

x,, --'-- 9,,, (t , C,, C , , . . . ,  C,,), 

C,, C ~ , . . . ,  G. d6signant les constantes d'int6gration. 
On pourrait 6erire encore, en r6solvant par rapport ~ ees eonstantes: 

(3) 

c, = F , ( t , ~ , , z , , . . . , z . ) ,  

c ,  = F , ( t  , ~ 1 ,  ~ , ,  . . . ,  x . ) ,  

c .  = F . ( t  , x ,  , z ,  , . . . , x . ) .  
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Pour  6viter toute confusion, nous dirons que ]es 6quations (2)reprd- 
sentent la solution gdndrale des 6quations (~) si les constantes C y restent 
arbitraires et qu'elles reprdsentent une solution particulidre s[ on y donne 
aux C des valeurs num6riques. Nous dirons d'autre part  que dans les 
6quations (3), F~, F~,  . . . ,  F~ sont n intdgrales particuli~res des ~quations 
(I). Le sens des roots solution et int~grale se trouve ainsi enti6rement fix6. 

Supposons que l 'on connaisse une solution particuli6re des dquations 
(t) qui s'6crira: 

(4 )  xl = ~91(~), Z 2 = J92(~ ) , �9 �9 �9 , ~,/, = Jgn( t  ), 

On peut se proposer d'6tudier les solutions partieuli6res de (i) qui 
diff6rent peu de la solution (4). Pour  eela posons: 

z ~ = ~ l + ~  ,, x ~ = ~ + ~  , . . . ,  x . = ~ A - ~  

et prenons pour nouvelles fonctions inconnues $1, ~ 2 , ' " ,  ~" Si la so- 
lut ion que l'on veut 6tudier diff~re peu de la solution (4), les $ sont 
tr6s petits e t  nous en pouvons n6gliger les carr~s. Les 5quations (I) 
deviennent alors, en n6gligeant les puissances sup6rieures des $: 

d$i dXi ,dX~ ~ dX, 
( 5 )  d~ - -  d .  l ~1 + ~ ~2 + �9 ~ * + ~ x  n ~n" (i=1,~ . . . . . .  , 

dXi 
Dans los d6riv4es d-~[' les quantit4s x l ,  x . ~ , . . . ,  x~ doivent dtre rem- 

plac6es par ~ l ( t ) , ~ 2 ( t ) , . . . , ~ n ( t ) ,  de sorte que ces d~rivdes peuvent 
~tre regard6es comme des fonctions connues du temps. 

Les 6quations (5) s 'appelleront les dquations aux variations des ~qua- 
tions (I). On volt que les 6quations aux variations sont lin6aires. 

Les 6quations (i) sont dites canoniques lorsque les variables x sont 
en hombre pair n = 2p, se r@art issant  en deux sdries 

X 1 ~ X 2 ,  �9 . . , X p  

Yl, Y~ , ' " ' ,  Yp, 

et que les dquations (I) peuvent  s'dcrire: 

dzi dF 
dt dyi 

Aeta  matium~at@a. 13. Imprim6 le 28 avril 1890. 

dyi __ dF 
dt dz~ 

(~, = 1, ~, . . . ip)  

2 
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Elles ont alors la forme des 6quations de la dynamique et nous dirons, 
b~ l 'exemple des Anglais, que le syst6me d'6quations (6) comporte p 

degrds de libertd. 
On salt que ce syst6me (6) admet une intdgrale dire des forces vires: 

~ c o n s t .  

et que si l 'on en connait p ~ I autres, on peut eonsid6rer les 6quations 

canoniques comme compldtement int6grdes. 
Consid6rons en particulier le cas de n = 3; nous pourrons alors 

regarder m~, x 2 et ~:~ comme les coordonn6es d'un point P dana l'espace. 

Les 6quations: 

dx 1 _ X1 ' dx~ _ X~, dz~ 
( 6 )  d t  dt  - 

d6finissent alors la vitesse de ce point P en fonction de ses coordonn6es. 

Consid6rons une solution partieuli6re des 6quations (i) 

X 1 ~'~'~-- ~ 9 1 ( t ) ,  X 2 = 9 % ( t ) ,  x3 = 9 % ( t ) .  

Lorsque nous ferons varier le temps t, le point P d6crira une certaine 
courbe dans l'espace; nous l 'appellerons une trajecioire. A chaque so- 
lution particuli~re des 6quations (I) correspond donc une trajectoire et 

r6ciproquement. 
Si les fonctions X1, X~ et X 3 sont uniformes, par chaque point de 

l'espace passe une trajectoire et une seule. I1 n 'y  a d'exception que si 
l 'une de ces trois fonctions devient infinie ou si elles s 'annulent toutes 
les trois. Les points oh ces cas d'exception se prdsenteraient s 'appelleraient 

points singuliers. 
Considdrons une courbe gauche quelconque. Par chacun des points 

de cette courbe passe une trajectoire; l 'enselnble de ces trajectoires con- 

stitue une surface que j 'appellerai  surface-trajectoire. 
Comme deux trajectoires ne peuvent se couper sinon en un point 

singulier, une surface-trajectoire qui ne passe en aucun point singulier 

ne peut ~tre couple par aucune trajectoire. 
Nous aurons frdquemment dans la suite ~ nous occuper de la question 

de la stabilitY. I1 y aura stabilitY, si les trois quantit6s xl, x 2, x 3 restent 
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inf6rieures b~ certaines limites quand le temps t varie depuis - - o z  jusqu'h 
-4- oo; ou en d'autres termes, si la trajectoire du point P reste tout eH- 
ti6re clans une r6gion limit6e de l'espace. 

Supposons qu'il existe une surface-trajeetoire ferm6e S; cette surface 
partagera l'espace en deux r~gions, l 'une int6rieure, l'a.utre ext6rieure, 
et aucune trajectoire ne pourra passer d 'une de ces r6gi0ns dans l'autre. 
Si done la position initiale du point P est dans la r~gion intdrieure, ce 
point y restera 6ternellement;  sa trajectoire sera tout enti~re ~ l'int6- 
r ieur de S. I1 y aura done stabilit6. 

Ainsi la question de stabilit6 se ram6ne h, la recherche des  surfaces 
trajeetoires ferm6es. 

On peu t  varier ce mode de repr6sentation gdom6trique; supposons 
par exemple que l'on pose: 

= 

= , 

= 

l e s r  6rant des fonctions de z qui sont uniformes pour toutes les valeurs 
r6elles des z. Nous pourrons considgrer non plus x I , x 2 , x~, mais 
z l , z  2 , z~ comme les coordonn~es d'un point clans l'espaee. Quand oil 
connaitra la position de ce point, on connaitra z~, z2, zz et par cons6- 
quent x l ,  x ~ ,  x a. Tout ce que nous avons dit plus haut reste exact. 

I1 suffit mgme que les trois fonctions r restent uniformes dans un 
certain domaine, pourvu qu'on ne sorte pas de ce domaine. 

S i n  > 3, ce mode de repr6sentation ne peut plus 6tre employ6 en 
g6n~ral, ~, moins qu'on ne se r~signe ~ envisager l'espace ~ plus de trois 
dimensions. I1 est pourtant un cas oh la difficult6 peut ~tre tourn6e. 

Supposons par exemple que n----4 et qu'on connaisse une des intS- 
grales des 6quations (i). Soit: 

( 7 )  

eette int5grale. Nous regarder6ns la eonstante d'intd~gration C comme 
une donn6e de la question. Nous pourrons alors tirer de l'~quation (7) 
une des quatre quantitSs xl ,  x . ,  x..,, x 4 en fonction des trois autres, ou 
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bien encore trouver trois variables auxiliaires z~, z~, z~ telles qu'en 
faisant: 

~, = r  ~ ,  ~3), ~ --- r  ~ ,  z~), 
�9 ~ = r  z~, ~ ) ,  ~, = r  ~ ,  ~ ) ,  

on satisfasse ~ l'dquation (7) quelles que soient les valeurs de z~, z2, z 3. 
I1 arrivera souvent qu'on pourra choisir ces variables auxiliaires z de 
fagon que les quatre fonctions r soient uniformes, sinon pour routes les va- 
leurs r6elles des z, au moins dans un domaine d'olt on n'aura pas ~ sortir. 

On pourra alors repr6senter la situation du syst6me par un point 
dont les coordonndes dans l'espace seront z~, z~ et z~. 

Supposons par exemple que l'on ait des dquations canoniques avec 
deux degrds de libert6: 

d% dF  dz~ __ J F  
d~- ----- dy-~z' dt cly~' 

d?5 dF dy~ dF  
dt da, t dt dx, 

Nous aurons quatre variables x,, x~, y , ,  y , ,  mais ees variables seront 
lides par l'6quation des forces vires: 

F ~  C, 

de sorte que si nous regardons la constante des forces vires C comme 
connue, il n'y aura plus que trois variables ind@endantes et que la re- 
p%sentation g6on%trique sera possible. 

Nous distinguerons parmi les variables x 1 . x ~ , . . . ,  x., les variables 
lindaires et les variables ang~daires. I1 pourr't arriver que les fonctions 
X t , X 2, . . . ,  Xn soient routes pdriodiques par rapport ~ l'une des variables 
x~ et ne changent pas quand cette variable augmente de 2~. La variable 
x+ et celles qui jouissent de ia mSme propri6% seront alors ar~g,daires; 

les autres seront lindaires. 

Je dirai que ]a situation du syst6me n'a pas chang6 si routes les 
variables angulaires ont augment6 d'un multiple de 2~ et si toutes les 
variables lin6aires ont repris leurs valeurs primitives. 

Nous adopterons alors un mode de reprdsentation tel que le point 
repr&entatif P revienne au mdme point de l'espaee quand une ou plu- 
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sieurs des variables angulaires aura augment~ de 27r. Nous en verrons 
des exemples dans la suite. 

Parmi les solutions particuli4res des ~quations (I), nous distinguerons 
les solutions pdriodiques. Soit 

x, = ~ , ( t ) ,  x~ = ~ ( t )  , . . . , x ~ = ~ ( t )  

une solution particuliSre des 6quations (I). Supposons qu'il existe une 
quantit6 h telle que: 

~,(t + h)=  ~,(t) 

quand x~ est une variable ]in~aire et: 

~(t  + h) = ~( t )  + 2k7:, (k ~tant entier) 

quand x~ est une variable angulaire. Nous dirons alors que la solution 
consid4r~e est pdriodique et que h e s t  la p6riode. 

Si l'on adopte un mode de representation g~om6trique tel que le 
point repr6sentatif reste le m~me quand une des variables angulaires 
augmente de 2n', toute solution p6riodique sera repr~sentSe par une tra- 
jectoire fermSe. 

w 2. Calcul des limites. 

L'une des plus belles d6couvertes de CAUCHY (Comptes  rendus ,  
tome I4, page IO2O), quoiqu'elle air 6t6 peut-6tre peu remarqu6e de.son 
temps, est celle qu'i ! a appel~e le csleul des limites et k laquelle nous 
conserverons ce nom, quelque mal justifi4 qu'il puisse 8tre. 

Consid6rons un syst6me d'6quations diff6rentielles 

(I) 
_ z ) ,  

d .  - -  f (z, y ,  

dz 
= f (x, u ,  z). 

Si fl et f: peuvent dtre d4velopp~s suivant los puissances croissantes de 
x , y  et z, ces dquations admettront une solution de la forme suivante 
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~ et ~2 6tant des s6ries d6velopp6es suivant les puissances croissantes 
de x et s'annulant avec x. 

Pour le d6montrer, CATCHY remplace les deux fonctions f~ et 1~ 
par une expression de la forme: 

M 
f ' ( z  , y ,  z )  = (~ _ ~ ) ( ~  _ ~ ) ( ~  _ ~.~), 

cn choisissant _7)/, a ,  fl, ~ de fa~on que chaque terme de f '  ait un plus 
grand coefficient (en valeur absolue) que le terme correspondant de f~ 
et de f2" En remplacant ainsi f~ et f~ par f', on augmente les coeffi- 
cients de F~ et de 7~ ct comme ces deux s6ries sont convcrgentes apr6s 
ce changement, elles devaient l'~tre 6galemcnt avant ce changement. 

Tel est le principe fondamental du calcul des limites dont CAUCHY 
a fait d'ailleurs beaucoup d'autres applications et que plusieurs g6om6tres 
ont notablement perfectionn6 depuis. -~ 

Le plus grand de ces perfectionnements est dr1 ~ M. WEIERSTRASS 
qui a remplac6 la fonction f ' ( x , y ,  z) de CAUCHY par une autre plus 
simple qui peut jouer le m~me r61e. 

Ecrivons les 6quations (1) sous la forme: 

a., = 5 ( z ,  y ,  z), dt 

( I ') ~Iz 
~-t = 5 @ ,  y ,  z), 

dx 
dt - -  f ( x ,  y ,  z) --= I. 

Remplac;ons-y cnsuitc f ,  f~ et f~ par la fonction de M. WEIERSTRASS 

M 
f ' ( z ,  y ,  z) = _ . ( ~  + ~ + z); 

elles deviendront: 
dx dy dz M 

(2') dt - -d t  - - d t - -  I - -a(x  + y-4-z)" 

Lcs 6quations (I') sont satisfaites forIaellemant par des s6ries: 

x = ~ ( t )  = t ,  y = ~ , ( t ) ,  ~ = ~ , ( t )  

d~vcloppdes suivant les puissances croissantcs de t et s'ammlant avcc t. 
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De mdme les 5quations (2') seront satisfaites par des sdries 

x = ~ ' ( t ) ,  y = e ; ( t ) ,  z = ~'~(t) 

d6velopp6es suivant les puissances croissantes de t et s'annulant avec t. 
(On volt facilement d'ailleurs que F ' ( t ) =  F'~(t)-----~;(t).) 

Si M et a sont convenablement choisis, les coefficients des s6ries F' 
sont plus grands que ceux des sdries ~; or les s6ries ~' convergent; done 
les s6ries ~ convergent 6galement. 

C. Q. F. D. 

Je n'insiste pas sur ces d6monstrations qui sont devenues tout h fait 
classiques et qui se trouvent d6veloppdes dans tous les trait6s un peu 
complets d'analyse, par exemple dans le Cours d'Analyse de M. JOI~DA~- 
(tome 3, page 87). 

Mais on peut aller plus loin. 
Thdor~me I. Imaginons que les fonctions f~ et f2 d6pendent, non 

seulemcnt de x ,  y e t  z, mais d'un certain paralnStre arbitraire/t  et qu'elles 
puissent se ddvelopper suivant les puissances croissantes de x ,  y ,  z et /~. 
Ecrivons alors les 6quations (1) sous la forme: 

~ = f ( x ,  y ,  z ,  ~ )  = ~, 

( I " )  
d~------ ' ' 

dz 
d-t = f2(x  ' y ,  z ,  ~). 

On peut trouver trois sdries 

x = ~ ( t , / ~ ,  Xo, yo ,  Zo) = t + Xo, y = ~ l ( t ,  p ,  Xo, yo ,  Zo), 

z = ~ 2 ( t ,  ~ ,  Xo, y 0 ,  Zo) 

qui satisfassent formellement aux (~quations (I"), qui soient ddveloppdes 
suivant les puissances croissantes de t, de /~ et de trois constantes d'intd- 
gration Xo, Yo,Zo et qui enfin se r~duisent respectivement ~ xo, Yo et Zo 
pour t ~ o. 
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Je dis que ces s6ries convergent pourvu que t , /~ ,  Xo,Y0 et Zo soient 
suffisamment petits. 

En effet rempla~ons f ,  fi et f~ par la fonetion: 

M 

Cette fonction f '  peut (~tre d~velopp~e suivant les puissances de x, 
y ,  z et /~. On peut  prendre M , a  et fl assez grands pour que chaque 
terme de f '  soit plus grand que le terme correspondant de f, de f~ 
et de f~. 

Nous obtiendrons ainsi les dquations 

(~,,) dx __ d!! dz  M 

~tt ~lt - -  ,Zt - -  (~ --  p,,~)[, -- ~.(x + y + z)]" 

On peut  trouver trois s6ries 

x = r  I~, Xo, y0,  ~,,), y = ~; ( t ,  t*, x0, y0, z0) 

z = ~ ; ( t ,  p ,  Xo, ?i0, So) 

dSvelopp~es suivant les puissances de ! ,  ,u, xo, Yo, Zo, satisfaisant aux 
~quations (2") et se rdduisant respectivemcnt ~ xo, Yo, zo pour t =: o. 

En raisonnant comme ]e faisait CAUCHY, on dSmontrerait  que chaque 
terme des s4ries ~' est plus grand que le terme correspondant des s~ries 
F. Or les s~ries F' convergent, si t , / L ,  xo, Yo et zo sont assez petits. 
Donc les s~ries F convergent ~galement. 

C. Q. F. D. 

On peut tirer de 1~ diverses consdquences. 
Thdor~me II. Nous venons de voir que x ,  y e t  z peuvent dtre dd- 

veloppds suivant les puissances de t ,  p ,  X o , Y o  et zo pourvu clue ces cinq 
variables, y compris t, soient suffisamment petites. 

Je dis que x ,  y e t  z pourront encore dtre ddveloppdes suivant les 
puissances des q u a t r e  variables # ,  x0, Yo et zo, quelque grand que soit t 
pourvu que les quatre variables /~, xo, Y0 et Zo soient assez petites. I1 
y a toutefois un cas d'exception sur lequel je reviendrai. 
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En effet nous trouvons d'abord trois s6ries 

17 

~ = ~ ( ~ ,  # ,  x0 ,  y0 ,  z0), y = r  # ,  ,v0,  y 0 ,  zo), 

z = ~ F : ( t ,  # ,  ~co, Yo, zo) 

qui d6finissent x ,  y et z pour les valeurs suffisamment petites de l.t, xo, 
yo,Zo et quand 

p dtant le rayon de convergence de ces sdries. Si donc t~ est un point 

intdrieur au cercle de convergence et si x~ ,.y~ et z~ so'nt les valeurs de 

x ,  y et z pour t ~-t~,  on volt que x~,y~ et z~ sont des fonctions holo- 

morphes de # ,  x0~ Yo et zo, c'est k dire d6veloppables suivant les puis- 
sances de ces variables si elles sont assez petites. 

Soient ensuite x ~ yO et z ~ les valeurs de x , ,  yl et zl pour  

/ t  ~ X o ~ Yo ~ Zo ~ O. 

Cela pos6, on aura dans le voisinage du point t ~ t 1 

z = ~' (t - -  t l ,  ~ ,  Xl - -  x ~ , y ,  - -  y ~ ,  z ,  - -  z?), 

(s) y = ~ ; ( t  - -  t , ,  ~,, ~, - -  ~ ,  y , -  y~ ,  ~ , -  ~), 
0 

z = r  - -  t , ,  ~ ,  Z l  - -  X l ,  y ,  - -  y ~ ,  z ,  - -  ~ ) .  

Les s6ries ~' ' ' , F1 et ~ ,  tout  ~ fait analogues aux s6ries F,F1 et F~, sont 
d6finies comme il suit. 

Elles satisfont aux 6quations diff6rentielles; elles sont d~velopp6es 
suivant les puissances de t - - t ~ , # , x l - - x  ~  et z ~ z ~ ~  elles se 

r6duisent ~ x~,y l  et z, pour  t~--t~. 

Eiles convergeront si g ~ x~ -T- x~, y~ ~ y~, z~ - -  z~ sont assez petits et si 

I t - - t ~  t <p , ,  

p, 6tant le rayon du nouveau cercle de convergence C~. 

Si t est un point int6rieur ~ ce nouveau cercle de convergence C~, 
on volt que x ,  y et z seront fonctions holomorphes de # , x l - - x ~ , y l - - y ~  
et z~- -z~ .  Mais x ~ - - x ~ ,  y~- -y~ ,  z~--z~ sont d6j~, fonctions holo- 

morphes de f~, xo,Yo, Zo. Donc, pour tout point t int6rieur au cercle 
Aeta mathemati~a. 13. Imprim~ le 10 mai 1890. 3 
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5'1, les trois quantitds x ,  y et z sont des fonctions holomorphes de ft, x0, 
Y0, z0 d6veloppables selon les puissances de ces variables si elles sont 
assez petites. 

Supposons maintenant que le point t soit ext6rieur au cercle C1, le 
th6or6me sera encore vrai; il est clair en effet qu'il  suffit pour le dd- 
montrer pour une valeur quelconque de t, de rdp6ter le raisonnement 
pr6c6dent un nombre suffisant de fois, pourvu que les rayons p l , p ~ , . . .  
des cercles de convergence envisagds successivement restent sup6rieurs 
une quantit6 donnde. 

Cette convergence sera d'ailleurs uniforme pour toute valeur de t 
infdrieure k to, quelque grand que soit to. 

On ne serait arr~t6 que dans un cas. 
Le thdor6me de CAUCHY cesse d'etre vrai si les fonctions /'1 et f2 ne 

sont plus holomorphes en x ,  y ,  z; par exemple si elles deviennent in- 
finies, ou cessent d'etre uniformes. 

Si on ne peut pas d6velopper les fonctions f ,  f~ et f~ suivant les 
puissances croissantes de #, de x - -  x ~ , y - -  yO, z - -  z ~ il n'existera pas 
en g6n6ral trois s6ries ? ' ,  ?~ et ~ de la forme (3) satisfaisant aux 6qua- 
tions diff6rentielles. 

On dit alors que le point 

= x 0, y __-- yO, z = z ~ 

est un point singulier. 
Si donc, en faisant varier t, on voyait le point mobile (x,  y ,  z) 

passer par un point singulier, notre th6or6me serait en d6faut. S i t  
variant depuis t = o jusqu'k t----to, le point mobile ( z , y ,  z) ne passe 
par aucun point singulier, le rayon de convergence de la s6rie de CAUCHY 
ne pourra s 'annuler et on pourra lui assigner une limite inf6rieure, de 
sorte que les trois fonctions x ,  y ,  z seront d6veloppables suivant les puis- 
sances de # , . % , y o , z o  pour toute valeur de t infdrieure k to. Mais si 
pour t = to, le point ( z , y ,  z) se confond avec un point singulier, le 
th6or6me cessera d'etre vrai pour les valeurs de t supdrieures k to. 

Notre th6or6me comporte donc un cas d'exception. Mais ce eas ne 
se pr6sentera pas dans le probl6me des trois corps et nous n'avons pas 

nous en inqui6ter. Soient en effet: 

@1, y,, 
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les coordonn6es des trois corps, r23 , r~a , r~2 leurs distances mutuelles, m~, 
m 2 et m~ leurs masses. Les 6quations du probl6me seront de la forme 
suivante: 

d%, m2(x , - - x , )  m~(xa - -  x,) 
dt ~ %~ r~3 

Le second membre de cette 6quation ne pourrait cesser d'dtre holo. 
morphe en x~, Yl, zl,  x~, Y2, z2, x3, Y3, z~ que si l 'une des trois distances 
r23, r~3 , r12 venait k s'annuler, c'est k dire si deux corps venaient k cc 
choquer. Or nous n'appliquerons jamais notre th40r6me que quand ov 
sera certain qu'un pareil choc ne peut se produire. 

Le  mtme r6sultat peut encore t tre dtabli d'une autre mani6re. 
Reprenons les 6quations: 

dx 
d-7 = f (x , y ,  z ,  S) ,  

dy 
d-i = f ~ ( x '  y ,  z ,  S) ,  

dz 

Les fonctions f ,  f~, f~ pourront en g6n6ral dtre d6velopp6es suivant les 
puissances croissantes de x - -  Xo , y m Yo , z - -  Zo , S ~ So, pour les valeurs 
de x , y , z  et # suffisamment voisines de Xo, Yo, Zo et So. S'il existe un 
syst6me de valeurs de xo, Yo, zo, So pour lequel cela n'ait pas lieu, je 
dirai que ce syst6me de valeurs est un  des ~o in t s  s ingu l iers  de nos 4clua- 
tions diff~rentielles. 

Cela pos6, ces ~quations admettront unc solution telle que x ,  y e t  z 
s 'annulent  avec t; et cette solution d6pendra manifestement de S- Soit: 

X = (.Ol(t , S) '  U ~---- (D2(t '  S ) '  Z = (/.~3(t, S) 

cette solution. I1 r6sulte de la d~finition m~me de cette solution que 
l'on a, quel que soit S: 

 1(o, s )  = s )  =  3(o, s )  = o. 

Dans la plupart des applications, on pourra effectuer l'intdgration pour 
/~ = o, de telle sorte que les fonctions w l ( t  , o ) ,  oJ~(t,  o ) ,  eo3(t , o)seront 
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connues. Je suppose que, pour aucune des valeurs de t comprises entre 
o e t  t~, le systSme de valeurs 

o,,(t, o) ,  o,~(t, o),  o,:,(t, o),  o 

ne soit un point singulier de nos 6quations diff6rentielles. 
Pour employer un langage incorrect, mais commode, je dirai que la 

solution particuliSre 

= o,~(t ,  o), y = . , , ( t ,  o), ~ = ,o~(t ,  o) 

ne passe par aucun point singulier. 
Si cela n'avait pas lieu, nous nous trouverions dans le cas d'excep- 

tion dont j'ai parl6 plus haut. 
Si au contraire cela a lieu, ce que je supposerai, je dis que les ex- 

pressions eo1(t~,/~), eo2(t,, p) ,  eoa(t~, p) sont des fonetions de # d6velop- 
pables suivant les puissances croissantes de cette variable. 

Posons en effet 

x = ~ + o l ( t ,  o), v = 7 + o,,(t ,  o), 

les 6quations diff6rentielles deviendront: 

~,, = ; + ~o.(t ,  o),  

d~ 
d-5 = ~ (* '  7 ,  r t ,  Z), 

(4) dG = e ~ ( $ ,  7 ,  r t Z), 
dt 

~t - ~ , ( ~ '  7 ,  ~ ,  t ,  t~). 

I1 r6sulte de l'hypothSse que nous avons faite que pour toutes les va- 
leurs de t comprises entre o et t 1, les fonctions 99,991 et 9% peuvent ~tre 
d6velopp6es suivant les puissances de $, 7 ,  ~" et p, les coefficients du 
d6veloppement 6rant des fonctions du temps. 

J'observe de plus que pour /~ = o, les ~quations diff6rentielles doi- 
vent ~tre satisfaites pour 

$ - - - - 7 - - - - ~ = o ,  

ce qui veut dire que C, ~1 et C2 s'annulent quand /~ ,$ ,7 ,~ ' s ' annulen t  
k la lois. 
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On pourra  alors trouver deux nombres positifs M e t  a tels que, 
pour routes les vuleurs de t comprises entre o et t~, chaque coefficient 
du d6veloppement de 9~,~x ou ~2 suivant les puissances croissantes de 
$ , ~ , ~ "  et # soit plus petit en valeur absolue que le coefficient corres- 
pondant du d6veloppement de: 

.M(~ + ,; + C +/~)  
, - -  a(~ + ~ + C + I~) 

ou a fortiori que le coefficient correspondant du d6veloppement de: 

x - - a ( ~ +  y/+ C+z)  

Comparons donc les 6quations (4) aux suivantes: 

d$ dT] _ d~* 
(5)  ,~t - ,~t dt - r  ' / ,  C, z ) .  

La solution des 6quations (4), qui est telle que $, ~ et ~" s'annulent ~ la 
lois pour t = o, s'6crit: 

= , , , , ( t ,  ,~) - -  , o , ( t ,  o ) ,  ,l = , o ~ ( t ,  # ) -  , , , ( t ,  o ) ,  

c =  ,o , ( t ,  t~) - -  ,o,(e, o). 

D'un autre ebt6 les 6quations (5) admettent une solution: 

= r = r = , o ' ( t , / ~ )  

~telle que ~, ~ ,  ~" s'annulent avec t. 
En raisonnant coInme l'a fair CAUCUY, on verrait que si o ' ( t ,  #) 

est d6veloppable suivant les puissances croissantes de /~, il doit en dtre 
de n,4me de r #) - -~o , ( t ,  o) ,  o)2(t , I~) - -oG(t  , o), oJ,( t , t~)--wa(t  , o), 
et que chaque coefficient du d6veloppement de ces trois derni6res fonc- 
tions est plus petit en valeur absolue que le coefficient correspondant de 
(o'(t, #), au moins pour routes les valeurs de t telles que 

o < t < t  I. 

Or les 6quations (5) sont faciles k int6grer et on v6rifie ais6ment que 
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eo'(t ,, p) peut s e  d~velopper suivant les puissances de p. Donc ~, 7/ et 
sont ~galement d~veloppables suivant les puissances de p pourvu que 

o < t < t  1. 
C. Q. F. D. 

Th~or~me III. Cela pos~, soit: 

x = , o , ( t ,  # ,  Xo, 307 Zo), y = ,o~(t ,  # ,  Xo, y o ,  zo), 

z = ~o3(t, # ,  x o , y o ,  Zo) 

celle des solutions de nos dquations diff~rentielles, qui est telle que: 

X ----- X0~ 
pour t - -  o. 

Consid~rons les fonctions: 

Y ~ Y0~ Z ~ Z 0 

(Ol(g I "Jl-- T ,  [1., XO , YO ~ ~0), W2(t 1 + T, /~, X0, Y0:1 ~0), 

~ ( t ~  + r , / ~ ,  x o , yo,  Zo). 

Je dis qu'elles sont ddveloppables suivant les puissances de # ,  x0, Yo, zo 
et r pourvu que ces quantitds soient suffisamment petites. 

Posons en effet 

x - - - - x ' + X o ,  Y ~ Y '  +Yo, 

t _ ~ t ,  tl + :  
t, 

Nos 4quations deviendront: 

dt-~ = ~ + f ( x ' +  Xo 

Z - - ~  Z' "~- ~ , ~0 

, y' + yo, z' + zo, #), 

d y '  v"  " ' ' z '  - �9 + d$ ~___ ( i  71_ it ( .31_ XO, if, Y0' ' 

ar-- = i + " x' + xo ,y '  + yo,Z'  + Zo,l~ ). 

Ces ~quations contiennent cinq param~tres arbitraires k savoir 

[ 2 ,  X o ~ fro ~ Z o ,  ~'" 
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Consid6rona donc la solution de ces 6quations qui eat telle que x', y', z' 
s 'annulent avec t ' ;  soit: 

z'  = oJl(t', 

y '  = w'2(t ' ,  

z '  - -  to'~(t', 

# , Xo , Yo , Zo , r), 

# , Xo , y o ,  z o ,  r), 

# ,  Xo, Yo , Zo, r). 

I1 r6sulte de ce que nous venons de voir que si l'on fait t' = t~ 
pressions: 

, , ; i f , ,  # ,  x0,  yo, zo, r), 

o,~(t,, ~ ,  Zo, yo, zo, r), 

to'3(t, , # ,  x o , Y o ,  Zo , :)  

les ex- 

sont d6veloppables suivant lea puissances de p ,  x0, Y o ,  zo et r. Mais il 
est manifeste que l'on a: 

(6) 

to'~(tl , # ,  Xo, Yo , Zo , r)  = t o l ( t  1 

~;(t , ,  ~ ,  Xo, Yo, Zo, r) = ~ ( t ,  

"4- r , # , x  o ,yo ,zo) ,  

-F r , # , xo , Yo , Zo), 

+ r , / t , X o , Y o , Z o ) .  

Donc les seconds membres des 6quations 

suivant les puissances de ~t, x o , Yo, zo et 
(5) sont 6galement d6veloppables 

T. 
C. Q. F. D. 

/ 

Th4or~me IV. CxucttY u tir6 du calcul des limites un autre th6or6me 
d'une extr6me importance. 

Voici quel e s t  ce th6or6me: 

Si on a n -3 t-/o quantit6s y~, y~, . . . ,  y, ,  x~, x~, . . . ,  xp entre lesquelle s 
ont lieu n relations: 

(7) 

f , (y , ,  y~, . . . ,  y . ,  x , ,  x~, . . . ,  xp) ---- o, 

f~(Y,  , Y 2 ,  " .  , Y , ,  x l  , x~ . . . .  , xp) = o ,  

f . ( y , ,  y ~ , . . . ,  y . ,  x , ,  z~, . . . ,  x~) = o ;  
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si les f sont d6veloppables suivant les puissances des x et des y e t  
s 'annulent avec ces n + p variables; 

si enfin le d6terminant fonctionnel des f par rapport  aux y n'est 
pas nul quand les x et les y s 'annulent ~ la lois; 

on pourra tirer des 6quations (7) les n inconnues y sous la forme 
de s6ries d6velopp6es suivant les puissances croissantes de x~, x 2 , . . .  , xp. 

Consid6rons en effet x~ comme la seule variable ind6pendante x~, 
x ~ , . . . ,  xp comme des paramdtres arbitraires, nous pourrons remplacer 
les 6quatio~s (7) par les n 6quations diff6rentielles: 

d A dy, dl~ dy, dlq dy,, dr, 
(8) dy, dx, + dy, d.% "-F . . .  + dy--~, dx-~ "Jr- dz-~ = O. ,,=,.~ ....... ) 

Nous sommes ainsi ramen6s au eas dont nous venons de nous occuper. 
En particulier si f ( y ,  xa, x 2 , . . .  , x,) est une fonetion d6veloppable 

suivant les puissances de y ,  xa,  x 2 , . . .  , x~; si quand les x et y s'an- 
nulent  s la fois on a" 

d[ 
f =  o, d-y ~ o; 

si enfin y est d~fini par l'~galit6 

f ~  O~ 

y sera d6veloppable suivant les puissances de x. 
I1 nous resterait k examiner  ce qui se passe quand le d6terminant 

fonctionnel des f par rapport aux y est nul. Cette question a fair l 'objet 
de recherches nombreuses sur lesquelles je ne puts insister ici, mats au 
premier rang desquelles il convient de citer les t ravaux de M. PuIsv.ux 
sur les racines des 6quations alg~briques. J 'ai  eu moi.m6me l'occasion 
de m'occuper de recherches analogues dans la premiere pattie de ma 
thSse inaugurale (Paris, Gauthier-Villars, 1879 ). Je me bornerai donc b. 
6noncer les th6or~mes suivants, en me bornant ~ renvoyer pour les d6- 
monstrations, soit aux trait6s classiques, soit b~ ma th~se. 

Th4or~me u Soit y une fonction de x d6finie par l '6quation 

(9), x) = o  

oh f est d6veloppable suivant les puissances de x et de y. 
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Je suppose que pour x ~ y = o, f s'annule ainsi que: 
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d f  d ' f  d m - ' f  
dy  ' dy  '~ ' . " " ' dy  m-1 

mais que d~f r ne s 'annule pas. 

I1 existera m s~ries de la forme suivante: 

1 2 3 

(IO) Y = a l x "  -~- a2x" -t- a~x" + . . .  

(oh n est entier positif et oh a l ,  a 2 , . . ,  sont des coefficients constants) 
qui satisferont k l 'Squation (9). 

CoroUaire  I .  Si la s~rie (~o) satisfait h l 'Squation (9) il en est de 
m~me de la s~rie: 

1 2 3 

y = a~ax -~ + a2a2x n + a~a3x ~ + � 9  

ou a est une racine n ~ de l'unit~. 
Corol la ire  I I .  Le nombre des s~ries de la forme (Io) dSvelopp5es 

1 

suivant les puissances de x", (sans pouvoir dtre d6velopp~es suivant les 
1 

puissances de x p, p < n) est divisible par n. 
Corol la ire  l I I .  Si k i n  1 est le nombre des s~ries ( io)  d4veloppables 

1 

suivant les puissances de x"~, si k~n 2 est le hombre des sSries (xo )d~-  
1 

veloppables suivant les puissances de x":, . . . ,  si kpn~ est le nombre des 
1 

sdries (Io) d4veloppables suivant les puissances de x "~ on aura: 

k l ~  1 + k 2 n  2 "Jr- ~  �9 -J I -  kpnp ~ ~ ,  

d'ofi l 'on conclut que s i m  est impair, l 'un au moins des nombres nl,  
n 2 , . . .  ,np est aussi impair. 

Th~or~me u Si l'on a les dquations 

f~(ul ,  y~,  . - . ,  y~ ,  x) = o,  

(, ~) / ; ( u l ,  y~ ,  . . . ,  yp,  x) = o,  
�9 o , ~ �9 �9 �9 

5(y, ,  y ~ , . . . ,  y~, x) = o, 
Acta mathemattca. 18. I m p r i m 6  l e  30 m a i  1890.  4 
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dont les premiers mcmbres sont d6veloppables suivant les puissances des 
y e t  de x et s'unnulent avec ces variables, on pourra toujours 61iminer 
entre ces 6quations 

Y~ , Y j , . . . , Y~, 

et arriver ,~ une 6quation unique: 

fO,, 
de m~me forme que l'~quation (9) du th6or&me pr6c6dent. 

I1 n'y aurait d'exeeption que si les 6quations (x I) cessaient d'etre 
distinctes. 

Corollaire des tMorOmes V et V I .  Le th6or6me IV s'applique routes 
les lois que le d~terminant fonctionnel des f n'est pas nul, c'est k dire 
toutes les lois que quand les x s'annulent, les (~quations 

(7) 

admettent 

f~ = f , = . . . - - - - - f , - - - - o  

Y l  --~ ~ ~ " " "  ----- Y,* ~ -  0 

comme une solution simple. 

Il r6sulte des th6or&mes V e t  VI et de leurs corollaires ~nonc~s 
plus haut que le th~or&me IV est encore vrai si cette solution est mul- 
tiple, pourvu  que l'ordre de multiplicit~ soit impair .  

w 3. A p p l i c a t i o n s  d u  c a l c u l  d e s  l i m i t e s  a ~ t x  ~ q u a t i o u s  a u x  

d ~ r i v ~ e s  p a r t i e l l e s .  

CAUCttY avait d6jk appliqu6 le proc~d6 du calcul des limites aux 
~quations aux d~riv~es partielles. Madame KOWALEVSKI a consid6rable- 
ment simplifi6 la d6monstration de CAUCtIY e t a  donn6 au th6or&me st~ 
forme d6finitive. 

Voici en quoi consiste le th6or~me de Madame KOWALEVSKI (Jour- 
n a l  de Cre l l e ,  tome 80). 

Consid6rons un syst&me d'~quations aux d~rivdes partielles d~finis- 
sant n inconnues z~, z~ , . . . ,  z,, en fonctions de p variables ind6pendantes. 



( I )  

Sur le problhme des trois corps et les 4quations de la dynamique. 

Supposons que ce syst~me s'~crive: 

dx, - -  f~ X~ , X~ , . . . ,  x,, ; d** ' d*~ ' " " " ' dzp/ 
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dz~ ( dz, dzi dz~ '~ 
dx, - -  f" X~ , x~ , . . . ,  xp ; clx~ ' dz~ ' " ' "  ' ~ / '  

f~, f2, " " ,  f~ 6tant d6velopp6s suivant les puissances de 

x ~ , x ~ , . . . , x p  et des dz, 
d x k  a~k 

(i prend les valeurs I ,  2 , . . . , n ;  k les valeurs 2,  3 , . . . , P ;  enfin les 
a,~ sont des constantes quelconques). 

Soit maintenant 

. . . ,  

n fonetions donn~es quelconques, dSvelopp~es suivant les puissances crois- 
santes de x2, x ~ , . . . ,  xp et telles que: 

dpi __ 

pour 
X~ -~- X S . . . .  ~ Xp ~ O. 

I I  ex is tera  n fonct ions 

. . . ,  

ddveloppables su ivan t  les p~issances  de x l ,  x . ~ , . . . ,  x~, qui  sat is feront  a u x  

~quations ( I ) et qui  se r d d u b v n t  respect ivement  ~ r , r , . . . , r p o u r  x~ ~ o. 

J'ai moi-mdme cherch6 k ~tendre les rSsultats obtenus par Madame 
KOWALEVSKI ( T h ~ s e  inaugurale ,  Paris, Gauthier-Villars, I879) et j 'ai 6tudi6 
en d~tail les cas que la savante math&maticienne avait laiss&s de cbt~. 
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Je me suis attach6 en particulier ~ l '6quation: 

(2) dz dz dz 
+ + . . .  + = 

off X~, X2, . . . ,  X~ sont d6velopp6s suivant Its puissances de x~, x ~ , . . . ,  x,,; 
je suppose de plus que dans le d6veloppement de X~, X 2 , . . .  , X,,  il 
n 'y ait pas de terme tout connu et que les termes du I ~ degr6 se r$- 
duisent respectivement k )t~x~, ) t = x , , . . . ,  ),,,~,,, de telle sorte que 

Y~ d6signant une suite de termes du 2 a degr6 au moins par rapport  k 

X 1 ~ X 2 ~ �9 , �9 ~ X n ,  

J 'ai  d6montr6 qu'k certaines conditions cette 6quation admet une 
int6grale holomorphe d6veloppable suivant les puissances de x~, x.~,. . . ,  xn. 

Pour  que cette int6grale existe, il suffit: 
I ~ que le polygone convexe qui contient les n points 2~, 2 , ,  . . . ,  ),~ 

ne contienne pas l'origine, 
2 ~ que l'on n'ait  aucune relation de la forme 

off les m sont des entiers positifs dont la somme est plus grande que I. 1 
Je vais chercher k g6n6raliser le r6sultat obtenu dans ma th6se. 
Au lieu de l '6quation (2) envisageons l 'dquation suivante: 

(3) 
dz dz dz dz 

t Daus ma th~se~ je n'duonce pas cette restriction et je ne suppose pas que la 

somme des m soit plus grande que I.  I1 semblerait donc que le thdor~me est en ddfaut 

quaud on a par exemple ~s -~- ~ .  I1 n'en est rien. Si l 'on avait 

raft, + . . . + m n ~ n = ~  (m s + m  s + . . . + m n >  I) 

A 
certains coefficients du ddveloppement prendraient la forme - -  et devlendraient infinis. 

o 

O'est pour cette raison que nous avons dtt supposer qu'une pareille relation n 'a  pas lieu. 

o 
Si l 'on avait au eontraire ,~s ~ ~1 eertains coefficients prendraient la forme - .  

0 
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Nous avons encore 

X ,  = ~ , X , -  Y , ,  

Y~ dSsignant une fonction d~velopp~e suivant les puissances de x~,  x2,  ..., x .  

et ne comprenant que des termes du 2 d degr4 au moins par rapport 
ces n variables. Mais Y~ ne d~pend pas seulement des x, il dSpend aussi 
de t, de sorte que les coefficients du d~veloppement de Y~ suivant les 
puissances des x sont des fonctions de t. Nous shpposerons que ce sont 
des fonctions pSriodiques de t de pdriode : z  d~velopp&s suivant les sinus 
et cosinus des multiples de t. 

Je me propose de chercher dans quel cas l'~quation (3) admettra 
une intSgrale holomorphe d4velopp~e suivant les puissances de x~, x2, ..., x, 
et telle que les coefficients du ddveloppement soient des fonctions p~rio- 
diques de t. 

Voyons d'abord qu'elle va dtre la forme de Y~. Nous allons d~- 
velopper ]z suivant les puissances croissantes de x~, x2, . . . ,  x,; con- 
sid~rons le terme en 

a I a 2 ~ n  X 1 . ~  �9 . �9 X n . 

Le coefficient de ce terme 4rant une fonction pdriodique de t pourra 
se d5velopper suivant les sinus et cosinus des multiples de t ,  ou ce qui 
revient au m4me suivant les puissances positives et n6gatives de e tr 

Nous pourrons done dcrire 

y ~  = "9-'1"7 , ~ t V : i  ~,a~ ma 2 a,  
~-evi.fl.ala2...aa ~" ~1  ~2  " * " X n  �9 

Les C sont des coefficients constants; fl est un entier positif ou n6- 
gatif; a l ,  % , . . . ,  a. sont des entiers positifs tels que 

+ % + . . .  + 2. 

J '&rirai  aussPquelquefois en supprimant les indices: 

tr a I a 2 a .  xlz  . . . x . .  

Posons maintenant: 
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et envisageons l '6quation suivante: 

w 

dz ]7,, dz ~ ,, dz 
(4) (~;x,- r,,)~ + ( ~ , ; ~ -  ~ ) ~  + .. + (~,:~,, = ~;z. 

dz 
Dans cette 6quation ~ n'entre plus; nous pouvons donc regarder t 

comme un param6tre arbitraire et x~, x~ . . . .  , x,, comme les seules va- 
riables ind6pendantes. Si done les quantites ),~, 2~, . . . ,  2" satisfont aux 
conditions que nous avons 6nonc6es plus haut,  l '6quation (4) (qui est de 
m~mc forme que l 'dquation (2)) admettra une int6grale holomorphe. 

Nous supposerons 

Nous supposerons de plus 2'~ r6el et positif. 
Cela pos6, soit 

(s) 

une s6rie satisfaisant formellement K l '6quation (3). 
calculer les coefficients A par r6currence. 

En 6crivant l '6quation (3) sous la forme 

Comment pourra-t-on 

dz  dz  d z  d z  dz  dz  

e~ en identifiant les deux membres on trouve: 

A~.o, ....... [flr + ~,~1 + ~ 2  + . . -  + ~ , , ~ , -  ~,] = P [ C ,  A], 

P [ C ,  A]  6tant un polyn6me entier ~ coefficients positifs par rapport aux 
C et aux coefficients A ddjs calculds. 

Soit maintenant  

~-~ ~ ~ v ~ l ~ t ~ a l ~ a .  ~ �9 . a~ 
( 6 )  ~ . . . .  ~.ala2 . . . . .  v "~1 ~ 2  �9 X n  

une s~rie satisfaisant ~ l '6quation (4). Pour calculer les coefficients A '  

nous 6crirons l '6quation (4) sous la forme: 

, d z  d z  d z  , , tz  d z  dz  J 
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En identifiant les deux membres, nous trouverons: 

3l 

A~, ....... [2;a, + 2'2a2 + . . .  + 2 : a ~ -  i;] = P[I C l, A']. 

PCl el, A'] ne diff6re de P[C, A] que paree que les C sont remplae6s 
par leurs modules et Its A par !es A'. 

Les ~' 6tant r6els positifs ainsi que les coefficients du polyn6me P,  
les A' seront aussi r6els et positifs. 

Pour que l'on ait ensuite: 

I -C~,  ....... I < A'~.o,o~ ...... , 

il suffit que l'on ait toujours: 

OU 

Si l'on a choisi 2't de ~ fon  ~ satisfaire k l'in6galit6 (7), on aura done 

l a [ < a ' .  

Or la s6rie (6) converge, done il en sera de m~me de la s6rie (5). 
Ainsi done pour que la s6rie (5) converge, il suffit qu'on puisse 

trouver une quantit6 positive 2~ satisfaisant ~ l'in6galit6 (7) pour toutes 
les Valeurs enti6res et positives des a, et pour toutes les valeurs enti6res 
positives et n6gatives de ft. 

Commencons par remarquer que le second membre de l'in~galit6 (7) 
est toujours plus grand que: 

(8)  ~ 4 - ,  + ~,(,~, - ,) + ~.~,~0 + . . .  + ~.,,.. [ 
l~[ + ( ,~,--  ,) + ,,~ + . . .  + ,~. l" 

I1 suffira done que 2~ soit plus petit que l'expression (8). Or eette 
expression (8) est le module d'une eertaine quantit6 imaginaire repr6- 
sent@ par un certain point G. Or il est ais6 de voir que ce point G 
n'est autre chose que le centre de gravit6 des n + 2 masses suivantes: 

I ~ n masses 6gales respectivement ~ %, % , . . . , ~ .  et situ@s respec- 
tivement aux points 2~, 2.~, . . . ,  ~,; 
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: une masse 6gale ~ lilt et sit~6e soit a~ point + ~ ' - ,  soit au 
point  - -  ~ / - - ~  ; 

3 ~ une masse 6gale g ~ I situ6e au  po in t  ),~. 

Toutes  ces masses sont positives ~ l 'except ion de la derni6re. 

I1 faut  chercher la condition pour  que la distance OG soit toujours  

sup&ieure  ~ une certaine l imite  2',. 
Composons d 'abord les n + I p remi&es  masses; nous obt iendrons 

une masse: 
M =  ~, + ~  + . . . + ~ , , +  Ifll 

situ6e en un certain point  G' et comme ces n q- i premi6res masses sont  

positives, le point  G' sera situ6e g l ' int6r ieur  de l 'un  ou de l 'autre des 

deux  polygones  convexes qui enveloppent ,  le premier  les n-Jr- I points 

2 1 , ; t ~ , . . . , 2 ,  et - 4 - ~ / : I ,  

et le second les n + i points 

Si aucun de ces polygones convexes ne cont ient  l 'origine, on pourra  

assigner K la distance OG' une limite infdrieure /~ et ~crire: 

OG' > p .  

II reste g composer la masse 2t/ situde en G' et la m a s s e -  r situde 

en 2~. On obt iendra  ainsi une masse M - - x  situ6c en G. On aura  

6videmment"  
OG > O G ' - -  GG', 

G',~. < OG' 0,~, 
GG' - - M - -  ~ M ~ + ~  ' 

d'oh 

OG > O G ' - -  
M - -  2 O,t, M -  2 Oh, 
M - -  x /ll-- ~ I  > ~ 3 1 -  I M - -  1" 

Si donc: 
3t~ + 20~1, 

M > - -  
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l'in6galit6 

(9) O a  > e 
2 
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sera satisfaite. 
I1 n 'y a donc qu'un nombre~fini de combinaisons des nombres entiers: 

0C 1 ) 0t 2 , �9 . . ~ (Xn ~ 

pour lesquelles l'in6galit6 (9) pourrait  ne pas ~tre satisfaite. 
Si pour aucune de ces combinaisons OG n'est nul, nous serons certains 

de pouvoir assigner k OG une limite inf6rieure 2~. 
Nous sommes donc conduits k la r6gle suivante: 

Pour  que l'dquation (3) admette  une intggrale ddveloppable su ivant  les 

puissances  des x et pdriodique p a r  rapport  it t ,  il suff i t:  

I ~ qu 'aucun des deux  polygones convexes circonscrits, le premier  aux  

points  2~ , 2~ , . . . , 2~ et + ~/ ~ i , le second a u x  points  2~ , 2 2 , . . . , 2. et 

- -  ~/-- i ,  ne contienne l'origine, 

2 ~ qu'il n 'y  ait entre les quanti tds  2 aucune relation de la forme 

f l  ~ / ' - - I  "J[- (X121 + (~222 " ~  ~ ~ �9 7!-  (X:,~. n = 2 1 ,  

les a ~tant entiers posit i fs  et fl entier pos i t i f  ou ndgatif.  

C'est lb~ une g6n6ralisation du ~th6or6me d6montr6 dans ma th6se. 
Or de ce th6or&ne d6coulaient un certain nombre de cons6quences. 
Voyons si on pourra en tirer de semblables du th6or6me g6n6ralis6. 

Nous allons pour cela suivre absoluInent la m~me marche que dans 
la th6se cit6e. 

ConsidSrons l '6quation: 

(IO) 
dz dz dz dz a-/+ x , ~ ,  + x , ~  + . . .  + x ~  = o, 

obtenue en supprimant le second membre de l '6quation (3). 
Consid6rons en outre l '6quation: 

dz dz dz dz 
(3) a-i + xl  ~ + x ,  ~ + . . .  + x . ~ .  = 21z 

Aeta mathematica.  18. Imp~tm6 le 27 ju ln  1890. 
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et l '6quation: 

H. Poincar~. ~ 3. 

dz dz dz dz ,~2z (1,) x t+ x~ ~ + x ~  + .. .  + x~d~ ~_ . 

Si les 2 satisfont aux conditions que nous venons d'6noncer, l '6qua- 
tion (3) admettra  une int6grale 

z=T~ 

oh T~ est ordonn6 suivant les puissances des x et pdriodique par rap- 
port  ~ t. 

De mdme l'6quation (I I) admettra une intdgrale 

~ = T ~  

off T 2 est de m~me r que T~. 
On en eonelut que l'dquation (io) admet comme intdgrale partieuli~re: 

1 1 

T i l l  T 2  )'2. 

Comme on peut dans le second membre de (3)remplacer  successive- 
ment 2xz, par 2~z, 2 ~ z , . . . ,  2,,z et qu'on obtient ainsi n - - I  6quations 
analogues b~ l'6quation (I I), on peut conclure que l'6quation (Io) admet 
n - -  I int6grales particuli~res 

1 1 1 1 1 1 

T ( , T ,  ~', T~'Ts ~3 , . . . ,  T(,T,, ~" 

oh T~,  T 3 , . . .  , T,, sont de mdme forme que T x. 
Pour avoir l'intdgrale g6n6rale de (io), il faudrait  possdder encore 

une n e int6grale particuliSre. Pour cela consid6rons l 'dquation: 

(I 2) dz dz dz d-i + X~ ~ + . . .  + x . ~ - - -  z. 

Cette 6quation admettra comme int6grale particuli~re z----e'. 
Nous en conelurons que l'6quation (I o) admet comme int6grales 

particuli6res 
T,e-Z, ' , T ~ e - ~ , ~ , . . . ,  T,,e -~,,,', 
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admettront eomme intdgrale gdndrale 

T 1 -~- K1 e~'t, T, : K~e ~ , . . .  , 

K~ , K~ , . . . ,  K,~ 5tant n constantes d'intdgration. 
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de sorte que ]'int~grale g~n~rale de cette ~quation (Io) sera: 

z = fonction arbitraire de (T~e -~,t, T 2 e - ~ = t , . . . ,  Tne,~"t). 

En d'autres termes los ~quations diff4rentielles: 

x ,  x ,  x~ 

Tn ~ Kn e)''~t 

j 'ai d4montr4 g la page 70 de ins th&e. 
Supposons maintenant que nous eherchions 

mitres variables x g savoir 
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en fonctions des n - - p  autres g savoir 

et de t, g 

d% dz,~ d% d% 
(,3) d-/- + x ~ + , - -  + x ~ + ~ - -  + . . .  + x ,  - x~, dxp+ l dxp+ ~ dxn 

X 1 ~ X 2 ~ . . . ~  Xp  

X p + I ~ , X p + 2  ~ . . . ~ Xn  

l'aide des 6quations suivantes: 

d.~ dx, dx, dx~ 
~t "4- X p 4 - i - - " 4 -  X p + 2 - - " 4 -  �9 �9 ~t. Xn .~. XI  ' - -  dxp+~ dxp+~ " ~x. 

�9 $ 8 �9 Q 6 g �9 6 Q 0 4 I 0 Q i ~ 0 

I1 est 

dxp dxp dxp dx~ 
dt -I- X p + l - - - 1 -  "11- �9 -1- X .  = Xp. 

ais~ de voir que l'int~grale g6n~rale des ~quations (I3) s'~crira: 

( I 4 )  ~D 1 ~ ~D 2 . . . . .  ~ p  ~ O:~ 

~1, ~ , ' " ,  ~p repr~sentant p fonctions arbitraires de 

T~e -~'' , T:e-~=', . . . ,  The - '* .  

r r ~~ 1~ n Ce th6or6me peut ~tre regard6 comme 1~ generansano de celui que 

k d6terminer los p pro- 
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Prcnons en particulier:  

~ ,  - -  : t l e - ~ , , ,  ~-~ = -  T ~ e - ~ '  , �9 . . , ~ = T ~ e  - ~ - .  

Les 6quations (I4) s'6criront: 

( '4 ' )  /'1 := T~ ~ . . . .  T, =: o. 

Des 6quations (14') on pourra tirer x~, x .~ , . . . ,  xp en fonctions de 

x~+~, x~+`2, . . . ,  x~ et t et on verra que ce sont des fonctions holomorphes 

par rapport  g xp+~, xp+`2, . . . ,  x= et p6riodiques par rapport  h, t. 
Done les 6quations (13) admettent  une solution d6veloppable suivant 

les puissances croissantes de xj,+l, x~,4`2, . .  �9 x,, et suivant les sinus et 

cosinus des multiples dc t. 
Ce thdor6me est d6montr6 quand les ), satisfont aux conditions 

6noncdes plus haut;  voyons comment  on pourra  l '6tendre aux cas off ces 

conditions ne sont pas rcmplics. Je  suivrai pour cela la m(~mc marchc 
que clans la 4 ~~ partie de rues recherches sur lcs courbes ddfinies par les 
dcluations di~re~#ielles ( J o u r n a l  dc  L i o u v i l l c ,  4 m~ s6rie, T. 2, pages 

' 5 6 - - I 5 7 ) .  
Proposons-nous de calculer  les coefficients de l 'int~grale holomorphe 

des 6quations (~3) ('~ supposer que cctte intdgrale cxiste) ct ~ cet effet 

~crivons ces dquations (t3) sous la formc suivantc: 

d x  i . d x i  
d~, d,~ + ),~+`2x~+~ dxp+~ + + L,x,,aT, n 2,:c, ( , 3 ' )  ~ +  ~ + , x ~ + ~ d ~ - ~ ;  - -  ' "  

dx, dzi dz, k~ 
(i,= 1,2,  . . . ,p)  

Soit: 

i ~ ~"(~%~.a~a~z..,a, 1 "2 

une quelconque des fonetions Y1, Y 2 , ' " ,  Yn, ainsi que nous l'avon8 

suppos6 plus haut, et proposons-nous dc calculer les p fonctions 

sous la forme 
X 1 , X~ , . . . .  , ;I:j, 

:-~ �9 . . X ~ " .  ( i  5) x, = ZA,~.o,+,o,+~ ..... Ca' 'x;7~x$7~ 
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Pour calculer les coefficients A par rdcurrence, substituons les s6ries 
(~5) duns les 6quations (~3') et identifions les deux membres. Nous 
aurons pour calculer A~.z.~+, ..... l '6quation suivante: 

-~,.~.o~+~+ ...... ( f l~/- ,  + ~+,~+~ + ~+.~+~ + . . .  + ~,,~,,-  ~,) 

= ~[c', (- c), A], 

P[C, (--C'), A] 6tan, un polyn6mc entier ~ coefficients positifs par 
rapport aux coefficients C de 

l+~+~, r~+~. , . . . ,  L ,  

aux coefficients C' de Y~ chang6s de signe et aux coefficients A d6jk 
calcul6s. 

Pour qu'aucun des coefficients .4 ne devienne infini nous devons donc 
d'abord supposer qu'il  n 'y  ait entre les ,~ aucune relation de 1'~ forme: 

(,6) 

oh les a sont entiers positifs et /9 entier positif ou n6gatif. 
Cela pos6 soit 2' une quantit6 positive que nous d6terminerons plus 

compl6tement dans la suite. 
Soit ensuite: 

Y ~  = ~ I (Jli. lg.a,az . . . . .  I '~ ~1 ~2 " " " Xna" 

pour 
i = i o  -1 t- I ,p -~-  2 , . . . , n  

et 

Y: = - -  X I c , ~ o ,  . . . . . . .  I ~'+'-~~ ~ ,  ~+~ �9 �9 �9 xn:" 

pour i =  I ,  2 , . . . , p .  
Formons les 6qua,ions 

(I 3") , dxi dx, ,, dxi ,~Xp+ 1 ~  "3 I- ~ ' X a v + 2 ~  -1- . . .  -Jr- AX n ~ n -  ~ ' z i  

_ ]i, d~, y, d~, + + y;,~, 
- ~+~d-d-~+l + ~+~ d~+ "'" d~--~-- y~" 

(~=L 2,...,p) 
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Cherehons k satisfaire aux dquations (t3") k l'aide de sdries de la 
forme suivante 

(xS') x ,  = Z B , , ~ , + , o , , ,  . . . . .  e ' ~ ' ~ x ; 7 ; x ~ V ~  . . . x : ' .  

Les coefficients B nous seront donnds par les 6quations suivantes: 

+ + . . .  + = P[I c'l, I c" I, B] 

off P[[ C[ ,  [(_? t, B] difi'~re de P[C,  ( - -  C'), A] en ca que les coefficients 
C et - - ( Y  y sont remplacds par leurs modules, et les coefficients A par 
lcs B correspondants. 

On en conclut que t o u s l e s  B sont positifs et que chaque B e s t  
plus grand que le module du A correspondant. 

I1 suffit pour cela d'une seule condition, c'est que: 

A' ( ~p A-1 -4- O~p W 2 "3f- * "* -~- ~n - I )  < [ f l ~ r  "3t-0[p+lfi, pq_l ~ -  Gs + 2 ~p + 2 "Dl- .* . "4- O~n ~n - -  ~i [ . 

Si cette condition est remplie chacun des termes de la s6rie (I5) 
sera plus petit que le termc correspondant de la s6rie (I5') et comma 
catte derni6re converge, la s6rie (I5) convergera 6galemant. 

I1 suffit pour cela que l'on puisse trouver une quantit6 positive A' 
assez petite pour que l'on ait toujours: 

fl~/-- I + a~+l,~p+l + . . .  + a , , t , , -  ),~ 
flit < % + 1  + * �9 �9 + a n - -  I " " 

c'est ~ dire, d'aprSs ce que nous avons vu plus haut, qu'aucun des deux 
polygones convexes circonscrits, le premier aux points A~+~, ) ,p+2,.- . ,  ),, 
et -{-~/~-~i, le second aux points )~+1,2p+~,.. . ,  ~ et - - ~ / - - i ,  ne con- 
tienne l'origine. 

Si donc aucun de ces deux polygones convexes ne contient l'origine, s~il 
n~ a entre les A aucune relation de la forme (I5), les dquations (~3) ad- 
me#ront une intdgrale particuli~re de la forme suivante: 

x~ = ~ , l ( X p + l  , x p + ~  , . . . ,  x ~  , t ) ,  

x~ = ~ ( x ~ + l ,  x~+~, . . . ,  x, , ,  t), 

x~ = ~ ( x p + l  , x~+:, . . . ,  xn ,  t), 
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les ~ ~tant d~veloppables s~ivant les puissances de G+~ ,xp+~ , . . .  ,xn  et les 
sinus et cosinus des multiples de t. 

Cela pos6, envisageons les 6quations: 

dx. ~, dx~ dxn 
( , 0 ' 9  d t  = x ,  = x - :  = " "  = 

Ces 6quations sont de mdme forme que les 6quations (IO'); la seule 
difference, c'est que les 2 n'ont pas des valeurs qui satisfont aux condi- 
tions suffisantes 6nonc6es plus haut pour que l'6quation ( I3)a i r  une int6- 
grale holomorphe. 

Nous allons nous proposer de trouver non pas la solution g6n6rale 
des 6quations (IO"), mais une solution contenant n ~ p  constantes arbi- 
traires. 

Parmi les 6quations (Io"), je consid6re en particulier les suivantes: 

( I7)  dxp+, = Xp+l / dxp+,2 .= Xp+2 , . . d x n - -  X n. 
d t  d t  " ~ d t  

J'6cris en outre les 6quations: 

les ~i 6t~mt les int6grales holomorphes des 6quations (I 3) d6finies plus haut. 
I1 es~ 6vident que si x~,x~,  . . . .  ,x~ sont n fonctions de t qui saris- 

font aux 6quations (17) et (i8), elles satisferont 6galement aux 6qua- 
tions (I o"). 

Dans les 6quations (I7) substituons k la place de x~, x2, . . . ,  xp 
leurs valeurs (I8), ces 6quations deviendront: 

axe+, + G+,, 
dt dt  

dan 

Zp+~, Z s + ~ , . . . ,  Zn 6tant des s6ries d6velopp6es suivant les puissances de 
Xp+l,Xp~_~,.. . ,  x,,, dont tous les termes sont du 2 0 degr6 au moins et 
dont les coefficients sont des fonctions p6riodiques de t. 
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Ces 6quations (I9) sont de la mSme forme que les 5quations (IO'); 
leur int6grale g6n6rale sera done de  la forme suivante: 

T'p+,--= Kp+,e a'+'', T~+~ = K1,+~e ~''+~̀  , . , T', = K,,e ~''', 

oh Kp+l, . . . ,  K.  sont des eonstantes d'int6gration, oh T ; + ~ , . . . ,  T~, sont 
des s6ries d6velopp6es suivant les puissances des x et les sinus et cosinus 
des multiples de t. 

Les 6qu'ttions 

~ i  ~ O ~  ( i = l ~ 2 , . . . p )  

( ~ o )  
I-; = Kqe ~'', (,=p+l,,+, ..... .) 

nous donnent done une intdgrale des 6quations ( io" )ddpendan t  des n - - p  
constantes arbitraires Kp+l , h~+~, . . . ,  K,. 

Pour  obtenir cette int6grale sous forme explicite, il faut r6soudre 
ces 6quations (20) par rapport  k x l ,  ~c2 , . . . ,  x.;  on trouve ainsi: 

X 1 = r  K p + l , .  � 9  Kn), 

�9 , = r  K , + , ,  . . . ,  K , ) ,  

�9 �9 �9 ~ ~ �9 �9 ~ �9 �9 

�9 ,, = r  K.), 

les (, 6tant des s6ries d6velopp6es suivant les puissances de 

/~;+le zp+~t ~ I ( ~  + ~ e ~'p4 "- t ~ �9 . . ~ I ~  e z" t 

et suivant les sinus et cosinus des multiples de t. 
Ces s6ries sont convergentes, pourvu qu'aucun des deux polygones 

convexes circonscrits, le premier aux points ),p+~, ~p+~, . . . ,  2~ et + @-  i, 
et le second aux points Jtp+1, ,~+~, . . . ,  ~. et - - ~ / - - i ,  ne contienne l'ori- 
gine et qu'il n 'y  ait entre les 2 aucune relation de la forme (I6). 

Cette ddmonstration fait ressortir l 'analogie de ce th6ordme avec ceux 
que j 'ai  6nonc6s dans ma thSse et en particulier avee celui-ci: 

Dans le voisinage d'un point singulier, lcs solutions d'une 6quation 
diff6rentielle sont d6veloppables suivant les puissances de l,  t ~', t~"-',...,t ~'. 
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Ja~ms d'abord ddmontrd ce th6or6me (que j'ai ensuite rattache aux 
id6es g6n6rales qui out inspir6 ma th&e) par une vole assez diff6rente 
dans le 45 ~ Cahier du J o u r n a l  de l ' E c o l e  p o l y t e c h n i q u e  et M. PI- 
CARD y avait 6t6 conduit ind6pendamment par d'autres consid6rations 
(Comptes  r e n d u s  I878 ). 

w 4. In t egra t ion  des dqaations lin~aires ~ coefficients p6viodiques. 

On salt qu'une fonction de x p6riodique et de p6riode 27~ peut se 
d6velopper en une s6rie de la forme suivante 

(I) f ( x )  = A o + A1 cosx + A~ cos2x + . . .  + A, cosnx + . . .  

+ B  l s i n x  + B~sin2x + . . .  + B, sinnx + . . .  

J'ai raontr6 dans le B u l l e t i n  a s t r o n o m i q u e  (novembre 1886)que 
si la fonction f (x)  est finie et continue ainsi que ses p -  2 premi6res 
d6riv6es et si sa p - - i  ~ d6riv6e est finie, m a i s  peut devenir discontinue 
en u n  nombre limit6 de points, on peut trouver un nombre positif K tel 
que l'on ait, quelque grand que soit n, 

Si f(x) est une fonetion analytique, elle sera finie et continue ainsi 
que toutes ses d6riv6es. On pourra done trouver un nombre K t61 que: 

I1 rdsulte de 1~ que la s6rie 

I~ol + I~1 + I~,1 + .. .  + fA, I + . . .  

+ IB~L + IP~I + . . .  + IB~,l + . . .  

convergh et par cons6quent que la s6rie (i) est absolument et uniform6- 
ment convergente. 

Aeta mathematiea. 13. Imprim~ le 28 juin 1890. 6 
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Cela pos6, considdrons un syst~me d'dquations diff6rentielles lin6aires: 

d x  t 
d--U--- 9~"~x~ + 9~'~z~ + " '"  + 9h. .x . ,  

dz, s 
(2) d-/---'~ 9~2"X' J r  9~2.,X2 Jc . . .  + 9~.,,X,,, 

�9 . �9 �9 �9 �9 �9 * �9 

dzn 
dt - -  9~"~x~ + ~..~x~ + . .  + 9"...x.. 

Les n ~ coefficients ~.~ sont den fonetions de t p6riodiques et de 
p6riode 2~'. 

LeA 6quations (2) ne changent donc pas quand on change t en 
t + 2~-. Cela pos6 soient: 

~, = r x~ = r . . . , ~,, = r  

x, = ~b2.,(t), x~ = ~3~,(t), �9 �9 �9 , .*.---- ~'.2..(t), 
(3) 

�9 �9 . * . * 

�9 . . , x .  = = ~ b . . . ( t )  

�9 �9 ~ �9 �9 �9 , �9 �9 ~ �9 

x,=r x=~-r 

n solutions, lin6airement inddpendantes, den 6quations (2). 
Les 6quations ne changent pas quand oil change t en t + 2~r et les 

n solutions deviendront:  

X 1 = r  -[- 27~), 

x, = q92.1(t + 2~'), 

�9 . . , x ,  = r  + ~ z ) ,  

�9 , = .  = r  + ~ = ) ,  

�9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 * �9 �9 * �9 �9 �9 �9 

xl = ~3..1(t + 2z~), . . . .  x,, = ~3.,,(t + 2zt). 

Elles devront donc 6tre des combinaisons lin6aires des n solutions 
(3) de sorte qu'on aura:  

r + ~-)  = .4 , . , r  + A,.~r + . . .  + A, . . / , . . , ( t ) ,  

#,.1(l + 2~) = A,.l~91.1(t ) -~ A~. .~( ,~ . , ( t )  + . . .  + A~. , ,~ , , .~ ( t ) ,  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

r + ~ , , ) =  .4.., r (t) + .4 . . , 0 , . , ( t )  + . . .  + .a. .C,. . ,( t) ,  

les M 6tant des coefficients constants. 



~4. 

(5) 

Sur le probl~me dos trois corps et les dquations de la dynamiqt~e. 
I 

On aura d'ailleurs de mdme (avec les mdmes coefficients) 

r + _~=)= A,,r + .a , ,r  + . . .  + A,.r 

etc. 
Cela pos6 formons r6quation en S: 

A1,1 ~ S A1.~ �9 �9 �9 

A 2  a A:..2 - -  S . . . 

A . . 1  A . .~  . . . 

A|,n 

i2.n 
= Oo 

A , . , , - - S  

43 

on ait: 

et de mdme: 

Posons: 

et de mdme: 

B1, B~, . . . ,  B. 
tels que si l 'on pose: 

O , . , ( t )  = B,r  + B 2 ~ b : . , ( t )  - - F . . .  + B . ~ b . . , ( t )  

0,.,(t) = B,~b,.,(t) + B = ~ , = . , ( t ) + . . .  + B.r  

0,.,(t --}- 27t') = ~q,0,.l(t) 

o,,(t + 2=) = s,o,.,(t). 

S 1  ~ e2al~r~ 

il viendra: 

~-o,,+~")o,.,(t + ~,~) = s,e-~~ =~-~ 

Cette 6quation exprime que: 

e-~ o,., ( t ) 

est une fonetion p6riodique que nous pouvrons d6velopper en une s6rie 
trlgonom6trique= 

a,.,(t). 

Soit S 1 l 'une des racines de cette 6qua t i on .  D'apr~s la th6orie des 
substitutions lin6aires, il existera toujours n coefficients constants 
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Si les fonctions p6riodiques ~.k(t) sont analytiques, il en sera de 
La 

ou en posant 
C, = C ; - - C , ,  

C; 
a s  - -  6~ l 

m~me des solutions des 6quations difi'~rentielles (2) et de 2,.,(t). 
seric 21.1(t) sera donc absolument et uniform6ment convergente. 

De m~me 
e-air fli.,(t ) 

sera une fonction p6riodique qu'on pourra reprdsenter par une s6rie tri- 
gonom6trique: 

~,, ,(t). 

Nous avons donc une solution particuli6re des ~quations (2) qui s'4crit: 

(6) ~,, = ~' , '~, , . , ( t ) ,  ~0 = ~", ' ,~,~(t), . . . , x ,  --= ~~  

A ehaque racine de l 'dquation (5) correspond une solution de ]a 
forme (6). 

Si l 'dquation (5) a toutes ses raeines distinetes, nous aurons n solu- 
tions de cette forme lin~airement inddpendantes et la solution g6n6rale 
s'dcrira: 

x ,  = c,e~,',~,,.,(t) + c '~e"~ ' ,k , ( t )  + . . .  + c',,~"',t,.,(t), 

~ 2  = (J'l~a't~l.2(l) Ji- C2eaut~$.,(t) - ~  " " " JI-- ( J ' n e a ' d ' ~ n . 2 ( t ) ,  

(7) 
�9 �9 �9 o �9 . . o �9 . . 

~ , , -  c, ,~, , ,k, ,( t)  + c ' ,~ , ' ,k , , ( t )  + . . .  + c;,~~ 

Les C sont des constantes d'int~gration, les a sont des constantes et les 
sont des s6ries trigonomdtriques absolument et uniform6ment con- 

vergentes. 
Voyons maintenant  ce qui arrive quand l 'dquation (5) a une racine 

double, par exemple quand %----%. Reprenons la formule (7), faisons-y 

c'~ = c ,  . . . . .  c , , - o  

et faisons-y tendre % vers a~. I1 vient: 
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il viendra: 
I Yt xl = e ~ c '; ,L. ,( t)  + c:  

e (~'~--~1)~ 2~ ,(t) - -  ),,.l(t)-]. 
/ 

I1 est clair que la difference 

- -   1.1(t) 

s 'annulera pour a 2 - - a  1. Nous pourrons donc poser: 

~2.1(t) =/~LI(t)  -1- (a2 - -  ~,)~'(t) �9 

I1 vient ainsi: 

I .~, e (a'z-al)t- I ] 
X 1 ::: eaa t C[,~I. 1 --~ C2~11 = Jr- C~2'(t)e(~-~,) t 

et ~ la l imite (pour a 2 ~ - a l ) ;  

xl  = C'ie~'t2,.~ -4- C'~e~"[t2L~ A- limX'(t)]. 

On verrait  que la limite de 2'(t) pour  a 2 = a~ est encore une s6rie 

tr igonom6trique absolument et uniform6ment convergente. 
Ainsi l'effet de lu pr6sence d'une racine double duns l '6quation (5) 

a 6t6 d ' introduire dans la solution des termes de la forme suivante: 

~(t) 6tant une s~rie trigonom6trique. 
On verrait  sans peine qu 'une racine triple introduirai t  des termes de 

la forme: 

et ainsi de suite. 
Je  n'insiste pas sur tous ces points de d6tail. Ces r6sultats sont 

bien connus par les t r avaux  de MM. FLOQUET, CALLANDREAU, BRUNS, 

STIELTJES e t  si j 'ai  donn6 ici la d6monstration in extenso pour le cas 

g6n6ral, c'est que son extr6me simplicit6 me permettai t  de la faire en 

quelques roots. 
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C H A P I T R E  II. 

Theor ie  de s  invariants  int6graux.  

w 5. Propri~tds diverses des ~quations d e  la  dynamique.  

Soit F une fonction d'une double s6rie de variables: 

X 1 9 X 2 ~ " �9 " ~ X n  

Yl,  Y2, " " ,  Y. 
et du temps t. 

Supposons que l'on ait les 6quations diff6rentielles: 

(I)  dx_~i ~ d__F dgi __ d F 
dt dyi ' dt dx~ 

Consid6rons deux solutions infiniment voisines de ces 6quations: 

x l ~ x : ,  . . . ~ X , ,  ~ Y l , Y 2 ~ ' ' ' ' Y , , ,  

x~ + ~ ,  x~ + ~:, . . . ,  x. + ~.,y~ + :7,, y~ + :7~, . . . ,  y~ + :7,, 

les $ et les :7 dtant assez petits pour qu'on puisse n6gliger leurs carr6s. 
Les ~: et les :7 satisferont alors aux dquations diff6rentielles lindaires 

(2) 

dr ~ d lF  . ~ d ' F  
,: dy~ dx, :7* dt 

dt 
- - : T k ,  

qui sont les dquations aux variations des dquations (x). 
Soit ~;, :7; une autre solution de ces 6quations lin6aires de sorte que: 

(2') 
dt 

Z d ' F  d*F , 

d ' Z d ' F  , ~  d'.F ~ i  - -  p t 
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Multiplions les 6quations (2) et (2') respectivement par 7 ; , - - ~ ' , - - 7 , ,  r 
et faisons la somme de toutes ces.6quations, il viendra: 

-d-(-- ~ - -  7'-~t't" -{- C dt / 

E ~-. ( ' d~F d2F d'F 
, k $k7, dy,dxk "[- 7~7; dy, dy~ + $ ~  dx~d~k 

d~ F d~F d2F 
- -  + 7,7; + 

\ 

o u  
z d  , 

[7, ~:, - -  r 7,] = o 

ou enfin 

._, d~F 
]" 7k~ dz~dyk) 

, d~F~ 
"~ ~iTi dxidy~./ 

v v t , . �9 I ~  - -  I (3) 7 , ~ -  ~7, + 7 ~ : 2 -  ~7~ + + 7. ~ ~:'-7-= constante. 

Voilk une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques des 
6quations lin6aires (2). 

I1 est ais6 de trouver d'autres relations analogues. 
Consid6rons quatre solutions des 6quations (2) 

7 , ,  7 ; ,  7;', 7;". 

Consid6rons ensuite la somme des d6terminants: 

$, $, SV $7 

Z Z ~  7, 7' 77 77 

t 

7~ 7~ 7~' 7;/' 

oh les indices i et k varient depuis i jusqu'~ n. On vdrifierait sans 
peine que cette somme est encore une constante. 

Plus g6n6ralement si l'on forme ~ l'aide de 2p solutions des 6qua- 
tions (2) la somme de d6terminants: 

( ~ ,  ~ ,  . . . ,  % = ~ , 2 , . . . ,  ~) 

cette somme sera une constante. 
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En particulier, le d6terminant form6 p'lr les valeurs des 2n quantit6s 
$ e t  ~ clans 2n solutions des 6quations (2) sera une constante. 

Ces consid6rations permettent  de trouver une solution des 6quations 
(2) quand on en connait une intdgrale et rdciproquement. 

Supposons en effet que 

soit une solution particuli6re des 6quations (2) et d6signons par 4:~ et ~2, 
une solution quelconquc de ces m&nes 6quations. On devra avoir: 

~ $ , f l , -  ~,a, = const. 

ce qui sera une int6grale des 6quations (2). 
R6ciproquement soit 

~A,~, + ~BoT, = const. 

une int6grale des 6quations (z), on devra avoir: 

Z dA~ dB, [ Z  d~' ,. d'F ~k] 

- ~ B ,  ,.,~,~---5 ~' + ~,.~,d,-S.~" = ~  

d'oh en identifiant 

dA~ d2F d~F 

aB, v" a~F ~ ,I'F B, ' 
dt -- /--"x.d~l~ A~. .ql_ ,dzkdyi 

ce qui montre que: 

est une solution particulifre des 6quations (2). 
Si maintenant:  

(x~, y~, t) = eonst. 

est une int6grale des 6quations (x), 

de),., de 
Z dx ~, + ~y~ ~, = const. 
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sera une int~grale des 4quations (2), et par consequent:  

49 

dO d r  

sera une solution particuli~re de ces ~quations. 

Si (P ~-const . ,  r = const, sont deux intSgrales des 5quations (x), 
on aura 

ay, d., / = c o n s t .  

C'est le thdor6me de PoIsso~. 

Consid6rons le cas part iculier  oh les x d6signent les coordonndes 
rectangulaires de n points dans l'espace; nous les d6signerons par la no- 
ta t ion ~ double indice: 

le premier indice se rapportant  aux trois axes rectangulaires de coor- 
donndes et le second indice aux n points materiels. Soit mi la masse du 
i e point mat6riel. On aura alors: 

d'%ki d V 
m~ dt ~ dx~ '  

V ~tant la fonction des forces. 

On aura alors pour l '~quation des forces vives: 

d'ofi 

Posons ensuite: 

2= \ dt / V ~ eonst. 

2 

(4) F ~- Z y" 

et 

V --= const. 

dxk~ d F  dyki d F  

.A~ta ma~hc~natica. 13. I m p r i m ~  le 30 ~uin 1890. 
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(s) 
Soit: 

~,, = r  ~,., = , , , ,~; , ( t )  

une solut ion de ees 6quations (I '), une aut re  solution sera: 

< ,  = e,, ( t  + h.), y,, = , , ,~ ; , ( t  + 1,), 

h &ant  une eonstante queleonque.  

En  rega rdan t  h comme inf iniment  petit ,  on obt iendra  une solution 
des dquations (2') qui  cor respondent  s (I ') comme ]es dquations (2) cor- 
respondent  k (i)  : 

r = h~; . , ( t )  = h y ' '  ,, , , z v  

h d&ignan t  un fae teur  constant  t r& pet i t  que l 'on peut  suppr imer  quand  

on ne consid6re que les 6quations lindaires (2'). 

Connaissant  une solut ion:  

de ces 6quations, on peut  d6duire  une int6grale:  

E Y~ Z dV m ~ $ = eonst. 

Mais cette m&ne int6grale  s 'obt ient  t r& ais&nent en diffdrentiant  l '6qua- 

tion des forces r ives  (4). 
Si les points mat6r ie ls  sont soustraits h toute action ext6r ieure ,  on 

peut  ddduire  de la solution (5) une aut re  solut ion:  

< ,  = ~, , ( t )  + l, + kt, y , , - -  ~ , ,~ , ( t )  -t-: ,,,,z., 

�9 .:, = ~,o,(t), 71,,., = , , , ,~;,(t) ,  

x~, = ~ , ( t ) ,  ,,l~, = , , , , ~ ; , ( t ) ,  

h e t  k 6tant  des constantes quelconques.  L'n r ega rdan t  ces constantes 

comme inf iniment  petites, on obt ient  deux  solutions des 6quations (2') 

$- 

$1i = I, ~'~i --= $~i = ~Tu ~--- rbi ---~ r]:, ----- o, 
) -  
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On obtient  ainsi deux  int6grales  de (2') 

On peu t  obtenir  

51 

~ u t  ~ ~nh$1~ = const. 

ces in t6gra les  en diff6rentiant  les 6quations du 

m o u v e m e n t  du  centre de .gravit6: 

~ , m , x ~ ,  = t ~ , y ~  + const., 

Z ~ I  i = const. 

Si l 'on fait  tourner  la solution (5) d 'un  angle  r au tou r  de l ' axe  

des z, on obt ient  une  autre  solut ion:  

x~, == f , ~ c o s t o - -  f ~  sin w , Y~- -  f ; ,  coseo - -  ~,'~ sinto,  
mi 

y2i x2, = 9*- sin w + f'2, cos to, 
gn i 

! t - -  f,~, sin eo + F'-'* Cos w,  

EH 

d e  (2') 

r ega rdan t  ~o eomme infininmnt petit ,  on t rouve comme solution 

~1i -= - -  x.2~, ~21~ = - -  Y2i, 

d'ofi l ' int6grale de (2') 

que l 'on pouwfi t  obtenir  aussi en diff6rentiant  l ' in t6grale  des aires de (i ' )  

E (xI~y.~, ~ x2~Yli) ---- const. 

Supposons ma in tenan t  que la fonction V soit homog6ne et de degr6 

par  rapport, aux  x ce qui est le eas de la nature .  
Los 6quations (i ' )  ne changeront  pas quand  on mul t ip l i e ra  t par  )3, 
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les x par 2 2 et les y par 2 *, ,~ 6tant une constante quelconque. De la 
solution (4) on d6duira donc la solution suivante: 

Si l 'on regarde 2 comme tr6s voisin de l 'unit6, on obtiendra comme 
solution des 6quations (2 ' )  

o n  

(6) ~., = 2 x , ,  ~ 3t yj2 , 
d V  

ri, ~ -= _ _  y,~ - -  3 t - z - : - ,  

~, v O ,  d'oh l m t % r a l e  suivante des 6quations (2'), laquelle, k la diff6rence de 
celles que nous avons envisagdes jusqu'ici,  ne peut 6tre obtenue en diffd- 
rentiant  une intdgrale connue des dquations ( l ' ) :  

d V _ '~-1 
e ,)J + eonst. X(:x,,w, + -- 3 [Z 

w 6 .  D F f l n C t i o n  d e s  i n v a r i a n t s  i n t ~ g r a u x .  

Consid6rons un syst6me d'6quations diff6rentielles: 

dx~ 

dt 

X~ 6rant une fonction donn6e de X l , X 2 , . . . , x n .  Si l 'on a: 

F ( X l ,  X , ,  . . . ,  X.) ----- e o n s t . ,  

cette relation s'appelle une intdgralc des dquations donn6es. Le premier 
membre de cette relation peut s 'appeler un invariant  puisqu'il n'est pas 
alt6r6 quand on augmente les x~ d'accroissements infiniment petits dx~ 

compatibles avee les 6quations diff6rentielles. 
Soit maintenant  

/ v t v 
X 1 ~ X ~  ~ . �9 �9 ~ X n 
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une autre solution des m~mcs ,:Nuations diff6rentiellcs, de telle fa~;on que 
l 'on ait: 

d~', 
d-t = X~, 

i t i X~ 6rant une fonetion form6e avee x , ,  x ~ , . . . ,  x ,  comme X~ l'6tait avec 

X 1 ~ X 2 , �9 . . ~ X n .  

I1 pourra se faire qu'on ait entre les 2n quantit6s x et x', une 
relation: 

( ' , ~.,) 
1"1 X l  , X ~  , . . . , X~, , X 1 ,  X .  z ,  . . . ~  ~,,,, ~ eonst .  

Le premier membre F~ pourm encore s'~ppeler un inwr ian t  de nos ~qua- 
tions diff6rentielles, mais au l~eu de d@endre d'une seule solution de ces 
~cluations , il d@endra de deux solutions. 

On peut supposer que x~, x ~ , . . . ,  x,~ repr~sentent les coordonn6es 
d ' u n  point dans l'espace k n dimensions et que les 6quations diff~rentielJcs 
donn~es d~finissent la loi du mouvement  de ce point. Si l 'on consld~re 
deux solutions de ces ~quations, on aura deux points mobiles diff~rents, 
se mouvant  d'apr& une m~me loi d~finie par nos ~quations diff~rentielles. 
L'invariant F~ sera alors une fonction des coordonn~es de ces deux points, 
qui dans le mouvement  de ces deux points conservera sa valeur initiale. 

On pourrait  6videmment de mSme, au lieu de deux points mobiles, 
en envisager trois ou m~me un plus grand nombre. 

Supposons maintenant  que 1'on consid~re une infinit~ de points too- 
biles et que les positions initiales de ces points forment un certain are 
de courbe C dans l'espace ~, n dimensions. 

Quand on se donne 1~ position initiale d'un point mobile et les 
6quations diff~rentielles qui d~finissent la loi de son mouvement,  la po- 
sition du point ~, un instant quelconque se trouve enti~rement d~termin~e. 

Si done nous savons que nos points mobiles, en hombre infini, forment 
,~, l 'origine des temps un are C, nous eonnaitrons leurs positions h u n  
instant t quelconque et nous verrons que les points mobiles k l ' instant t 
forment dans l'espace k n dimensions un nouvel are de courbe C'. Nous 
sommes done eu presence d'un are de courbe qui se d@lace en se dS- 
formant parce que ses diff~rents points se meuvent  conform6ment k la 
loi d6finie par les 6quations diff~rentielles donn~es. 
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Supposons maintenant quc dans ce d@lacemcnt et cette d~formation 
l'intSgrale suivante: 

(off lcs Y sont des fonctions donnSes des x et qui est 5tendue "~ tout  
l'arc de courbe) ne change pas de valeur. Cctte intSgrale sera encore 
pour nos 5quations diffSrentielles un invariant, d@endant non plus d'un, 
de deux ou de trois, mais d'une infinit5 de points mobiles. Pour indiquer 
quelle en est la forme, je l'appellerai un invariant integral. 

De m~me on pourrait imaginer qu'une int~grale de la forme: 

6tendue -~ tout l'are de eourbe, demeure inw~riable; ee serait encore un 
invariant int6gral. 

On peut imaginer 6galement des invariants int6graux qui soient 
definis par des int6grales doubles ou multiples. 

Imaginons qu'on consid6re un fluide en inouvelnent permanent et 
de telle sorte que les trois composantes X ,  Y-, Z de la vitesse d'une 
mol6cule quelconque soient des fonctions donn6es des trois coordonn6es 
x ,  y , z  de cette mol6eule. Alors on pourra dire que la loi du mouve- 
merit d'une quelconque des mol6cules du fluide est d6finie par les 6qua- 
tions diff6rentielles: 

d,~ .= X ,  d!! __ y ,  dz_ __-- Z .  
dt dt dt 

On sait que l'~quation aux d~rivfies partielles 

d X  d Y dZ 
, )T  + + = o 

exprime que le fluide est incompressible. Supposons done que les fonc- 
tions X ,  Y ,  Z satisfassent k cette ~quation et eonsid~rons un ensemble 
de molecules occupant ~ l'origine des temps un certain volume. Les 
mol5eules se d@laceront, reals, en vcrtu de l'incompressibilit5 du fluide 
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le volmne qu'elles occuperont dcmeurera  invariable. En d'autres termes 
le volume, e'est h dire l ' int6grale triple: 

f f f  dx(lydz 
sera un invariant int6gral. Plus g6n6ralement si l 'on envisage les 6quations: 

dgci 
~/T = X~ (: = , ,  '~: ..., ,,) 

et que l'on ait la relation: 

l ' int6grale d'ordre n 

i=,, dX~ 
Z dx~ - -  O, 
i=1 

f dx~ dx: .  . . dx,, 

que je continuerai bo appeler le volume, sera un invariant  int6gral. 

C'est ee qui arr ivera en partieulier pour les 6quations g6ndrales de 

la dynamique;  ear si l'on eonsid6re ees 6quations: 

il est ais~ de voir que 

dxi __ dF dg, __ dF 
dt dyi ' dt dx~ ' 

Z \dy# d~J 
dxi Jr- Z dyi - -  O. 

Mais en ee qui eoneerne ees 6quations g6n6rales de la dynamique,  il y a 
outre le volume, un autre invariant  int6gral qui nous sera encore plus 

utile. Nous avons vu en effet que: 

Z ( f -  t ! r - -  ~, r/i) - -  eonst. 

~ ~ " (]e Cela traduit  dans n o t r e  nouveau langage signifie que 1 mt%ra le  double 

f f  ~,d~'~idyi 

est u n  invariant intdgral, ainsi que je le dSmontrerai plus loin. 

Pour  exprimer ee r6sultat d'une autre manidre, prenons le eas du 
problSme des n corps. 
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Nous rep%senterons la situation du syst6me des n corps par la po- 
sition de 3n points dans un plan. Le premier  point aura pour abscisse 

l'x du premier  corps et pour ordonn6e la projection sur l 'axe des x de 
la quantit6 de mouvement  de ee corps; le second point aura pour  abscisse 

l'y de ce m6me corps et pour ordonn6e la projection sur l 'axe des y de 

sa quantit6 de mouvement  et ainsi de suite. 

Imaginons une double infinit6 de situations initiales du syst6me. 

A chacune d'elles correspond une position de nos 3n points et si Yon 
consid6re l 'ensemble de ces situations, on verra que ces 3n points rem- 

plissent 3n aires planes. 

Si maintenant  le syst6me se ddplaee conform6ment h, la loi de Fat- 

traction, les 3n points qui repr6sentent sa situation vont aussi se d6placer; 

les 3 n aires planes que je viens de ddfinir vont done se ddformer, mais 
l e u r  s o m m e  d e m e u r e r a  c o n s t a n t e .  

Le th6o%me sur la conservation du volume n'est qu'une cons6quence 
de celui qui p%c6de. 

II y a dens le cas du probI~me des n corps, un autre invariant  

int6gral sur lequel je veux att irer l 'attention. 

Consid6rons une simple infinit6 de positions initiales du syst+me 

formant  un arc de courbe dens l'espace h 6n dimensions. Soient C o et 
(~'~ les valeurs de la constante des forces vires aux deux extr6mit6s de 

cet arc. Je  dSmontrerai plus loin que 1'expression 

fzo ,,O, + + 3(c ,  - -  c'0)t 

(oh l ' int6grale est 6tendue k Fare de courbe tout antler et oh le temps 
n'entre plus si C~ = Co) est encore un invariant  int6gral; on peut  

d'ailleurs en d6duire ais6ment les autres invariants intdgraux dont il a 
6t6 question plus haut. 

Nous dirons qu 'un invariant  int6gral est du I ~ ordre, du 2 a ordre, 
. . . .  ou du n ~ ordre se|on qu'il sere une int6grale simple, double, . . . .  
ou d'ordre n. 

Parmi  les invariants int6graux nous distinguerons les i n v a r i a n l s  p o -  

s i t i f s  que nous ddfinirons comme il suit. 
L' invariant  intdgral d'ordre n 

j ' .Md:r~  d:r  ~ . . . d : r ,  
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sera un invariant positif dans un certain domaine, si M est une fonction 
de x~, x ~ , . . . ,  xn qui reste positive, finie et uniforme dans ce domaine. 

I1 me reste ~ d6montrer les divers resultats que je viens d'6nonccr; 
cette d6monstration peut se faire par un calcul tr6s simple. 

Soit: 

dz, Xx dz, X~, dz,,_=_ X ,  
( ~ ) a T  = ' a T  . . . .  ' a T  

un syst6me d'6quations diff6rentielles oh X~, X 2 , . . .  , X~ sont des fonc- 
tions de x~, x~, . . . ,  x~, telles que: 

dX,  aX ,  ax~ 
(2) a~, + ~ + "'" + a,---~ = o. 

Soit une solution de ce syst6me d'6quations d6pendant de n constantes 
arbitraires: 

g l  :t G [  2 ~ �9 �9 - :~ G ( n .  

Cette solution 6crira: 

z 1 = ~ l ( t ,  % ,  % ,  . . . ,  a~), 

x~ = ~ ( t ,  a , ,  ~ ,  . . . ,  a.), 

�9 �9 . �9 . . �9 �9 , , , , �9 �9 , 

x. = ~ ( t ,  ~1, ~ ,  " ' ,  ~-)" 

I1 s'agit de d6montrer  que l'int6grale 

oh 

J = f d x l d x ~ . . ,  dxn f Ada~d% . . .  dan 

d~__._~ dx__~ 
A ~ da~ da 2 

est une constante. 

dz, dx 2 dz,~ 
dat da I " " " da 1 

�9 " " da~ 

�9 . �9 �9 �9 . �9 . �9 �9 �9 

dz I dz, dz~ 
da .  da~ da,, 

Acta mwe/~ematica. 13. I m p ~ i m 6  le 7 ju l l l e t  1890. 
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et 

On a en effet: 

fda d-,[~t = ~ da 1 d% . . . dan 

dA 
dt = A + A 2 + . . . +  A , 

,,x~ 6tant le d6terminant A dam la k ~ colonne duquel on a remplae4: 

par 

Mais on a 

dzk dxk dzk 

da I ' da, ' " " " ' da~ 

d ~xk d 2xk d ~xk 
da f l t  ' da f l t  ' " "" ' da, dt" 

d~___k = Xl,, 
d~ 

d'oh: 
d',~ dXk dx, dX ,  dz~ dX~ dz~ 
da~dt ~ dz, da~ "4- dz~ da, "3t" " " " Jr- dz~ da~ 

On d4duit de lb,: 

dX ,  
A , _ =  A ~ ,  

d'o6 
d3 

= f ( a l  + a ,  + . . .  + A,,)da,  d a 2 . . . d a ,  d-t 

[" ( d X ,  dX~ ~ )  /Xdalda2 
= ~ \ d - - ; 7 + ~ - ~ 7 + . . .  + . . .  . . . .  d~ o. 

C. Q. F. O. 

Supposons maintenant  qu'au lieu de la relation (2) nous ayons: 

d M X  1 dMX,  dMX,, 
(2') ~ ,  + d~,, + "'" + d~. - -  o ,  

2~f 6tant une fonction quelconque de xl ,  x ~ , . . . ,  x~. 
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Je dis que 

J =f~dx~dx,... dx. =fMAda~d%... da, 

est une constante. 
On a en effet: 

dY P /  dM M d A  \ d 

II faut montrer  que: 

dM dA 
A-~-  + M-~-  = o. 

On ~ en effet (en vertu des fiquations (i)) 

d ~  d ~  . x a ~  d ~  X~ + X~ + + 

et (d'apr6s ce que nous venons de voir): 

a ,x A (ax,  ax,  axo~ 
d~ = kay, + ~  + "'" + ~ / "  

I1 vient done: 

,,k ~ -f. M-.-d~ \ dx, -}- d ~  "-~ "'" -}- dx, ] = o. 

C. Q. F. D. 

Passons maintenant aux ~quations de la dynamique. 
Soient les ~quations 

d~ dE dyi dF 
(I ') dt dy~ dt dz~ 

Soit une solution contenant deux constantes 
s '&rivant: 

x, = e,(t  , ~ ,  ~), 

y, = r  ~ ,  fl). 

59 

(izl,2,..., n) 

arbitraires a et fl et 
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Je dis que: 

J ---- f (dx dy  + dx~dy, + "'" + d c"dY') = f 

est une constante. 
I1 vient en effet: 

w 

dg~ 

dt J z_. \d-dt~aa dt~ -I- dtdt~d a 
d'x~ dy~ 

dt dfl da dtda 

I1 vient ensuite: 

d'xi 
dtda --  

(12~i 
dt dfl - -  

d2yi ~-~ d~F dz, 
dt da ~ , dx~dx~ da 

d~Y~ ~ ~ Z  d~F dz, 
dt dt~ k d~ d~, dfl 

E k  d~F dxk dgF dyk 
dyidx, da + E k  dyidyk da ' 

~-'k d~F dzk d~F dy, 
dy~ dy~ 

Z ,  d~F ~a k, 
dzi dy, 

~--.k dSF dyk 
dx~dy, dfl 

On eonclut de 1s que: 

dyidz, da dfl 

\dr da dfl dt da dfl ] 

dtF dy, dy~ dSF dxk dx, 
q- a~dy,-d--da dfl -~" dx, dx~.da dfl 

a'F a ,ayq. 
d~idyk dfl da ] 

Le second membre ne change pas quand on permute a e t  fl, on a donc: 

Cette ~galit6 exprime que la quantit6 sous le signe f dans l'ex- 
dJ 

pression de ~-{ est nulle et par cons6quent que 

dJ 
dt 

C. Q. F. D. 
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II me reste ~ envisager le dernier des invariants int6graux qui se 
pr6sente dans le cas du probl6me des n corps. 

Reprenons les dquations de la dynamique, mais en posant: 

F = T + u ,  

T ne dependant que des y e t  U des x seulement. 
de degr6 ~ et U homog6ne de degr~ ~ ~. 

Prenons une solution 

De plus T est homog6ne 

x, = r  v,  = r  

ne d4pendant que d'une seule constante arbitraire a .  

Consid6rons rint6grale simple: 

f ( dyi dxt\ J =  ~ 2x,-~a + y,-~a)da + 3(C~ --G'o)t, 

C~ et C 0 dtant les valeurs constantes de la fonction F aux extr6mitds 
de rarc le long duquel on int6gre. 

I1 vient: 

I1 vient: 
dx~ dE __ dT dy_2t __~ dU 
d - ' t  ~ dy~ dyt ~ dt dz~ 

d'~ = Z  d'T dyk d'y, = - - E  d'U dr, 
dtda k dy~dy~da ~ dtda , dxtdz~da ' 

d'oh 

dJ f ~?--~ ~--~ / dT dy~ d 'T  dy~ dz~dU d'U dZ~d a 

Mais en vertu du th~or6me des fonctions homog6nes on a: 

E y~ d2T dT d~U dU ~~d-yyk' ~'~'-~i x~ - -  dz, dz~ ~ ' 
2 
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d'oh 

H. Poinear~. 

dJ f Z ( dTdqi dUdzi\ . 
= 3 ~ a  + 3 ~ - a )  aa + 3(c~ - 

OU 
dJ 
d--~= 3 f (dT + d~r) + 3(Cl --Co). 

Or d'apr6s la ddfinition de C 1 et C o on a 

I1 vient donc 

c; - -  c, = f d~" = f (dT + dU). 

dJ 
dt 

co) 

C. Q. F. D. 

~7. 

(I) 

et supposons que l'on ait 

(2) d(MXt) d(MX~) 
a~, + d., + " "  + -  

de telle sorte que l ' int6grale d 'ordre n 

J = f M d x ,  dx~. . ,  dx. 

soit un invariant integral. 

Changeons de variables en posant: 

x,  = r  ~ ,  . . . ,  ~.), 

(3)  x ,  = r  ~, ,  . . . ,  ~.), 
�9 �9 ~ . �9 , �9 �9 , �9 �9 �9 * 

x .  = r  ~ , ,  . . . ,  ~.), 

w 7. Trans format io~  des invar ian t s  intdgraux.  

Reprenons nos ~quations diff~rentielles 

dx~ = X1 ' d~, __ X2 ' d~,, 
dT dt " " " ' d T =  X.  

d (MX.) 
dz. 

~-- O~ 
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et appelons A l e  d~terminant fonctionnel des n fonetions ~b par rapport 
aux n variables z. 

~Tous aurons apr~s le ehangement de variables: 

J ~ f M A d z l d z 2 . . .  dz.. 

Si l 'invariant J ~tait positif avant le ehangement de variables, il restera 
positif apr~s ce changement, pourvu que A soit toujours positif, fini et 
uniforme. 

Comme en permutant deux des variables z, on change le signe de 
A,  il nous suffira de supposer que A est toujours de m~me signe ou 
qu'il ne s'annule jamais. I1 devra de plus ~tre toujours fini et uniforme. 
Cela arrivera si le changement de variables (3) est doublement univoque, 
c'est k dire si dans le domaine consid~rd les x sont fonctions uniformes 
des z et les z fonctions uniformes des x. 

Ainsi apr~s un changement de variables doublement univoque, lea 
invariants positifs restent positifs. 

Voici un cas particulier int~ressant: 
Supposons que ron connaisse une int~grale des ~quations (5) 

F ( ~ I ,  x 2 ,  . . . ,  x~)  = C .  

Prenons pour variables nouvelles z,, -~ C d'une part et d'autre part n - -  i 
autres variables zl,  z~, . . . ,  z._~. I1 arrivera souvent qu'on pourra choisir 
zl ,  z2, . . . ,  z~_~ de telle sorte que ce changement de variables soit double- 
ment univoque dana le domaine consid4r~. 

Apr~s le changement de variables, les ~quations (i) deviendront: 

dz, ~_ Zl  ' dz 2 dz ._ l  Z . _ l ,  dz.  
( 4 )  a-V- a- -g = z ~  , �9 �9 �9 ' a t  = a T  - - -  z ~  - - -  o ,  

Z~, Z 2 , . . .  , Z~_~ ~tant des fonctions connues de zl,  z 2, . .  , z,. S i  l'on 
regarde la constante C ~ z. comme une donn~e de la questioni lea ~qua- 
tions sont r~duitea k l'ordre n - - i  et aecrlvent: 

dz i dz.-1 Z,, 1 
(4 ' )  a - / - =  z l ,  . . . , d t  = - '  

les fonctions Z ne d~pendant plus que de z l , z 2 , . . . ,  z,,_~ puisque z. y 
a ~t~ remplac5 par sa valeur num~rique. 
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Si les 6quations (i) admettent un invariant positif 

w  

f M d x t d x  . . .  d x , , ,  

les 6quations (4) admettront 6galement un invariant positif: 

Je dis maintenant que les 6quations (4') qui sont d'ordre n ~ t  
admettent 6galement un invariant int6gral positif qui devra ~tre d'ordre 
~ $ - - I ,  

En effet, dire que J est un invariant intdgral e'est dire que 

d(~z,) + d(~,Z,) + .  + d(/~Zn) o 
d z  t d z  s " " d z .  

ou puisque Zn est nul, 

d(~,) + d(~Z,_____2) + + d(aZ ,_ l )  _ o,  
da I dz,  " " " dz, ,_l  

ee qui prouve que l'int6grale d'ordre n -  I 

f ~ z ,  dz ,  . . . dz , ,_ ,  

est un invariant pour les 6quations (4.'). 
Jusqu'ici nous avons fait porter les changements de variables sur 

les fonctions inconnues x, ,  x~, . . . ,  x,, mais nous avons conserv6 le temps 
t qui est notre variable ind6pendante. Nous allons supposer maintenant 
que 1'on pose: 

t = 

et que nous prenions t 1 comme nouvelle variable ind6pendante. 
Les 6quations (I) deviennent alors: 

dxi  d ~  d t  
( 5 )  = ( , . a . ,  . . . . .  . )  

Si les 6quations (I) ont un invariant int6gral d'ordre n 

f M d x ,  dx~ . . . dx. 



w 

on devra avoir 

Sur le probl~me des trois corps et les dquations de la dyaamique. 

ee qui" peut s'~erire 

Cela montre que 

a ( ~ x , )  = o ,  

d (M t i t1 

f dt~ M - ~  dx 1 dx 2 . . . dx. 
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Supposons par 
ind~pendante: 

I1 vient alors 

exemple que nous prenions pour nouvelle variable 

X n ~ t 1. 

d t ,  aT=X. 
et los ~quations (5) s'~erivent 

dz, X, a~ X~ 
o . ~  

d~n-1 Xn-1 dz. 
d t  I - -  X .  ' d t  I - -  I7  

et elles admettent comme invariant integral: 

f M X . d x x d x , .  . . dx~. 

De m~me si nous prenons pour nouvelle variable ind~pendante: 

~1 : O ( X l ~  X2:I ""  " ~ Xn)~ 

0 &ant une fonction quelconque de xl ,  x ~ , . . .  , x . ,  le nouvel invariant 
integral s'&rira: 

f M {d O d O X dO :X.~ dx, dx~ dx~. \ N  X I + N  ~ + + ~  / �9 " 

Aeta m a ~ t / a a o  18. Imprim6 le 8 juiUet 1890. 

eat un invariant int6gral pour lea ~quations (5). 
Pour que cette transformation puisse &re utile, il faut que t et t] 

dt t soient lids de telle sorte que ~-  puisse &re regard~ comme une fonction 

connue, finie, continue et uniforme de xl ,  z ~ , . . . ,  x.. 
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I1 est k remarquer que la forme et la signification d'un invariant int6gral 
est beaucoup plus profond6ment modifi6e quand on change la variable 
ind6pendante appelde temps que quand le changement de variables porte 
seulement sur les fonctions inconnues x~, x ~ , . . . ,  .r car alors les lois 
du mouvement du point reprdsentatif P se trouvent compl6tement trans- 
forrndes. 

Supposons n--~ 3 et regardons x l ,  x~, x.~ comme les coordonn6es 
d'un point P dans l'espaee. L'6quation: 

repr6sentera une surface. Consid6rons une portion quelconque de cette 
surface et appelons S cette portion de surface. 

Je supposerai qu'en tous les points de S on a 

+ o. 

I1 en r6sulte que la portion de surface S n'est tangente k aucune tra- 
jectoire. Je dirai alors que S est une surface sans contact. 

Soit Po un point de S; par ce point passe une trajectoire. Si cette 
trajectoire prolong~e vient recouper S en un point /)1, je dirai que P~ 
est le consdquent de P0" A son tour iPl peut avoir un cons6quent P~ 
que j 'appellerai ]e second consdguent de io 0 et ainsi de suite. 

Si on consid~re une courbe C trac4e sur S, les n ~' cons6quents des 
divers points de cette courbe formeront une autre courbe C' que j'appel- 
lerai ] a n  ~ consdquente de C. On d6finirait de la mdme fa~on l'aire qui 
est n e cons6quente d'une aire donn6e faisant partie de S. 

Cela pos6, soit une portion de surface sans contact S ayant pour 
6quation 0-----o; soit C une courbe ferm~e trac6e sur cette surface et 
limitant une aire A; soient C' et A'  les premieres cons~quentes, C n et 
A ~ ]es n es cons~quentes de C et de A. 

Par chacun des points de C passe une trajectoire que je prolonge 
depuis sa rencontre avec C jusclu'~ sa rencontre avec (2'.  L'ensemble de 
ces trajectoires formera une surface trajectoire T. 

Je considSre le volume V limit6 par la surface trajectoire T et par 
les deux aires A e t  A'. Supposons qu'il y ait un invariant positif 
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J = fMdzl dx2 d x  a �9 

d J  
J'&ends cet invariant au volume V e t  j'&ris que ~- est nul. 

Soit &o un 616ment de la surface S. Menons la normale g cet 616- 
ment, prenons sur cette normale une longueur infiniment petite dn. Soit 

dO 
0 +-dTdn la valeur de 8 g l'extr6mit6 de cette longueur. Si l'on a 

mend la normale dans le sens des 0 croissants, on aura 

Posons: 

on aura alors 

dO 
d-7 > o. 

dO xl + dO x, +dO 
a.---, E x, 

dO = H ,  
dn 

d.__J = f MHdto - -  f MH&o , 
dt a 

la premi6re int6grale &ant &endue i~ l'aire A' et la seconde ~ l'aire A. 
L'int6grale 

f M~tdoJ 

conserve la mgme valeur qu'on l'&ende g l'aire A, ou g A', ou par 
cons6quent g A'. C'est donc un invariant int6gral d'une nature parti-. 
culi6re qui conserve la m~me valeur pour une aire quelconque ou pour 
l'une de se~ cons6quentes. 

Cet invariant est d'ailleurs positif, car par hypoth6se, M ,  H et par 
consdquent MH sont positifs. 

w 8. Usage des invariants  int~graux. 

Ce qui fait l'int6r~t des invariants int6graux, ce sont les th.dor6mes 
suivants dont nous ferons un fr6quent usage. 

Nous avons d6fini plus haut la stabilit6 en disant que le point 
mobile /) doit rester ~ distance finie; on l'entend quelquefois dans un 
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autre sens. Pour qu'il y air stabilitY, il faut que le point P revienne 
au bout d 'un temps suffisamment long sinon ~ sa position initiale~ du 
moths dans une position aussi voisine que l'on veut de cette position 
initiale. 

C'est dans ce dernier sens que PoIsso~ entendait  la stabilitY. Lors- 
qu'il a d~montr~ que, si l 'on tient compte des secondes puissances des 
masses, les grands axes des orbites demeurent  invariables, il s'est seule- 
ment  attach~ ~ ~tablir que les d~vcloppements de ces grands axes en 
sSries ne contiennent que des termes p~riodiques de la forme sin at ou 
cos at, ou des termes mixtes de la f o r m e t  sin at ou t cos at ,  sans contenir 
aucun terme s~culaire de la forme t o u t  ~. Cela ne signifie pas que les 
grands axes ne peuvent jamais d4passer une certaine valeur, car un terme 
mixte t cosa t  peut croltre au delk de route limite; cela veut dire seule- 
ment  que les grands axes repasseront une infinit~ de lois par leur va- 
leur primitive. 

La stabilitY, au sens de PoIsso~, peut-elle appartenir ~ toutes les 
solutions? PoIssoN ne le croyait pas, car sa d~monstration suppose ex- 
press6ment que les moyens mouvements ne sont pas commensurables; 
elle ne s'applique donc pas quelles que soient les conditions initiales du 
mouvement. 

L'existence des solutions asymptotiques, que nous ~tablirons plus loin, 
montre suffisamment que si la position initiale du point P e s t  convenable- 
ment  choisie, ce point P ne repassera pas une infinit~ de lois aussi pros 
que l'on voudra de cette position initiale. 

Mats je me propose d'dtablir que, dans un des cas particuliers du 
probl~me des trois corps, on peut choisir la position initiale du point P (et 
cela d'une infinit~ de mani~res) de telle fa(;on que ce point P repasse 
une infinit~ de fois aussi prSs que l 'on voudra de sa position initiale. 

En d'autres termes, il y aura une infinit~ de solutions particuli~res 
du probl~me qui ne jouiront  pas de ]a stabilit~ au second sens du mot, 
c'est ~ dire au sens de PoIssos; mats il y en aura une infinit~ qui en 
jouiront. J 'ajouterai  que les premieres peuvent ~tre regard~es comme 
exceptionnelles et je chercherai plus loin ~ faire comprendre le sens 
precis que j 'attache ~ ce mot. 

Supposons n ---- 3 et imaginons que x~, x 2 , x 3 repr~sentent les coor- 
donn~es d'un point P dans l'espace. 
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Th~or~me I. Supposons que le point P reste ~ distance finie, et que 

le VOlUm~ fdXldX:dx  ~ soit un invariant int6gral; si l 'on consid4re une 

r~gion r 0 quelconque, quelque petite que soit cette r~gion, il y aura des 
trajectoires qui la traverseront une infinit~ de lois. 

En effet le point P restant ~ distance finie, ne sortira jamais d'une 
r~gion limit~e /~. J 'appelle V l e  volume de cette r~gion R. 

Imaginons maintenant  une r~gion tr~s petite r 0, j 'appelle v le volume 
de cette r~gion. Par chaeun des points de r o passe une trajectoire que 
l'on peut regarder comme parcourue par un point mobile suivant la loi 
d~finie par nos ~quations diff~rentielles. Consid~rons donc une infinit~ de 
points mobiles remplissant au temps o la r~gion r o et se mouvant  en- 
suite conform~ment ~ cette loi. A u  temps r ils rempliront  une certaine 
r~gion r~, au temps 2r une r~gion r~, etc. au temps nr  une r~gion r~. 
Je  puis supposer que r e s t  assez grand et r o assez petit pour que r 0 et 
r~ n'aient aucun point commun. 

Le volume ~tant un invariant integral,  ces diverses r~gions r0, r~, 
. . . ,  r,, auront  m~me volume v. Si ces r~gions n'avaient aucun point 
com~nun, le volume total serait plus grand que nv; mais d'autre part  
toutes ces r4gions sont int~rieures ~ / / ,  le volume total est donc plus 
petit  que V. Si donc on a: 

V 
~) 

il faut  que deux au moins de nos r~gions aient une partie commune. 
Soient r~ et r~ ces deux r~gions (q > p). Si r~ et rq ont une partie 
commune, il est clair que r 0 et rq_p devront avoir une partie commune. 

Plus g4n~ralement, si on ne pouvait trouver k r~gions ayant une 
partie commune, aucun point de l'espace ne pourrait appartenir ~ plus 
de k - - I  des r~gions r0, r l , . . .  , rn. Le volume total occup~ par ces 

nv Si donc on a r6gions serait donc plus grande que k -  i" 

il faut que l 'on puisse trouver k r~gions ayant une partie commune. 
Soient: 

r , , ,  r,~, . . . ,  r,, 
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ro, rp:_.p, , %_p~, . � 9  %_p, 

auront  aussi une partie commune. 
Mais reprenons la question ~ un autre point de rue.  Par  analogie 

avec la nomenclature du paragraphe prdc6dent nous conviendrons de dire 

que la r6gion r,, est la n c cons6quente de r 0 et que r o est la n r antd- 

cddente de r , .  

Supposons alors que rp soit la premi6re des cons6quentes successives 

de r o qui ait une partie commune avec r o. Soit ro cette partie com- 
mune;  soit so la pc ant6c6dente de r~ qui fera aussi partie de r o puisque 

sa Ir cons6quentc fait par t ie  de r~. 
Soit ensuite r~, la premi6re des consdquentes de ro qui air une partie 

,p i i commune avec ~o; soit ~o cette partie commune;  sa _p~ antdc6dente fera 

partie de ro et par cons6quent de ro, et s a p  + t)~ ant6c6dente que j'ap- 

pellerai So' fera partie de so et par consdquent de r o. 
Ainsi so' fera partie de r 0 ainsi que ses pC et p + p~ cons6quentes. 

Et  ainsi de suite. 
~ t t  i l l  t !  t 

Avee ~o nous formerons r o r nous avons forme ro aver r o 
t A V  .n  et ro avec r0; nous formerons ensuite Io , . . . ,  to, . . . .  
Je  supposerai que la premi6re des cons6quentes successives de r] qui 

," soit celle d'ordre P~. air une part ie commune avec ro 
J 'appellerai  s o l 'ant6c6dente d'ordre p + p~ + p,~ + . . .  4-p,_~ de to. 
Alors so fera partie de r o ainsi que ses n cons6quentes d'ordre: 

P ,  P -~ Pl , P 3v Pl -3t" P~ ,  . . . ,  P + Pl  + 1 ) ~  -{- . . "  -[- P , -a"  

n ) n - - 2  De plus so fera partie de 30 - 1  80 -1  de So , . . . .  
I1 y aura  alors des points qui appart iendront ~ la fois aux r6gions 

t t t ~t r o , s o , S o , . . . , s o , s o  + 1 , . . .  ad. inf. L'ensenxble de ces points formera 
une r6gion a qui pourra d'ail leurs se rfiduire ~ un ou ~ plusieurs points. 

Alors la r6gion a fera partie de r o ainsi que ses cons6quentes d'ordre 

P , P + Pl , . . . , P -~ .Pl -+- . . .  -4- p .  , p -4- p ,  + . . .  + p ,  + P , + ,  , . . .  ad. inf. 
En d 'autres termes, toute trajectoire issue d 'un des points de a tra- 

versera une infinit6 de fois la r6gion r o. 
C. Q. F. D. 
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Corollaire. I1 r6sulte de ce qui pr6c+de qu'i l  existe une infinit6 de 
trajectoires qui traversent une infinitd de lois la rdgion r0; mais il peut 
en exister d'autres qui ne traversent cette r6gion qu 'un hombre fini de 
lois. Je me propose maintenant d 'expliquer pourquoi ces derni+res tra- 

Oe r jectoiree peuvent dtre r%ardeee comme exceptionnelles. 
Cette expression n'ayant par elle-mdme aucun sens prdcie, je suis 

oblig6 d'abord d'en compldter la d6finition. 
Nous conviendrons de dire que la probabilit6 pour que la position 

initiale du point mobile P appartienne k une certaine r6gion r 0 est k la 
probabilit6 pour que cette position initiale appartienne k une autre r6gion 
r 0 dans le mdme rapport que le volume de r o au volume de r0. 

Lee probabilitde 6tant ainsi ddfinies, je  me propose d'dtablir que lu 
probabil i td pour qu'une trajectoire issue d'un point de r 0 ne traverse pae 
cette r6gion plus de k J~ois est nulle, quelque grand que soit k et quelque 
petite que soit la r6gion r 0. C'est lk ce que j 'entends quand je dis que 
les trajectoires qui ne traversent r 0 qu'un hombre fini de lois sont ex- 
ceptionnelles. 

Je suppose que la position initiale du point P appartienne k r o et 
je me propose de caleuler la probabilit6 pour que la trajeetoire issue de 
ce point ne traverse pas k + I lois la r6gion r 0 depuis l '6poque O jusqu'k 
l '6poque nv. 

Nous avons vu que si le volume v de r 0 es t  tel que: 

kV 
n > - -  

q) 

on pourra trouver k + I r6gions que j 'appellerai 

to,  r~ 1, r~ ,  . . . , r~ 
J 

et qui auront une partie commune. Soit s~ cette partie commune, soit 
s o son ant6c6dente d'ordre a~; et d6signons par sp la pe cons6quente de s o. 

Je  dis que si la position initiale du point P appartient b~ So, la tra- 
jectoire issue de ce point travereera k + i lois au moins la r6gion r o 
entre l '6poque o et l '6poque nv. 

En effet le point mobile qui d6crit cette trajectoire se trouvera 
l '6poque o dane la r6gion so, ~ l '6poque /or dans la r6gion s~, b~ l '6poque 



72 H. Poinear6. w 8. 

nr  dans la r6gion s.. I1 traversera donc n6cessairement, entre les 6poques 

o e t  nr,  les r6gions suivantes: 

SO ~ Sak--a]--i  ~ 8 a k - - a k ~  9 " �9 " ~ ~a~--a., ~ Sak--a l  ~ 8ak" 

Or je dis que routes ces r6gions font partie de r 0. En effet s,, fait partie 

de r o par d6finition; s o fait partie de r 0 parce que sa a~ cons6quente 
s,~ fait partie de ra~, et en g6n6ral s,~_a, fera partie de r 0 parce que 

sa a~ cons6quente s~, fait partie de %,. 

Donc le point mobile traversera k + I lois au moins la r6gion r 0. 
C. Q. F. D. 

Soit maintenant  a o la portion de r o qui n 'appart ient  ni ~ s o, ni 
aucune r6gion analogue, de telle fagon que les trajectoires issues des 

divers points de a 0 ne traversent pas la r6gion r 0 au moins k + i lois 

entre les 6poques o et hr. Soit w le volume de a 0. 
La probabilit6 cherch6e, c'est k dire la probabilit6 pour que notre 

trajectoire ne traverse pas k + x fois r 0 entre ces deux 6poques sera 

alors w - - 8  

V 

Or par hypoth6se aucune trajectoire issue de a 0 ne traverse k + I 

fois r o ni a fortiori a o entre ces deux 6poques. On a donc: 

kV 
Tb 

et notre probabilit~ sera plus petite que 

kV 
~ V  

Quelque grand que soit k, quelque petit que soit v, on pourra toujours 
prendre n assez grand pour que cette expression soit aussi petite que 
nous le voudrons. Donc il y a une probabilit6 nulle pour que notre 

trajectoire, que nous savons issue d 'un point de r0, ne traverse pas cette 

r~gion plus de k lois depuis l '6poque o jusqu'~ l '6poque + cxv. 
C. Q. F. D. 

Extension du thdor~me 1. •ous avons suppos6: 

I ~ que n -~ 3, 
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2 ~ que le volume est un invariant int6gral, 
3 ~ que le point P e s t  assujetti ~ rester ~ distance finie. 
Le th6ordme est encore vrai si le volume n'est pas un invariant 

int6gral, pourvu qu'il existe un invariant positif quelconque: 

f M d x  ldx~ dx 3. 

I1 est encore vrai si n > 3, s'il existe un invariant positif: 

f M d x l d x  ~ . . . dx ,  

et si x l ,  x 2 , . . .  , x., coordonn6es du point  P dans l'espace ~ n dimen- 
sions, sont assujetties K rester finies. 

Mais il y a plus. 

Supposons que x I , x 2 , . . . ,  x. ne soient plus assujetties ~ rester finies, 
mais que l ' invariant integral positif 

f .Mdx 1 dx~ . . . dx ,  

6tendu ~ l'espace ~ n dimensions tout entier ait une valeur finie. Le 
th6or6me sera encore vrai. 

Voiei un cas qui se pr6sentera plus frdquemment.  
Supposons que l 'on connaisse une intdgrale des 6quations (~) 

_F(xl , x~ , . . . ,  x.)  --~ const. 

Si F ~ const, est I'6quation g6n6rale d 'un syst6me de surfaces ferm6es 
dans l'espace ~ n dimensions, si en d'autres termes F est une fonction 
uniforme qui devient infinie quand une quelconque des variables x~, x~, 
. . . , x ,  cesse d'dtre finie, il est clair que Xl,  x ~ , . . . i x ,  resteront toujours 
flnies, puisque F conserve une valeur constante finie; on se trouve donc 
dans les conditions de l'6nonc6 du th6or6me. 

Mais supposons que les surfaces F = const, ne soient pas ferm6es; 
il pourra se faire ndanmoins que l ' invariant intdgral positif 

f M d x l  dX ~ . . . dx ,  

dtendu ~ t o u s l e s  syst6mes de valeurs des x tels que: 

c, < F < c ,  
ait une va leur  finie; le th~or~me sera encore vrai. 

Acta mathematlca. 18. Imprim~ le 2 aoflt 1890, 10 
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C'est ce qui arrive cn particulier dans le cas suivant. 
M. HILL dana sa th~orie de la lune a n~gligd dans une premiere 

approximation la parallaxe du soleil, l'excentricit~ du soleil et l'incli- 
naison des orbites; il es~ ainsi arriv5 aux ~quations suivantea: 

d x  i 

dt X - 2n'u'  - -  x V(*'  tl + y')~ 3 n'2 , 

dy dy' _ 2n ' x '  _ _  ,uy 

qui admettent  l 'intSgrale: 

F = z'* + Y'~' /~ 3 n,2x2 = const. 
2 ~/zs _1_ y* 2 

et l ' invariant integral 

f d dyd 'dy'. 

Si l 'on regarde x ,  y ,  x '  et y' comme les coordonn6es d'un point 
dana l'espace h 4 dimensions, l '6quation F = conat, reprdsente un syst6me 
de surfaces qui ne sont pas ferm6es. Mais l ' invariant int6gral 6tendu 
toua les points compris entre deux de cea surfaces est fini, comme nous 
allona le montrer. 

Le th6or6me I e s t  donc encore vrai; c'est ~ dire qu'il existe des 
trajectoires qui traversent une infinit6 de lois toute r6gion de l'espace 
4 dimensions, quelque petite que soit cette r6gion. 

Soit donc b~ calculer l ' int6grale quadruple 

J = f d z d y d x ' d v ' ,  

cette int6grale dtant 6tendue "k tous les syst6mea de valeura tels que 

Changeona de variables et transformona notre intdgrale quadruple,  en 
posant: 

x' = cos ~ ~/~rr, y' = sin ~, ~/~rr, 

x = p cos to, y = p sin to; 
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cette int6grale devient: 

et il vient d'autre part: 
J -=fpdpdr&od~ 

-~"---~ r -  /1 3 n, 2pu COS2 ~0" 
p 2 

Nous devons int6grer d'abord par rapport k F entre lea limites o e t  2~r, 
ce qui donne: 

J = 2~fpdpdrdoo 

et l'int6gration doit 6tre 6tendue k tous l e s  syst6mes de valeurs de p , r  
et w qui satisfont aux in6galit6s: 

r > o ,  r > C  1 + ~ + ~ n  p cos~w, 

r < C 2 + z  3n,~p2 + ~ cos ~ ~. 

De ces in6galit6s on peut d6duire la suivante: 

/2 3 s2 2 
C~ + ~ + 2  n p eos~to > o. 

Regardons p e t  to comme Ies coordonn6es polaires d'un poh~t et construi- 
sons la courbe 

+ ~n p cos2w -= o. 

Nous verrons que si C 2 est plus petit que i 2 - -~(9n 'p)  ~ cette courbe se 

compose d'une ovale ferm6e situde tout enti6re s l'int6rieur du cercle 

et de deux branches infinies situ6es tout enti6res ~ l'ext6rieur dc ce cercle. 
Le lecteur fera facilement cette construction; s'il y 6prouvait quelque 

difficult6, je le renverrais au m6moire original de M. HILL dans le tome 
I de l ' A m e r i c a n  J o u r n a l  of M a t h e m a t i c s .  

M. HILL conclut de lk que si le point p , t o  est ~ l'origine des temps 
l'int6rieur de cette ovale ferm6ei il y restera toujours; que par cons6- 
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quent p rester9 toujours plus petit que la/ l~- . Ainsi si l'on n6gligeait 
u  n'2 

la parallaxe du soleil, son excentrieit6 et les inelinaisons, il serait permis 
d'assigner une limite sup6rieure au rayon vecteur de la lune. En 
ee qui concerne la lune en effet, la constants C~ est plus petite que 

I 2 

- -  ~ (9n'/~) ~. 

C'est ce remarquable r~sultat de M. HILL que je me propose de 
completer en montrant que, dans ees conditions, la lune jouirait ~gale- 
ment de 19 stabilit6 au sens de Polsso~; je veux dire par lg que, si les 
conditions initiales du mouvement ne sont pas exceptionnelles, 19 lune 
repassera une infinit~ de lois aussi pr~s que l'on voudra de sa position 
primitive. C'est pour cela, comme je l'ai expliqud plus haut, que je 
me propose de d4montrer que l'int~grale J est finie. 

pes t  plus petit que "~7.-~,, et par cons6quent Comme limitd, l'intdgrale: 
v 5 n -  

J = : x f p d p d r d o J  

lie peut devenir infinie que s i r  erolt ind4finiment, et r ne peut devenir 
infini, en vertu des in6galit6s (i) que s i p  s'annulc. 

Posons done: 
j = j , + J ' , ,  

J '  reprdsentant l'int~grale dtendue ~ tous les syst&nes de valeurs tels que 

(2) r > o , p > p 0 ,  C I < F < c ,  

et J"  reprdsentant l'int6grale 6tendue .k t o u s l e s  syst6mes de valeurs 
tels que: 

(3) r > o , p < p 0 ,  c , < s < q .  

Quand les indgalitds (2) sont satisfaites p nc peut s'annuler; done r ne 
peut devenir infini. Done 19 premiere int6grale J' est finie. 

Examinons maintenant J". Je puis supposer que P0 9 6t6 pris assez 
petit pour que 

c, o. 
P0 
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Les indgalit6s F > C 1 , p < P0 entralnent alors r > o. Nous devons donc 
int6grer par rapport ~ r entre les limites: 

C, + z cos ,.. 

I1 vient alors: 

21t P o 

x , =  ,:(C,--c,) fd. , fpdp 
o 0 

J"  ct par cons6quent J e s t  donc fini. 
C. Q. F. D. 

M. BOHr~IN a g6n6ralis6 de la mani6re suivante le r6sultat de M. 
HrLL. Considdrons le cas particulier suivant du probl6me des trois corps. 
Soit A un corps de masse I - - # ,  B u n  corps de masse # et C un corps 
de masse infiniment petite, hnaginons que les deux corps A e t  B (dont 
le mouvement dolt ~tre K6plerien, puisqu'il n'est pas troubl6 par la masse 
de C) d6crivent autour de leur centre de gravit6 commun suppos6 fixe 
deux cireonfdrences concentriques, et que C se meuve clans le plan de 
ces deux circonf6rences. Je prendrai pour  unit6 de longueur la distance 
constante A B ,  de telle fa(;on que les rayons de ces deux circonf6rences 
soient i - - p  et p. Je supposerai que l'unit6 de temps ait 6t6 choisie 
de telle sorte que la vitesse angulaire des deux points A e t  B sur leurs 
circonfdrences soit dgale ~ I (ou ce qui revient au mdme que la con- 
stante de GAuss soit 6gale ~ I). 

Choisissons alors deux axes mobiles ayant leur origine au centre de 
gravit6 des deux masses A et B; le premier de ces axes sera la droite 
A B ,  et le second sera perpendiculaire au premier. 

Les coordonndes de A par rapport ~ ces deux axes sont - - #  et o; 
celles de B sont I - - #  et o; quant b~ celles de C j e  les appelle x e ty ;  
j'ai alors pour les 6quations du mouvement: 

dz dz' d V 
d~ -= x', d--i- = 2y' + ~ -4- x ,  

dy 
"-fi= y'' 

dy' dr_4  - 
d-i-= - -  2 x ' + ~  y,  
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en posant 

On a d'ailleurs: 

V _ _ I  .... /, [~ AC +FO" 

~Td' = (x + ~)" + v ~, -Be ~ - (:~ + I~- -  ~)~ + Y=" 

Ces dquations admettent  une int6grale: 

" x 2 + ~.1 ~ 
F z"  + y'" V - -  K 

2 2 

et un invariant  intdgral: 

J =fdx@dz'@'. 
,M. t~OHLIN, dans le tome IO des A c t a  m a t h c m a t i c a ,  a g6n6ralis6 le 

rdsultat de M. HILL, en montrant  que si l:r constante K .a une valeur  

convenable (ce que nous supposerons) et si les valeurs initiales de x et 

de y sont assez petites, ees quantitds x ct y resteront limitdes. 
Je  me propose maintenant  de montrcr  que l ' intdgrale J 6tenduc 

t o u s l e s  syst6mes de valeurs tels que 

& < F < &  

est finie; d'oll nous pourrons eonelure, comme nous l 'avons fait plus haut, 

que la stabilit6 all sells de 1)oIssoa subsiste encore dans ee eas. 
8i les eonstantes /s et K.~ sont convenablement ehoisies, le th6or6me 

de M. Borme,- montre que x et y seront limit6s. Quant k x' et y' ils ne 

pourront  devenir infinis que si V devient infini, e'est g dire si A C  s'annule, 

ou si B C  s'annule. 

Posons alors: 
J = J '  --k a"  -b J '" ,  

l ' intdgrale J '  dtant dtendue k toue  les syst6mes de valeurs tels que: 

l ' intdgrale or" k tous les syst~mes de valeurs tels que: 

K, < F < & ,  ~ '  < p~, (Xo~ ~ >po'), 
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et l lntegrale ~ tous les systemcs de valeurs tels que: 

K~ < F < K, , B-O ~ < p~, (d'oh . ~  > p~o). 

Comme pour aueun des syst~mes de valeurs auxquels l'int~grale J '  est 
~tendue, A C  ou B C  ne s'annule, cette int6grale J '  est finie. 

Examinons maintenant l ' intdgrale J" .  Je puis supposer que P0 ait 
~t~ choisi assez petit pour que 

Dans ce cas 
~e '~ -t- y'~ 

I - I ; i  > o ,  -Z+K, >o.  
Po Po 

peut varier entre l es  limites 

x~ + y~ 
LI  = K~ -t- I - -  te ffO -l- - -  et K ~ - k - - -  

A C  2 ~U z~+Y~ 
I 

+ + - -  L , ,  
AC 

ear la plus petite de ces deux limites est positive. 
Posons alors comme plus haut: 

x' ---- ~/Fr cos f ,  y' ----- ~/~rr sin f ,  d'oh 
z'~ + y'~. 

2 

l 'int6grale deviendra 

J', = f dx@drd , 

et on devra int~grer par rapport  k f entre les limites o et 2~ et par 
rapport  k r entre les limites L 1 et L2; il viendra done: 

J" = 2, (K2 - -  K,) f dx@. 

S ' L'int~grale double f d x d y  devra ~tre ~tendue k t o u s l e s  .ystemes de va- 

leurs tels que T O : <  p~; elle est donc 6gale k 7rp~; de sorte qu'il vient: 

j , ,  --_ 2~r2p2o(K 2 - -  1s 

J "  est done fini, et il en est de mdme de J " '  et de J .  
C. Q. F. D. 

Nous devons done eonelure que (si les conditions initiales du mouve- 
ment  ne sont pas exceptionnelles au sens donn6 'k ce mot dans le corol-  
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laire du th6o%me l) le troisi6me corps C repassera une infinit~ de lois 
aussi pr6s que l'on voudra de sa position initiale. 

Dans le cas g6n6ral du probl6me des trois corps, on ne peut plus 
affirmer qu'il  en sera encore de mdme. 

Th~!or~me II. S i n - - ~  3 et que x l ,  x~, x 3 repr6sentent les coordon- 
ndes d 'un point dans l 'espace ordinaire, et s'il y a un invariant  positif, 

il ne peut  pas y avoir de surface ferm~e sans contact. 
Soit en effet 

J = fMdx ,  dx2dx 3 

un invariant integral positif. Supposons q~fil existe une surface S ferm6e 
et sans contact, ayant  pour 6quation 

F ( x , ,  x , ,  x~) = o .  

Soit V l e  volume limit6 par cette surface; nous 6tendrons l ' invariant 
J ~ ce volume tout  entier. 

La surface S 6tant sans contact, l 'expression: 

dF ,iF dF ~ x~ + ~ x ,  +~x~ 

ne pourra  s 'annuler et par consdquent changer de signe; nous la suppo. 

serons positive pour fixer les id6es. 

Soit dw un 516ment de la surface S; menons la normale ~ cet 616- 
ment  du c6t6 des F croissants; prenons sur cette normale un segment 

infiniment petit ebb. 

ment. On aura:  

Soit d(~ndn la valeur de F ~ l 'extr6mit6 de ce seg- 

dF 
d-~> o. 

J 6tant un invariant, on devrai t  avoir 

dJ 
- -  ~ O o  

dt 
Mais nous trouvons 

dF dF dF ~= Md--x , +~x, +~x, 
~Z 
dn 

d~.  
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L'int6grale du second membre, 6tenduc ~r toute la surface S, cst positive 

puisque la fonction sous le signe f e s t  toujours positive. 

Nous arrivons donc ~ deux r6sultats contradictoires et nous devons 
conclure qu'il ne peut exister de surface ferm6e sans contact. 

Extension du thdordme II .  I1 est facile d'6tendre ce th6or6me au 
cas de n > 3; il suffit pour cela, puisque la repr6sentation gdom6trique 
n'est plus possible, de la traduire dans le langage analytique et de dire: 

S'il y a un invariant int6gral positif, il ne peut pas exister une 
fonetion uniforme F(x I , x~ , . . . ,  xn) qui soit positive, qui devienne infinie 
routes les lois que l 'un des x cesse d'etre fini et qui soit telle que 

dF dF X~ -[- dF dF X 

soit toujours de m~me signe quand F est nul. 
Pour faire comprendre l ' importance de ee th6orSme, je me bornerai ~ 

faire observer que c'est une g6n6ralisation de celui dont je me suis servi 
pour d6montrer la 16gitimit6 de la belle m6thode de M. LINDSTEDT. 

Je  pr6f6re toutefois, au point de vue des applications ult6rieures, 
lui donner une forme un peu diff6rente en y introduisant une notion 
nouvelle, celle des courbes invariantes. 

Nous avons fi~ la fin du paragraphe pr6c6dent envisag6 une portion 
de surface S, d6finie par l '6quation 

O(Xl, = o 

et telle que l'on ait pour t o u s l e s  points de S 

d ~  

de telle sorte que S soit une portion de surface sails contact. 
Nous avons d6fini ensui te ,ce  qu'on doit entendre par le n ~ cons6- 

quent d'un point de S o u  par la n e consdquente d'une courbe ou d'une 
aire '~ppartenant h S. J 'entends maintenant et j 'entendrai d6sormais le 
mot cons6quent, dana le sens du paragraphe pr6c6dent, et non dans le 
sens employ6 plus haut dans la d6monstra~ion du th6or6me I. 

Aeta matheanatiza. 1~. I m p r i m 6  le 2 aotl t  1890. 11 
\ 
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Nous avons vu que s'il existe un invariant positif 

y f  Mdx~ dx. 2 dx 3 , 

iI existe 6galement une autre int6grale 

f MHdto 

que 1'on dolt 6tendre k tons les 616ments dw d'une aire appartenant k S 

et qui jouit  des propri6tds suivantes: 

I ~ La quantit6 sous le signe f ,  M H  est toujours positive. 

2 ~ L'intdgrale a la m&ne valeur pour une aire quelconque appar- 

tenant k S e t  pour toute~ celles de ses cons6quentes qui existent. 
Cela pos6, j 'appellerai  courbe invariante d u n  ~ ordre, toute courbe 

traefe sur S e t  qui coIncidera avec sa n" cons6quente. 
Dans la plupart  des questions de dynamique il entre certains para- 

m&res t % s  petits de sorte qu'on est naturel lement  conduit k ddvelopper 

les solutions suivant les puissances croissantes de ces param&res. Telles 
sont les masses en m6canique c61este. 

Nous imaginerons donc que nos 6quations diff6rentielles 

dx, X1 ' dx~ X2 ' ,lx~ 
d t  a t  d-t- = 

d6pendent d 'un param&re /~. Nous supposerons que XI ,  X2, X 3 sont 
des fonctions donn6es de Xl, x~, x 3 et p,  suseeptibles d'Stre d6velopp6es 
selon les puissances croissantes de # et que # est t%s petit. 

Consid6rons alors une fonction quelconque de/~; jc suppose que cette 
fonction tende vers o quand # tend vers o,  de telle facon que le rapport  

de cette fonction h /~'~ tende vers une limite finie. Je dirai que cette fonc- 
tion de ~ e s t  une quantit6 trds petite d u n  ~ ordre. 

I[ importe de remarquer  qu'il n'est pas ndcessaire que cette fonction 

de La soit susceptible d'6tre ddveloppge suiwmt les puissances de ft. 
Cela pos6, soient A 0 et B 0 deux points d 'une surface sans contact S, 

et soient A x c t  B 1 leurs cons6quents. Si la position de A 0 et B 0 dgpend 
de /, suivant une loi quelconque il en sera de m6me de la position de 

A 1 et B 1. Je me propose de d&nontrer  les lemmes suivants: 
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L e m m e  1. Si on envisage une portion de surface sans contact S ,  

passant par le point a 0 , b o , c o ; si x 0 , Y0, z0 sont los coordonndes d 'un point 
de S st si x~, y~, z~ sont los coordonndes de son cons6quent, on pourra 

d6velopper x I ~ ffl ' ~1 suivant les puissances de x 0 - -  a0, Y0 - -  b0, z0 - -  Co 
et /~ pourvu que ces quantit6s soient suffisamment petites. 

Je  puis toujours prendre pour origine le point a0, b0, c o de tellc 
fad;on que 

a o ~ b o ~ c o = O .  

Si alors 

cst l '6quation de la surface S; cette surface passera par l 'originc O st on aura:  

o )  = o .  

Je supposerai de plus qu'en tous les points de la portion de surface S 

envisag6e la fonction C(x, y) est holomorphe. Par  l 'origine O passe une 

trajectoire; imaginons que quand # ~ o cette trajectoire vienne au temps 

t ~ v recouper la surface S e n  un point P dont les coordonn6es seront: 

x = a ,  y = b,  z ~-  c .  

D'apr6s la terminologie que nous avons adopt6, le point P sera 
q u a n d  on suppose  # ~ o le consdquent du point O. 

Soit maintenant  Xo,  y o , Z o  un point A tr6s voisin de O et apparte- 
nant k lu surface S. Si l 'on fait passer par ce po in t  A une trajectoire, 

si on suppose que # cesse d'dtre nul,  mais reste tr6s petit, on verr~ que 

cette trajectoire viendra, k une 6poque t tr6s peu diff6rente de r couper 
la surface S e n  un point B tr6s voisin de P. 

Ce point B dont j 'appellerai les coordonn6es x 1 , y l ,  z I sera d'apr6s 
notre terminologie le consequent du point A. 

Ce que je me propose de ddmontrer, c'est que xa, Yl, zl peuvent  

se d6velopper suivant les puissances croissantes de x o, Y0, z0 e t / t .  
En effet, d'apr6s le th6or6me III  w 2, si x , y ,  z sont les coor- 

donn~es au temps t du Point mobile qui ddcrit la trajectoire issue 
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du point  

O11 a u r a ;  

(4) 

A ,  si de 

It. Poincard. w 8. 

plus x o , Yo, Zo,/z ct t - -  r sont suff isamment  petits, 

z = r  - -  r , / ~ ,  x 0 ,  'Yo, Zo), 

t, = r  - -  r , / , ,  & ,  y o ,  zo) ,  

z = r  - -  r ,  ~ ,  X o ,  Yo ,  z0),  

r r et Cz 6rant des sdrics ordonndes su iwmt  les puissances de t -  r, 

/ l  , X o , yo , Zo" 

Oes sdrics sc rdduiront  respect ivament  k a ,  b ,  c pour  

t - - ' :  ~ /Z = Xo -~- Yo --~ zo ~--- 0 .  

Commc V@, y) cst d6veloppablc  suivant  los puissances de x -  a e t  

y - - b ,  si x -  a ~,t y - - - b  sont assez petits, nous aurons 6galement :  

y) r  :,  z ,  y0, 

r 6tant  une s6rie dc mdmc fo rme  quc r  r et r 

Ecr ivons que lc point  x ,  y ,  z se t rouve  sur  la surface S, nous aurons:  

(5) =r  

La relat ion (5) peut  6tre regard6c comme une 6quation entre  t -  v, 

p ,  x o , Y  o et z o ct on peut  chercher  i~ la resoudre par  rappor t  k t - - r .  

Pour :  

t - -  z'-~ [ ~ - -  X o - -  Y0 - z o =-=: 0 

cettc relat ion est satisfaite, car on a 

3 ~ - - - r  - -  O .  

D'apr6s un thdorSme de CAUCHY, que nous avoIls d6montr6 dans un 

des pa ragraphes  qui  prdc6dent,  on pour ra  t i rer  de la relat ion (5) t - - r  

sous la forme suivantc:  

(6) t - -  r = 0 t / L ,  x o , Y o ,  Zo), 

0 6tant  une sdrie ordonn6e suivant  les puissances de p ,  xo, Yo et z o. 
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I1 n 'y  aura i t  d ' except ion  que  si p o u r  

85 

on ava i t  
t - - r = p = x o  = Y o  = z o  = o .  

d r = d e ,  

d t  d t  " 

Or eette 6quat ion  exp r imc  que  la t ra jec toi re  issue du  poin t  0 p o u r  

/ ~ - - o  va t o u c h e r  la surface S au  point  P .  

Mats il n 'en sera pas ainsi, parce  quc nous  supposerons  tou jour s  que  

S est une surface ou une  por t ion  de surface sans contact.  

Dans les 6quat ions  

Yl,  z~ ; il v i endra :  

01 , O= et O a 

Y0 et  z 0. 

(4) r emplagons  t - - r  pa r  0 et x , y , z  par  x,,  

*, = 0 ~ ( #  , x o , Yo, Zo), 

y~ = 8~(# ,  x 0 , yo,  Zo), 

z ,  = 0 ~ ( #  , x o , Yo , zo), 

~tant  des s6ries d6veloppdes  selon les puissances de # ,  xo, 

C. Q. F. D. 

L e m m e  I L  Si la dis tance de d e u x  points  A 0 ct B 0 a p p a r t e n a n t  k la 

por t ion  d e  surface sans contact  S est une  quan t i t6  t r&  pet i te  d 'o rd re  n ,  

il en sera de m d m e  de la dis tance de leurs  cons6quents  A~ ct Ba. 

Soient  en effet a l ,  % ,  % los coordonn6es  d ' u n  po in t  fixe Po de S 

t r& voisin dc A o et  de B0; a'i, a.~, a~ les coordonndes  de son consequent /~  

' ~" ' Y2 Y ~ ; Y ~ ,  , Soient  x ~ , x 2 , x a ; x l , x : , x a ; y l ,  , Y'~ Ya les coordonn6es  de 

A0,  A 1 , B 0 et  B 1. 
I) 'apr6s le l e m m e  I x~ - -  a; , x~, - -  a.'.,, x'~ ~ a'a peuven t  s t  d6ve lopper  

selon les puissances eroissantes de x~ - -  a~, .% - -  a~, '~a - -  aa et  # .  

L 'express ion de y~ ~ a '  1 , y'~ - -  a.~, y; - -  o; cn fonct ions de y~ - -  al ,  

y ~ - - a . , ,  Y 3 - - a ~  et /~ sera 6 v i d e m m e n t  la m d m e  que cclle de x ~ -  a'1, 

x : " ~  a:,., x3 ' - -  a 3' en fonct ions  de x~ - -  a a , x 2  - -  a.. , x a  - -  a 3 et l~. 

On dSdui t  de l~ quc l 'on p e u t  6crirc: 

(7) . ; - - v ;  = (x , - -v , )~ i  + ( . : - -v , )F;  + (x3--v~)F;, 

X; ~ y3 = (X 1 - -y i )F'I '  + (x2 ~Y2)"s + ( x 3 -  Y3)t~'3 t, 
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les F dtant des s6ries d6velopp6es suivant les puissances de: 

Les quantitds F ~  F.~, etc. sont flnies; si donc x ~ - - y ~ ,  x ~ - - y ~  et 
xa ~ Y 3  sont des quantit6s tr6s petites d'ordre n, il en sera de mdme de 

t I l ! 

C. Q. F. D. 

TMor~me III. Soit A~AMB~B une eourbe invariante, de telle th(;on 
que A 1 et Ba soient les cons6quents dc A ct B. 

Je suppose que les arcs AA~ et BBa soient tr6s petits (e'est k dire 
tendent vers o avec /~) mais que leur eourbure soit finie. 

Je  suppose que cette courbe invariante et la position des points A 
et B d6pendent de /L suivant une loi quelconque. Je suppose qu'il existe 
un invariant int6gral positif. Si la distance AB est tr6s petite d u n  ~ ordrc 
et que la distance AA~ ne soit pas tr6s petite du n ~ ordre, l'arc AA~ 
coupe Fare BB~. 

Fig. I. Fig. 2. 

Je  puis toujours joindre los points A e t  B par un arc de courbe 
AB situ6 tout entier sur la portion de surface sans contact S e t  dont la 
longueur totale soit du mOnc ordre de grandeur que la distance AB, 
e'est k dire une quantit6 trds petite du u e ordre. Soit A1B ~ un are de 
courbe qui soit le eons6quent de AB, il sera aussi tr~s petit d u n  e ordre 
d'aprbs le lemme II. 

Voiei maintenant  les diverses .hypoth6ses que l'on peut eoncevoir: 
x ~re hypoth6se. Les deux ares AA~ et BB~ se eoupent. Je  me pro- 

pose d'6tablir que e'est eette hypoth6se qui est rdalis6e. 
2 ~ hypoth~se. Le quadrilat~re eurviligne AAIB~B est tel que les 

quatre ares qui lui servent de e6t6s n'ont d'autre point eommun que les 
quatre sommets A , A ~ , B  et B~. C'est le cas de la figure I. 
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3 ~ hypoth~sc. Les deux a re s  AB ct A~B, se coupcnt. C'est lc cas 
de la figure 2. 

4 ~ hypoth~se. L'un des arcs AB ou A~B~ coupe l 'un des arcs AA~ 
ou BB1; mais les arcs AA~ et BB 1 ne se coupent pas, non plus que les 
deux arcs AB et A~B~. 

S'il y a un invariant positif il existera d'apr~s le paragraphe pr6- 
c(~dent une certaine int6grale 

f MHdoJ 

dont t o u s l e s  616ments seront positifs et qui devra avoir la mere valeur 

pour l'aire A.BB1MA et pour sa eons6quente AA~B~MA. 
Cette int6grale 6tendue s l 'aire 

ABA1.B 1 --~- AA1B 1MA - -  ABB1MA 

dolt donc ~tre nulle et colnme tous les  616ments de l ' int6grale sont positifs, 

]a disposition ne peut ~tre celle de la figure I oh l 'aire ABA1B 1 est convexe. 
La seconde hypoth~se dolt donc dtre rejetSe. 

La disposition ne peut non plus dtre celle de la figure 2. 

En effet dans le tr iangle ADAI, les distances AD et AjD sont tr~s 

petites du n e ordre car elles sont plus petites que les arcs AD et A~D, 
lesquels sont plus petits que les arcs A B e t  AIB~ qui sont du n ~ ordre. 
De plus on a :  

AA 1 ~ AD + A~D. 

La distance AA 1 devrait  donc dtre une quantit5 tr~s petite du u e ordre, 
ce qui est contraire ~ l'6nonc6 du th6orSme. 

La 3 e hypoth~se dolt donc dtre rejet~e. 

Je dis que la 4 e hypoth~se ne peut non plus dtre accept6e. Supposons 

en effet par exemple que l'arc AB coupe l'arc AA~ en un point A'. Soit 
ANA 1 la portion de l 'arc AB qui va  de A en A'; soit APA' la portion 
de l 'arc AAI qui va de A en A'. 

Je  dis qu'on pourra remplacer l 'arc ANA'B par l'arc APA'B; et 

que le nouvel arc APA'B sera comme l 'arc primitif  ANA'B une quantit6 
tr~s petite du ne ordre. 

En effet l 'arc ALVA' est plus petit que AB, il est donc d u n  e ordre; 
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la dis tance AA' est done clio-Incline du n ~ o rd re ;  l 'arc APA' est p lus  pet i t  

que AA~ qui  cst t r&  pet i t ,  c'est 'k dire qui  tend  v e r s o  avee # ;  Fare 

APA' est done tr+s pet i t  et sa e o u r b u r e  est finie; on peu t  done assigner  

une  l imi te  au r appo r t  de l 'are APA' k sa eorde AA'; ee r a p p o r t  est fini 
et  AA' est du  n ~ ordre ;  done  APA' est d u n  ~ ordre,  e. q. f. d. 

D 'a i l l eurs  le nouve l  are APA'B ne coupe  plus  Fare AA~, il a seule- 

m e n t  avee lui  une  par t ie  c o m m u n e  APA'. 
On r e tombe  done sur  la 2 ~ hypoth/~se qui  a d~jk dtd rejetfie. 

La  i ~~ hypoth+se est done seule acceptab le  et  le th~or&me est dfi- 
montr6 .  

Remarque. ~ Nous  avons suppos6 dans l 'Snone~ du  th~or&me que 

les ares AA a e t  BB~ sont  trSs pet i t s  et que l eur  eou rbure  est finie. En 

r(~alit~ nous ne nous  sommes  servis de eette hypoth&se que  pou r  m o n t r e r  

que  si la eorde AA' est trSs pet i te  d u n "  ordre,  il en est de m d m e  de 
Fare APA'. 

Le th~ordme sera done  encore vrai quand  m d m e  l 'are  AA~ ne serait  

pas tr~s pe t i t  et sa c o u r b u r e  finie, p o u r v u  qu 'on  puisse assigner une  l imi te  

sup6r ieure  au rapl)ort  d 'un  are que lconque  (faisant part ie  de AA~ ou de 
BB1) k sa eorde. 

C H A P I T R E  l I l .  

Theorie des solutions periodiques, 

w 9. Existe~ce des .~oh~tio~s p('riodiq~tes. 

Consid~ron~ un sy.~t~me d '6quat ions  diff6rentielles 

( l :e i  __  Xi ( i =1 , " .  . . . . .  . )  
( d- i -  - 

oll les X sont des fonctions des x et (t 'un pa ram~t re  /1. Les X p o u r r o n t  

aussi d~pendre  de t, mais  ee seront  ah)r.~ (le~ fonet ions pPr iodiques  de 
cette var iab le  et la p~riode sera 2~. 
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Supposons que pour la valeur o du param6tre /_~, ces 6quations ad- 
mettent une solution p6riodique, de telle sorte que 

x,=~,(t), 
F~ 6tant une fonction p6riodique du temps dont la p6riode sera par 
exemple 2rr. 

Posons: 
x , =  ~, + $, 

et cherchons pour les valeurs tr6s petites de # ~ trouver les valeurs des 
que nous supposerons 6galement tr6s petites, il viendra 

d& dXi dX~ 

Dans les d6riv6es partielles des X les x~ sont remplac6s par les fonctions 
p6riodiques 9'i. L e s s  sont ainsi d6termin6s par des 6Cluations lin6aires 

second membre dont les coefficients sont des fonctions p6riodiques. 
Deux cas peuvent se pr6senter. 
I ~ Les 6quations sans second membre: 

d& ,---, dX~ (5) ~ - i - = L ~  

n'admettent pas de solution p6riodique de p6riode err. 
Dans ce cas les 6quations ~ second membre en admettent une que 

1 9 t  * * 
j ecnrm: 

~:, =/~r 
r 6tant une fonction p6riodique de p6ri0de 2=. 

: ~ Les 6quations sans second membre admettent une solution p6- 
riodique de p6riode 2rr. 

Alors les 6quations ~ second membre ~)euvent ne pas avoir de solu- 
tion p6riodique, de telle fa~on qu'en g6n6ral nous trouverons une solution 
de la forme suivante: 

$i =/Atr + #r 

les r 6tant toujours des fonctions p@iodiques, ou mdme dans certains cas 

~, = ~ [ t . r  + t . -~r + . . .  + r  
Acta mathemattva. 13. I m p r i m 6  l e  5 ao f i t  1890,  12 
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Pla~ons-nous da, ns le premier cas et voyons la chose de plus pr~s. 
Cherchons ~ former une solution p~riodiquc et ~ la d~velopper sui- 

vant les puissances de p; posons par consequent: 

x~ = ~, -[- P~I.~ q-/~2~., q_ . . . .  

Quand oil substituera ~ la place des x~ ces valeurs dans les X,, on 
trouvera 

x ,  = x0., + z x , . ,  + + . . . .  

I1 est clair que les Xo. ~ ne d~pendent que des ~,, les X~., des ~, et des 
~.,, les X2.~ des ~.~ et des ~2., etc. De plus si les ~.,  sont des fonctions 
p~riodiques de t de p~riode 2z r, il en sera de m~me des X~.,. 

Nous avons de plus 
X~, _ ~  aX, �9 + 

dX~ 
Dans' le second membre, dans les d~riv~es ~-~,, on dolt substituer lea ~, 

k la place des x, ainsi que nous l'avons fait plus haut. De plus Y,., ne 
d~pcndra que des V~, des Vl.~, des ~ 2 ~ , . - . ,  des V,--L*; mais ne d~pendra 
plus des ~., .  

Cela pos~ on est doncIuit at~x ~quations suivantes 

d~.t ~;~ dX~ 
(3) :~/  = ~ , ~ ' , . ,  q- Y,,.,. 

Supposons qu'on ait d~termin4 les quantit4s 

~ . , ,  ~ . , ,  . . .  , ~.-~.~ 

l'aide des ~quations pr~c~dentes sous forme de fonctions p~riodiques de 
t; on pourra ensuite h, l'aide des ~quations (3) d~terminer les ~.~. 

Ces ~quations (3) sont  des ~quations lin~aires ~ second membre et 
les coefficients sont p~riodiques. 

Par hypoth~se les ~quations sans second membre 

qui ne sont autres quc les 6quations (2), n'ont pas de solution p6riodique; 
donc les ~quations (3) en admettent une. 
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I1 r~aulte de 1~ qu'il  existe des s~ries 

----- # f'2., + . . . .  

dont les coefficients sont p~riodiques et qui aatisfont formellement aux 
~quations (I). 

I1 resterait k d~montrer la convergence de ces s~ries. Nul doute 
que cette ddmonstration ne puisse se faire directement; jc ne le feral 
pas toutefois, car je vais, en reprenant la question ~ un point de vue 
different, d~montrer rigoureusement l 'existence des solutions p6riodiques, 
ce qui entraine la convergence de nos s~ries. Nous n'aurons en effet qu'k 
noua appuyer  sur les principes lea plus connus du ))calcul des limites.)) 

Soit ~,(o) -{- t3, la valeur de x, pour t = o. Soit V,(o) + F, la va- 
leur de x, pour t ~ 2zc. Les T, d~pendront 5videmment de /~ et de~ 
valeurs initialcs des variables et ellcs s 'annuleront avec elles. 

Cela me permet d'~crire: 

r, = 19, + a ,~  + Y..b,,fl~ + E [m , p ,  , p~ , . . . , p . ] f  flf, f l ~ .  . . ~ .  

= f l , +  r  

les a, lea b et les [m , P l ,  P 2 , ' . ' ,  P.] ~tant des coefficients constants. 
On obtiendra les solutions pdriodiques de p~riode 2z en cherchant 

les cas off: 

r,  - -  fl,. 

On peut donc consid~rer /~ comme une donn~e de la question et chercher 
r~soudre par rapport aux n inconnues fl les ~quations 

(4) r ----r = - "  = r  -=-- o. 

Nous savons que lea r sont  des fonctions holomorphes de # et des /3 
s 'annulant avec les variables. (Voir th~or~me III w 2.) 

Si le d~terminant fonctionnel des ~5 par rapport  aux 19 (c'est k dire 
le d~terminant des b,k) n'est pas nul, on peut r~soudre ces n ~quations 
et on trouve comme solution: 

fl, = O,(Z), 

les O, ~tant, d'apr~s un th~or~me bien connu, des fonctions holomorphes 
de # a 'annulant avec ~. (Voir th~or~me IV w 2.) 
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C'est le cas que nous avons dtudi~ plus haut  et oh les dquations 
(:) n'ont pas de solution p~riodique. 

On dolt en conclure que pour les valeurs de # suffisamment petites, 
les ~quations (I) admettent une solution p~riodique. 

Supposons maintenant que le d~terminant fonctionnel des ~b soit nul;  
nous pourrons alors, en vertu du thdorSme V:[ w 2, (~liminer entre les 
5quations (4) ~ , / ~ 2 ,  " " , / ? n - ~ ;  nous arriverions ainsi ~ une dquation unique 

4 - - - -o  

dont le premier membre sera d~velopp~ suivant les puissances de p et 
de jSn. 

I1 n 'y  aurait  d'exception que si les dquations (4) n'dtaient pas distinctes; 
mais dans ce cas nous leur adjoindrions une autre dquation choisie arbi- 
trairement. 

Si ron regardc /~ et fin comme les coordonn~es d'un point dans un 
plan, l '~quation ~ ~ o repr~sente une courbe passant par l'origine. A 
chacun des points de cette courbe correspondra une solution p~riodique, 
de sorte que pour 5tudier les solutions p~riodiques qui correspondent aux 
petites valeurs de /~ et des /~, il nous suffira de construire la pattie de 
cette courbe qui avoisine l'origine. 

Si le ddterminant fonctionnel des ~ est nul on aura, (pour ~ ~ ft. ----- o): 

d~  
- -  ~ O o  

En d'autres termes, la courbe ~-----o sera tangente ~ rorigifie h la 
droite /l ---- o, ou bien encore pour ~u ---- o, l'(~quation ~ ---- o sera une ~qua- 
tion en /~. qui admettra o comme racine mult iple;  j 'appelle m l'ordre 
de multiplicit5 de cette racine. 

En vertu du th~or~me V w 2 on pourra trouver m sdries 'ddveloppdes 
suivant ]es puissances fractionnaires et positives de /L, s 'annulant avec # 
et qui substituSes ~ ]a place de ~Sn satisfassent ~ l'(!quation ~-----o. 

Consid~rons l 'intersection de la courbe ~ ---- o ou plutbt  de la portion 
de cettc courbe qui avoisine l 'origine avec deux droites /l-----e, # - - - - -  
tr~s voisines de la droite # ~ o. On obtiendra les points d'intersection 
en faisant fL---~ e, puis /1 = m e dans les m s~ries dont je viens de 
parler. 
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Solt m~ le nombre des points d'intersection de ~ = o et # = + 
r6els et voisins de rorigine. Soit m 2 .le nombre des points d'intersection 
de ~ = o e t  # = ~ e r6els et voisins de l'origine. 

Les trois nombres m ,  m~ et m 2 seront de mdme parit6. 
Si donc m est impair, m~ et m 2 seront au moins 6gaux ~ I. Donc 

il existera des solutions p6riodiques pour les petites valeurs de /~, tant 
posit ives que n6gatives. 

Comment une solution p6riodique peut-elle disparaltre quand on fait 
varier /z d'une mani~re continue? Comment peut-il se faire que le nombre 
des solutions pour # =  + ~  soit plus petit que pour # - - - - - - ~ ,  que 
m 1 < m~ ? 

J 'observe d'abord qu'une solution p6riodique ne peut disparaitre quand 
# passe de la valeur - -  ~ ~ la valeur + e que si pour/~ ~-- o,  l '6quation 

= o admet une racine mult iple;  en d'autres termes une solution p~rio- 
dique ne 29eut disparaitre qu'apr~s s'$tre confondue avec une autre Solution 
~riodique. De plus m~ et m~ 6rant de m6me parit6, la diff6rence m ~ -  ml 
est toujours paire. 

Donc les solutions p~riodiques dispara~ssent par couples ~ la fa~on des 
racines r~elles des ~quations alg~briques. 

Un cas particulier int6ressant est celui oh pour # = o,  les 6quations 
diff6rentielles (I) admettent une infinit6 de solutions p6riodiques que j'6crirai: 

�9 , = h ) ,  = h ) ,  . . . ,  =  n(t, h ) ,  

h 5tant une constante arbitraire. 
Dans ce cas les 6quations (4) ne sont plus distinctes pour /~ - - - -o  et 

contient # en facteur de sorte que nous pouvons poser: 

r 6tant holomorphe en fl~ et #; d'ailleurs ~1 d6pendra aussi de h. La 
courbe ~ ~ o se d6compose alors en deux autres, ~ savoir la droite 
/~ = o et la courbe ~1-----o; c'est cette derni6re courbe qu'il convlent 
d'6tudier. 

La courbe ~ = o passe forc6ment par rorigine; il n'en est pas toujours 
de mgme de ~1 ----o; il faudra d'abord s'arranger pour l 'y faire passer, 
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en disposant eonvenablenent de h. Une lois qu'on l 'y aura fait passer, 
on l '~tudiera comme on a fait de la courbe ~ ~---o. 

Si pour /~ ~ ~. ~ o ,  ~ n'est pas nul, (ou plus g~n~ralement si pour 

~ o, l '~quation ~1 ~ o admet ~. ~ o comme racine mult iple  d'ordre 
impair) il y aura encore des solutions p6riodiques pour les petites va- 

leurs de /~. 
I1 arrivera souvent que, m~me avant  l 'dlimination, quelques-unes des 

fonctions ~5 eontiennent ~ en facteur. Dans ee cas on commencerait par 
diviser par p les dquations correspondantes. 

Si les ~quations (i) admettent une intdgrale uniforme: 

F ( x l ,  z ~ , . . . ,  x.) = const. 

les ~quations (4) ne seront pas distinctes ~ moins que l'on n'ait  ~ la lois 

dF dF dF 
- - ~  * o o  - -  dz---~ --~- d z  2 d z .  ~ 0 

pour 
~ = ~ , ( o ) ,  x ,  = ~ , ( o )  , . . . , x .  = ~ . ( o ) .  

En effet il viendra identiquement: 

~[~,(o) + fl, + r = F[~,(o) + fl,]. 

dF 
Si par exemple pour a~, = ~,(o), ~-~z ' n'est pas nul; on pourra tirer de 

cette Squation: 

0 2 , O , , . . .  0. ~tant des sSries ordonn6es suivant les puissances croissantes de 

s  A , . . . ,  A,  r r  r 
La premi6re des ~quations (4) est donc alors une consdquence des 

n ~ I derni6res. On la supprimera alors pour la remplacer par une autre 
6quation choisie arbitrairement. 

Dans ce qui pr6c6de, nous avons suppos5 que les fonctions X , ,  X , ,  
. . . ,  X. qui entrent dans les 6quations diff6rentielles (I) ddpendent du 
temps t. Les r6sultats seraient modifi6s si le temps t n'entre pas dans 

ces ~quations, 
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I1 y a d'abord entre les deux cas une diff6rence qu'il est impossible 
de ne pas apercevoir. Nous avions suppos6 dans ce qui pr6c~de que les 
X~ 6taient des fonctions p6riodiques du temps et que la p6riode 6tait 2~r; 
il en r6sultait que, si les 6quations admettaient une solution p6riodique, 
la p6riode de cette solution devait ~tre 6gale k 2rr ou k un multiple de 
2rr. Si au contraire les X~ sont ind6pendants de t, la p6riode d'une so- 
lution p6riodique peut 4tre quelconque. 

En second lieu, si les 6quations (i) admettent une solution p6rio- 
dique (et si les X ne d6pendent pas de t), elles en admettent une infinit6. 

Si en effet 

est une solution p~riodique des 6quations (I), il en sera de m~me (quelle 
que soit la constante h) de 

z, = ~,(t + h), z, = ~ ( t  + h ) ,  . . . ,  x. = ~.(t + h). 

�9 Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes 6tendus d'abord et dans 
lequel pour # = o, les 6quations (I) admettent une sctlution p6riodique 
et une seule, ne peut se pr6senter si les X ne d6pendent pas de t. 

Plagons-notts donc dans le cas oh le temps t n'entre pas explicite- 
ment dans les 6quations (i) et supposons que pour # = o, ces 6quations 
admettent ~ane solution p6riodique de p6riode T: 

Soit ~ (o)+f l~  la valeur de x~ pour t = o; soit ~ ( o ) +  ~-~ la valeur 
de x~ pour t = T + r. Posons ensuite, comme nous l'avons fait plu s haut, 

r , - - , 8 ,  = 4,,. 

Les ~b, seront des fonctions holomorphes de #, de fl,, f l ~ , . . . ,  8. et de r 
s'annulant avec ces variables. 

Nous avons done b. r6soudre par rapport aux n + I inconnues 

les n 6quations 

~ , , B , , . . . , & ,  ~ 

(5 )  r  = r  . . . .  = r  = o .  
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Nous avons une inconnue de trop, nous pouvons done poser arbi- 
trairement par exemple 

f in --~- O .  

Nous tirerons ensuite des 6quations (5), fl~, ~8~,..., fl._~ et r e n  fonctions 
holomorphes de # s 'annulant avee /~. Cela est possible k moins que le 
d&erminant:  

de, de, de, de, 
d~, dZ. " ' "  dfi._l dr 

de, de, de, de, 
dA dA " ' "  dy._, d~ 

ar de. den aCn 
dfil d~$ " ' '  d~_  1 dT 

ne soit nul  pour # ---- fl~ ---- r---- o. 
Si ee d&erminant  &ait nul, au lieu de poser arbitrairement fin ---- o, 

on poserait par exemple /~, ~ o, et la re&bode ne serait en d6faut que 

si t o u s l e s  d&erminants dans la matrice: 

ar de, de, de, 
dill dfis d~n dr 

de, des de, de, 
d~l d~s d~n dr 

de. de. de. de. 
dp, dp, ""  dZ. d~ 

6taient nuls ~ la fois. (I1 est k remarquer  que le d6terminant obtenu 
en supprimant la derni6re colonne de cette matrice est toujours nul poui 

Comme en g@n@ral tous ces d&erminants ne seront pas nuls k l~ 
lois, les @quations (I) admettront  pour les petites valeurs de # ,  une so. 

lution p@riodique de p@riode T + r. 
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( i)  

10. Exposan t s  caractdrist iques.  

Reprenons les 6quations: 

dg~i 
a~ = x ,  

et imaginons qu'elles admettent une solution p6riodique 

Formons les 6quations aux variations (voir chapitre I) des 6quations 
(I) en posant: 

z,  = + 2, 

et ndgligeant les carr6s des 2. 
Ces 6quations aux variations s'6criront: 

d$~ dx~ dX~ ~ dX~ 2 
d t  - -  d x ,  2,  -~- ~ ~,  -4- �9 �9 . "~- d,~,--~ "" 

Ces 6quations sont lin6aires par rapport aux 2, et leurs coefficients 

dX, (quand on y a remplac6 x~ par ~,,(t)) sont des fonctions p6riodiques 
d~Tk 

de t. Nous avons done ~ intdgrer des 6quations lin6aires ~ coefficients 
p6riodiques. 

On sait quelle est en gdn6ral la forme des solutions de ces 6qua- 
tions; on obtient n solutions particuli6res de la forme suivante: 

(3) 
�9 �9 �9 o �9 ~ ~ �9 ~ �9 

a.nt ant 21=e~ 2 ~ = e  G n ,  . . . ,  2 , , = e  S,,n, 

les a 6tant des constantes et les S,k des fonctions p6riodiques de t de 
mdme pdriode que les ~( t ) .  

Acta mathematica. 13. Imprim6 le 6 aollt 1890. 13 
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Leg eonstantes ~ s'appellent les e x p o s a n t s  c a r a c t d r i s t i q u e s  de la solu- 
tion pdriodique. 

Si a est purement imaginaire de fimon que son earr6 soit n6g~,tif, 
le module de e '~' est constant et 6gal h i. Si au eontraire a est r6el, 
ou si a est eomplexe de telle favon que son earrd ne soit pas r&l, le 
module e '~ tend vers l'infini pour t = n  t- oo ou pour t = - - o o .  Si done 
tous les ~ ont leurs earrds r6els et n6gatit~, les quantit& r ~ : ~ , ' " ,  ~:, 
resteront tinies; je dirai alors que la solution pdriodique x~ ~---F~(t) est 
st'd)le; dang le eas eontraire, je dirai que eette solution est instable. 

Un eas partieulier int&essant est eelui oh deux ou plusieurg des 
exposants earaetdristiques a sont figaux entre eux. Dans ee eas les  solu- 
tions des 6quations (2) ne 1,euvent PlUs se mettre sous la forme (3). 
Si par exemple 

0~ 1 -='= ~2 

les dquations (-') admettraient deux solutions partieuli6res qui s'6eriraient 

et 

~i = ealtA'~i.l 

les S,., et leg Si._~ 6rant des fonetions p6riodiques de t. 
Si trois des exposants  caraetdristiques 6taient 6gaux entre eux, on 

verrait apparaitre, non seulement t, mais eneore t = en dehors des signes 
trigonomdtriques et exponentiels. 

Supposons que le temps t n'entre pas explieitement dang leg 6qua- 
tions (I) de telle sorte que les fonctions X, ne d6pendent pag de eette 
variable; supposons de plus que eeg 6quations (I) admettent une int6grale 

(4) F @ ,  , x , ,  . . . , x , ,)  = C .  

I1 est ais6 de voir que dans ee eas deux des exposants earaet~ristiques 
sont nuls. 

On se trouve done alors d a n s l e  eas d'exeeption que nous venons 
de signaler; mais il n 'en r6sulte pas de difficult6; il est ais6 en effet ~ 
l'aide de l'intdgrale (4) d'abaisser d'une unit6 l 'ordre des 6quations (I). 
I1 n'y a plus alorg que n ~ I exposants earaetdristiques et il n'y en a 
plus qu'un qui soit nul. 
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Nous allons maintenant envisager un cas partieulier qui est celui o~1 
les 6quations (I) ont la forme des 6quations de la dynamique. Eerivons- 
les done sous la forme: 

dx~__ d F  dy~ d F  (i=l,o. ...... ) 
(I') dt dye' dt dx~' 

F 6rant une fonetion quelconque de x~,  x ~ ,  . . .  , x~ ,  y ~ ,  Y2, " " ,  Y,,; nous 
pourrons supposer, soit que F est ind@endant  de t; soit que F d@end 
non seulement des x et des y, mais encore de t, et que par rapport 
cette derni@e variable, c'est une fonction p6riodique de p6riode 2re. 

Supposons que les 6quations (i ') admettent une solution p6riodique 
de p6riode 27r: 

~, = ~, , ( t ) ,  v, = ~ , ( t ) ,  

et formons les 6quations aux variations en posant: 

�9 , = ~ , , ( t )  + ~,,, v ,  = r  + ~, .  

Nous avons vu dans le ehapitre II que l 'int6gralc double: 

f f ( d X l @ l  + dX~.@ 2 ~, . . .  + dXn@n) 

est un invariant int6gral, ou (ee qui revient au mOne) que si $i, ~2~ et 
~, , ~, 72~ sont deux solutions partieulibres quelconques des 6quations aux 
variations, on a 

~ ' t J 

i=1  

Je dis qu'jl en r6sulte que les exposants caract6ristiques sont deux 
deux 6gaux et de signe contraire. 

Soient en eff'et ~ et V~ les valeurs initiales de $i et de 7, pour t == o 
dans une des 6quations aux variations; soicnt $J et ~} les valeurs cor- 
respondantes de $~ et de 72, pour t----- 2~r. I1 est clair que les $~ et les 
V~ seront des fonctions lin6aires des ~ ct des 72~ de tclle sorte que la 
substitution: 

T = ($0, ~?; ~ ,  r  

sera une substitution lin6aire. 
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Soit: 

a l l  a 1 2  " " " ( / 1 . 2 n  

w 10. 

a 2 1  q 2 2  . . . t l . , . o n  

a o ,  n . 1  (gO, n . 2  �9 . , (12n,~ n 

le tableau des coefficients de eette substitution lin6aire. 
Formons l'(~quation en ), 

a l l  - -  /~ a t 2  �9 �9 �9 ( ~ L - , ,  

(l~i (l~ -- ) ,  . �9 . ( C ~ . o n  

= = O .  

�9 ~ ~ �9 ~ ~ ~ ~ o ~ . . . . . . .  

I~es _on racines de cettc dquation scront cc qu'on al)pellc les 2n multi- 

plicateurs de la substitution lin~aire T. Mais cette substitution lin~aire 

T n e  peut pas dtre quelconque. II faut qu'elle n'alt~re pas la forme 
bilin~aire: 

Pour  cela, l '&luation en )~ doit ~tre rdeiproque. Si donc on post: 

,~ ~ e "-',,~, ' 

les quantit~s a devront Ore deux i~ deux dgales et de signe contraire. 

C. Q. F. D. 

I1 y aura done en g~n6ral n quanti%s a: distinctes. Nous les ap- 
petlerons les c o e l T i c i e n t s  d e  s t a b i l i t ~  de la solution p~riodique consid6%e. 

Si ces n coefficients sont tous rgels et n6gatifs, la solution p~riodiquc 

sera stable, car les quantit6s ~-~ et ~ resteront inf~rieures ~ unc limite 
donn~e. 

I1 ne faut  pas toutefois entendre ce mot de stabilit6 au sens absolu. 
En effet, nous avons n6glig6 les carr6s des ~ ct des 7/ et rien ne prouve 

qu'en tenant compte de ces earrfis, le %sultat  ne serait pas changs Mais 
nous pouvons dire au moins que les ~ et ~, s'ils sont originairement t%s 
petits, resteront tr~s petits pendant tr~s longtemps. Nous pouvons ex- 
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primer ce fait en disant que la solution p6riodique jouit, sinon dc la 
stabilit5 s~culaire, du moins de lu stabilit5 temporaire. 

On peut se rendre compte de cette stabilit6 en se reportant aux 
- / p �9 

valeurs des $~; on trouve en effet, pour la solution generale des 5qua- 
tions aux variations: 

~i---- ZAke"~tSik, 

lcs A~ 6tant des coefficients constants et les ~k des s6rics trigonom6triques. 
Or si a~ est r6el n6gatif, on trouve 

de sorte que $~ s'exprime trigonom6triquement. 
Au contraire si un ou plusieurs des coefficients de stabilit6 devient 

r6el positif ou imaginaire, la solution p6riodique considSr6e nc jouit  plus 
de la stabilit4 temporaire. 

On volt aisSment en effet que $~ est alors repr6scnt6 par une s6rie 
dont l e terme g6n6ral est de la forme: 

Ae h' cos (kt + mt + l) 

oh (h + ik): est un des coefficients de stabilit6, oh m est un cntier et 1 
et A des constantes quelconques. Le dSfaut de stabilit5 se trouve ainsi 
mis en 6vidence. 

Si deux des coefficients de stabilit6 devienncnt 6gaux entre eux, ou 
si l 'un d'eux devient nul, on trouvera en g6n6ral dans la s6rie qui reprd- 
sente ~:~ des termes de la forme: 

At#  ~ cos (kt + m r  + l) ou At c o s ( r o t + l ) .  

En r6sum6, r peut dans t o u s l e s  cas 6tre repr6sent6 par une s6rie 
toujours convergente. Dans cette sdric le temps peut entrer sous le signe 
sinus o u  cosinus, ou par  l 'exponentielle d", ou enfin en dehors des signes 
trigon0m6triques ou exponentiels. 

Si t o u s l e s  coefficients de stabilit6 sont rdels, ndgatifs ct distincts, 
le temps n 'apparaltra que sous les signes sinus et cosinus et il y aura 
stabilit6 temporaire. 

Si Fun des coefficients est positif ou imaginaire, le temps apparaltra 
sous un signe exponentiel;  si deux des coefficients sont 6gaux ou que 
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l 'un d'eux soit nul, le temps apparait en dehors de tout signc trigono- 
mdtrique ou exponcntiel. 

Si donc t o u s l e s  coefficients ne sont pas rdels, n6gatifs et distincts, 
il n 'y a pas en g6n6ral de stabilit6 temporaire. 

Toutes les fois que F ne d6pend pas du temps t ,  l 'un des n coeffi- 
cients de stabilit6 est nul;  car d'une part le temps n'entre pas explicite- 
merit darts les 6quations diff6rentielles; d'autre part ces 6quations ad- 
mettent  une intdgrale 

/ ; '@1,  x 2 ,  ' ' ' , x - ; Y l , Y 2 ,  " ' ' , Y - )  = const. 

Nous nous trouvons done dans le cas dont nous avons parl6 plus 
haut et oh deux des exposants caract6ristiques sont nuls. Mais, comme 
nous ravons dit, cela ne peut crder une difficult~ parce que ron peut, 

l'aide de l'int6grale connue, abaisser h 2 n - - i  l 'ordre des 6quations (I'). 
I1 n'y a plus alors que 2 n - -  I exposants caract~ristiques; l 'un d'eux est 
nul  et les 2 n -  2 autres, aux carrds desqucls on peut conserver le nom 
de coefficients de stabilit6, sons deux ~ deux 6gaux et de signe contraire. 

Reprenons le d6terminant que nous avons eu ~ envisager dans le 
paragraphe prdc6dent. 

Nous avons darts ce paragraphe envisag6 d'abord le cas oh les 6qua- 
tions (I) ddpendent du temps t et d'un paramdtre /~, et admettent pour 
# = - o  une solution pdriodique et une seule. Nous avons vu que si le 
ddterminant fonctionnel: 

A = ~(r "r  . . . . .  r # o 
~(E,  A . . . . .  fl,) 

les 6quations admettront  encore une solution p6riodique pour les petites 

valeurs de /~. 
Ce d6terminant peut " " s ecmre : 

d 7, (17~ d y~ 
d~?, dfl~ " " " d/?,, 

tiT. _, tiT,, d7,~ 

�9 �9 . �9 �9 �9 �9 o �9 �9 �9 . . . . . . .  

d T,, d T. d 7, 
. . . .  I 

,11~ ~ d ~  d~,, 
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Or les exposants caract~ristiques a sont donnSs par l'~quation: 

d;', _ _  e~., ~ dr~ d.f, 

dy 2 d~'~. e ~  d~', 

dT. dT. dT. e~.~ 
dp, dp, " '  

= O .  

Dire que A est nul, c'est done dire que l'un des exposants earac- 
t6ristiques est nul de sorte que nous pouvons 6noncer de lu fagon sui- 
vante le premier des th6or6mes d6montr6s au paragraphe pr6c6dent. 

Si  les ~quations ( I )  qui d~pendent d 'un param~tre  p admettent  p o u r  

/~ ~ o une solution p~riodiyue dont aucun des exposants  earact~ristiques ne 

soit nul,  elles admet tront  encore une solution p~riodique pour  les peti tes va- 

leurs de p .  

w 11. S o l u t i o n s  p ~ r i o d i q u e s  d e s  d~qua t ions  d e  l a  d y n a m t q u e .  

Je prendrai, pour fixer les id6es, les (~quations de la dynamique 
avec trois degr6s de libertY, mais ce que je vais dire s'appliquerait ~vi- 
demment au cas gSn6ral. 

(,) 

J'derirai done rues ~quations sous la forme: 

dxA~ ~ __dF dz__ 3 = __dF dxA3 ~ d F  
dt dy 1 ' dt dy~ ' d t  dy~ ' 

dy__~ ~ d F  dy__ 2 _~ d F  dy 3 __ d F  
dt dx 1 ' dt dx~ 9 dt dz~ ' 

F (~tant une fonction uniforme quelconque des x et des y, ind4pen- 
dante de t. 

Je supposerai ensuite que xl ,  x~ et ~a sont des variables linSaires, 
mais que Yl, Y2 et y~ sont des variables angulaires, c'est k dire que F est 
une fonction periodique de Yl, Y2 et Ys avec la p6riode 2~r, de telle fagon 
que lu situation du syst~me ne change pas quand une ou plusieurs des 
trois quantit~s y augmente d'un multiple de 21r. (Cf. chapitre I.) 
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Je supposerai de plus que F ddl)end d'u,l para,n6tre arbitraire I~ et 
pent se ddvelopper suivant les puissances croissantes de ce param6tre de 
telle sorte que 1'on ait: 

F = + zF ,  + + . . . .  

J e supposerai enfin que F o ne d6pend que des x et est inddpendant 
des y de telle sorte que: 

~ZF , dFo d~o 
dg, dy,~ dg, ~ 

O. 

Rien n'est plus simple alors que d'intdgrer lea 6quations (i) quand 
r = o; elles s'6erivent en effet: 

d x ,  _ _  d %  __  &v:, 

dt dt dt 
- - 0 ,  

d!t ,  ~ d F  o dy~ _ _  d F o  d!/~ . . . .  dF .  
dt dx, ' d$ dx~ ' dt d.~ a 

Ces 5quations montrent d'abord que x,, x~ et x~ sont des eonstantes. 
On en eonclut que 

,~f0 ,ZF0 ~zF, 

qui ne ddpendent que de :c~, x: ct .~:~ sont aussi des eonstantes que nous 
appellerons pour abr6ger ~z,,, ~2 et ~:: et qui sont compl&ement d~finies 
quand on se donne les valenrs constante~ de :c,, x. 2 et x~. I1 vient alors: 

~1, a2 et a3 &ant de nouvelles constantes d'int6gration. 
Quelle est la condition pour que la solution ainsi trouvde soit pd- 

riodique et de pdriode T. ]1 faut que si l'on change t e n  t + T , y ~ , y ~  

et Y3 augmentent (l'un multiple de 2,% cost a dire que: 

~hT,~72T et ~ T  

soient des multiples de 2~. 
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Ainsi pour que la solution- que nous venons de trouver soit p6- 
riodique, il faut  et il suffit que les trois nombres n l , n .  ~ et n 3 soient 
commensurables entre eux. 

Quant ~ la p6riode T, ce sera le plus petit cornmun mult iple des 
trois quantit6s: 

27~ 2 ~  27~ 
, et - - .  

~ ~t,~ Tt a 

Nous exclurons, au moins provisoirement de ~ nos recherches, le cas 

off les trois fonctions dFo dFo dFo dz, ' dz~ et dx~ ne sont pas inddpendantes l 'une 

de l 'autre. Si on laisse ce cas de c6t6, on peut toujours choisir x~, x 2 
et x 3 de telle fagon que n ~ , n  2 et n 3 aient telles valeurs que l'on veut, 

au moins dans un certain domaine. I1 y aura donc une infinit6 de choix 

possibles pour les trois constantes x~, x 2 et x 3 qui conduiront i~ des so- 
lutions p6riodiques. 

Je me propose de rechercher s'il existe encore des solutions p6rio- 
diques de p6riode T lorsque # n'est plus 6gal ~ o. 

Pour  le prouver je vais employer  un raisonnement analogue ~ celui 

d u w  
Supposons que /.t cesse d'gtre nul, et imaginons que, dans une certaine 

solution, les valeurs des x et des y pour  t = o so.ient respeetivement.: 

xl ~ al "4- o~al, 

Y, =-- ~, "4- 3~1, 

x: = a~ 4- 3a~, 

Y2 = w,~ -t- 3 ~ ,  

xa ---- a 3 ~ o~as, 

Y3 ---- w~ "4- 3 ~ .  

Supposons que, 
y pour t ~ T soient 

dans cette m~me solution, les valeurs des x et des 

xl ~ al -4- 3al "k- Aal ,  

x2 ~ a 2  + 3a2 "4- Aa2, 

x 8 ~---a.~ -1- 3a a -{- Aaa, 

Yl = ~1 + n~T-4- ~ ,  "4- A ~ ,  

Y~ ~ ~2 "4- n~T-4- Jw2 -t- A~2 ,  

Y8 ~ ~8 -{- n3T- t -  $w3 "4- A~3 .  
~.r mathemattca. 18. Impr im6 le 14 aofit  1890. 14 
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La condition pour que cette solution soit p~riodique de p~riode T c'est 
que l'on ait: 

Les six (~quations (2) ne sont pus distinctes. En effet, comme F----const. 
est une int~grale des dquations (I), et que d'ailleurs F est p~riodique 
par rapport aux y, on a: 

F(a, "k- 3a,, if,, + 3 ~ , ) =  F(a, + 3a, --[- Aa, , ~, -.[- n,T + 3~, -{-. A$,)  

-~ F(a, + 3a, + Aa, , r + 3~,, + A~,,). 

I1 nous suffira donc de satisfaire k cinq des ~quations (2). Je supposerai 
de plus: 

ce qui" revient k prendre pour orlgine du temps l'~poque oh y, est nul. 
Il cst ais5 de voir que les Aa~ et les A$~ sont des fonctions holomorphes 
de #, des 3a~ et des 3 ~  s'annulant quand toutes ces variables s'annulent. 

I1 s'agit donc de d~montrer que 1'on peut tirer des cinq derni+res 
~quations (2) ~al, ~a~, (~az, ~ u  et 353 en fonctions de #. 

Remarquons que quand # est nul, on a 

Aa~ ~- Aa~ -~- Aa 3 ~ o. 

Pat" consSquent Aa , ,  Aa~ et Aa~, ddvelopp~s suivant les puissances de 
/t, des 3a~ ct des 3~ ,  contiennent /t en facteur. Nous supprimerons ce 
facteur /t, et nous ~erirons par consequent les cinq ~quations (2) que 
nous avons k rSsoudre sous la forme: 

(3) 
A% Aas 

- - ~ A $ 1 ~ A $  2 ~ A $  3~0 .  

I1 nous faut ddterminer $~ et $3 de telle fa~on que ces ~quations 
soient satisfaites pour 

(4) , a ~  3 ~  2 ~ ow34_ ~ oa,~ -~-  8 a  2 ~ -  S a  a ~ o .  

Voyons ce que dcviennent les premiers membres des ~quations (3)quand 
on y fait / ~  o. 
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d'O~l: 

Sur ]e probl~me des trois corps et les dquations de la dynamique. 

I1 vient:  

nl T + A S  1 

et de m4me:  

T T T 

_c.  _< 
= + dt = - -  ~ dt = dd(% + 3%) dt,  

0 0 0 

107 

(dZ. \ 
A ~x - ~  ~ T + n x \az,  / 

\ 
/ 

\ 
A ~  3 ~ - -  T \ d  % + n31" 

/ 

I1 importe  d 'observer que dans F 0 il fau t  remplacer  Xl• ~2 et x 3 par 

a x + ~ax, a~ +(~a2, a a + 3a3; en effet pour  / z ~ o ,  F se r6dui t  k F 0 et 

x 1 , x 2 , x a k des c0nstantes qui restent cons tamment  6gales k leurs valeurs  

initiales a 1 + #al, a 2 + ~a2, aa + 6a 3. 

I1 vient  d 'autre  part :  
T T 

~k~, I ;d,~, d t , ; d E  

0 0 

ou puisque F o ne fl6penfl pas de Y2: 

f 

o 
ou pour  # : o 

Supposons que p ,  

alors faire dans F ,  

T 

A% ~ d G  dt. 
, j ag /  

0 

les ( ~  et les 9a soient nuls  k la fois; il faudra  

x 1 = a l ~  X 2 ~-  a~, x3 --~ q3, 

I '  1 deviendra alors une 

une fonction p6riodique de w2 et de ~8 

y ~ : n ~ t ,  y ~ - - - % t +  ~2, Y 3 : G  t +  w~" 

fonction p6riodique de t de p6riode T ,  et 

de p6riode 2m 
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' i  Soit r la valeur moyenne de 2"~ consid6r~e comme fonction per o- 
dique de t. II viendra- 

T 

Aa, f dF, d o 
' = T 

0 

et de mgme 

A% ___-- T d e .  
ft dt~ s 

Nous devons donc choisir t~ 2 et ~3 de fagon ~ satisfaire aux 6quations 

dO = o. 

Cela est toujours possible; en effet la fonction r est p6riodique en 
~2 ct en ~3 et elle est finie; doric elle a ' au  moins un maximum et un 
minimum, pour lesquels ses deux d6rivdes doivent s'annuler. Quand on 
aura choisi de la sorte ~ et ~ ,  on verra que les 6quations (3)sont  
satisfaites quand on y fait ~ la fois: 

,a  - ~  o w  2 - ~  $ ~ z  -~- ~ --~ ~a~ -~- Sa  a ~ o .  

Nous pourrons donc tirer des ~quations (3) les cinq inconnues 3a~ 
et 3~, sous la forme de fonctions holomorphes de /t, s'annulant avec ft. 
I1 n'y aurait d'exception que si le d6terminant fonctionnel: 

~ ( A a , ,  A a ,  �9 A ~ , ,  �9 A ~ ,  �9 A ~ 3  ) 

\ f~ fz 
~(Sa~ , 3% , 5% , 5~  2 , 0"o~) 

6tait nul. Mais pour Ft~-~-o, A$~, AS 2 et AS 3 sont inddpendants de 
5~2 et de 3~3, de sorte que ce d6terminant fonctionnel est le produit 
de deux autres: 

( Aa, Aa3~ 

~(3c~, , 3co8) ~(3a, , 3a~, 3as) 

Si l'on supprime les facteurs T ~ et - - T  3, le premier de ces ddter- 
minants est 6gal au hessien de r par rapport b~ $~ et $8 et le second 
au hessien de 2'. par rapport ~ x ~  ~ et x ~ 
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Si done aucun de ces deux hessiens n'est nul, il sera possible de 
satisfaire aux cinq dquations (3) et par consequent pour des valeurs 
suffisamment petites de #, il existera une solution p~riodique de p~riode T. 

C. Q. F. D. 

Nous allons maintenant chercher k d~terminer, non plus seulement 
les solutions p~riodiques de p~riode T, mais les solutions de pdriode peu 
diff~rente de T. INous avons pris pour point de d4part les trois nombres 
n~, n~, n3; nous aurions pu tout aussi bien choisir trois autres nombres 
n~, n2, n~, pourvu qu'ils soient commensurables entre eux, et nous serions 
arrives k une autre solution pdriodique dont la p~riode T aurait 4t~ le 

plus petit commun multiple de 2~ z~r 2= 

Si nous prenons en particulier: 

les trois hombres n[, n'~, ni seront commensurables entre eux puisqu'ils 
sont proportionnels aux trois nombres n l , n  ~ et n~. 

I1 nous conduiront donc k une solution p~riodique de p~riode: 

T 

de telle fagon que nous aurons: 

(6) x ,  = # ,  y ,  = 

les ~ et les ~ ~tant des fonetions d~veloppables suivant les puissances 
de # et de e, et p~riodiques en t, mais de fa~on que la p~riode d~- 
pende de e. 

Si dans F nous remplagons les x, et les y, par leurs valeurs (4), F 
dolt devenir une constante ind6pendante du temps (puisque /~-~-const. 
est une des int~grales des ~quations (I)). Mais cette constante qui est 
dite constante des forces rives, d~pendra de # et de ~ et pourra ~tre 
d~velopp~e suivant les puissances croissantes de ces variables. 

Si la constante des forces rives B est une donn~e de la question 
l'~quation 
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peut ~tre regard6e comme une relation qui lie e k p. Si donc nous 
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution p6- 
riodique quelle que soit la valeur choisie pour cette constante, mais la 
p6riode d6pendra de e et par cons6quent de #. 

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en 
d6tail est celui oh il n'y a que deux degrds de libert6. F ne d6pend 
alors que de quatre variables x 1 , y l ,  x~, y~ et la fonction r ne d6pend 
plus que d'une seule variable $~. Les relations (5) se r6duisent alors k 

(7) de  = o  
d~ s 

d'r 
et le hessien de r se r~duit k dc~:~" D'oh eette conclusion: 

A ehacune des racines simples de l%quation (7)correspond une solu- 
tion p6riodique des 6quations (I), qui existe pour toutes les valeurs de 
# suffisamment petites. 

Je pourrais mdme ~jouter qu'il e n e s t  encore de mSme pour chaeune 
des racines d'ordre impair ainsi que nous l'avons vu au w 9, et que eette 
6quation admet toujours de pareilles raeines puisque la fonetion r u uu 
moins un maximum qui ne peut correspondre qu'aux racines impaires de 
l'~quation (7)- 

Revenons au eas oh l'on a tr.ois degr6s de libert6, et oh la p6riode 
est eonstante et 6gale k T. 

Je dis que x~, x 2 , x , ,  ya, Y2, Y3 peuvent se d6velopper suivant les 
puissances eroissantes de p .  En effet, en vertu du th6or~me I I I w  2, 
les x et les y peuvent 8tre d6velopp6s suivant les puissances de /t, et de 
O'aa, 3a~, 3a3,3~ 2 et 35~. Mais imaginons que l'on ai~ d6termin6 les 3a 
et les dE de f~?on clue la solution soit p~riodique de p6riode T. On 
tirera alors les ~a et les ~ des ~quations (3) sous la forme de s6ries 
ordonn6es suivant les puissances de /t, de sorte que les x et les y seront 
finalement ordonn6es suivant les puissances de p. 

La solution devant 4tre p6riodique de p6riode T quel que soit it, les 
coefficients des diverses puissances de l ~ seront des fonetions p6riodiques de t. 

Remarquons de plus que l'on peut toujours supposer que l'origine 
du temps air 6t6 ehoisie de telle sorte que ya s'annule avec t, et que 
cela ait lieu quel que soit #. Alors pour t = o  on aura: 

o = = = . . . .  
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L'existence et la convergence de 
terminer lea coefficients. 

Pour cela, je vais chercher 

x,  = x ~ + ~x~ + #~x~ 

x~ = - x  ~ + #z~ + #~ x~ 

(s) 

y~---~ y] + #Y~ + #~y] 

0 Dans ces formules x~, x~, x ~ d6signent les 
6t6 conduit plus haut ~ attribuer ~ x~, 
p~-~ o et qui son~ telles que: 

d 0 

On a de plus: 

Sur le probl~me des trois corps et les dquations de la dynamique. 111 

ces sdries 6tant ainsi 6tablie, je vais d6- 

satisfaire aux 6quations (I) en faiaant ~ 

~ - -  . . . ,  

+ * . . ~  

1-- o . . ~  

]-- . ~ ~ ~ 

. ~ ~ . 

valeurs constantes que j'avais 
x 2 et x 3 quand je suppoaais 

d 
_ o x o) ~ _  n o ,  d.o Fo (x?, x:, 

yO = n,t + ~,. 

d o 
F o(x,, xg, x~) = - -  ~ .  

1 les y~, lea ~ les y~ etc. son~ des fonctions du temps qu'il Enfin les x~, x~, 
s'agira de d6terminer et qui devront dtre p6riodiques de p6riode T. 

Dana F,  ~, la place des x et des y, substituons leurs valeurs (8), 
puis d6veloppons F suivant les puissances croissantes de ~t de telle sorte 
que l'on ait: 

I1 est clair que 

F =  #o + ##1 +/~24~2 "4- . . . .  

ne d6pend que des x~; que 

(9) 

So = Fo(X ? , x g , x ~ 

dlvo dFo 1 aFo ~,  = ~ ' , (x~,  x ~ , x~ ~ , Vl ~ , v o,  vo) + xl  ~ + z~ ~-~ + x~ 

t Lea chiffres placds en haut eL ~ droite des lettrcs z et y dana lea dquati0as (8) 

son~ des indices et non des exposants. 
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~" que ~ ne d6pend que des x,, ne d6pend que des x ~ des yO et des x,, o 
des yO, des x~, des y~ et des x, etc. 

Plus g6n6ralement, je puis 6crire: 

~dFo dFo k dFo ~ .2x~ .3X~ ' 
(D k = 0,. "3 t- z ,  dz-~[ "31- X~ dz-~ + xs dx~ = O , -  n i x  t - -  - -  

oh Ok d6pend seulement 
1 . .  et des ~-1,  des x[, des x , , .  

des y0, des y ~ , . . ,  et des ~-~. 
Je puis ajouter que par rappor~ k y~, y~, y0 la fonction Ok est une 

fonction p6riodique de p6riode 2~r. L'6quation (9) montre que 01 -----F~. 
Cela pos6 les 6quations diff6rentielles peuvent s'6crire, en 6galant 

les puissances de mgme nom de p: 

dz~ dx ~ dx ~ dy~ dy~ dy~ 
dt - - d r  - - d r  - -  O, d---t--~ n~, d--t---~ n2, d-T----- n3" 

On trouve ensuite: 

(I O) dzl __ dF, dz~ dF, dz~ dF, 
' - - - - - - -  ' - - d  ~ dt dy ~ dt dy~ dt Ys 

et 
dy~ d O, dy~ d 0, dy~ d 0~ 

( I  1 ) d--t = dz~ ' d - t  = dx~ ' d--[- = d z :  ' 

et plus g6n6ralement: 

at dy ~ 

et 

(xx') ay ,= ao___._x I a'Fo a'Fo x: d 'Fo .  
dt dz ~ &r dz~ dz~ dz~ dx~ 4zg dz~ 

Int6grons d'abord les dquations (I o). "Dans F 1 nous remplacerons 
y~ , y~ , y~ par leurs valeurs: 

Puisque y0 doit s'annuler avec t ,  ~1 sera nul. Alors les seconds 
membres des 6quations (I o) sont des fonctions p&iodiques de t de p6riode 
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I ;  ces seconds membres  peuven t  donc 6tre d~velopp~s en s4ries proc~dant 
2~rt 

suivant  ]es sinus et les cosinus des mul t iples  de - ~ .  Pour  que les va]eurs 

de x'~, x~ et x~ tir(!es des 5quations (I o) soient des fonctions p6riodiques 

de t, il faut  et il suffit que ces s~ries ne contiennent  pas de termes tou t  

eonnus. 

Je  puis  ~crire en effet: 

F~ = Z A  sin (rely? + ,,~y~ + ~y~ + h), 

off m 1 , m~, m 3 sont des entiers positifs ou n~gatifs et off A e t  h sont des 
o 0 0 J 'Scrirai .pour  abre!ger: fonctions de x~, x2, x~. 

en posant 

et 

F 1 ~ ] ~ A  s in  eo 

eo = m,y ~ + m:y~ + m~y~ + h. 

Je trouverai  alors 

dF~ dF, 
dF,dy ~ --  ~ . A m  1 cos w, dy~ ~ ~_.Am~ cos w, dy o - -  ~-. A m  3 

Parmi  

et qui sont 

COS O) 

eo = t (mln I + m~n~ + m3n3) + h + m2~ 2 + m3~ 3. 

les termes de ees sdries, je dist inguerai  ceux pour  lesquels 

r a i n  1 7 t- m~n  2 ~-  m3~ a ~ o 

indSpendants de t. Ces termes existent puisque nous avons 

suppos~ que les trois nombres  n I , n~ et n.~ sont commensurables  entre eux. 

Je poserai alors 

r SA sin w,  (~,n, + m2n.. + "3~'3 = o, ~ = h + m2~, + ~,3~) 

la sommation repr6sent~e par  le signe S s '6tendant k tous les termes de 

F 1 pour  lesquels le coefficient de t est nul.  :Nous aurons alors: 

a r  
d e  _ S A m ~  cos oJ = SAm.,  cos w .  
d ~  ' d ~  s ~ 

Acta mathematica, 13. Imprim~ le 16 aoflt 1890. 15 
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Si done on a: 

il viendra: 

(1 3)  S A ' ~  1 e( 

La premiSre d 
autres, puisque 
identiquement 

e o s o )  : O~ 

des 6quations 
en vertu de 

H. Poinear6. w 11. 

de de 
d / '~  - -  dt~ s 

S A . m ~  c o s t a  : O~ S A ~ n ~  e o s e o  = O.  

(I I) est en effet une eons6quenee des deux 
la relation m(n I + m~n~ + m~n~ = o, on a 

n lSAm 1 eosco + n2SAm2cosw + n3SAm ~ eoseo = o. 

Si done les relations (i2) sont satisfaites, les s6ries ~Am,  eos~o ne eon- 
tiendront pas de terme tout connu, et les 6quations (Io) nous donneront: 

X - - - - - -  ~ = r  A,,q sln oJ ,1 .4,~, sin ,o + Of, x.~ + e~, 

' X Am, sin ~o -~- C~, 
X 3 = ~ l n t  -~- ~ , ~  ~ ~,a~'~3 

CI, 6~ et C~ 6rant trois nouvelles constantes d'int6gration. 
I1 me reste ~ ddmontrer que 1'on peut choisir les constantes ~2 et 

~3 de fa~on ~ satisfaire aux relations (I o). La fonction r est une fonc- 
tion p~riodique de N~ et de N~ qui ne change pas quand l 'une de cos 
deux variables augmente de 2rr. De plus elle est finie, elle aura donc 
au moins un maximum et un minimum. I1 y a donc au moins deux 
mani~res de choisir w2 et N~ de fa~on h satisfaire aux relations (12). 

Je pourrais m~me ajouter qu'il y e n  a au moins quatre, sans pouvoir 
toutefois affirmer qu'il en est encore de m~me quand le nombre de degr6s 
de libert6 est sup6rieur ~ trois. 

Je  vais maintenant chereher ~ ddterminer ~ l'aide des 6quations (I I) 
les trois fonetions y~ et les trois constantes C~. 

Nous pouvons regarder comme connus les x~ ~ et les y0; les xl~ sont 
connus 6galement aux constantes pros C~. Je puis donc ~erire les (~qua- 
tions (i I) sous la forme suivante: 

(I4) d r - =  / / ~ -  ' "  o. o - -  -- ",.-7-77U,~' 
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oh let //~ repr&entent des fonctions enti~rement connues d6velopp&s en 
2r:,t 

s6ries suivant let sinus et cosinus des multiples de -~2-" Les coefficients 

de C~, C~ et C~ sont des constantes que l'on peut regarder comme connues. 
Pour que la valeur de y~ tir& de cette 6quation soit une fonction 

p6riodique de  t, il faut et il suffit que dans le second membre le terme 
tout connu soit nul. Si done H ~ d6signe le terme tout connu de la 
s6rie trigonom&rique H~, je devrai avoir: 

C 1 d2Fo C l d~Fo -1 d~Fo 
, . 0 . 0 " 4 -  ~ d ~ O  + C~ ,--VT-.o = tt~ 

CbX 1 ~,T,i~ gg~2 X~ dxa dx~ 

Les trois &luations lin6aires (i 5) d&erminent les trois constantes C], C~ et C~. 
II n'y aurait d'exception qui si le d&erminant de ces trois 6qua- 

tions &ait nul; c'est ~ dire si le hessien de F 0 par rapport ~ x~, x~ et 
x ~ &ait nul;  nous exclurons ce cas. 

Les 6quations (14) me donneront done: 

les 7]~ &ant des fonctions p6riodiques de t enti~rement connues s'annulant 
avec t, et les k~ 6tant trois nouvelles constantes d'int6gration. 

Venons maintenant aux 6quations (Io') en y faisant k~--- 2 et i~-~ I ,  2 ,3  
et cherchons ~ d&erminer ~ l'aide des trois gquations ainsi obtenues, les 
trois fonctions x~ et les trois constantes k~. 

I1 est ais6 de voir que nous avons: 

at, aF, 

oh ~2 2 d6pend seulement des x~ des y0 et des x~ et off l'on a, comme 
plus haut: 

dF1 ~ ~..Am~ cos co. 
dy ~ 

Les 6quations (IO') s'4crivefit alors: 

dt dy~ 
E d~F, + 

o o dyk dy~ 
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OU 

(I 6) d~d_[_ ~ H; ~ k 11~Anhm, sin eo - -  k ~ A m 2 m , s i n  eo ~ k~ .Am3,n ,  sin w , 

H" 6tant une fonction p6riodique de t, que l'on peut regarder comme 
enti6rement connue. Pour que ].'on puisse tirer de cette 6quation x~ sous 
la forme d'une fonction p6riodique, il faut et il suffit que les seconds 
membres des 6quations (I6), d6velopp6s en sSries trigonom6triques, ne 
poss6dent pas de termes tout connus. Nous devons done disposer des 
quantit6s k~ de mani6re k annuler  ces termes tout  connus. Nous serions 
ainsi conduits k trois 6quations lin6aires entre les trois quantit6s k~; mais 
comme le d6terminant de ces trois 6quations est nul, il y a une petite 
difficult6 et je suis fore6 d'entrer dans quelques d6tails. 

Comme y~ s 'annule avec t, on doit avoir: 

kl ---- o ;  

nous n'aurons plus alors que deux inconnues k~. et k~ et trois 6quations 
b, satisfaire; mais ces trois 6quations ne sont pas distinctes comme nous 

allons le voir. 
Appelons en effet E~ le terme tout  connu de H~, ces trois 6qua- 

tions s'~criront: 

El = k~SAm2ml sin w + k~SAm3ml sin co, 

(I 7) E2 = k~ SAm~ sin oJ + k~ SAm~ m2 sin w, 

E3 = k~SAm~ms sin w + k~SAm] sin eo, 

en conservant au signe de sommation S le m6me sens que plus haut.  
Je ne consid6rerai d'abord que ies deux derni6res des 6quations ( i 7 ) q u e  

j '6crirai: 
. ,  d ' r  d ' r  

- -  = + 

d'r d'r 

De ces deux 6quations on peut  tirer k~ et k~, ~ moins que le hessien 
de r par rapport  ~ $2 et $3 ne soit nul. Si l'on donne aux k~ les 
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valeurs ainsi obtenues, les deux derni~res ~quations (i6) nous donneront 
~ et x~ sous la forme suiwmte: 

les ~ 6tant des fonetions pdriodiques de t enti6rement connues et les 
C~ dtant de nouvelles constantes d'int6gration. 

Pour trouver x~ nous pouvons, au lieu d'employer la premmre des 
(~quations (I6), nous servir des conside~rations suivantes: 

Les 6quations (i) admettent une int$grale: 

F----- B~ 

B ~tant une constante d'int4gration que je supposerai d~velopp~e suivant 
les puissances de # en 6crivant: 

B = B o -4-pB,  -t-#~B2 + . . . ,  

de sorte que l'on a: 

�9 0 = B 0 ,  r  = B , ,  = 

B0, B1, B~ etc. 6tant autant de constantes diff6rentes. 
Le premier membre de l'6quation: 

~)~ ~ B  2 

o des 0 1 des ~l ~ ~ qui sont des fone- d~pend des x,, y~, des x~, y,,  de x. et de x~ 
tions connues de t et de x~ que nous n'avons pas encore calculi. De 
cette 6quation, nous pourrons done tirer x~ sous la forme suivante: 

$~ sera une fonction p~riodique de t enti~rement d~termin~e et 6~ est 
une constante qui d~pend de B2, de C~ et de C~. 

Nous pouvons conclure de lb~ que la premiere des ~quations (I7) 
dolt ~tre satisfaite et par consequent que ces trois ~quations ( I7 )ne  sont 
pas distinctes. 

Prenons maintenant les ~quations (I I') et faisons-y k :  2; nous ob- 
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tiendrons trois 4quations qui nous permettront  de d~terminer les con- 
stantes C~, C~ et C~ et d'oh l 'on tirera en outre les y~ sous la forme: 

y~ = 7/~ + k~, y] = 72] + k], Y] = ~]i + k~, 

les 72 ~tant des fonctions periodiques de t enti~rement eonnues et les k~ 
6tant trois nouvelles constantes d'int4gration. 

Reprenons ensuite les  6quations ( io ')  en y faisant k = 3; si nous 
supposons k~ = o, nous pourrons tirer des trois 4quations ainsi obtenues, 
d 'abord les deux constantes k] et k], puis les x~ sous la forme: 

x = + 

les $ 6tant des fonctions p6riodiques connues de t et les C~ 6tant trois 
nouvelles constantes d'int4gration. 

Et ainsi de suite. 
Voilk un proc~d6 pour trouver des s~ries ordonn4es suivant les puis- 

sances de #, pSriodiques de p6riode T par rapport  au temps et satisfai- 
sant aux 6quations (I). Ce proc6d6 ne serait en d6faut que si le hessien 

0 de F o par rapport aux x~ 6tait nul ou si le hessien de r par rapport 
if)2 et ~3 6tait nul. 

Ce que nous venons de dire s'applique en particulier k une 4quation 
que l 'on rencontre quelquefois en mdcaniclue c(~leste et dont plusieurs 
g4om~tres se sont d~jk occup~s. Cette dquation est la suivante: 

d.,o + -'t,  + = #R(,o t). 
dr" 

n e t  m sont des constantes, / ze s t  un param6tre tr~s petit et / /  est une 
fonction de p et de t, d6velopp6e suivant les puissances croissantes de p 
et p4riodique par rapport  k t. 

Pour bien nous en rendre compte, il faut  d 'abord ramener l%qua- 
tion (I8) s la forme canonique des 4quations de la dynamique.  Cela se 
fera en posant: 

$ = t ,  dp 
dt  = a, 

a2._~ n 'p ' 
F= 2 + ~- + ~'P' 4 - - - z f R ( p ,  ,)dp + 7, 

$ et 72 ~tant deux nouvelles variables auxiliaires et l ' int~grale . f R ( p ,  $)dp 
4tant calcul~e en regardant  ~: comme une constante. On trouve alors: 
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dp d F  da  d F  d$ d F  
(19) dt  - -  da  ' d--i "• - -  -~p ' d - - i =  -d-~ ' 

auxquelles nous pourrons adjoindre (~ 6tant rest6e jusqu'ici complfitement 
arbitraire) l '6quation suivante: 

d~ ~ d F  
(x9) dt  d# 

qui complete un syst6me canonique. 
Quand #- - - -o  l 'int6grale g6ndrale de l '6quation (I8) s'dcrit 

(20) 

oh g 
dule 

p -~ h sn (gt + @ ,  a ----- h.q cn (gt + ~ )  dn (gt + @ 

et $ sont deux constantes d'int6gration et oh h, ainsi que le mo- 
du sinus amplitude sont deux "fonctions de g faciles k d6terminer. 

Nous allons changer de variables; nous prendrons au lieu de $, r], p 
et (z, quatre variables x~, y~, x 2 , y~, d6finies comme il suit. Nous aurons 
d'abord: 

x2 "-- ~7, Y2 = ~" 

Des 6quations (2o) qui donnent  p e t  a en fonctions de g et de g t  + 

pour # = o ,  on peut tirer y e t  y t  + ~  en fonctions de p e t  de ~. I1 
vient: 

g = Z , ( P ,  gt  + = Z , ( P ,  

Nous prendrons alors pour xl une certaine fonction de Z:(P,  a) et pour y~ 

k 
v ,  = 

k ddsignant la p6riode r6e]le de sn(x).  
Si alors x 1 a 6t6 convenablement choisi en fonction de Z1 les 6qua- 

tions conserveront leur forme canonique 

dy I d F  dy~ d F  dz  I d F  dz  2 d F  

- -  ~ - ~  ~ - -  - ' ~ - -  ~ - -  dt  dy  2 dt  d z  t dt  dz~ dt  dy  I ~ . . . . .  

Il est clair d'aiIleurs que pour l~-~ o, F ne ddpend que de x 1 et de x 2 
et non de yl et de Y2. 

Nous nous trouvons donc bien duns les conditions 6nonc~es au d6but 
de ce paragraphe. 
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L'dquation (I8) a surtout 6td dtudide par les gdom6tres dans le cas 
oh m-----o; il semble au premier abord qu'elle est alors beaucoup plus 
simple. Ce n'est qu'une illusion; en effet, si l 'on suppose m = o, on se 
trouve dans le cas oh le hcssien de F 0 est nul et ce que nous avons dit 
darts ce paragraphe n'est plus applicable sans modification. 

Ce n'est pas que les particularitds quc prdsente l 'dquation ( I8 )dans  
le cas g6n6ral ne soient encore vraies pour m----o,  toutes les fois du 
moins que /~ n'est pas nul. La seule diff6rence, c'est qu'on ne peut les 
mettre en 6vidence par un ddveloppement suivant les puissances de ft. 
L'apparente simplification qu'a recue ainsi l 'dquation (I8) n'a fait qu'aug- 
reenter les difficultds. II est vrai qu'on est conduit quand m = o, a des 
sdries beaucoup plus simples que clans le cas gdndral, mais ces s6ries ne 
convergent pas comme nous l e  verrons darts la suite. 

La mdthode exposde dans ce paragraphe s'applique dgalement i~ un 
cas particulier du problbme des trois corps. 

Supposons une masse nulle C attirde par deux masses mobiles A e t  
B 6gales l 'une ,~ i - - p  et l 'autre k ft et ddcrivant d 'un mouvement  
uniforme deux circonf6rences conccntriques autour de leur centre de gra- 
vit6 commun supposd fixe. hnaginons de plus que la masse C se meuve 
dans le plan de ces deux circonf6rences. 

Nous verrons plus loin que darts ce cas les dquations du mouvement  

d x  I d F  dx~ d F  

d t  - -  d y  I ~ d t  d y ,  ' 
(i) 

dy  I __ d F  dy ,  __ d F  

dt  dx  I ) d t  dx ,  

On d6signe par x 1 la vitesse ar6olaire du point C, par x~ la racine 
carr6e du grand axe de l 'orbite de C, par Yl la diffdrence de la longi- 
tude du pdrih61ie de C et de la longitude de B, par Y2 l 'anomalie 
moyenne. 

D'ailleurs /~' peut ~tre ddveloppde suivant les puissances de p e t  
l'on a: 

I 

F ~  = Xl + 2x-~" 

I1 est ais6 de voir que le hessien de F o par rapport  ~ x  1 e t ~ x ~  es tnu l .  

peuvent se mettre sous la forme suivante: 
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I1 semble donc d'abord que lea m6thodes du pr6sent paragraphe sont 
en d6faut. I1 n"en est rien et un artifice tr~s simple permet de tourner 
la difficultY. 

Lea 6quations (i) admettent comme int6grale 

F ~ C .  

Consid6rona la constante C eomme une donnde de la question. 
Si alors F(F)  eat une fonction quelconque de F et 9~'(F) sa d6- 

riv6e, on aura: 
r  = r  

et lea 6quations (I) pourront s'6crire: 

dx, _ 9 ' ( F )  d F  dy,  ~ r  d F  
dt  ff '(C) dye'  dt  r  d~, 

O U  

d., a [ ~ ( F ) ]  d y ,  d [ r  
(I') d t  - -  d),Lg=(U)J ' dt d*,Lc-~-)J" 

Eu g6n6ral, le hessien de r176 
~'(o) 

particulier quand 

ne sera pas nul. C'est ce qui arrive en 

0# 1 I 
(~'0) = F~ - -  x~ + ~ + - - .  

x~ 40#~ 

Les solutions des ~quationa (I) qui correspondent ~ la valeur particuliSre 
C de l'int6grale F appartiennent aussi aux 6quations (I'). 

Consid6rons maintenant une solution des ~quations (I) qui soit telle 
que l'int6grale /~ soit 6gale ~ une constante C 1 diff~rente de C. 

Je dis que cette solution appartiendra encore aux 6quatlons (I') 
pourvu qu'on y change t e n  

t ~'(c,) 

On a en effet: 

dzi __ d F  dgi __ d F .  

dt  d0#~ ' dt dy~ 
Acta mathe,mat/r,a. 18. I m p r i m 6  le 18 aoil t  1890. 16 



122 H. Poincar6. 

~'(0,) il viendra: si on change t e n  t - 7 ~  

w 12. 

d~e~ 9'(C,) d F  dyi 9'(Ct ) e l f  
dt ~'(C) dye' dt 9'(C) dz, 

ou puisque _F-----q 

dx, _ ~'(F) d F  dy, r  dF  
dt 9'(C) dy , '  dt 9'(C) dx, 

C . Q . F . D .  

Des solutions de ( i ) i l  est donc ais6 de d6duire celles de (I') et in- 
versement. 

Lea m6thodes du pr6sent paragraphe sont donc, grs ~ cet artifice, 
applicables ~ ce cas particulier du problSme des trois corps. 

Elles ne le seraient pas aussi ais6ment au cas g6neral. Dans le cas 
g6n6ral en effet, non seulement le hessien de F 0 eat nul, mais celui de 
?(F0) est encore nul, quelle que soit la fonction ?.  

De lk certainea difficult5s dont je ne parlerai pas ici; j 'y revi- 
endrai plus loin et je me bornerai pour le moment ~ renvoyer le lecteur 
b. un travail que j 'ai ins6r6 dans le B u l l e t i n  a a t r o n o m i q u e ,  tome 
I er, page 6 5. 

w 12. Calcul des exposants  caract~ris t iques.  

Reprenons les ~quations (I) du paragraphe pr~c6dent 

dz~ _ d F  dyi d F  (i=1,.~,3) 
( l ) (it dy~ ' dt = dxi " 

Supposona qu'on ait trouv6 une solution p6riodique de ces 5quations: 

x , =  ? / ,=  r  

et proposons-nous de d6terminer les exposants caract6ristiques de cette 
solution. 

Pour cela nous poserons: 

x, = + e,,  v, = r  + 
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puis nous formerons les 6quations aux variations des 6quations (I) que 
nous 6crirons: 

d~F d~F 
k dy~dyk 

(2) ,',.k=,.~,~) 

d~ 
dt 

dT], d~F ~ dIF  
d T  = - - Z  ~ . dxidxk - - ' ~ ' k d x i d y k  7~, 

et nous chercherons k int6grer ces 6quations en faisant: 

(3)  e, = e " ' s , ,  }7, = e~'T,, 

S, et T~ 6tant des fonctions pdriodiques de t. Nous savons qu'il  existe 
en g6n6ral six solutions particuli6res de cette forme (tes 6quations li- 
n6aires (2) 6rant du sixi6me ordre). Mais il importe d'observer~ que dans 
le cas particulier qui nous occupe, il n 'y a plus que quatre solutions 
particuli6res qui conservent cette forme, parce que deux des exposants 
caract6ristiques sont nuls, et qu'il  y a par cons6quent deux solutions 
particuli6res d'une forme d6g6n6rescente. 

Cela pos6, supposons d'abord /~ ----- o, alors F se r6duit ~ F o comme 
nous l 'avons vu dans le paragraphe pr6c6dent et ne d6pend plus que de 
x ~ , x ~ et x ~ 

Alors les 6quations (2) se r6duisent ~: 

d& 
(~-') d T  = o,  dt /-~ k am, ax,  

Les coefficients de $~ dans la seconde 6quation (2') sont des constantes. 
Nous prendrons comme solutions des 6quations (2') 

$1 = $2 = $~ = o ,  }7, = }77, 72 = 7~, 7~ = 7 ~ 

}70, }70 et }7o 6tant trois constantes d'int6gration. 
Cette solution n'est pas la plus g6n6rale puisqu'el]e ne contient que 

trois constantes arbitraires, mais c'est la plus g6nSrale parmi celles que 
l 'on peut ramener ~ la forme (3). Nous voyons ainsi que pour /~ = o, 
les six exposants caract6rlstiques sont nuls. 

Ne supposons plus maintenant  que /~ soit nul. Nous allons mare- 
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tenant chereher ~ d~velopper a ,  S~ et T~, non pas suivant les puissances 
croissaaates de #, mais suivant les puissances de ~/~ en ~crivant: 

r, = T o + T~ ~/h + ~ , #  + T~,# v'fi + . . . .  

Je me propose d'abord d'~tablir que ce d6veloppement est possible. 
Montrons d'abord que les exposants caractSristiques a peuvent se 

d~velopper suivant les puissances croissantes de ~/~. 
D'apr~s ce que nous avons vu au 8 xo, les exposants caract~ristiques 

nous seront donn~s par l '~quation suivante, en reprenant  les notations 

des 88 9 et IO: 

dTl  ~ r d Tl - - e  d~, " �9 

d~'~ dy~ e~ r 
dp, d~: 

dy~ dT'~ d~-n 

dt9 , d A " " dfl, ,  

dy1 

dy, 
d~n ~ 0 .  

_ _  - -  e aT 

Le premier membre de cette ~quation est holomorphe en a; de plus 
d'apr~s le th~orSme III, 8 2, les T peuvent 6tre d~veloppds suivant les 
puissances de tt et des fl (cf. 8 9), d 'ail leurs d'aprbs le 8 9 les fl peuvent 
se ddvelopper eux-m~mes suivant les puissances de /x. D'apr~s cela les 
T et le d~terminant que je viens d'~crire peuvent eux-m6mes ~tre d~- 
velopp~s suivant les puissances de #.  II r~sulte de l~ que les exposants 
a nous sont donn~s en fonctions de p par une ~,quation: 

G ( a ,  B) ---- o 

dont le premier membre est holomorphe en a et en #. 
Si pour # - - o ,  tous les exposants a ~taient diffSrents les uns des 

autres, l '~quation G - ~  o n 'aurai t  pour # ~ o que des racines simples, 
et on en conclurait que les a seraient d~veloppables suivant les puissances 
de # (th~or~me IV, 8 2). 
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Mais il n'en est pas ainsi; nous venons de voir en effet que pour 
# ~ - o ,  t o u s l e s  a sont nuls. 

Reprenons les notations du w I I, notre 6quation pourra s'~crire, en 
supposant trois degr6s de libert6 seulement: 

o = z )  = 

dAa, d Aa, d A a, dAa, dAa, dAa, 
~--~-al + I - - e  aT 

dA% dA% dAa 2 dA% dA% dAa~ 
d3a, ~ + I --e ~r d3% do~, dd~v~ d3~ a 

dA% dA% dAa 3 dAa~ dAa.~ dA% [- I - - e  aT " 

dda I d$% dO% d3~ l d3~ 2 d ~  3 

dA~, dA~,  dA~, d A ~  dA~, dA~, 
<t~% d3% d3% d3~ + I --e ~r d3"~ d ~  3 

d3a~ d3% d3% do~, d3~ do%-~ 3 

d A ~  dAt~ 3 dA~ 3 d A ~  d A ~  dAt~ 4- I -e~r  
d 3% d3% d3% d 3~ ~ d 36~ ~ d &'o 3 

Cela fait, je pose: 

Je  divise les trois premieres lignes du d6terminant par ~/]~; je divise en- 
suite les trois derni6res eolonnes par ~/~ (de sorte que le d6terminant 
lui-m6me se trouve finalement divis6" par #3). 

Je fais ensuite p = o. 
J 'observe que d'apr6s ce que nous avons vu au w I I, Aal ,  Aa~, Aa  3 

sont divisibles par /~. Si donc j 'envisage le premier 616ment de la pre- 
mi6re ligne cet 616ment apr6s la division par ~/~ s'derira: 

dAa, + I ~ e3r"; 

et quand on y fera # = o i l  deviendra - - ~ T .  
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De m~me le second ~l~ment de la I ~ ligne s'6erit: 

w 12. 

dAa, 

et il tend v e r s o  avec /~. 
Ainsi quand on aura fait /~ = o, les trois premiers ~l~ments des trois 

premieres lignes s'annuleront ~ l 'exception des ~lSments de la diagonale 

principale qui deviendront ~gaux ~ - - ) , T .  
~  

Consid~rons maintenant les trois derniers dl~ments des trois dermere 

l ignes ;  ils s'Scriront: 

d A ~  I --  e ~rv~ dA~,  
- -  O U  

selon qu'ils appartiennent ou non ~ la diagonale principale. D'apr~s 
ce que nous avons vu au w I i ,  A ~  est dSveloppable suivant les puis- 
sances de p,  des 3a~ et des 35~, de plus pour p ~- o, A ~  ne d~pend 

dA~v~ 
est divisible par #.  pas des $~,. On en conclura que d3~v~ 

Donc quand on fera /~ ~--o, les trois derniers 61~ments des trois 

derni~res lignes deviendront  (~gaux 

- -  2 T  o u  ~ o 

selon qu'ils appartiennent ou non ~ la diagonale principale. 
Consid~rons maintenant les trois premiers ~l~ments des trois derni~res 

lignes dA~, D'aprSs ce que nous avons vu au w II ,  on a p o u r / j = o :  
d3ak " 

d A ~ _  T d'Fo . 
d3a,, dx~d~ 

Passons enfin aux trois derniers ~l~ments des trois premieres lignes qui 

s'(~crivent: 
dAa~ 

D'apr(~s ce que nous avons vu au w i I, si clans F 1 on substitue a 1,a s ,a  3, 
nit ~ ~, , n2t ~ ~ , n3t ~ ~ ~ la place d e x l , x  2 , x  3 , y 1 , 9 2 , y 3 , 0 n v o i t  
que F~ devient une fonction p~riodique de t de p~riode T et si l'on appelle 
r la valeur moyenne de cette fonction p(~riodique, oil a pour /~----o: 
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d 'oh  

Sur le problbme des trois corps et les dquations de la dynamique. 

Act,, Ta lc  
,u dD~ 

dAa~ ~ d'r 

127 

I1 imporfe de remarquer que l 'on a identiquement:  

de de de 
d~ 3 

Nous voyons donc que pour tt ~ o on a: 

0 

0 

d ~F0 

d ' F .  
dx~d% 

a ( ~  ~/~ , t,) --_ 

0 0 

- -  2 o d~r a'r162 a~,2 
d ~  d~ 2 d~] d~. 2 d ~  

d~/"~ d~g~ - -  2 o o 
dx I dx~ dx I dz  3 

d~F~ d~Fo 
o ~ 2  o 

dzc'~ dx,  dz~ 

d'Fo d~Fo __ d % 
- o o - - 2  dz~ dz~ - -  dx~ dx~ dz~ 

En ~galant ~ o ce d6terminant, on a une ~quation du 6 ~ degr6 en 2; 
deux de ses racines sont nulles; nous n'en parlerons pas, car elles se 
rapportent aux deux solutions particuli6res de forme d6g6n6rescente dont 
j 'a i  parl~ plus haut. Les quatre autres solutions sont distinctes en g~n6ral. 

I1 r6sulte alors du th6or6me IV, w 2, que nous pourrons tirer de 
l 'dquation 

a(~ ~/~, ,~) 
- - O  /~ST~ 

2 (et par consequent a) sous la forme d'une s~rie ddveloppde suivant les 
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puissances croissantes de ~/,~. J'ajouterai que ), peut se d6velopper suivant 
les puissances de /~ et que le d6veloppement de a nc contient que des 
puissances impaires de ~/~. En effet les racines de l'6quation: 

Z) = o 

doivent gtre deux '~ deux 6gales et de signc contraire (cf. w I o). Donc 
a dolt changer de signe quand je change ~/i,. en ~ ~ .  

D6montrons maintenant que S~ et T~ peuvent aussi se ddvelopper 
suivant les puissances de ~ .  

S~ et T~ nous sont donn6s en effet par les 6quations suivantes: 

dS~ d~F 
dyi dyl, 

- - z -  - - ,  

Soit fl~ la valeur initiale de S~ et fi~ celle de T,; les valeurs de S~ et de 
T~ pour une valeur quelconque de t pourront d'apr6s le th6o%me III, 
w 2, se ddvelopper suivant les puissances de it, de a, des fl~ et des fl~. 
De plus g cause de la forme lin6aire des ~quations, ces valeurs seront 
des fonctions lin6aires et homog~nes des ~8~ et des fl[. 

Soit, pour employer des notations analogues k celles du w 9, f l ,+  r 
la valeur de S~ et fl~ -F ~b~ celle de T~ pour t ~ T. La condition pour 
que la solution soit p6riodique c'est que l'on ait 

r162  

Les r et les r sont des fonctions lin~aires des /?~ et des ~ ;  ces 6qua- 
tions sont done lin6aires par rapport ~t ees quantit6s. En g~n6ral ces 
dquations n'admettent d'autre solution que 

l i  ~ ~ ~ O~ 

de sorte que les 6quations (2 H) n'ont d'autre solution p6riodique que 

s , =  T , =  o. 

Mais nous savons que si l'on choisit a de fa~on k satisfaire k G(a,#)= o, 
les 6quations (2") admettent des solutions p6riodiques autres que Si~T~----o. 
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Par consequent le d~terminant des 4quations lin~aires r r ~ o cst 
nul. Nous pourrons donc tirer de ces ~quations les rapports: 

fl-i et fl-~ 

sous la forme de s6ries d6velopp6es suivan~ les puissances de a et de #. 
Comme fl'l reste arbitraire, nous conviendrons de prendre ~---- I de 

telle sorte que la valeur initiale de T~ soit 6gale ~ x. Les fl~ et les 
/~ sont alors d6velopp6s suivant les puissances de a et de /1; mais les 
S, et les T, sont comme nous l'avons vu d6veloppables suivant les puis- 
sances de a, de # ,  des fl, et des fl~ et d'autre part a est d6veloppable 
suivant les puissances de ~/~. 

Donc les S, et les T, seront d6veloppables suivant les puissances de ~/~. 

C. Q. F. D. 

On aura en particulier:  

T I =  T o +  r ~ r  T ~ +  . . . .  

Comme, d'apr~s notre hypothSse, fl'l qui est l a  valeur initiale de T 1 dolt 
8 t r e  4gale k I, quel que soit /~, on aura pour t ---- o: 

T~ ~ = i ,  o = T~ = T [  . . . .  = T I  ~ . . . . .  

Ayant  ainsi d4montr~ l 'existence de nos s~ries, nous allons chercher k e n  
dSterminer les coefficients�9 

Nous avons: 

S~=o, T~=~ 

et: 

$, = e~176 + S~ r + . . . ) ,  ~, = e~ o + T: r + . . . ) ,  

(4) ] dS~ 
aa -~ + ~ ~ § ... 
d--t- = eat 

+ aS: + ~/~Z:+ ... 
A~'ta mathemativa. 13. Imprim~ le 20 aoflt 1890. 

d~j ~-- e~ e dt 
-~ + ~I~-~ + ... 

+ ~Tg + ~/;T~ + . . .  

17 
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Nous d6velopperons d 'autre part  les d6riv6es secondes 
entrent comme coefficients dans les 6quations (2) en 6crivant: 

(5) 

w 12. 

de F qui 

d2F 
dy~ dz2 

d ' F  
dy~ dyk 

d ' F  
dx~d~ek 

__ AOk T l~A~k + 2 , . - -  # A~k + . .  , 

- -  - -  B~ + # B , ~  + #2B4,k + . . . ,  

- - _  c~, + #c ' , ,  + # ' c t ,  + . . . ,  

(7) 

as~ 
dt 

dT~ 
dt 

0 1 0 1 - -  + ~ S  ~ = X ~ A , k S I  + N , B , , T I ,  

0 1 

d'F 
- - d x , d y k  - -  I)'~ nt- ffD,, + #2D~, + . . . .  

Ces d6veloppements ne contiennent que des puissances enti(~res de /~ 
et ne poss&dent pas eomme les d6veloppements (4)des  termes d6pendanta 
de ~/~. 

On observera que: 

(6) A,~ ---- B~ = D,0 = o, 

c ~  = ~ ,  B~ ---- Bit,, ~ = - - 1 ) 2 , .  

Nous substituona dans les 6quations (2) les valeurs (4) et (5) 'k  la place 
des ~:, des 72, de leurs d6riv(ies et des d6riv6es seeondes de F .  Dana les 
expressions (4) je suppose que a soit d6velopp6 suivant les puissances de 
~/~, saul lorsque eette quantit6 a entre dana un faeteur exponentiel e a'. 

Nous identifierons ensuite en 6galant les puissances semblablea de 
@ et noua obtiendrons ainsi une s6rie d'6quations qui permettent  de d6- 
terminer sueeessivement: 

%,  ~2, a3, etc. S ~ , S ~ , . . . ,  T ~ , T~, . . . .  

Je n%crirai que les premigres de ces 6quations obtenues en 6galant 
successivement les termes tout connus, les termes en @, les termes en 
ff etc. Je fais d'ailleurs disparaltre le facteur e a' qui se trouve partout. 

Egalons d'abord les termes en @; il vient: 
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(8) 
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Egalons les termes en g, il vient: 

dS~ .A~So ..at_ Bi~T ~ 2f_ B~Tk),  (~:,.2.3) dt + a~S~ + azS ~ = Ee(.A,~ S~ + ~ o o ~ , o 

~T~ 
outre trois 6quations analogues donnant les ~ / - .  

Si l 'on tient compte maintenant des relations (6), les 6quations (7) 

deviennent:  
dS~ dT~ 
dt - o, dt + ~''~~ = E ,  ~ S 1. 

La premiSre de ces 6quations montre que ~ ,  S~ et S] sont des con- 

dT~ 
stantes. Quant k la seconde, elle montre q u e  ~ est une constante; mais 

comme T~ dolt 6tre une fonction p~riodique, cette constante dolt dtre 

nulle, de sorte qu'on a: 

(9) 

ee qui 4tablit trois relations entre les trois eonstantes 72~, les trois con- 
stantes ~ et la quantit6 inconnue %. 

De son c5t6 l '6quation (8) s ecrira: 

dS~ 2 o 

Les B~ sont des fonctions p~riodiques de t; d6veloppons-les d'aprSs la 
formule de Fouaina et soit bik ]e terme tout connu de B~,. I1 viendra: 

ou en tenant compte des 6quations (9), il viendra: 

k = 3  

(,o) ~s,~ ' =  Eb,~(cl,  s l  + c~~ + c~s,).o ' 
k = l  

En faisant dans eette ~quation ( IO)  i = I ,  2 et 3, nous aurons trois 
relations lin~aires et homog~nes entre les trois constantes S~. En ~limi- 
nant ces trois constantes, nous aurons alors une ~quation du 3 m~ degr6 
qui d~terminera 2~. 
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Si nous posons pour abr6ger 

w 12. 

e,, = b,, CL + b,,cT. + 

l'6quation due ~ cette 6limination s'6crira: 

(, ,) 
el l  ,--- o~ el2 e1~ 

e:l e~2 ~ a ~  e23 

eal e ~  e.j3 ~ ~t~ 

~ O .  

Elle peut encore s'6crire: 

0 - -  a 1 0 C~ ~ 2  ~ 

b u  bl-. bt3 - -  a 1 o o 

b~l b2~ b23 o - -  ~1 o 

bal b~2 b~3 o 0 ~ ~X 1 

= O .  

La d6termination de % est la seule partie du calcul qui pr6sente quelque 
difficult& 

Les 6quations analogues k (7) et ~ (8) form6es cn 6galant dans les 
6quations (2) les coefficients des puissances semblables de ~/~, permettent 
ensuite de d6termincr sans peine les ak, lcs S'," et les T". Nous pouvons 
donc 6noncer le rdsultat suivant: 

Les exposants caract~ristiques a sont ddveloppables suivant les puissances 

croissantes de ~/~. 

Concentrant donc toute notre attention sur la ddtcrmination de %, 
nous allons ~tudier spdcialement l'dquation (I I). Nous devons ehercher 
d'abord k ddterminer les quantitds 6'~ et b,k. 

On a 6videmment: 
C ~ = d ~ ~ '~ 

. dx~ dx~ 
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et 

on  

et 
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B , ~ -  d 'F,  
0 o dy~ dy~ 

B ~  ~ ~ ~ A m , m ~  sin eo 

bik = - -  S A m ~ m ,  sin w. 

D'apr~s les conventions faites dans le paragraphe pr6c6dent, la somma- 
tion repr4sent~e par le signe ~ s'~tend k tous les termes, quelles que 
soient les valeurs enti~res attributes k m~,m 2 et m 3. La sommation re- 
pr~sent~e par le signe S s'~tend seulement aux termes tels que 

h i m  1 "71- n 2 m  ~ --~ n ~ m  s ~ o .  

Sous le signe S nous avons par cons6quent: 

w = m ~  2 ~ - m ~  3 + h .  

Cela nous permet d'6crire 

d'~ (pour i e t  k ~ 2 ou 3). bi~ --- d~id$~ 

Si un ou deux des indicts i et k sont ~gaux k I, b~k sera d6fini par la 
relation 

nlb~l Jr- n~b~2 + %bi3 = o. 

Nous allons k l'aide de cette derni~re relation, transformer l'~qua- 
tion (I I) de fa~on k mettre en 5vidence l'existenee de deux racines nulles 
et k r~duire l'~quation au quatri~me degr6. 

Je trouve en effet par une simple transforInation de d~terininant et 
cn divisant par a]: 

~I ~2 ~3 0 0 0 

0 ~ ~I 0 b~3 b22 0 

0 0 - -  ~ i  b33 b32 o 

6'~ C~3 C'~3 - - ~ I  o n 3 
~ 0 .  
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Dans le cas part iculier  oh ron  n'a plus que deux degr6s de libert6, cette 
6quation s'6crit: 

OU: 

~1 ~2 

0 ~ 0{ I 

O O 

d'r 
O 

d~] : o 
6t 1 '/i, 2 

0 ~1 

L'expression nl:C:~~ __ 2nln2CO2 T n ~ l  ne d6pend que de x ~ et x ~ ou si 
l 'on veut de n 1 et de n 2. Quand nous nous-serons donn6 les deux 
n o m b r e s  n I et n 2 dont le rapport  doit ~tre commensurable, nous pour- 
rons regarder n~C~2:--2nln2C~12-~-n~C~H comme une constante donn6e. 

Alors le signe de a~ d6pend seulement de celui de d~--~" 

Quand on s'est donn6 n~ et n2, on forme l '6quation: 

o, 
d ~  s 

qui est l '6quation (7) du paragraphe pr6c6dent. Nous avons vu dane 
ce paragraphe qu'~ chaque racine de cette 6quation correspond une so- 
lution p6riodique. 

Consid6rons le cas g4n@al oh l '6quation (I2) n'a que des raeines 
simples; chacune de ces racines correspond alors ~ un maximum ou ~ un 
minimum de ~b. Mais la fonction ~b 6rant p6riodique pr6sentc dans chaque 
p6riode au moins un maximum et un minimum et pr6cis6ment autant  
de maxima que de minima. 

Or pour lee valeurs de ~2 correspondant ~ un minimum, d~r ~-~ est 

positif; pour les valeurs correspondant ~ un maximum, cette d6riv6e est 
n6gative. 

Done l '~quation (I 2) aura pr6cis6ment autant  de racines pour les- 
quelles cette d6riv6e sera positive, que de racines pour lesquelles cette 
d6riv6e sera n6gative, et par cons6quent autant de racines pour lesquelles 
a~ sera positif que de racines pour lesquelles a~ sera n6gatif. 



w 12. Sur le probl~me des trois corps et les 6quations de la dynamique. 135 

Cela revient ~ dire qu'il y aura pr6cis6ment autant de solutions 
p6riodiques stables que de solutions instables, en donna'nt k ce mot le 
m6me sens que dans le w io. 

Ainsi, ~ chaque syst~me'de valeurs de n~ et de n~, correspondront au 

moins une solution pdriodique stable et une solution pdriodique instable et 

prdcisdment autant de solutions stables que de solutions instables pourvu que 

soit suffisamment _,vetit. 

Je n'examineral pas ici comment ces r6sultats s'6tendraient au cas 
oh l'6quation (I2) aurait des racines multiples. 

Voiei comment il faudrait continuer le caleul. 
Imaginons que l'on air d6termin6 compl~tement lea quantit6s 

et les fonctions: 

( i 3 )  

o * , T ~  - ]  

et que l'on connaisse les fonctions S~ +1 e t  T[' h une constante W~s. 

Supposons qu'on se propose ensuite de calculer a~+a, d'uchever la d6- 
termination des fonctions S~ +1 et  T~ n et de d6terminer ensuite les fonc- 
tions S~ +2 e t  T~ '+1 d u n e  constante pr~s. 

En 6galant les puissances semblables de /~ dans les 6quations (4), on 
obtient des 6quations de la forme suivante, analogues aux ~quations (7) 
et (S) 

d T'~ + 1 
dt -~" "--.~'~k~'~ ~ ~1 T? =-- a,~+x TO -~ quantit6 connue, 

dS? +~ 
dt + ~,~B,~T~' - -  a~S~ + l ~  am+~B~ = quantit6 connue. 

Les deux membres de ces 6quations (12)sont  des fonctions p6riodiques 
de t. Egalons la valeur moyenne de ces deux membres, Si nous d6- 
signons par Iv] la valeur moyenne d'une fonetion p6riodique queleonque 
U, si nous observons que si U est p6riodique on a 
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si nous rappelons que, T~' ~tant eonnu h une constante prSs, /-~'--[T~'] et 

- -  [ r r ] ) ]  

sont des quantit~s connues, nous obtiendrons les ~quations suivantes: 

EkC~ "i'll - -  (~I[T~] - -  c~+~T ~ -~ q u a n t i t ~  c o n n u e ,  

Z~b~,[T~] - -  u~[ST'~ +1] - -  a,~+iS~ ------ quantit~ eonnue. 
(i=1,2.3) 

Ces 6quations ( '4)  vont nous servir ~ calculer a~+,, [T~] et [S~ +'] et 
par consequent ~ achever la d4termination des fonctions T~' et S~ '~1 qui 
ne sont encore connues qu'~ une constante pr~s. 

Si l'on additionne les 5quations (I4) apr~s les avoir respectivement 
multipli~es par 

on trouve: 
2 ~ , ~ T ~  quantit~ connue, 

ce qui d~termine a,,+l. 
Si dans les dquations (I4) on remplace a~+l par la valeur ainsi 

trouv~e, on a pour d~terminer les six inconnues [T~] et [$7 TM] six ~qua- 
tions lin~aires dont cinq seulement sont ind4pcndantes. 

Cela pos~, on d~terminera [T~'] par la condition que [T~'] soit nul 
pour t-----o, conformdment ~ l'hypothSse faite plus haut, et les cinq ~qua- 
tions (i4) rest~es ind~pendantes permettront de calculer les cinq autres 
inconnues. 

Les dquations (I3) nous permettront ensuite de calculer dTT'+l d---T- et 

d----t-- et par consequent de ddterminer les fonctions T~ +1 et S~ +~ ~ une 

constante prSs - -  et ainsi de suite. 

Soient: 
w 13. So lu t ions  asympto t tques .  

t~t  Xt (t-l,2)...,n) 
d 7  = 
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n ~quations diff4rentielles simultan~es. Les X sont des fonctions des 
et de t. 

Par rapport aux x elles peuvent ~tre ddvelopp~es en s~ries de puis- 
sances. 

Par rapport ~ t, elles sont p~riodiques de p~riode 2r. 
Soit: 

0 
X a ~--- X~ ~  X~ ~ X ~  �9 �9 �9 ~ X .  ~--- X~ 

r ~ ~ 0 une solution partieuli~re permdlque de ces ~quations. Les x~ seront des 
fonctions de t p4riodiques de p~riode 2zr. Posons: 

0 x,--- x, + 

I1 viendra: 

(2)  - -  z , .  

Les ~ seront des fonctions des ~: et de t, p~riodiques par rapport k t et 
d~velopp~es suivant les puissances des $; mais il n'y aura plus de termes 
ind~pendants des $. 

Si les $ sont tr~s petits et qu'on n~glige leurs carr4s, les ~quations 
se r~duisent k 

(3) dt 
) 

dXi dX~ dX, $1 . . .  

o dxn 

qui sont les ~quations aux variations des ~quations (I). 
Elles sont l!n~aires et ~ coefficients pdriodiques. On connait la forme 

de leur solution g~n~rale, on trouve: 

~n ~ ~gl t le~ 

les A sont des constantes d'int4gration, Ies a des constantes fixes qu'on 
appelle exposants caract~ristiques, les ~ des fonctions pdriodiques de t. 

Aeta mathematiea~ 13. I m p r i m 6  l e  1 s e p t e m b r e  1890.  1 5  
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�9 o . �9 �9 . �9 . �9 �9 o 

les 6quations (2) deviendront:  

d~2~ 
d t  - -  tl, 

off les //~ sont des fonctions de t et des V de mOne forme que les 3. 
Nous pourrons d'ailleurs 6erire 

(2 ') d,7~, = H: + t g  + + H? + . . .  ; 
d t  " " " 

H~ repr6sente l 'ensemble des terlnes de 1t~ qui sont de degr5 p par rap- 
port aux 7]. 

Quant aux 6quations (3), elles deviennent:  

d~i 
(3') dH- = H:---- a,~,. 

Cherchons maintenant  la forme des solutions g6n6rales des 6quations 
(2) et (2'). 

Je dis que nous devrons trouver: 
7]~ ~ fonction d6veloppde suivant les puissances de A l e  ~.t, A.~e":' , . . . ,  

A,,e ~'~ dont les coefficients sont des fonctions p6riodiques de t. 
Nous pouvons 6crire alors: 

(4') 7/, = ~ + ~ + . . .  + ril~+ . . . ,  

~ repr6sentant l 'ensemble des termes de ~ qui sont de degr6 p par rap- 
port aux A. 

Nous remplacerons les r~i par leurs valeurs dans H$ et nous trou- 
verons: 

H f  = Hf  p + H p'~+I --, + . . . +  Hf ' r  



w 13. Sur le problbmc des trois corps et les ~quations de la dynamique. 139 

H~ "q d6signant l'ensemble des termes qui sont de degr6 q par rapport 
a U X  A .  

:Nous trouverons alors: 

d - ~  ~ a~r]~ ~ " ' d t  - " " ' 

d t  

r 

- - - - a , ~ 7 ,  ~ = H~ ~ + H / ~  + . . .  -t- HI  ~ - -  Aq. 

Ces 6quations perrnettront de calculer successivement par r6currence 

. . . ,  . . . .  

En effet Kq ne d6pend que des 7] ' ,  ~22, . . . ,  ~q-~. Si nous supposons que 
ces quantit6s aient 6t6 pr6alablemcnt calcul5es, nous pourrons 6crire Kq 
sous la forme suivante: 

les j8 6tant des entiers positifs dont la somme est q e t r  une fonetion 
p~riodique. 

On peut 6crire encore: 

C 6tant un coefficient g6n6ralement imaginaire et T u n  entier positif ou 
n6gatiL Nous 6erirons pour abr6ger: 

et il viendra: 
�9 q 
d r / i  

d t  
- -  ~ a ~ q I  = -  ~ C A q  e ' ( r c :~+  ~a~) .  

Or on peut satisfaire ~ cette gquation en fMsant: 

C A  q e t(y (-'-i + Zo.fl) 
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I1 y aurait  exception dans le cas oh l'on aurait :  

r~---] + Z~f l - -  ~, = o, 

auquel cas il s ' introduirait dans les formules des termes en t. Nous rd- 
serverons ee cas qui ne se pr6sente pas en g6n6ral. 

Nous devons maintenant  traiter la question de la convergence de 
ces s6riee. La seule difficult6 provient d'ail leurs comme on va le voir 
des diviseurs 

(5) r g ~  + Z~f l - -  ~,. 

Cette convergence est une cons6quence immediate des r~sultats obtenus 
dans le w 3 mais je pr~f~re en donner une d~monstration directe. 

Rempla~ons les ~quations (2') par les suivantes: 

(2") 7, = } A,,  ~ + HE' + ~ :  + . . .  + ~ :  + . . . .  

D~finissons t I~ .  On voit sans peine que Hp est de la forme suivante: 

H, ~ = Z ~ ' ~  ~'~'~"-~ 
�9 " " "in ~ 

C est une constante quelconque, ]es /9 sont des entiers positifs dont ]a 
somme est p , y  est un entier positif ou n6gatif. Nous prendrons alors: 

Les s6ries ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les s6ries tri- 
gonom~triques qui d6finissent les fonctions p6riodiques dont dSpendent 
les H convergent absolument e t  uniform6mcnt;  or cela aura toujours 
lieu parce que ces fonctions p~riodiques sont analytiques. Quant ~, e, 
c'est une constante positive. 

On peut  tirer dee 6quations (2") lee ~2 sous ]a forme suivante: 

(4") 7/,---- Z M s - Z ' { A { ' A ~ " .  . . A { " e  (z''~)' 

Plusieurs termes pourront d'ailleurs corrcspondre aux m~mes exposants ft. 
Si on compare avee les s~ries tir6es de (2') qui s'dcrivent: 

II 
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voici ce qu'on observe: I ~ M est r~el positif et plus grand que IN 

:~ I I  d~signe le produit des diviseurs (5) (q < Eft). 
Si donc la s~rie (4") converge et si aucun des diviseurs (5) n'est 

plus petit que z, la s~rie (4') convergera ~galement. Voici donc com- 
ment on peut ~noncer la condition de convergence. 

La s~rie converge: 
si rexpression 

+ E=f l -  =, 

ne peut pas devenir plus petite que toute quantit~ donn~e e pour des 
valeurs enti~res et positives des /~ et enti~res (positives ou n~gatives) de T; 
c'est k dire si aucun des deux polygones convexes qui enveloppe, le pre- 
mier les ~ et ~ ~/--x, le second les r162 e t - - ~ - i ,  ne contient l 'or igine;  

ou si toutes les quantit~s ~ ont leurs parties r~elles de m~me signe 
et si aucune d'elles n'a sa partie r~elle nulle. 

Que ferons-nous alors s'il n'en est pas ainsi. 
Supposons par exemple que k des quantit~s ~ aient leur partie r~elle 

positive, et que n -  k aient leur pattie r~elle n~gative ou nulle. I1 
arrivera alors que la s~rie (4') restera convergente si on y annule lea 
constantes A qui correspondent ~ un a dont ]a pattie r~elle est n~gative 
ou nulle, de sorte que ces s~ries ne nous donneront plus la solution g& 
n~rale des ~quations proposdes, mais une solution contenant seulement k 
constantes arbitraires. 

Si on suppose que les ~quations donn~es rentrent dans lea ~quations 
de la dynamique, nous avons vu que n eat pair et que les ~ sont deux 

deux ~gaux et de signe contraire. 
Alors si k d'entre eux ont leur partie r~elle positive, k auront leur 

pattie r~elle n~gative et n - - 2 k  auront leur partie r~elle nulle. En 
prenant d'abord les a qui ont leur partie r~elle positive, on obtiendra 
u n e  solution particuli~re contenant k constantes arbitraires; on en ob- 
tiendra une seconde en prenant les a qui ont leur pattie r~elle n~gative. 

Dans le cas oh aucun des a n'a sa partie r~elle nulle et en par- 
ticulier si tous les a sont r~els, on a d'ailleurs: 

k ~ ~ Q  

2 
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Nous allons nous placer maintenant  clans un cas tr~s particulier. 
Supposons d'abord n = 2, de telle fa~on que les 6quations (I) se r6duisent ~: 

d x  2 
dx,  __ X1 ' _ X2 ' 
d T  - d t  

Supposons de plus que 

dX, dX, 
(6) + = o .  

La situation du syst6me d6pend alors des trois quantit6s x~, x 2 et t; on 
peut donc la repr6senter par la position d'un point dans l'espacc; voici 
quel mode de repr6sentation on peut adopter pour fixer les id6es: 

Les coordonn6es rectangulaires du point rcpr6scntatif seront: 

e " c o s t , e  ' ' s i n t  et x 2. 
De cette fa?on 

i ~ ~ tout syst6me de valcurs des trois quantitds x l , x  2 et t corres- 

pondra un point de l'espace; 
2 ~ . ~ tout point de l'espace correspondra un seul syst~me de va- 

leurs des quantit6s x l , x 2 ,  cos t ,  sint,  et par cons6quent une seule s i t ua -  
tion du syst6me si ron ne consid~re pas comme distinctes deux situations 
qui ne diff6rent que parce que t a augmcnt6 d'un certain nombre de 

p6riodes 27r; 
3 ~ . si 1'on fait varlet  t, (xl et x 2 restant constants) le  point re- 

pr6sentatif d6crit une circonf6rence; 
4 ~ ~ la condition x~ = x 2 - -  o correspond le cercle z =--o, x2A-y~= i; 
5 ~ ~ la condition x I = -  c~ correspond l 'axc des z. 
A toute solution des 6quations (1) correspondra une courbe d6crite 

par le point repr6sentatif. Si la solution est p6riodique, cette courbe 

est ferm6e. 
Consid6rons donc une courbe ferm6e C correspondant K une solution 

p6riodique. 
Formons les 6quations (2), (3), (2') et (3') relatives ~, cette solution 

p6riodique et imaginons que l 'on calcule les quantit6s a correspondantes. 
Ces quantit6s sont au nombre de deux, et en vertu de la relation 

(6) elles sont 6gales et de signe contraire. 
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Deux eas peuvent se pr6senter: ou bien leur carr~ eat n6gatif et la 
solution p6riodique eat stable; ou bien leur carr6 eat positif et  la solu- 
tion est instable. 

Plagons-nous dana ee dernier cas et appelons -~ a et  - - a  lea deux 
valeurs de l'exposant a; nous pourrons supposer alors que a est r6el 
positif. 

Cela pos6, les s~ries (4') seront d6velopp~ea suivant lea puissances 
croissantes de Ae "t et de Be-St; maia elles ne seront pas convergentes si 
A et B y entrent k la lois; elles le deviendront au contraire, si l'on y 
fait soit A ~ o, soit B = o. 

Faisons d'abord A ~ o; alors les 71 seront d~velopp~a suivant lea 
puissances de Be-St; si donc t croi t  ind~finiment, ~/1 et 71~ tendent simul- 
tan6ment vers o. Les solutions correspondantes peuvent s'appeler solu- 
tions asymptotiques; car pour t ~ - a  t- cxv, lea 7] et par consequent lea $ 
tendent vers o, ce qui veut dire que la solution asymptotique se rapproche 
asymptotiquement de la solution pdriodique considdrde. 

Si on fait de m~me B - ~  o, lea r] sont d6velopp6a suivant lea puis- 
sances de Ae"t; ils tendent donc v e r s o  quand t tend vers - -cxv .  Ce 
sont donc encore des solutions asymptotiques. 

I1 y a done deux sSries de solutions aaymptotiques, la premi6re 
correspondant ~ t ~-{-cxv,  la seeonde ~ t = = -  co. Chaeune d'elles 
contient une constante arbitraire, la premi6re B, la seconde A. 

A chacune de ces s~ries de solutions aaymptotiques correspondra une 
s6rie de courbes se rapprochant asymptotiquement de la courbe ferm6e 
C et qu'on pourra appeler courbes asymptotiques. L'ensemble de ces 

courbes asymptotiquea formera une surface asymptoti~tae. II y aura deux 
surfaces asymptotiques, la premiere correspondant k t ~ -b cxv, la aeconde 

t ~ - - c ~ .  Ces deux surfaces iront passer par la courbe ferrule C. 
Supposons que dans ]es ~quations (I) lea X d6pendent d'un para- 

m6tre /L et que lea fonctions X soient d~veloppables suivant les puissances 
de ce param+tre. 

Imaginons que pour # ~ o, lea exposanta caract~ristiquea a soient 
toua distincts de telle fagon que ces exposants, 6tant d6finia par l'6qua- 
tion G(a, ~)----o du paragraphe pr6c6dent, soient eux-mdmes d~velop- 
pables suivant los puissances de /t. 

Supposons enfin qu'on air, ainsi que noua venons d e  le dire, annuld 
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toutes les constantes A qui correspondent k un a dont la partie r6elle 
est n6gative ou nulle. 

Les s6ries (4') qui d6finissent les quantit6s 7/, d6pendent alors de p. 
Je me propose d'6tablir que ces s6ries peuvent 4tre d6velopp6es, non 
seulement suivant les puissances des A~e a'', mais encore suivant les puis- 
sances de p. 

Consid6rons l'inverse de Pun des diviseurs (5) 

(re---; + 
Je dis que cette expression peut 4tre d6velopp6e suivant les puissances de p. 

Soient a ~ , % , . . . , a ,  les k exposants caract6ristiques dont la partie 
r6elle est positive et que nous sommes convenus de conserver. Chacun 

, o la valeur de d eux est d6veloppable suivant les puissances de /~. Soit a~ 
a~ pour #-----o; nous pourrons prendre Po assez petit pour que a~ diff6re 
aussi peu que nous voudrons de a ~ quand [ p ] < # 0 .  Soit alors h une 
quantit4 positive plus petite que la plus petite des parties r6elles des k 

0 0 O. quantit6s ~1, ~ , . . . ,  ~,, nous pourrons prendre P0 assez petit pour que, 
quand [ /~]<p0,  los k exposants %, % , . . . ,  a, ait leur partie r6elle plus 
grande que h. 

La pattie r6elle de ~'V'--i -4- ~. .a f l -  ai sera alors plus grande que 
h (si fl, > o), de sorte qu'on aura: 

Ainsi si [ p [ < p 0 ,  la fonetion 

(r r + X ~ -  ~,)-' 
I reste uniforme, continue, finie et plus petite en valeur absolue que / .  

:Nous en conclurons d'apr~s un th6or6me bien connu que cette fonc- 
tion est d6veloppable suivant les puissances de p et que les coefficients 
du d6veloppement sont plus petits en valeur absolue que ceux du dg- 
veloppement de 

I 

I1 est k remarquer que les nombres h e t  Po sont ind6pendants des entiers 
p e t r .  
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I1 y aurait exception dans le cas oh fie serait nul. La partie r~elle 
du diviseur (5) pourrait alors ~tre plus petite que h et mdme ~tre n4- 
gative. Elle est 5gal en effet k la pattie r~elle de ~a/~ qui est positive, 
moins la pattie rSelle de a~ qui est ~galement positive et qui peut ~tre 
plus grande que celle de ~ @ ,  si /~ est nul. 

Supposons que la pattie rdelle de a~ reste plus petite qu'un certain 
nombre h~ tant que [p[</~o .  Alors si 

h, 
(7) Zfi  > + i 

la pattie r~elle de (5) est certainement plus grande que h; il ne peut 
done y avoir de difficult~ que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels 
l'in~galit~ (7) n'a pas lieu. 

Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantit@ al ,  a~, 
�9 .. ,uk reste constamment plus petite en valeur absolue qu'un certain 
nombre positif h2; si l'on a alors: 

(8) I r l  > %~,8 + Z~ 

la partie imaginaire de (5) et par consequent son module sera encore 
plus grand que h; de telle sorte qu'il ne peut y avoir de difficult5 que 
pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune des in4galit~s (7 )e t  
(8) n'a lieu. Mais ces diviseurs qui ne satisfont k aucune de ces indgalitSs 
sont en nombre fini. 

D'apr~s une hypoth~se que nous avons faite plus haut, aucun d'eux 
ne s'annule pour les valeurs de # que nous consid~rons; nous pouvons 
donc prendre h et P0 assez petits pour que la valeur absolue de l'un 
quelconque d'entre eux reste plus grand que h quand I/ll reste plus 
petit que P0. 

Alors l'inverse d'un diviseur (5) quelconque est d~veloppable suivant 
les puissances de /~ et les coefficients du d4veloppement sont plus petits 
en valeur absolue que ceux de 

I 

Nous avons 6crit plus haut: 

Aot~ mathcmatioa, 18. Imprim6 le 1~ septembre 1890. 19 
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D'apr6s nos hypoth6ses, C peut  ~tre d6velopp6 suivant les puissances de 
/~ de telle sorte que je puis poser: 

t ~, ~., r]~.e;.~,'_-i. C = ~ . E [ t  t ,  H~ =- E E #  7]1 "[~2"''" 

Reprenons maintenant  les 6quations (2") en y faisant: 

s = h ( ,  __,'~'], 
/to / 

H: = Y. .. 

Les seconds mcmbres des 6quations (2") seront alors des s6ries conver- 
gentes ordonn6es selon les puissances de p, de 7],, ~]~, . . .  et 7].. 

On en tirera les 7, sous la forme de s6ries (4") convergentes et or- 
donn6es suivant les puissances de /~, A~e"", A~e~~ ' , . . . ,  A~e ~'. 

Des 6quations (2') nous tirerions d'autre part  les 72, sous la forme 
de s6ries (4') ordonn6es suivant les puissances de p, Am e'~'~ , A 2 e " ~ ' , . . . ,  
Ake ~t,  d ~-~, e -~r Chacun des termes de (4') est plus petit en valeur 
absolue que le terme correspondant de (4") et comme les s6ries (4") 
convergent, il en sera de m~me des s6ries (4'). 

w 14. Sol~ttions a s y m p t o t i q u e s  des  d q u a t i o n s  de la d y n a m i q u e .  

Reprenons les 6quations (I) du w I I 

dx, dF dyi dF 
( i ) dt y, dt dx, - -  d "~ - -  - ~ -  ( i = l , ~  ..... ,,) 

et les hypoth6ses faites k leur sujet au d6but de ce w I I .  
Nous avons vu dans ce w I I que ces 6quations admettent  des solu- 

tions p6riodiques et nous pouvons en conclure que pourvu que l 'un des 
exposants caract6ristiques a correspondants soit r6el, ces 6quations ad- 
mettront aussi des solutions asymptotiques. 

A la fin du paragraphe pr6c6dent, nous avons envisag6 le cas oh 
dans les 6quations (x) dudit  w I3, les seconds membres X, sont  d6velop- 
pables suivant les puissances de p ,  mais oh les exposants caract6ristiques 
restent distincts les uns des autres pour /t = o. 
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Dans le caa des ~quations qui vont maintenant nous occuper, c'est 
dire des ~quations (I) des w167 Ix et I4, les seconds membres sont encore 
ddveloppables selon les puissances de #; mais tous les  exposants carac- 
t~ristiques sont nuls pour # ~ o. 

I1 en r~sulte un grand nombre de differences importantes. 
En premier lieu lea exposants caractdristiques a ne sont pas d~- 

veloppables suivant lea puissances de /~, mais suivant celles de ~'~ (cf. 
w ~:). De m~me les fonctions que j 'ai appel~es ~.~ au d~but du w ~3 
(et qui, dana le cas partieulier des ~quations de la dynamique qui nous 
oceupe ici, ne sont autres que les fonctions S~ et T~ du w I2) sont d~- 
veloppables, non suivant les puissances de p, mais suivant les puissances 
de 

Alors dans les ~quationa (~') du w ~3: 

dT]~ __ 

le second membre t/~ est d~velopp~ suivant les puissances des 72, de e :'~-~, 

e -*r et de ~/~ (et non pas de /~). 
On en tirera les 72, sous la forme des sdries obtenues au paragraphe 

pr~c4dent 

H 
et N et 1-[ seront d~velopp~s suivant les puissances de ~/~. 

Un certain nombre de questions se pose alors naturellement: 
i ~ Nous savons que N e t  1-I sont d~veloppables suivant les puis- 

sances de ~/~; en est-il de mdme du quotient ~?  
H 

e ~ S'il en est ainsi, il existe des s~ries ordonn~es suivant les puis- 
sances de ~/~, des A~e ~'~, de d r et de e -~r qui satisfont formel'lement aux 
~quations propos~es; ces s~ries sont-elles convergentes? 

3 ~ Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut on en tirer 
pour le calcul des solutions asymptotiques. 

N 
Je me propose de d~montrer que l'on peut d~velopper ~ suivant 

les puissances de ~/~ et que par consequent il existe des s~ries ordonn~es 
suivant les puissances de ~/~, des A~e "'t, de e 'r et de e -tr qui satisfont 
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formellement aux 6quations (i). On pourrait en douter; en effet ~-[ est 
le produit d'un certain nombre des diviseurs (5) du paragraphe pr6c~dent. 
Tous ces diviseurs sont d6veloppables suivant les puissances de ~/,~; mais 
quelques-uns d'entre eux, ceux pour lesquels Tes t  nul, s'annulent avec 
~ .  I1 peut donc arriver que 1-[ s'annule avec I ~ et contienne en facteur 
une certaine puissance de v~. Si alors N ne contenait pas cette m~me 

N puissance en facteur, le quotient ~ se d6velopperait encore selon les puis- 

sances croissantes de v/~, mais le d6veloppement commencerait par des 
puissances n6gatives. 

hr 
Je dis qu'il n'en est pas ainsi et que le d6veloppement de ~ ne 

contient que des puissances positives de ~//~. 
Voyons par quel m6canisme ces puissances n6gatives de ~/~ disparais- 

sent. Posons: 
Aie ~'t ~ w~ 

et consid6rons les x et les y comme des fonctions des variables t et w. 
I1 importe avant d'aller plus loin de faire la remarque suivante: 

parmi les 2n exposants caract6ristiques a, deux sont nuls et les autres 
sont deux k deux 6gaux et de signe contraire. Nous ne consgrverons 
que n - - I  au plus de ces exposants en convenant de regarder comme 
nuls les coefficients A~ et les variables w~ qui correspondent aux n + I 
exposants rejet6s. Nous ne conserverons que ceux de ces exposants dont 
]a partie r6elle est positive. 

Cela pos6, les 6quations (I) deviennent: 

dxi dxt dF 
(~k W k  - -  d (:) + Z ,  dw, y, 

(3) dy, -Jr" ~ dy, dF 
dt i._,~ dw, dxi O~ k W k ~ - -  _ _ .  

Cherchons, en partant de ces 6quations, ~ d6velopper le,~ x~ et les y ~ - - n ~ t  

suivant les puissances croissantes de ~/~ et des w de telle fat;on que les 
coefficients soient des fonctions p6riodiques de t. 

Nous pouvons 6crire: 
P 

= + + . . . .  
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car nous avons vu au w I2 comment on peut dSvelopper les exposants 
c~ract~ristiques suiwnt ]es puissances de {~. 

Ecrivons d'autre part: 

P 

P 

les x~ et les y~ ~tant des fonctions de t et des w, p~riodiques par rapport 
t et d5veloppables suivant les puissances de w. 

Si dans les ~quations (2) et (3) nous substituons ces valeurs ~ la 
place de ak,  des x, et des y,; les deux membres de ces ~quations seront 
d~velopp~s suivant les puissances de ~/~. 

~ + 1  

Egalons dans les deux membres des ~quations (2) les coefficients de S V, 
T 

et dans les deux membres des 5quations (3) les coefficients de /~, nous 
obtiendrons les ~quations suivantes: 

(4) 

dx~ +l 1 dm~ ~ d~F,  p-1 

d t  -it- a , w  k - - - -  = T f  ~ x~ ,  
, dw,  , dx~ dz~ 

oh Z7 et T$ ne d4pendent que de 

o t . .  X~-i 
X~ :, X i ~ . ~ 

yO , y~ , . . . ,  y,~-~ 

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de repr6senter par [U] 
la valeur moyenne de U, si U est une fonction p6riodique de t. 

Des 6quations (4) nous pourrons alors d6duire les suivantes: 

(5) 
[_dy~ dye" _l 

d[yf  'Fo 
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Supposons maintenant qu'un caleul prdalable nous ait fait connaitre: 

0 , . .  x ,  ~ - '  x , ~ - - [ x f ] ,  

Les 6quations (5) vont nous permettre dc calculer [x~] et [y f - ' ]  et par 
cons6quent x~' et y f - ' .  Les 6quations (4) nous permettront  ensuite de 
d6terminer 

x,~+'-- [zf+'] ct y~ - -  D,~], 

de sorte que ce proc6d6 nous fournira par r6currence tous les  coefficients 
des ddveloppements de x~ et de y~. 

La seule difficult6 est la d6termination de [xf] et [y f - ' ]  par les 
6quations (5). 

Les fonctions Ix, p] et [yV-~] sont d6velopp6es suivant les puissances 
croiasantes des w e t  nous allons calculer  les divers termes de ces d6- 
veloppements en commen(;ant par lea termes du degrd le moins 61ev6. 

Pour  cela nous allons reprendre lea notations du w I2, c'est ~ dire 
que nous allons poser: 

[- d'~F' -I = d 'F  o __ C~k et , ~ ,  b,, 
d z ~  d x ~  L a y i  yk-I 

(pour les valeurs nulles de w). 
Si alors nous appelons ~:~ et 7], les coefficients de 

m I nt:~ m, , - . i  
W l  W2 �9 " �9 ~ n - - 1  

Xp v - 1  dana [ ~] et [Yi ], nous aurons pour d~terminer ces coefficients les 6qua- 
tions suivantes: 

(6) 

Dana cea 6quations (6) ~. et IZ~ sont des quantitds connues, parce qu'elles 
ne d6pendent que de 

o 1 �9 ~ F '  x f - - [ x f ] ,  Xi  ~ Xi  ~ �9 . ~ 

y~, y~, . . . ,  y~-~, y f -~ - -  [yF  '] 
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X p ou des termes de [ ~] et [y~-l] dont le degr4 par rapport  aux w est plus  
petit  que: 

m, + m 2 + . . .  + m._~. 

De plus nous avons pos4 pour abrfiger 

Nous avons donc pour le calcul des coefficients ~ et 7/~ un syst~me d'dqua- 

tions lin6aires. I1 ne pourrai t  y avoir de difficult4 que si le d4terminant  

de ces 6quations 6tait nu l ;  or ce d~terminant  est 4gal k: 

s [s ' - -  - -  [ �9 

I1 ne pourrait  s 'annuler  Clue pour:  

S ~ o, S =_+  ai, 
c'est ~ dire pour 

m~ + % + . . . + m . _ ~ = o  ou I. 

On ne pourrai t  done reneontrer  de difficult6 que dans le ealcul des termes 

du degr4 o ou I par rapport  aux w. 

Mais nous n'avons p a s k  revenir  sur le calcul de ces termes; en effet 

nous avons appris k calculer les termes ind4pendants des w dans le w I i 

et les coefficients de 
W 1 :t W 2  ~ �9 . , ~ W n _  1 

dans le w I2. 

Les termes ind4pendants des w ne sont en effet autre chose que les 

sdries (8) du w i i et les coefficients de 

W 1 ~ W ~  ~ �9 �9 �9 ~ W n _  1 

ne  sont autre chose que les s4ries S i et T i du w I2. 
I1 me reste ~ dire un mot des premi4res approximations. 

0 des valeurs constantes qui ne sont autres Nous donnerons aux x~ 

que eelles que nous avons d4sign4es ainsi au w I I .  

Nous aurons alors les 4quations suivantes: 

dy~ ~ O ,  - -  ~ O, yi 1. dy~ 
d-t- dt  d~i- ~-  k ak Wk dwk z--, k dz~ dz~ Xk , 

(7) 
d 2 ~ _ _  x i  __  ~ t d ~  d F ~  
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Dans /~ qui ne ddpend que des x~, ces quantitds doivent dtre remplac6a 
0 "t par ~o. Dans F~ les x~ sont remplac6s par x~ et les Yi par n~t. ~ 

devicnt alors une fonction p6riodique de t dont la p6riode est T. Nous 
d6signerons par r comme dana les w167 II  ct ~2 ]a valeur moyenne de 
cette fonction p6riodique F~; ~b est alors une fonction p6riodique et de 
p6riode 2rr par rapport aux y0. 

Les deux premibres 6quations (7) montrent que les y0 et les ac~ ne 
d6pendent que des w. En 6galant dans les deux derni~res 6quations (7) 
les valeurs moyennes des deux membres, il vient: 

d 0 
~"  a ~ w yi ~'r 

(s) 
d '  x-" ~... x~ de 

r k ~ ~-  dY o �9 

1 Ces dquations (8) doivent servir ~ ddterminer les y~ et les x~ en fonc- 
tions des w. Peut-on satisfaire k ces 6quations en substituant ~ la place 
des y0. et des x~ des s6ries d6velopp6es suivant les puissances des w? 

Pour nous c~ rendre compte envisageons les 6quations diff6rentielles 
suivantes: 

dt  
(9) 

de, 
dt 

Ces 6quations diff6rentielles oh les fonctions inconnuea sont les y0 et les 
admettront une solution pdriodique 

1 x~ ~ %  yO_~ ~i, 

~i 6rant la quantit6 ddsignde ainsi au w i i. 
Les exposants caract6ristiques relatifs ~ cette solution pdriodique sont 

" ' ~ Parmi ces quantit6s nous sommes convenus pr6cis6ment les quantltes ak. 
de ne conserver que celles dont la partie r6elle cst positive. Les 6qua- 
tions (9) admettent un syst6me de solutions asymptotiques et il eat ais6 
de voir que ees solutions se pr6sentent sous la forme de sdries ddveloppdes 
auivant les puissances des w. Ces s6riea satisferont alors aux 6quations 
(8). Ces 6quations peuvent donc dtre r6solues. 
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1 ~0 , �9 , Les x i  et les Yi dtant ainsi determines, le reste du calcul ne pr&ente 
plus comme nous l'avons vu aucune difficult& ll  existe donc des sSrics 
ordonnSes suivant les puissances de ~/~, des w e t  de e ~tr et qui satisfont 
formellement aux 5quations (I). 

, ~V Cda prouve que le developpement de ~ ne ddbute jamais par une 

puissance nSgative de ~/~. 
Malheureusement les sSries ainsi obtenues ne sont pas convergcntes. 
Soit en effet: 

I 

Si Y n'est pas nul, cette expression est d~veloppablc suivant les puissances 
de ~/~; mais le rayon de convergence de la sdrie ainsi obtenue tend vers 

r tend ve r so .  o quand 

I 
Si donc on ddvelopl~e les diverses quantit& ~ suivant les puissances 

de v~-~ on pourra toujours parmi ces quantit&, en trouver une infinit5 
pore- lesquelles le rayon de convergence du d4veloppement est aussi petit 
qu'on le veut. 

On pourrait encore espSrer, quelque invraisemblable que cela puisse 
paraitre, qu'il n'en est pas de rhyme pour les ddveloppements des diverses 

quantit& ~ ;  mais nous verrons dans la suite d'une fa~on rigoureuse qu'il 

n'est pas ainsi en g4n&al; il faut done renoncer k ce faible espoir et 
conclure que les s~ries que nous venous de former sont divergentes. 

Mais quoiqu'elles soient divergentes ne peut-on en tirer quelque patti? 
Consid&ons d'abord la s&ie suivante qui est plus simple que celles 

que nous avons en rue 
Z wn 

F ( w ,  = . ' + 

Cette s&ie converge uniform&nent quand I~ reste posltif et que w reste 
plus petit en valeur absolue qu'un certain hombre positif % plus petit 
que I. De m6me la sdrie: 

converge uniform&nent. 
Acla maO~emalie~. 13, Imprim6 la 18 septembre 1890. ~0 
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Si maintenant l'on cherche g dSv(,lopper F ( w ,  p) suivant les puis- 
sances de /L, la s6ric ~ laquelle on est conduit 

(,o) Xw"(--  n),'/;' 

ne converge pas. Si dans cette s6rie on n6glige tons les termes oh l'ex- 
posant de # est sup6rieur ~ p,  on obtient une certaine fonction 

~(~,/,) 

ll est ais6 de voir que l'expression: 

V ( w  , t~) - -  r 
t2 v 

tend v e r s o  quand /z tend vers o par wdeurs positives, de sorte que la 
s6rie (Io) repr6sente asymptotiquement la fonction F ( w , l .  0 pour les 
petites valeurs de ~t de la m6me mani6re que la s6rie de STIRLING reprd- 
sente asymptotiquement la fonction eul6rienne pour les grandes valeurs de x. 

Les s6ries divergentes que nous avons appris ~ former dans le pr6sent 
paragraphe sont tout k fait analogues k la s6rie (x o). 

Consid6rons en effet l 'une des s6ries: 

,o') ~ , w ? . . .  g '~", '=  = F ( @ ,  w,,  w, ,  . . . ,  w, ,  t) 

et 

ces s6ries sont uniform6ment convergentes pourvu que les w restent in- 
f6rieurs en valeur absolue k certaines limites et que ~/~ reste r6el. 

N 
Si l'on d6veloppe ~ suivant les puissances de ~/~, lcs s6ries (xo') 

sont divergentes ainsi que nous l'avons dit. Supposons qu'pn n6glige 
dans le d6veloppement les termes oh l'exposant de ~/~ est sup6rieur k p, 
on obtiendra une certaine fonction 

e , ( r  w, ,  w~, . . . ,  w, ,  t) 

qui sera d6veloppable suivant les puissances des w, de e ~:'v~ et qui sera 
un polyn6me de degr6 p .en ~/~. 
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On volt alors que l'expression 

tend v e r s o  quand # tend vers o pas valeurs positives, et eela quelque 
grand que soit: p. 

En effet si l'on d~signe par Hp l'ensemble des termes du d6veloppe- 
hr 

ment de ~ oh l'exposant de ~/~ est au plus ~gal k p,  on a: 

v~ ~ IN- '~)~ '  w2 .  

et la s4rie du second membre est uniformdment convergente et tous ses 
termes tendent vers o quand /t tend ve r so .  

On peut donc dire que les s~ries que nous avons obtenues dans le 
present w I4 repr4sentent les solutions asymptotiques pour les petites 
valeurs de # de la mdme mani~r6 que la sdrie de STIRLII~G repr~sente 
les fonctions eul6riennes. 

On s'eu rendra d'ailleurs mieux compte de la mani4re suivante; 
supposons deux degr~s de libert4 seulement pour fixer les id4es; alors 
nous ne conserverons plus qu'une seule des quantit~s w e t  nous pourrons 
4crire nos ~quations sous la forme suivante: 

dx~ d~i dF dy~ ~w dF 
d-[- ~ aW dww --- dye' d--t- "~- ~W --- dxl 

(i 2) 

en supprimant les indices d'a et de w devenus inutiles. 
Nous savons qu'a est d~veloppable suivant les puissances impaires 

de V'~ et par cons4quent a 2 suivant les puissances de #; inversement tt 
est d~veloppable suivant les puissances de a~; nous pouvons remplacer tt 
par ce d~veloppement de sorte que F sera d~velopp~ suivant les puis- 

Pour a - ~ o ,  F se r~duit ~ F 0 qui ne d~pend que de x~ sances de a 2. 

et de x~. 
Soit: 

x~ = ~ , ( t ) ,  y~ = r  

la solution p~riodique qui nous sert de point de d~part. Posons, comme 

a u  w 12 
xi - -  ~ , ( t )  + ~i, y, - -  r  + 7, 
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nos dquations deviendront: 
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(i,) d-i- + ~ w - -  = - d w  ~.,,i 

d~]i drjs 
d-/- + 0 [ w ~  = H~. 

~ et tI~ sont d6velopp6s suivant les puissances des r des 72~ et de a2; 
et les coefficients sont des fonctions pdriodiques de t. 

d F  
Pour a = o, ~/~ ct par eonsdquent ~ s'annulent; donc ~:-i est di- 

visible par a = ct je puis poser: 

012.X i reprdsentant l'ensemble des termes du i)rcmier degr6 par rapport aux 
et aux 7], et a:X~ repr6sentant l'enscmblc des tcrmes de degr6 sup6rieur. 

d F  
De m6me, quand a (:st nul, ~ et par consdquent Hi ne ddpendent 

plus que des $~ et non des ~ .  
Je puis done poser: 

0[2 �9 II, = r ,  + YI + ~ q ,  + Q,, 

Yi -{- 0[~Qi reprdsentant l'ensemble des termes du premier degrd par rapport 
aux $ et r/, pendant que Y'~ -4-012Q~ repr6sentent l'ensemblc des termes 
de degr6 sup6rieur au premier. Je suppose en outre que Yl et Y~ ne 
d6pendent que de $x et de $2" 

Posons 

Yi deviendra divisible par ~ et Y~ par a 2 de sorte que je pourrai poser: 

et que nos 6quations deviendront: 

(,5) 
d_y 0 [ w - ~  0[X, -4- 0[X~ , 

dTii 
d t  -at- 0[w = a Z  i --[- 012Z~. 
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Consid6rons les 6quations: 

(,3) 
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dt 

dt 

Ces 6quations sont lin6aires par rapport  aux inconnues ~ et ~/i. Elles 
ne diff6rent pas des dquations (2) du w ,2, sinon parce que 4:1 et 4:~ y 
sont remplacds par a~ et aQ. D'apr5s ce que nous avons vu au w i2, 
l '6quation qui d6finit les exposants caract6ristiques admct 4 racincs, l 'une 
dgale b~ q - a ,  l 'autrc s ~ a et les deux autres ~ o. 

A la premi6re racine, c'est b. dirc s la racine + a, correspondra une 
solution des dquations (2) du w :2 que nous avons appris k former dans 
ce w I2 et que nous avons 5crite ainsi: 

Je rappelle que S o est nul  et par cons6quent que S~ est divisible par a. 
A la scconde racine - - a  correspondra de m~me une autre solution 

des 6quations (2) et nous l '6crirons: 

~ = e -~  S; , ~t~ = e-?'  T ; .  

Enfin aux deux racines o, corrcspondront deux solutions des 6quations 
(2) que nous 6crirons: 

~i == 

T;,  T;', T;", S;,  S;', S;" sont des fonetions p6riodiques de t, comme Si et T~. 
De plus S;, S;', S;" seront comme Si divisibles par a. 
Posons alors: 
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Les fonetions 0~ ainsi dSfinies joueront un rdle analogue ~ celui des fonc- 
tions ~2~ du w 13. Les dquations (~2) deviennent alors 

(i4) 
dS, aw dO, 

+ aO 1 = dO, aw 
dt - k  -I-" -= aO , ,  

dO, 'dO, 
dt Jr- aw-~w = ~04. 

01 , 02 , 0~ et 0~ sont des fonetions dSveloppdes suivant les puissances de 
01 , 02,0~,  04 et a dont tous les terlnes sont du 2 a degr5 au moins par 
rapport  aux O, et dont les coefficients sont des fonctions p~riodiques de 
t. De plus les 0 doivent dtre des fonetions pSriodiques de t et les termes 
du Ier degr5 en w dans 0~, 0~, 0~ et 0~ doiveut se rdduire a w, o ,  o et o. 

Ces 6qtmtions (I4) sont analogues aux dquations (2') du w 1 3. 
Cela posd, soit r une fonetion qui, de marne que 0~, 0~, 0.~ et 04, 

soit ddveloppde suivant les puissances de 01,0~, 63,64, de u , e  'r e t e  -~-~ 
et qui soit telle que ehaeun de ses coefficients soit rdel positif et plus 
grand en valeur absolue que le coefficient du terme eorrespondant dans 
01 , 0~, 03 et 04; t o u s l e s  termes de ~ seront d'ailleurs, comme eeux 
des 0~, du second degr6 au moins par rapport aux O. 

Observons que le nombre 

(oh n est entier positif, n~gatif ou nul, et oh p est entier positif et au 
moins ~gal ~ I) est toujom's plus grand en valeur absolue clue I, quels 
que soient d'ailleurs n ,  1} ct ~. 

Formons alors les ~quations: 

qui sont analogues aux ~quations (2") du w I3. 
Des 5quations (I4) on peut tirer les 0 sous 1~ forme de s~ries or- 

donn~es suivant les puissances de w c t  de e ~='v'-~ et qui sont analogues 
aux sSries (4') du w I3. Des 5quations (I5) on peut tirer les 0 sous la 
forme de s~ries ordonn~es suivant les puissances des m~mes variables et 
analogues aux s6ries (4") du w 13. Chacun des termes de ces derni~res 
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s6ries est positif et plus grand en valeur absolue que le terme corres- 
pondant des premi6res s6ries; si done elles convergent, il en est de m4me 
des s6ries tir6es des 6quations (I4). 

Or il est ais6 de voir que l'on peut trouver un nombre w 0 ind6- 
pendant de a, tel que si [ w l <  w0, les s6ries tir6es de (I5)convergent.  

I1 en r6sulte que les sdries ordonnges suivant les puissances de w 
et tirdes de (14) convergent uniformdment quelque petit que soit a et par 
consgquent quelque petit que soit /1, ainsi que je l'ai annonc6 plus haut. 

Nous possddons maintenant les 0 sous la forme de s6ries ordonndes 
suivant les puissances de w e t  de e~*~-~; les coefficients sont des fonctions 
connues de a. Si on dgveloppe chacun de ces coefficients suivant les 
puissances de a, on obtiendra les O ddvelopp6s suivant les puissances de 
a. Les s6ries ainsi obtenues sont divergentes, comme nous l'avons vu 
plus haut; soient n6anmoins: 

(~6) o, --- o~ + ~o~ + ~o~ + . . .  + ~,o~ + . . .  

ees s6ries. 
Posons: 

H 1 - - ~ - 0  , --~- 01, H2 = 02 - -  02, A~/;3 = (~ 3 -~- 04, H4 = 04. 

Posons: 

en 6galant 0i aux p-I -  I premiers termes de la s6rie (i6) plus un terme 
eomplementaire aPu~. 

Si dans H/ on remplace les Oi par leurs d6veloppements (I7), les 
//~ peuvent se d6velopper suivant les puissances de a e t  on peut 6erire: 

H i = O~ + (XO 1 + (~'0~ + �9 �9 �9 + O~P-1(O, p-1 + 0~PG, 

les 0~ 6tant ind6pendants de a pendant que U~ est d6veloppable suivant 
les puissances de a. 

On aura alors les 6quations: 

d 7  = o, 

_ d 6 ~  ~~ 03, dt 

dt q- WhGw ~ 0~, 

" ' ' '  d T  + w  dt . . . . . .  
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et ensuite: 

(I9) 

Voici quclle est la forme de la fonction ~ ;  les quantitds 6~ peuvent dtre 

regarddes comme des fonetions connues de t et de w, dffinies par les 
6quations (18) et par l 'dquation (20) que j 'dcrirai plus loin; pendant  que 

les u~ restent les fonctions inconnues. Alors U~ est une fonction d6velopp6e 
suivant les puissances de w, de e • de a et des ui. De plus tout  

terme du q~ degr6 par rapport  aux ui est an moins du degr6 p ( q - -  I )  

par rapport  k a. 
Soit U ~ ce que devient Ui quand on y anmfle ~ et les ud on aura: 

Je puis ensure,  en posant: 

puis: 

VI = U', - -  , q ,  

dtJ:' 

~ --- U; + ,~ ,  V:, = U ; -  u , ,  I~ = U' ,  

mettre les 6quations (I9) sous la forme: 

du, d,l, 
dt + ~ c  ~ + ~.~ = ~ l~ ,  

d . , d , 4 ~ ]/~. 
d t  -Jr- ~zv d~t--~- a 

On volt alors que les V~ ne contiennent que des termes du 2 d degr5 au 

moins par rapport  k w e t  aux ui. 
En cffet les 0~ sont divisibles par w et se r6duisent k w ou k o 

quand on y supprime les termes de dcgr6 sup(irieur au premier en w. 

I1 en r6sulte d'abord que 07 est divisible par w ~. D'autre part  le second 
membre  de l '6quation ( t 7 )  ne contiendra que des termes du I e" degrd au 
moins par rapport  k w et ui. Donc 0i ne contient que des termes du 
2 d degr6 au moins par rapport  k w et aux ui. ] l e n  r6sulte que les 
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seuls termes du I ~ degr6 qui peuvent subsister dans U~, U~, U:~ et ~ 
se r6duisent respectivement b~ u ~ , ~ u 2 , u  4 et o. 

D'ailleurs wh-~- w est divisible par  w~; donc les IQ ne contiennent que 

des termes du 2 a degr6 au molns. 
C. Q. F. D. 

Des 6quations (21) on peut tirer les ui sous la forme de sdries d6- 
veloppdes suiv,~nt les puissances de w et de e ~' '~. En appl iquant  ,~ ees 
dquations le m6me raisonnement qu 'aux 6quations (r4) on peut d6montrer 
que ees s6ries convergent quand ]w] < % et que la convergence reste 
uniforme quelque petit  que soit a. 

II e n e s t  de m6me pour les sdries qui repr6sentent dwd~'~' d,w *d'~i etc. 

I1 r6sulte de 1~ qu'on peut assigner une lilnite supdrieure indd, 

pendante de a, h ui, ~ d~,~ d~u~ dw ' dw ~ etc., pourwl que Iwt < w 0. 

Mais je veux ddmontrer maintenant que eela a encore lieu pour 
toutes les valeurs positives de w. 

Reprenons les 6quations: 

dui due ., 
,7/- + aw d~-~, ---- ~ .  

U~ peut  6tre regard6e eomme une s6rie d6velopp6e suivant les puissances 
de a ct d e s  u, et dont les coefficients sont des fonetions de t et de w. 
Je dis que eette s6rie reste convergente quels que soient t et w pourvu 
que a et les u~ soient assez petits. En effet elle ne pourrait  cesser de 
converger que si la fonetion: 

F(z,,  x~, y,, .v~) 

cessait d'6tre d6veloppable suivant les puissances de a,  des v~ et des v' i 
quand on y remplaee x,  par: 

x ~ + ~x~ + ~ ~ . .  a x i + .  + a ~ + ~ x ~  +~+a~+~, ,~  

et Yl par: 

n~t + y~' + ay~ + ~q~ + . . .  + ~Py~" + a~v~, 
Aeta matlwmatlea. 13. Imprtm6 le 23 septembre 1890. Ol 
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ou, ce qui revicnt au maline, si la fonction F pour unc valeur queleonque 
de t ou de w (c'est k dire pour un syst6me quelconque de valeurs de t ,  

de ?f et de y.~) cessait d'(~tre ddveloppable suivant les puissances de 
z~--x~, et de ? k -  n , t - - y , .  Or il est manifeste qu'il n'en est pas ainsi. 

Je puis donc toujours trouver une fonction r ddveloppde suivant 
les puissances de a et des u+, mais dont les coefficients sont des constantes 
au lieu d'6tre fonctions de t et de w comme ceux de U~; et de plus 
re'arranger de telle sorte que le coefi3cient d'un terme queleonque de 
soit r6el positif et plus grand en valeur absolue que le coefficient cor- 
respondant de 17' (i I 2 3 ,  ,: = , , 4), au moins pour les valeurs de t et 
de w que j'aur'fi ,~ consid6rer. 

J 'ajouterai que, d'apr6s la forme particuli~re des fonetions U~', je 
puis trouver deux hombres r6els positifs M et tq tels que la fonction 
satisfasse k la condition que je viens d'6noneer si je prends: 

~/j= M(I + % + %  + %  + % )  
t - - i % ~ -  fiw'(',q + % + % + %)" 

Si je consid6re les valeurs de w positives et inf6rieures k une eertaine 
limite W, je devrai prendre, pour satisfaire k cette condition, de nombres 
M e t  /~ d'autant plus grands que 14; ~ sera plus grand; mais tant  que W 
sera fini, les hombres M e t  j~ seront eux-m(hnes finis. 

Soit maintenant w 1 une valeur positive de w plus petite que w 0. 
D'apr6s ce que nous avons vu plus haut, il est possible d'assigner pour 
w----% une limite supdrieure k u l ,  %,  % et u~; soit u 0 cette limite, on 
aura done 

] < l < U o  p o H r w = ~ q .  

Soit maintenant u' une fonetion ddfinie par les conditions suivantes 

d~' du' aM(4u' + l) 
,t,T + ~ w ~  ---- 

I - -  t~a - -  4 i ~ , z " u '  

U' = 1r 0 p o u r  w ~ I~, 1 .  

On aura manifestement pour toutes les wdeurs de t et de w: 
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Or on trouve sans peine: 

I ~ f l a  + ,Sa~' log i + 4u' flap 
4M t + 4% M (u' ~ u0) = log ~o q~J1 

et pour a = o, on trouVe: 

i + 

i + 4u o \ w j  ' 

ce qui montre que u' reste finie quand a tend v e r s o .  

Nous devons en conclure que les quantitds ui 

iinies quand a tend vers o. 

I1 r~sulte de lk que la s6rie 

+ + ~0~ + . . .  

�9 U / d 
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restent ~galement 

repr6sente la fonction 0~ asymTtotiquement (c'est k dire k la fagon de la 

s6rie de STIRLI~G) OU en d'autres termes que 1'expression: 

~2P--1 

tend vers o avec a. En. effet cette expression est 6gale ~: 

et nous venons de voir que 6~-]-u~ reste fini quand a tend v e r s o .  
du~ 

Mais ce n'est pas tout; je dis que ~-~ reste fini quand a tend vc r so .  

Nous avons en effet: 

dV~ 
du~ et dw sont des fonctions de t, de w, de a et des u,; mais d'apr~s 

ce que nous venons de voir, nous pouvons assigner aux u~ des limites 
aui avl 

sup~rieures; nous pourrons done en assigner 6galement aux ~ et aux ~ww' 

Supposons par exemple que l 'on ait :  

I Idu; du~ < A '  dw < B (pour w <  W),  

A et B ~tant deux h o m b r e s  positifs. 
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' dul 
D'autrc part, nous savons qu'on peu~ assigner une limitc k dw pour 

'W ~ 'W 1 . 

Supposons par excmple que l'on ait: 

i[ .~W d ~' i I 

u'o 6tant un nombre positif. 
il suit: 

i < u0 pour w =- tt,~, 

Soit ensuite u' une fonction d6finie comme 

dr- + r w ~  = ~u'(4A + W) + aB, 

t 

U'  ---~ No p o u r  W ~ W 1 

On aura manifestement: 

I dui ] U'. 
-fi~w < 

Or on volt sans pcine que u' ne d(ipend quc dc w et satisfait k l '6quation 

d u '  
w~w = u'(4A + W) + . /3 .  

Donc u' est fini; done ~ reste finie quand a tend v e r s o .  Donc on a 

asymptotiquement (en entendant ce mot au m&ne sens quc plus haut): 

d--~ -= d,o I- a U4o + d,o 

On d6montrcrait  de m&ne que l'on a asymptotiquemcnt:  

dS~ a~ dO~ d ' 
- -  - d - 5 + . . .  

- -  01~ __ _t -Jf- . . . .  dw' dw' + a-d---w~w~ "Jr- dw* 

Voici donc la conclusion finale k laquelle nous parvenons: 
Les s6ries: 

I-IA 
o . . .  n , t  + y~' + vlLY~ "F I-*Y~ -I- . . .  
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d6finies dans ce paragraphe sont divergentes, mais elles jouissent de la 
m~me propri6t6 que la s6rie de SWIRLING de telle sorte qu'on a asympto- 
tiquement: 

x~ = x~ + ~hx~ + zx~ + . . . ,  

y~ = n~t + y~ + ~/~y~ + [~y~ . . . .  

De plus si D est un signe quelconque de diff6rentiation, c'est s dire si 

l'on pose: d~~247 

dt dw~ dw~ . . .  dw~ 

on aura encore asymptotiquement: 

Dx~ = Dx~ + ~/-pDx~ + #Dx~ + . . . ,  

Dyz = D(n,t + YT) + ~/gDY~ + ,aDy~ + . . . .  

En ce qui concerne l'6tude des s6ries analogues k celles de SWIRLING je 
renvcrrai au w I d'un m6moire que j'ai publi6 dans les A c t a  mathe-  
m a t i c a  (tome 8, page 295). 
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D e u x i b m e  p a t t i e .  

Equations de la dynamique ot problbmo des n corps. 

C H A P I T R E  I. 

E t u d e  du cas o(J il n 'y  a que  d e u x  degres  de l iberte .  

15. t C e p r ~ s e n t a t i o n s  g J o m ~ t r i q u e s  d i v e r s e s .  

Reprenons les ~quations (I) du w I I 

(,) 

dx~ d F  dx,  __ d F  

d~./_~ ~ d F  d:y~ _~ d F  

dt  dx  I ~ dt dx ,  " 

Nous no.us bornerons au cas le plus simple qui est celui oh il n'y a 
que deux degr~s de libertY; je n'ai pas ~ m'occuper en effet de celui ou 
il n'y a qu'un degr~ de libertY, car les ~quations de Ia dynamique 
s'int~grent alors ais~ment par de simples quadratures. 

Nous supposerons donc que la" fonction 1,' ne ddpend que de quatre 
variables x~, x~, y], Y2" Nous supposerons de plus que cette fonction est 
uniforme par rapport k ces quatre variables et p~riodique de p~riode ~r 
par rapport ~ y] et ~ Y2" 

La situation du syst~me est donc d~finie par lee quatre quantit~s 
x 1, x~, y l ,  Y2, mais cette situation ne change pas quand y~ ou y~ aug- 
mente de 2zr ou d'un multiple de 2ft. En d'autres termes, et pour re- 
prendre le langage du chapitre I% x~ et x: sont des variables lin~aires, 
pendant que y~ et y~ sont des variablcs angulaires. 
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Nous connaissons une intdgrale des 6quations (2) qui est la suivante: 

"~(Xl :~ X2' Y ' '  Y2) = C, 

C ddsignant la constante des forces vives. Si cette constante cst regardde 
comme une des donn6es de la question, les quatre quantitds x et y ne 
sont plus inddpendantes; elles sont li6es par la relation (2). Il suffira 
done, pour d6terminer la situation du syst6me, de se donner arbitraire- 
ment trois de ces quatre quantit4s. I1 devient possible, par consdquent, 
de repr6senter la situation du syst6me par la position d'un point P dans 
l'espace. 

I1 pourra arriver en outre pour des raisons diverses quc lea quatre 
variables x et y soient somnises, non seulement ~ l'6galit6 (2), mais k une 
ou plusieurs in6galitds: 

(3) ~,(~,, ~ ,  y, ,  y~) > o, ~,(~,, ~,, y, ,y,) > o. 

Supposons p a r  exemple pour fixer les iddes que les in~galit~s (3) 
s'dcrivent: 

a > x  I > b ,  

et que l'dgalitd (2) soit telle que 10rsque x~ satisfaill ~ ces indgalit6s, on 
puisse tirer de la relation (2) la quatri&me variable x~ en fonction uni- 
forme des trois autres x l , y l  et y~. 

Nous pouvons alors rcpr6senter la situation du syst6me par un point 
dont les coordonn6es rectangulaires seront" 

x : ~o~y,[, + co,~y:(~, + d)], Y =  siny,[, + co~y~(c~, + d)], 

Z = siny~(ex 1 + el), 

c et d dtant deux nouvelles constantes positives telles que 

c a + d <  i ; c b + d > o .  

I1 est clair en effet qu'b~ route situation du syst&me, c'est ~ dire ~ tout 
syst6me de valeurs de x l , y  1 et y~ satisfaisant aux conditions: 

a > ~ l > b  , 2 7 ~ ' ~ y 1 ~ o  , 27'~', ~ ~ 0  
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correspond un point de l'espaee et un seul, compris entre les deux tores: 

(4) 
(~ - -  ~/x" + Y')' + z '  = (cb + d) ~, 

(x - - v / x  , + y , ) '  -4- Z ' =  (ca -4- d) 2. 

Et r6ciproquement, ~ tout point de l'espace compris entre ces deux tores 
correspond un systdme de valeurs de x~, y~ et y~ et un seul, satisfaisant 
aux in6galit6s pr6c~dentes. 

II peut se faire que les in6galit~s (3) ne s'6erivent plus a > x~ > b; 
mais quc cependant ces in6galit6s, jointes .X la relation (2)entraincnt  
comme cons6quence 

a > x ~  > b .  

Si de plus x~ est encore fonction uniforme des trois autres vqriables, le 
mgme mode de reprfiscntation g6omdtrique cst encore applicable. 

Nous pouvons nous placer dans un cas plus gdnbral encore: 
Supposons que l'on puisse trouver une variable auxiliaire $, jouissant 

de la propridtd suivante. Si x~, x~,y~ et Y2 satisfont b, la fois k l'6galit6 
(2) et aux in6galit6s (3), on pourra exprimer x~ et x~ en fonctions uni- 
formes de ~:, de y~ et de Y2" De plus, en vcrtu des in6galit6s (3), $ n e  
peut devenir infinie et reste comprise entre certaines limites de telle fa(;on 
que l'on a conune cons6quenee de (2) et de (3) 

a > $ > b .  

Nous pourrons alors ddfinir compl(~tement la situation du syst6mc 
en nous donnant les trois variables $, y, ct Y2, ct la rcprdsenter par un 
point /) dont les coordonn6es rectangulaires seront: 

X = cosyl[~ + cosy2(c$ + d)], Y = siny~[~ + cosy2(c$ + d)], 

Z --= siny~(c$ + d) 

avec les conditions: 

c > o ,  c a + d <  i , c b + d > o .  

On voit alors, comme dans le cas pr6c6dent, qu'k toute situation du 
syst~me correspond un point de l'espaee et un seul compris enlre lcs dcux 
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totes (4), et r~eiproquement, qu'~ tout point compris entre ces deux totes 
ne peut correspondre plus d'une situation du syst~me. 

I1 peut se faire que pour xl = a, (ou plus gdndralement pour $ ~-a) 
la situation du syst~me reste la m~me quelle que soit la valeur attribute 
k y~. Nous en verrons dans la suite des exemples. C'est ainsi qu'en 
coordonn~es polaires, il faut en g6ndral pour d5finir la position 4'un point 
se donner les deux coordonn(ies p et w, mais que si on suppose p ----- o, 
on retrouve toujours le m~me point, k savoir le p61e, quel que soit to. 

Dans ce cas on choisira les constantes c et d de telle fa~on que 

c a + d = o .  

Le second des deux tores (4) se r~duit alors k un cercle: 

Z = o ,  X 2 +  Y ~ =  I. 

En chacun des points de ce cercle Y2 est indStermin~; mais n~anmoins, 
comme pour ~ ~ a la situation du syst~me ne d(~pend pas de Y2, k chaque 
point du cercle correspond une situation du systSme et une seule. 

On peut dire alors qu'k toute situation du syst~me correspond un 
point de l'espace int4rieur au premier des deux tores (4) et que r~ei- 
proquement, k un poin~ int(~rieur de ce tore ne peut correspondrc qu'une 
seule situation du syst~me. 

J'envisagerai encore un autre cas. 
Imaginons qu'en vertu des in6galit~s (3), $ puisse prendre toutes les 

valeurs positives, de telle sorte que: 

a = o ,  b---- + oo. 

Supposons que pour $ = o la situation du systSme ne d~pende pas 
de Y2 et que pour ~:-----cxv, cette situation ne d(~pen(le pas de yl. 

Nous pourrons alors representer la situation par un point dont les 
coordonn~es rectangulaires seront: 

X ~ eosyle~e~ , : Y -  sinyle ~c~ Z - ~  Ssiny  2. 

Pour $ ~ - o  il vient (quel que soit Y2) 

X --~ cos Yl, Y ~ sin Yl, 
Avta mathematiga. 13. Imprim~ le 23 septembre 1890. 

Z ~ - o .  
22 
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Le point repr6sentatif se trouve sur le cercle 

w 15. 

X ~ + Y~ : I, Z = o 

et sa position ne ddpend pns de Y2; cela n'a pas d'inconvgnient puisque 
par hypoth6se la situation du syst6me pour ~ = o n e  d6pend pas non 
plus de y~. 

Pour $-----co, on trouve pourvu que eosy~ soit n6gatif: 

X ~  Y =  o, Z----siny~. 

Le point reprSsentatif se trouve alors sur l 'axe des Z et sa position ne 
dfpend pas de y~, mats pour ~ = 0,9, la situation du syst6me ne d6pend 
pas non plus de YI" 

Le mode de repr6sentation adopt6 est donc 16gitime. 
Ce qui pr6e6de a besoin d'6tre appuy6 de quelques exemples. Je  

n'en traiterai ici que trois. 
Le premier de ees exemples est le plus important parce que c'est 

un cas particulier du probl6me des trois corps. Imaginons deux corps, 
le premier de grande masse, le second de masse finie, mats tr6s petite 
et supposons que ces deux corps d6crivent autour de leur centre de gra- 
vit6 commun une circonf6rence d'un mouvement  uniforme. Consid6rons 
ensuite un troisi6me corps de masse infiniment petite, de fa(;on que son 
mouvement  soit troubl6 par l 'attraction des deux premiers corps, mats 
qu'il ne puisse pas troubler l'orbite de ces deux premiers corps. Bornons- 
nous de plus au cas oh ce troisi6me corps se meut  dans le plan des 
deux circonf6rences d6crites par les deux premi6res masses. 

Tel est le cas d'une petite plan6te se mouvant  sous l'influence du 
soleil et de Jupiter  quand on n6glige l'excentricit6 de Jupi ter  et l'incli- 
naison des orbites. 

Tel est encore le cas de la lune se mouvant  sous l'influence du soleil 
et de 18 terre quand on n6glige l'excentricit6 de l 'orbite terrestre et Fin- 
clinaison de l 'orbite lunaire sur l'6cliptique. 

Nous d6finirons l~ position du troisi6me corps par ses 616ments 
osculateurs ~ un instant donn6 et nous 6crirons les 6quations du mouve- 
meat  en adoptant les notations de M. TISSERAND dans sa Note des Comp-  
tes  r e n d u s  du 31 janvier 1887: 
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d 5 dI~ dl dt~ 
d--t "-~ d-~ ' d-tt --~ d L ' 

dG d R  dg d R  

dt d g '  dt dG 

Je d6signe par a ,  e et n lc grand axe osculateur, l'excentricit~ et le 
moyen mouvement  de la troisiSme masse; j 'appelle l l 'anomalie moyenne 
de cette troisi~me masse et g 1~ longitude de son p6rih611e. 

Je  posc ensuite: 

Je  choisis les unit6s de telle fa~on que la constante de Gauss soit ~gale 
b~ I, que le moyen mouvement  de la seconde masse soit 6gal "~ I e t  que 
la longitude de cette seconde masse soit 6gale k t. 

Dans ces conditions, l 'angle sous lequel la distance des deux der- 
nitres masses est vue de la premiSre ne dift~re de 1 - } - g - - t  que par une 
ionction p6riodique de 1 de pdriode 2,-r. 

La fonction R eat la fonction perturbatrice ordinaire augment6e de 

i _ _  I Cette fonction ne ddpend que de L,  de G, de 1 et de l + g - -  t; 
2a 2L ~ " 

car la distance de ]a scconde masse ~ la premibre est  eonstante et la 
distance de la troisi~me ~ la premiere ne d~pend que de L ,  G et 1. 
Cette i'onction est d'aillcurs p~riodique de p6riode 2z tant par rapport b~ 
l que par rapport  '~ 1 + g - - t .  

On conclut de 1~ que l'on a: 

dR dR 
o 

e t  que les 6quations (5) admettent  comme int~grale: 

R + G -~- const. 

Nous allons chercher b~ ramener les ~quations (5) b~ la forme des 
6quations (I). Pour celu nous n'avons qu'k poser: 

x 1 ~ G~ x~ ~ L,  

Yl - ~ g ~ t ~  y~ = l ,  
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et les 6quations (5) reprennent la forme: 

w 15. 

dxl  d F d,!/~ __ d F 

= d t  - 

La fonction F d6pend d'un param~tre tr6s petit # qui est la masse du 
second corps et nous pouvons 6crire: 

F est p6riodique par rapport k y~ et y~ qui sont des variables angulaires, 
tandis que x~ et x 2 sont des variables lindaires. $i l'on fait / t ~ o, F 
se r6duit k T 0 et: 

I I 

"~O ~'-~-'2"~ + a "~- X 1 --~'- 2X--~ 

ne d6pend plus que des variables lin6aires. 
I1 r6sulte de la d6finition m6me de L et de G en fonetions de a et 

e que l'on doit avoir: 

L ~ > G  ~ ou x ~ > x [ ,  

ce qui montre que xl peut varier depuis - - x  2 jusqu'k + x 2. 
Si l'on suppose x~ ----- + x2, l'excentricit6 est nulle; il en r6sulte que 

la foncfion perturbatrice et 19 situation du syst6me ne ddpendent plus 
que de la diffdrence de longitude des deux petites masses, c'est k dire de: 

On en d6duit: 

d'oll: 

1 +  g - - t  = Yl + Y2" 

dE dE 

( 6 )  - d t  -~- O, 

d'oh l'on conclurait (puisque la valcur initiale de x 1 - - x ~  est suppos6e 
nulle) que x I doit rester constamlnent 6gal ~ x2; mais ce n'est l~ pour 
les dquations (i) qu'une solution singuli6re qui dolt 6tre rejet6e. En ce 
qui concerne les solutions ))particuli6res~ que nous devons conserver, 
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r6quation (6) signifie simplement que quand x , - - x ~  atteint la valour o, 
cette valeur est un maximum, ce qui est d'ailleurs une consdquence de 
I megahte x~ > x~. 

Si nous supposons maintenant z ~ - - - - -  x,, l'excentricit4 sera encore 
nulle, mats le mouvement sera rdtrograde (il l'est toutes Its fois que x, 
et x~ ne sont pas de ,nOne signe); alors F et la situation du syst6me ne 
ddpendent plus que de l'angle: 

- -  1 -f- g t - - - -  Yl - - Y ~ '  

ce qui donne: 
dF dF 

+ @ - , =  o. 

Je vais maintenant traiter la question suivante: 
Trouver une variable $ telle que si x , ,  x~, y , ,  y~ satisfont aux 6ga- 

lit6s et in6galit6s (2) et (3) (qui dans le cas qui nous occupe se r6duisent 

F = c ,  > 

cos quatre quantit6s peuvent s'exprimer en fonctions uniformes de $, y, et y~. 
Je traiterai d'abord la question dana le cas off /.t = o e t  oh 

I 
2' = / z0  _ 2~ + xl" 

sont: 
Envisageons un plan et dans ce plan un point dont los coordonndes 

X~---X 1 - c ,  Y---- X~. 

Alors les 6galitds et in6galit6s (2) et (3) s'dcrivent: 

I 
X +~y~= o, Y > X + c > - - Y .  

Construisons la courbe: 

et les deux droites: 

I 
X +~-~= o 

X T c = + _ . Y .  
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Ces droites et cette courbe peuvent ~tre dans deux situations diff6- 
rentes, repr6sent6es par les figures 4 et 5. 

Chaeune des deux figurcs devrait se composer de deux moiti& sy- 
m~triques par rapport ,~ l'axe des x, mais nous n'avons repr6sent6 que 
la moiti6 qui est au-dessus de cet axc. Dans le cas de la figure 4, la 
courbe nous offre deux arcs utiles BU ct DE pendant que les arcs AB 
ct CD doivent 6trc rejetfis i~ cause dc l'indgalit6 y 2 >  (X-I-c) 2. Dans 
le cas de la figure 5, il n'y a qu'un arc utile .BC et l'arc AB dolt 
dtre rejet6. 

Fig. 4. Fig. 5. 

c Y  Y 
E 

/ 

X O//X 
Le passage de la figure 4 a la figure 5 se fait quand la droite CD 

devenant tangente ~ la courbe, les deux points C et D se confondcnt .  
Cela a lieu pour: 

C =  3- X =  ' 2 ~ 2 '  }7 I. 

Nous nous supposerons dans ce qui va suivre plac6s dans le cas de 
la figure 4 et nous envisagerons seulement l'arc utile BC; c'est en effet 
le cas le plus intdressant au point de vue des applications. 

Posons: 

on volt que $ s'annule au point C et devient infini au point B e t  que 
quand on parcourt l'arc BC depuis C jusqu'en B, on volt $ croitre 
constammcnt depuis o jusqu'~ q-ec. Si done on se donne $, le point 
correspondant de l'arc BC, sera enti6rernent d6termin6, ce qui revient 
dire que x: et x 2 sont fonctions uniformes de ~. 
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Qu'arrivera-t-il 
petit? 

F,~isons encore 
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maintenant si /~ n'est plus nul, mais seulement tr~s 

X2 "J" ~1 

et voyons si en tenant compte des relations 

(7) F----- C, $ >  o, x 2 > 0,1 

x~ et x, 2 seront encore fonctions uniformes de ~, de y~ 
qu'il cess~t d'en ~tre ainsi, il faudrait que le ddterminant fonctionnel: 

v($,F) 

et de y2. Pour 

s'annul~t pour un syst~me de valeurs satisfaisant aux conditions (7). Or 

cela n'arrivera pas si /~ est assez petit et si C est assez diffdrent de 3. 
�9 2 

Dans la plupart des applications, ces conditions seront remplies; 
nous pourrons donc prendre ~ comme variable ind6pendante; cette va- 
riable sera essentiellemeut positive et xj et x~ seront fonctions uniformes 
de $ , y l  et y2. 

Toutefois pour  trouver le mode de repr6sentation gdomdtrique le 
plus convenable, il faut encore faire un changement de variables. Posons: 

! I 

I I 
y; = (yl + y;  = (y,  y..). 

AprSs ce changement de 
forme canonique: 

] 
dx'l e l f  dy__~ __ d F  

- -  ] 

d t  dy]  ' d t  dz~ ' 
] ! 

dx~ dF dy~ dF 
dt dy~ ' dt dx~ 

variables, les ~quations conserveront la 

t On voit aisdment pourquoi j'dcris cette dernibre relation; l 'arc B C  eomme on le 
volt sur la figure est tout entler au-dcssus de l~axe des X~ ce qui entra~ne l'indgalit~ 

x~ ~ o ;  il est clair que cette indgalit(! subsistera encore pour les valeurs suffisamment 
petites de /l.  
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On volt que y'~ et y~ sont encore des variables angulaires; quand en 
effet Y'I ou y'~ augmente d'un multiple de 2r:,, y~ et y~ augmentent aussi d'un 
multiple de 2~r et par consdquent la situation du syst6me ne change pas. 

Mais il y a plus; quand on change simultan6ment y'~ et Y'2 en Y'L-[-~r 
et y~-4-~r,y~ ne change pas et y~ augmente de 2r:. La situation du 
syst6me ne change donc pas. 

Cela pos6 nous rep%senterons la situation du syst~me par le point 
de l'espace qui a pour coordonn6es rectangulaires: 

X----- cosy'~e ~~162 Y----- siny~e ~~162 Z----- $ sin y'~. 

Pour ~----o la situation du syst~me ne d6pend pas de y'~ et il en est de 
m~me du point repr6sentatif qui est alors sur le cercle 

X 2 +  Y~---- I, Z = o .  

Pour ~: ~ c~, la situation du syst6me ne d6pend pas de y'~ et il en 
est de m~me du point repr~sentatif qui est alors sur l'axe des Z si cos y,~ 
cst n6gatif et ~ l'infini si cosy~ est positif. 

A chaque point de l'espace correspond donc une situation du sys- 
t6me et une seule; r6ciproquement, h chaque situation du syst6me corres- 
pondent, non pas un, mais deux points de l'espace et en effet aux deux 
syst6mes de valeurs (x;, x~, y; ,  y'~) et (x'~, x.~, y~ d- r:, y~ -Jr ~) corres- 
pondent deux points diff6rents de l'espace, mais une seule situation du 
syst6me. 

Les 6quations (i) admettent les invariants int6graux: 

f (dxldy , + dxfly,) = f (dx',@', + dz;dy;) 
et 

f dz,@, dx,@, = f d~',dy' ldx '2dy '  2. 

Si nous transformons cet invariant par les %gles exposdes dans le 
w 7 nous verrons que: 

['. ~:'a~y:a.v_; = / '  ~;,axaraz 
, ,~F ,~,' l ,dF ~ )  , j ~ , ~ + ~ , ~  ~ (~,~+~; ~(x,+r,) 

est encore un invariant intdgral. 
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Comme $ eat essentiellement positif, la quantitd sous le signe f eat 
de m~me signe que: 

dF , dF dF dF 

Or pour # = o, on trouve:  

dF dF i 

Si noua nous aupposona placds darts le cas de la figure 4 et sur l 'arc 

/~C, noua devona suppoaer: 

3 2 C > ~ ,  x ~ < x : ,  o < x  2 < I, 

d'oh l'on tire: 

I 
x x - - ~  3x~ ~ 2 C < 3 x  t -  2 3 

" 2  = 3 ( z l  - -  < o .  

dF dF 
Ainsi x 1 ~ - { -  x2 --dx.~ est toujours n~gatif quand ~ eat nul .  I1 en 

sera encore de m~me quand /~ cessera d'dtre nul,  pourvu que C soit assez 

diff@ent de 3 - ~  
2 

Dans ces conditions l ' int6grale: 

z ? i X d  YdZ  
, dF , dF\  

est un invariant  positif. 

Pour  /~ ~ o, l e s  dquations (5) s'int6grent aisSmcnt comme on le salt 
et on trouve: 

L = const., G = const., g = const., 1 ~- nt -[- const. 

Les solutions ainsi obtenuea sont repr6sentdes dans le mode de repr6- 

sentation g~om6trique adopt6 par  certaines trajectoires. Ces trajectoires 

sont ferm6es toutes les lois que le moyen mouvement  n e s t  un nombre 
A~a mathemat/ca. 13. Imprim~ le 2 octobre 1890, 2~ 
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commensurable. Elles sont trac6es sur des surfaces trajectoires qui ont 
pour 6quation g6n6rale 

= const. 

et qui sont par eonsdquent des surfaces de r6volution ferm6es analogues 
b. des tores. 

Nous verrons dans la suite comment ces rdsultats sont modifi6s quand 
# n'est plus nul. 

Comme second exemple, je reprends l '6quation dont j'ai d6jg parl6 
la fin du w II  

d'p 
d t--~, "+ n 2fl .31- m fl ~ = l_t R , 

/ /  6tant une fonction de p et de t, holomorphe par rapport g p e t  
s 'annulant avec p et p6riodique par rapport g t. Cette 6quation peut 
s'6crire en reprenant les notations du paragraphe cit6: 

dp d F  da d F  d$ d F  dT] d F  
d-t = da ' dt  dp ' dt  d~ ' dt  d~ 

avee: 

dp 
~ = t ,  

dt  a~ F = Y  +--7- + 4 _ _  z f n ( p ,  ~),~p + 

Posons: 

'2  a = ~/n V z, cosy1, 
I p = ~ ~'2,~-: ~inv~. 

Les 6quations conserveront la forme canonique des 6quations de la dyna- 
mique et la fonction ~'  d6pendra de deux variables lin6aires x 1 et r] et de 
deux variables angulaires Yi et $. 

On volt ais6ment que quand on se donne la constante des forces 
vives C, x 1 , yl et $, la quatri6me variable r] est enti6rement ddterminde; 
on a en effet: 

m 2 -- C - n x . - - v x l  sin'v. + z f R ( , .  $)@. 

Pour x 1 = o, la situation du systdme ne d6pend pas de Yl- Nous 
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pouvons donc adopter pour repr6senter cette situation le point dont les 
coordonn~es sont: 

X cos Se ~, oo~,, Y sin Se ~' co~ ~, Z x~ sin Yl" 

_A_ chaque situation du syst6me correspond ainsi un point de l'espace 
et inversement. I1 faut exeepter les points K l'infini et les points de l'axe 
des Z qui nous donneraient x~ ---- cx9 et par cons6quent un r6sultat illusoire. 

Comme troisi6me exemple, envisageons un point mobile pesant se 
mouvant sur une surface parfaitement polie et dans le voisinage d'une 
positio n d'6quilibre stable. 

Prenons pour origine le point le plus bas de la surface; pour plan 
des xy  le plan tangent qui sera horizontal; pour axes des x et des y les 
axes de l'indicatrice de fagon que l'dquation de la surface s'dcrive: 

ax '  by ~ y), 
z = T  + T  

f ( x ,  y) 4tant un ensemble des termes du 3 m~ degr~ au moins en x et en 
y e t  /~ un coefficient tr~s petit. 

Nous aurons alors en appelant x' et y' les projections de la vitesse 
sur les axes des x et des y 

F ~ 9~s2 y t2 
gz, 

dx d F  dy __ d F  dx' , iF dy' ..~ d F  

dt dx' ' dt dy' ~ dt dx ~ dt dy 

Changeons de variables en posant: 

X ~ ~ __ COSy1 
~ga " 

cos  y = 

x' = s in  y , ,  

~ - - i  y' ---- ~/2x, ~gb s n y 2. 

Les 4quations diff6rentielles conserveront la forme canonique des ~,qua- 
tions de la dynamique. L'~quation des forces vives s'~crit: 
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9' d6signant la m~me fonction que plus haut, mais transform6e par le 
changement de variables. Comme x I et x 2 sont essentiellement positifs 
(ainsi d'ailleurs que les coefficients a et b), l '6quation des forces vives 
montre que ces deux quantit6s restent toujours inf~rieures k une certaine 
limite. D'aprds la dgfinition de la fonction ~ cette fonction s'annule avec 
x 1 et x2, et il en est encore de m4me de ses d6riv6es part~elles du Ier 
ordre. Nous en conclurons que ff 6tant tr6s petit, la fonction /19~ et ses 
d6riv6es du I er ordre ne pourront  jamais d6passer une certaine limite 
sup6rieurc tr&s petite. Nous pouvons donc 6crire: 

< < �9 

Faisons maintenant x 2 ~ ~xl; le rapport ~ sera essentiellement po- 
sitif. L'~quation des forces rives devient: 

(9) x , (V '~ '-I-- ~,/~-~$) --t- f fg ,~ (x ,  , $x,  , y ,  , y , )  = C.  

La d6riv~e du premier membre  de (9) par rapport k x 1 s'~crit: 

En vertu des in~galit~s (8), cette expression est toujours positive, ce qui 
montre que l'on peut t irer de l '6quation (9) x~ en fonction uniforme de 
~, Yl et y:, et par consdquent que la situation du syst~me est complSte- 
ment d~finie par les trois variables y~, Y2 et 5. 

Pour $ ~ o la situation ne d~pend pas de y~, pour $ ~ cw elle n e  

d~pend pas de YP" 
Nous repr~senterons donc cette situation par le point: 

X ~ cosy~e ~r176 Y - ~  siny2e~~ , Z ~ ~ siny~. 

A chaque point de l'espace corrc, spondra ainsi une situation du sys- 

t6me et r6ciproquement. 
Les exemples qui pr@6dent suffiront, je pense, pour faire comprendre 

l ' importance du probl6me qui va nous occuper dans ce chapitre et la 
fa~on dont on peut varier les modes de repr6sentation g6omdtrique. 
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CHAPIT t~E  II. 

Etude des surfaces asymptotiques, 

w 16.  Expos~ du  probl~me. 

Reprenons les 6quations de la dynamique en supposant deux degr6s 
de libert6 seulement, et par cons6quent quatre variables x , , x~ ,  Yl et Y2" 
D'apr~s ce que nous avons vu aux w 14 ces 6quations admettent certaines 
solutions particuli6res remarquables que nous avons appel6es asymptotiques. 
Chacune de ces solutions asymptotiques est repr6sent6e, dans le syst~me 
de repr6sentation g6om6trique expos6 au paragraphe pr6c~dent, par cer- 
taines courbes trajectoires. L'ensemble de ces courbes engendrent certaines 
surfaces que nous pouvons appeler surfaces asymptotiques et que nous 

, ?  
nous proposons d etudler. 

Ces solutions asymptotiques peuvent se mettre sous la forine suivante: 

x, = 9,,(t, w), x 2 = 9~2(t, w), y, = n,t + 9~8(t, w), 
(,) 

= + w),  

w 6tant 6gal ~ Ae ~t, et A 6tant une constante arbitrairel De plus 9~1, 
9~2,9~a e t  9~4 sont (par rapport ~ t ,  w 6tant regard6 un instant comme 
une constante) des fonctions p6riodiques de p6riode T et n 1T et n~T 
sont des multiples de 2~-. 

Si entre les 6quations (I) on 61imine t et w, il viendra: 

(2 )  = x ,  = 

et ces 6quations peuvent 6tre regard6es comme d6finissant nos surfaces 
asymptotiques. Nous avons vu ensuite que si l'on cherche ~ d6velopper 
91,9~2,9~3 et 9~4 suivant les puissances de ~/~, on arrive ~ des s6ries qui 
sont divergentes, mais que ces s6ries repr6sentent n6anmoins asymptotique- 
ment ces fonctions lorsque /~ est tr6s petit. 

]e rappelle que je conviens de dire que la sdrie 

A 0 + A~z + . . .  + A~x ~ + . . .  
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repr~sente asymptotiquement la fonction F(x) pour x trgs petit, quand 
o n  a :  

l im F(~) - -  Ao - -  A~0~ --  . . .  - -  A ~  o pour x ~-- o. 
0~P 

J 'ai  6tudi~ dans les A c t a  m a t h e m a t i c a ,  tome 8, les propri~t~s des 
s~ries divergentes qui repr~sentent asymptotiquement certaines fonctions 
et j 'ai  reconnu que lea r~gles ordinaires du calcul sont applicables 
ces s~ries. Une 5galit~ asymptotique, c'est ~ dire une ~galit~ entre une 
s~rie divergente et une fonction qu'elle repr~sente asymptotiquement,  
peut  subir toutes les operations ordinaires du ealcul, k l 'exception de la 
diff~rentiation~ 

Soient done 

~l(t, ~ ,  ~/h), ,.~(t, w ,  ~/~) , ,,~(t, w ,  ~/~) , ~,~(t, . ,  ~/~) 

lea s~riea divergentes ordonn~es suivant les puissances de ~/~ qui repr~- 
sentent asymptot iquement  F~, ~ ,  F3, t:4- 

Nous aurona alors les quatre ~galit~s asymptotiques:  

(3) 
yl = nl t  + ,~( t ,  w ,  ~/~, y2 = n2t + ~,,(t, w ,  ~/~). 

Nous pourrons dliminer t et w entre ces dgalitds d'apr4s les r~gles ordi- 
naires du calcul et nous obtiendrons ainsi deux nouvelles 4galit~s asymp- 
totiques: 

(4) x~ = s,(y~, y~, r x~ = s~(y~, y~, ~;), 

oh s~ et s 2 sont des s~ries divergentes ordonn~es suivant les puissances 
de ~/~ et dont lea coefficients sont des fonctions de y~ et de Y2- 

En gSnSral,, il n'est pas permis de diff~rentier une dgalit~ asymp- 
totique; mais nous avons ddmontr5 directement ~ la fin du w I4 que 
dans le cas particulier qui nous occupe, on peut  diffSrentier autant  de 
lois que l'on veut les ~galit~s (3), tant  par rapport  ~ t que par rapport  ~ w. 

Nous pouvons en conclure qu'il  est permis ~galement de diff~rentier 
lea ~galit~s (4) autant  de lois qu'on veut par rapport  ~ y~ et ~ Y2. 

Nous nous proposons d'~tudier les surfaces asymptotiques dSfinies 
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par les 6quations (2). Les fonctions xl = f~, x~ = f2 qui entrent dans 
ces 6quations devront satisfaire aux 6quations 

(5) 
d F  dx  t 
d z l  dy l  -1 t- - -  _ _  

d F  dx~ 

dz ,  dy,  + - -  - -  

dF dz~ dF 
dx 2 dy~ + dy---~l --~ O, 

dF dz~ dF 
dx.~ dy~ + dy"---~ ---- O. 

Nous allons proc6der par approximations successives; duns une premi6re 
approximatio n nous prendrons pour dquations des surfaces asymptotiques 
les 6quutions (4) en nous arr~tant au second terme des s6ries (c'est ~ dire 
au terine en ~/~) inclusivement. L'erreur commise sera alors du mgme 
ordre de grandeur que ft. 

Duns une seconde approximation, nous prendrons encore pour 6qua- 
tions des surfaces asymptotiques les dquations (4), mais en prenant un 
plus grand nombre de termes duns les s6ries. Nous pourrons ell prendre 
un assez grand hombre pour que l'erreur commise soit du m~me ordre 
de grandeur que ftP, quelque grand que soit p. 

Enfin' duns une troisi6me approximation, nous chercherons k mettre 
en 6vidence les propri6tds des 6quations exactes des surfaces asymptotiques, 
c'est b~ dire des 6quations (2). 

Nous devons donc d'ubord chercher k former directement les s6ries 
s 1 et s~ des 6quations (4). Ces s6ries, substitu6es h, la place de x 1 et de 
x~, doivent satisfaire formellement aux 6quations (5). 

Nous sommes donc conduits k chercher des s6ries ordonn6es suivant 
les puissances de ~/~, qui satisfassent formellement aux 6quations (5)- Les 
coefficients de ces s6ries seront des fonctions de Yl et de Y2 qui ne devront 
pus changer quand Yl et y~ augmenteront respectivement de n 1T et n~T. 

Mais nous trouverons une infinit6 de s6ries qui satisfont ~ ces condi- 
tions. Comment distinguer purmi celles-lk, eelles qui doivent entrer 
duns les 6galit6s (4)? Nous avons vu plus haut que dans notre mode 
de reprdsentation gdom6trique, la solution p6riodique consid6r6e est repr6- 
sent6e par une courbe ferm6e et que par cette courbe ferm6e, passent 
deux surfaces asymptotiques. On passe de l'une k l'autre en changeant 

Si donc dans les 6quutions (2) on change ~/~ en - - v ~ ,  on obtient 
une seconde surface asymptotique qui doit couper la premi6re. 
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En d'autres termes, si on consid~re les deux surfaces asymptotiques 
ainsi obtenues comme deux nappes d'une mdme surface, on peut dire 
que cette surface a une courbe double. 

Soit s T et s~ la somme des p premiers termes des s~ries s 1 et s 2, 
les 6quations: 

(6) 

repr4senteront deux surfaces qui diff~reront peu des deux nappes dont 
je viens de parler et qui par consequent devront se couper. 

S~ l'on consid~re ces deux surfaces eomme deux nappes d'une surface 
unique, on peut dire que cette surface unique pr4sente une courbe double. 

Nous verrons dans la suite que cette condition suffit pour faire 
distinguer les sSries s~ et s 2 parnii toutes les s~ries de mdme forme qui 
satisfont formellement aux ~quations (5). 

w 17. Premiere approximation. 

Reprenons nos hypoth6ses ordinaires, ~ savoir: que quatre variables,* 
deux lindaires x 1 et x2, deux angulaires Yl et Y2 sont li6es par les dqua- 
tions. 

(i) 

d ~_~ .-= d F d z___, --__ __d F 

d t  dy  I ' d t  dy~ ' 

dy~ d F  dy___~ ~ _ _  d___F. 

d t  dx  1 ' d t  dx~ 

Que la constante C des forces rives ~tant regard~e comme une des 
donn~es de la question, ces quatre variables satisfont ~ l'~quation: 

(2) F ( x l ,  yl ,  = c ,  

de telle fa~on qu ' i l  n 'y en a que trois d'ind~pendantes. 
Que l'on a adopt~ un mode de representation g~om(~trique tel qu'& 

toute situation du syst&me correspond un point repr~sentatif et r~ci- 
proquement. 
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Que F d6pend d'un param6tre tr6s petit #, de telle faqon qu'on 
puisse d6velopper /~ suivant les puissances de # et 6crire: 

s = F0 + + . . . .  

Que Fo ne d6pend, que de x 1 et x 2 et est ind6pendant de y~ et de Yp" 
Ces conditions sont remplies dans le cas particulier du probl6me des 

trois corps qui nous a servi d'exemple au paragraphe pr6c6dent. 
Supposons que pour certaines valeurs de x~ et de x~, par exemple 

pour: 

les deux nombres: 

dFo et dF. 
dz~ dz~ 

(que j'appellerai pour abr6ger n I e t  rip) sont commensurables entre eux. 
D'apr~s ce que nous avons vu dans le w i i  ~ chaque valeur com- 

mensurable du rapport ~ correspond une 6quation 

dO 
dN~ ~ O~ 

q u i  portait Ie n ~ 7 dana le paragraphe cit6, et ~ chaque r'tcine de cette 
6quation (7) correspond une solution p6riodique des 6quations (i). 

Nous avons vu eusuite dana le w 12 que le hombre des racines de 
l'6quation (7) eat toujours i~air, que la moiti6 de ces racines correspond 

des solutions p~riodiques stables et l'autre moiti6 ~ des solutions instables. 

Les dquations (i) ont donc si # est assez petit des solutions 2driodiques 
instables. 

Ch'mune de ces solutions pdriodiques sera reprdsent~e dans le mode 
de repr6sentation adopt6 par une courbe trajeetoire ferm@. 

Nous avons vu au w 13 que par ehaeune des eourbes fermdes qui 
repr6sentent une solution p6riodique instable, passent deux surfaces tra- 
jectoires dites asymptotiques sur lesquelles sont trae6es en nombre infini 
des trajectoires qui vont en se rapprochant asymptotiquement de la courbe 
trajectoire ferm@. 

A~a ~ l ~ a ~ i ~ .  18. Imprim6 le 3 octobre 1890. 24  
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Lea 6quations (i) nous conduisent doric -~ une infinit6 de surfaces 
trajectoires asymptotiques dont je me propose de trouver l'6quation. 

Voyons d'abord sous quelle forme se pr6sente en g6n6ral l 'dquation 
d'une surface trajectoire. Cette 6quation pourra s'6crire 

xl = ~1(yl, v~), x~ = r v~), 

r et r 6tant deux fonctions de Yl et de Y2 qui dolvent ~tre choisies 
de telle sorte que l'on ait identiquement:  

~ ( r  ~2, Yl, Y~) = C. 

Ces deux fonctions r et r devront d'ailleurs satisfaire k deux 
6quations aux d6riv6es partielles: 

dF dz, dF dx t dF , ~  ~y---:, + d~ ~y~ ~ ~y, = o, 

(3) dF dz~ dF d ~  dF 
d ~--:, ~ y-: + d~ d ,~ + d y~ = o. 

]1 pourrait d'ailleurs nous suffire d'envisager la premiere de ces 6qua- 
tions, car on peut  en faire disparaitre x~, en rempla(~ant cette variable 
par s'~ valeur que l'on peut tirer de (2) en fonction de x~, de y~ et de y2. 

Voici comment nous proc6derons pour int6grer les 6quations (3) en 
0 0 supposant que x 1 et x 2 sont tr~s voisins de x~ et de x~, et que le rapport 

n~ est commensurable. 
~b 2 

Nous supposerons que x~ et x 2 sont d6velopp6s selon les puissances 

de ~/~ et nous 6crirons: 

x, = x~ + xl~/~ + x ~  + ~ / h  + . . . ,  (4) 
x~ = x ~ + x~ ~/~ + x ~  + ~ ~/9 + . . . ,  

k* et nous chercherons ~ d6terminer les fonctions x~ de telle fa~on qu'en 
substituant dans les 6quations (3) a la place de x 1 et de x~ leurs valeurs 
(4), ces 6quations soient satisfaites formellement. 1 

o ~1 t Si ~0 et x~ 6taient choisis de telle sorte que le rapport -- soit incommensurable, 
~ s  
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Si dans F nous substituons h la place de x I e t  de x~ leurs valeurs 
(4), F deviendra d6veloppable suivant les puissances de ~/~ et on pourra 
6crire 

P = ~o + r + ~H, + ~ @ ~  + . . . .  

On voit d 'ail leurs sans peine que: 

//o = /~0(x ,  ~ , x~~ 

~ aPo = --~,~I -- , ~ ,  

et plus g6ndralement: 

---- - -  [LX~Xl + + + - -  

O, ne ddpendant que de Yl , Y2 , x~ , x~ , . . . ,  x~ -2 

posant pour abrdger 

k - - 2  x ~ x~, ,x2 , et en ,* 2 ~  * *  * 

L = a'Fo M = a'F~ N = - -  a'Fo 
(d.o) ,, d .  od*o , (dzO)," 

La premi6re des dquations (3) nous donne alors, en &galant les puissances 
semblables de ~/~, une suite d'6quations qui nous permettront  de d6ter- 

1 z ~ . . .  x~. miner successivement x ~ , x l ,  , , 
Nous pouvons toujours supposer que n~-~ o. Car si cela n'avait 

pas lieu nous poserions: 

X'l' = ax l  + bx : ,  y~' = 

z ' ;  = cx l  + dz~,  

R y l  ~ C~2 

y~' = - - b y ~  + aye, 

on pourrait se contenter de ddvelopper z 1 et .~ suivant les puissances de [z (et non de ~'~). 

On arriverait ainsl ~ des sdries, qui ~ |a vdritd ne seraient pas convergentes au seas 
gdom&rique du mot~ mais qul comme celles de M. L~DSTEDT pourraieat rendre des ser- 
vices dans certaias cas. 
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a ,  b ,  c ,  d 6rant quatre nombres entiers tels que 

w 17. 

a d -  bc = I .  

Apr6s ce changement de variables les 6quations conservent la forme 
canonique. 

La fonction F qui est p6riodique de pdriode 27r par rapport k y, 
p t  et k y~, est encore p6riodique de p6riode 2r  par rapport ~ y~ et k Y.7. 

Le changement de variables n'a donc pas alt6r6 la forme des 6quations (I). 
Les hombres n I e t  n~ sont remplac6s par deux nouveaux hombres 

n',' et n':' qui jouent par rapport aux 6quations transform6es le mgme 
r61e que n~ et n~ par rapport aux 6quations primitives et l'on a: 

n'l' -~- d n ,  ~ c n  2 , 

n~' = - - b n l  "4- an2 .  

Mais le rapport  de n~ k n~ dtant commensurable par hypoth6se, il est 
toujours possible de choisir les quatre entiers a, b, c, d de telle sorte que 

n'~' ~ - - b n  1 .-{- an~ ~-  o .  

Nous pouvons donc, sans restreindre la g6n6ralit6, supposer que n 2 
soit nul; c'est ce que nous ferons jusqu's nouvel ordre. 

Nous supposerons en mOne temps n iT  = 2~. 
Si apr6s cette simplification, nous 6galons les coefficients de ~!~ dans 

les deux membres des deux 6quations (3) il viendra 

d ~  dz~ 

ee qui montre que x] et x~ ne d6pendent que de y~. 
Egalons maintenant les coefficients de # dans les deux membres de 

la premi6re des 6quations (3), il viendra, en tenant compte des 6quations (5): 

d~ (Mx~ + ~'~ ~" dx~ dF~ (6) + = o .  

Nous nous proposerons dans ce qui va suivre de ddterminer les 
fonctions x~ de telle fa~on que ce soient des fonctions p6riodiques de Ya, 
qui ne doivent pas 6tre alt6r6es quand, y~ conservant la m~me valeur, 
y~ augmentera de 2rr. 
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Nos fonctions pourront alors atre d4velopp~es en s~ries trigonom~- 
triques suivant les sinus et eosinus des multiples de y~. bIous conviendrons 
de representer par la notation 

Iv] 

le terme tout eonnu duns le d4veloppement de ]a fonction p~riodique U, 
�9 / 

suivant les hgnes trigonomStriques de y~ et de ses multiples. Dans ces 
conditions on aura: 

et je puis ~crire 

= o 

V [(Mx~ + N4) dy~J ~ o ,  

Comme x~ et x~ ne d~pendent pus de yl, je puis ~crire plus simplement: 

(7) d~l 
dy~ ~ O~ 

-I 

l La premi4re de ces 5quations mm~tre que xt se r~duit k une constante. 
Quanlb ~ la seeonde, elle est facile ~ int6grer. On a en effet: 

[dFq diE,] 
Ld~y~ l ~ dy I 

ce qui nous donne pour l'int~grule de l'6quation (7) 

(8) 

G 1 d~signant une c0nstante d'int~gration. 
Muis si nous regurdons la eonstante des forces vires C comme une 

des donn4es de la question, nous ne pouvons plus consid~rer les deux 
constantes x] et C~ comme arbitraires. On dolt avoir en effet identique- 
ment 

~=Ho +4~H, +~ .~  + ~i~H~ + . . . =  c 
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o n  

OU: 

H . = C ,  H , = o ,  H , - - - -o ,  . . .  

F0(x ~ , ~0) = c ,  - - . , * I  = o, . . . .  

Ainsi la constante x~ est nulle, ce qui apporte de nouvelles simpli- 
fications dans nos 6quations. 

L'6quation (8) devient en effet 

V'-~-~([ F,] + c,). 

Nous nous contenterons dans ce paragraphe d'~crire et de discuter 
les ~quations de nos surfaces trajectoires en n~gligeant les termes en /t 
et ne tenant compte que des termes en </-~. 

Nous supposerons donc que x~ et x 2 sont d~finis en fonction de Yl 
et de y~ par les dquations suivantes: 

o i/2fl .~ = ~, + ~.~ = ~o + ~ ([F~] + q). 

D'apr4s cela, x~ serait une constante et x 2 une fonction de Y2 seulement, 
ind6pendante de y,. 

Revenons g notre premier exemple du w I5. Ce que nous dirons 
s 'appliquerait dgalement aux deux autres exemples, mais c'est sur le 
premier que je veux insister parce que c'est un cas particulier du pro- 
blame des trois corps. 

Nous avons vu que l 'on pouvait  repr&enter  la situation du syst~me 
par le point P qui a pour coordonn~es rectangulaires: 

cosy'~e ~e~ siny'~e ~~176 $ siny;,  
oh 

I 
v; = ~ (y, + y,), 

I 
y;  = ~ (,J, - -  y , ) ,  z s - -  z I L ~ G ~ 2  

x, + z I L + G xl ' 

Yl - - - g - - t ,  Y2 --~ 1. 
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Nous avions observ6 de plus que les variables 

191 

X; = X 1 "31- X2,  ~ ;  = X 1 ~ X  2 

forment avec y'~ et y~ un syst6me de variables canoniques. 
Nous pouvons donc regarder $, y~ et y~ comme un syst~me parti- 

culier de coordonn6es d6finisaant la position du point P dans l'espace, 
de sorte que route relation entre $ ,  y~. y~ est l'dquation d'une surface. 

Mais ensuite, nous avona dfi faire un autre changement de variables. 
Nous avons pos6: 

x'~' = ax~ "t- dx2, y;' = d y~ - - c y ~ ,  

x~' --- cx~ "4- dx2, Y'2' - -  by~ -b  aY2, 

en choisissant les hombres entiers a ,  b, c ,  d de fa~on k annuler le nombre 
que nous avons appel6 n~'. 

Apr~s ce changement de variables, nous avons supprim6 les accents 
devenus inutiles et nous avons restitu6 le nora de x~, x 2 , y l ,  Y~ ~ nos 
nouvelles variables ind~pendantes x'l', x'2', y~' et y'~'. 

En consequence, les variables que nous avons appel6es x~, x 2, y~ et 
Y2 dana tout le calcul qui pr~c6de, et auxqueUes nous conserverons ddsor- 
mais ce nom~ ne sont pas les m~mes que celles que noua aviona d4- 
sign~ea par lea  mdmes lettres dans le premier exemple du w x 5, c'est 

dire G , L , g ~ t  et 1. 
I1 eat clair que notre nouvel y~ et notre nouvel y~ sont des fonc. 

tions lin6aires de: 

I I 
Y '~=2  ( g - t ' 4 - l )  et de y ; = ~ ( g - - t - - 1 )  

et que le rapport du nouvel x 2 au nouvel x 1 est une fonction lindaire 
et fractionnaire de ~:. 

Nous devons conclure d e  lb. que l'on peut d6finir compl6tement la 
position du point /) dans l'espace par le nouvel Yl, le nouvel y~ et le 
rapport du nouvel x 2 au nouvel x 1 de telle fagon que toute relation 

entre y l ,  Y2 et ~ est l'dquation d'une surface. 
~t 
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Que ce syst6me particulier de coordonn6es est tel que l 'on peut 
augmenter  y ~ o u  y= d'un multiple de 2r:, sans que le point P change. 

L'6quation approxlmative de nos surfaces trajectoires, en n6gligeant 
les termes en ,a sera: 

(9) ~' ~' + - ~: o ~, ,~/ , , -  - + :~T :v([F,] + 

Nous nous proposons tout d'abord de eonstruire les surfaces repr6- 

sent6es par cette 6quatlon approximative (9). 
Observons d'abord que y~ = o est l '6quation d'une certaine surface 

S e t  que la portion de cette surface qui nous sera utile est une portion 

de surface sans contact. 
En effet il suffit de montrer  que l'on a: 

dy, 
dt = 4 = 0 "  ' 

Or il en est 6videmment ainsi, car si l 'on pose 

ii vient: 

F = F 0  + z F ,  + ~ G  + . . .  

dy, dF, dF, 
~t - -  ~' ~ # ~ - -  z~ ~ + . . . .  

dy, 
Le param6tre p etant tr6s petit, ~ est de m6me signe que n 1 et 

n~ est une constante qui est toujours de m4me signe. 
dy, Donc ~t- est toujours de m4me signe et ne peut s annuler. 

C. Q. F. D. 

La position d'un point P sur la surface S sera d6finie par les deux 
X2 . autres coordonn6es Y2 et ~ ,  ce syst6me de coordonn6es est tout ~ fait 

analogue aux coordonn6es polaires, c'est ~ dire que les courbes: 

x--~s ----- COIISt .  
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sont des courbes ferm4es concentriques et que le point P ne change pas 
quand l 'autre coordonn6e y= augmente de 9a-,. 

Reprenons les surfaces d6finies par l '6quation (9) et 6tudions leurs 
intersections avec la portion de surface S qui a pour 6quation y, = o. 

Je remarque d'abord qua @ 6rant tr~s petit, ces intersections diff'& 

reront fort peu des courbes ~ = const. 

Mais pour &udier plus compl~tement la forme de ces courbes d'inter- 
section, il faut d'abord rechercher quelles sont les propri4t& de la fonetion 

Revenons aux notations du w I ,. Dans ca paragraphe nous avons pos6: 

F 1 = ~ A  sin ( re ly  I -~- m:y~ + may a + h), 

A et h &ant des fonctions de x~, x~, xa, comme nous n avons plus iei 
que deux degrds de libertY, j'dcrirai simplement: 

F 1 = Z A  sin (mlff  I -~- ~l~uy 2 2 r- h). 

En faisant ensuite: 

Yl = ~qt, y.~ = n~t + G,,, ~o = (n,m 1 + ~h%)t  + m , ~  + h, 

nous trouvions: 

Je posais ensuite: 

/;1 = Z A  sin o~. 

5b = SA sin w, 

la sommation indiqu6e par le signe S s'6tendant ~ tous les termes tels que: 

d'oll 
mln ~ -{- m~n 2 = o; 

oJ = m ~ :  + h. 

Dans le cas qui nous oceupe, n~ est nul;  la condition mln 1 + m,~n~ = o  
se r6dui~ ~ m, = o et on a ys = ~ ;  il vient donc: 

~b = SA sin (,n=~ + h) = SA sin (re=y= + h). 
Acre4 mathematica,  la. Ilaaprim~ le 2 octobre 1890. 25 



194 H. Poincard. w 17. 

D'ap%s la d6finition de IF1] , il suff t  pour obtenir cette quantit6 
de supprimer dans l'expression de 1~'~ t ous l e s  termes off m, n'est pas nul ;  
il vient done: 

[~1] = S.A- sin ()7't2Y:l ~ 1~')-- r 

Ainsi la fonction que nous appelons ici [1,',] est la ,n~me que nous 
d6signions par r dans la i ~*~ partie. 

IF1] est par cons6quent une fonction p6riodique de y~ et cette fonc- 
tion est finie; elle dolt doric passer au moins par un max imum et par 
un minimum. 

Nous supposerons pour fixer les id6es que [1,',] varie de la fagon 
suivante quand Y2 varie depuis o jusqu'~ 2~. 

Pour y~ = o [T'~] passe par un maximum 6gal ~ 7~. 

Pour y2 = 7]1 [1;',] passe par un min imum 6gal ~ ~ .  
Pour y.~ = ~2: [ti~] passe par un maximum 6gal ~ ~ .  
Pour Y2 = ~]3 [F,]  passe par un min imum 6gal ~ 9%" 
Pour  y~ = 27:[F,] reprend la valeur 9-,. 

if, > 9~ > f~ > 9%" 

Ces hypoth6ses peuvent 6tre repr6sent6es par la courbe suivante 
dont l'abscisse est Y2 et l 'ordonn6e [F~]: 

Fig. 6. 

I 

i . 

L 

I I ' 

J I 4 

I I , 

Ayant  ainsi fix6 les iddes, je puis construire les courbes 

~i = 0~ 
, /  _ + _,,.), c',).  

.,,,r v_,v',*- + 
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Noua verrons que selon la valeur  de la constante d'int6gration C,, ccs 
courbes affecter6nt des formes diff6rentea. 

Dans la figure (7), j 'ai reprdsent6 par un trait  plein lea 

deux eourbes C , - - - - -  ~ et C, ~ -  ~:;  ces deux courbes ont chacune 

un point double dont lea coordonn6es sont respectivement: 

x~ x ~ 
- -  o , Y2 = ~ 3  2Cl ggz 

et: 
O 

- -  o ) Y~ ~ 711" GC, ~l 

J'ai repr6sent~ par un trai t  pointill6 . . . . . . .  lea deux branches 
d'une courbe correspondant ~ une valeur de C~ > -  F4" 

Fig. 7. 

\ t 2 t ~ r  i ', / / J  
J 

] 

J 'ai  repr~sent5 par le trait  mixte . . . . . . . . . . . .  une courbe correa- 
pondant ~ une valeur  de C, comprise entre - - ~  et - - ~ 4 "  

J 'ai repr~sent5 par le trait  ponctu4 . . . . . . . . .  lea deux branches d'une 

courbe correspondant ~ une valeur de C 1 comprise entre - - F 2  et - -F3"  

Pour  C 1 - - - - -  93 l 'une de ces deux branches se rSduit ~ un point 

repr~sent~ sur la figure en A, % - x ~  x, z0 , Y2 ----722; l 'autre branche est 

repr~sentde sur la figure par le trai t  • • • • • x. 

Pour  C, compris entre - - 9 3  et - - ~ 1 ,  cette seconde branche subsiste 
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seule; pour C t = -  9-~, elle se rdduit ~ son tour h u n  point repr6sent6 
en B sur la figure et ayant pour coordonn6es: 

, 0 

- -  0,  y 2 = O .  
,l" 1 i~  1 

Enfin pour 6'1 < ~ c-~, la courbe devient tout entidre imaginaire. 
Les surfaces d6finies par l '6quation (I) out une forme g6n6rale qu'il  

est ais6 de d6duire de celle des courbes que nous venous de construire. 

Consid6rons en effet une quelconque de ces courbes et par tous ses 

points raisons passer une des lignes dont l '~quation g6n6rale est: 

Y2 -= const.; x, _ const. 
' ~1  

L'ensemble des lignes ainsi construites constituera une surface ferm6e 

qui sera pr6cis6ment l 'une des surfaces d6finies par l '6quation (9). 
On voit par 1s que ces surfaces seront en g6n6ral des surfaces fer- 

m6es tr iplement connexes (e'est ~ dire ayant  mSmes connexions que le tore). 

Pour  C 1 > -  9*4 ou pour C 1 compris entre - - ~  e t - - ~  on trouve 
deux pareilles surfaces, int6rieures l 'une h l 'autre dans le premier cas, 

ext6rieures l 'une ~ l 'autre  dans le second. 

Pour  C 1 compris entre - - ~ 3  et --9~1, ou entre - - 9 ~  et - - ~  on 

n'a plus qu'une seule surface t r iplement  connexe; enfin pour C~ < -  9~ 
la surface ccsse compl&ement  d'exister. 

Passons aux qu.m.e surfaces remarquables:  

U - ~  ~ 1 ,  - - ~ ,  - - 9 %  et  - - 9 ~ .  

Les surf'~ees C~ = -  9", et 6'1 = -  9% pr6sentent une courbe double 
et ont m6mes connexions que la surface engcndrde par la r6volution 
d 'un lima~on de PASCA5 ~ poi~Jt double ou d'une lemniscate, au tour  d 'un 

axe qui ne rencontre pas la courbe. 
La surface C~ = = - ~  F;~ se r6duit ~ uue seule surface ferm6e triple- 

merit connexe et b~ une courbe ferm6e isol6e; enfin la surface C 1 ~ - - - i f 1  

se r6duit ~ une courbe ferm6e isol6e. 
Dans le w I I nous avons envisag6 l '6quation: 

dr 
~ O  

d ~  
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qui portait le n~ 7 dans ce paragraphe; nous avons vu qu'k chacune 
des racines de cette 6quation correspond une solution p6riodique. Mais 
dans le cas qui nous oecupe, et d'apr6s une remarque que nous venons 
de faire, cette dquation peut s'6crire: 

ldF,] 
dy~ - -  O~ 

de telle sorte que les solutions pSriodiques correspondront aux maxima et 
aux minima de [F1]. Dans le cas actuel, ces maxima, de m6me que les 
minima, seront au hombre de deux. 

Nous aurons donc deux solutions p~riodiques instables correspondant 
aux deux courbes doubles des surfaces C~ ~----F2 et - - F ~  et deux solu- 
tions pSriodiques stables, correspondant aux deux courbes ferm6es isol~es 

des surfaces C~ ~ - -  F3 et - -  F1. 
Quelles sont parmi ces surfaces, celles qui different peu des surfaces 

asymptotiques et les repr~sentent en premiSre approximation? D'apr~s 
ce que nous avons vu au w ~6, ce seront celles d'entre elles qui prSsentent 
une courbe double, c 'es t  k dire les surfaces C~ ~ ~ F~ et C~ ~ -  F~. 

w 18. D e u x i ~ m e  a p p r o x i m a t i o n .  

Reprenons les ~quations (I) du paragraphe pr~cSdent et les hypo- 
thSses faites au d~but de ce paragraphe; 5crivons: 

0 1 x~ = x~ + x~ ~ + x ~  + x?/~ ~ + . . . ,  

x2 x ~  

imaginons que les coefficients de ces deux d6veloppements soient des fonc- 
tions de Yl et de y: et cherchons k d6terminer ces coefficients de fa~..on 
que ces 6quations soient ' compatibles avec les 6quations diffdrentielles (I). 
du paragraphe pr6c6dent, c'est k dire que 1'on ait: 

d F  dx 1 d F  dxl . d F  
~, dy, + d~ ~ + Ty, = o, 

(I) d F  dx, d F  dz,  d F  ~, dy, + d.~ dy% + ~ = o. 

C'est lk le probl6me que nous nous sommes propos6 plus haut. 



198 H. Poincar& w 18. 

Ce problSme peu t  dtre pr~sent~ sous une autre  forme (en se pla~ant 

au point  de vue des Forlesungen ~ber Dynamik). 
Si x~ et x 2 sont deux fonctions de y~ et de Y2 satisfaisant aux 6qua- 

tions (I), l 'expression: 

devra ~tre une diff~rentielle exacte. Si donc nous posons: 

dS =- x, dy, + x~dy~, 

S sera une fonction de y~ et de Y2 qui sera d~finie par l '~quation aux  

d~riv~es partiel les:  

F(dS dS ) C,. (~) ~ ' d ~  ' Y'  ' Y~ = 

S pourra  se d~velopper suivant  les puissances de ~/~ et l 'on aura:  

(3) s - -  s o + s l l  ~ + s:I~ + s ~ J ~  + . . . .  

S O , S  1 , . . . ,  S k , . . .  seront des fonctions de Yl et de Y2 et on aura :  

d8~ x~, dSk 
dy I dy, 

Je rappelle main tenan t  quelles conditions nous avons impos~es dans 
k k,  le paragraphe  precedent,  aux  fonctions Xl ct x~, nous avons suppos~ d 'abord  

0 devaient  ~tre des constantes. On a alors que x ~ et x~ 

Si nous appelons ensuite n~ et n 2 les valeurs  de dx,dF~ et dx~dF~ 
0 ~ x ~ ces quantit~s n 1 et n~ seront encore des constantes. p o u r  X 1 ~ X l ~ X 2  

L'analyse qui  va suivre s 'appl iquc au cas off le rappor t  n_, est commen- 
'tb ~ 

surable. Dans ce cas on peut  toujours,  comme nous l 'avons vu, supposer 

n 2 ~ o; c'est ce que nous ferons d~sormais, comme nous l 'avons fait dans 

le paragraphe prdc~dent. 
Nous avons suppos~ en outre  dans ce paragraphe  que x~ et x~ sont 

des fonctions pSriodiques de y~ qui ne changent  pas de valeur  quand on 

change y~ et y~ en y~ + 2~r et Y2" 
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cl S k d S~ 
]l rdsulte de l~, que ~ et ~ sont des fonctions pSriodiques par 

rapport ~ Yl et qu'on peut ~crire: 

(4) s~ ~ ' 

,~k 6tant une constante et S~ une fonction p~riodique de y~. 
Supposons que dans le premier membre de l'~quation (2) 

iz(dS aS . ~) 
\-~y~ ' dy, ' ?]1, Y 

on remplace S par son d~veloppement (3); on verra que 2' deviendra 
d~ve]oppable suivant Ies puissances de ~/~ et qu'on aura, ainsi qu'on l'a 
vu dans le paragraphe prdcddent: 

/~" ----- H o q - H 1 J ~ W H = I ~ . - t - H 3 # J ~ . - t - . . .  , 

les H dtant des fonctions de yl, de y=, et des d~riv~es partielles de So, 
$1, $2, etc. 

On voit d'ailleurs que H 0 ddpendra seulement de So,/ /1 de S o e t  
S~,H~ de So,S~ et Z~,H3 de So, S I , S : ,  S~ etc. 

On trouve d'ailleurs: 

/to = Fo(X~ 

//~1 = - - n l  

, x ~ = c ,  

dS, 
dy~ ' 

dS, 
-~y q- AS~ q- K,,  

�9 �9 * ~ ~ . ~ �9 ~ ~ 

dZ~ B, = - -n ,  ~ + =A%_1 + K,, 

off 1'on a pos4 pour abr4ger: 

I Fd~_~ ~ p d ' F  o , , p d ' F o  , p7  
ASp --~ 2 L ~ X l X ,  "Jr" ~ l , x , x . ~  Jr- x~x~) -I- ~ x 2 x ,  j 

et oh Kp ne d~pend que de So, S ~ , . . . ,  jusqu'a S ~ .  



200 H. Poincard. w 18. 

Cela pos6, pour ddterminer par rdcurrenee les fonctions S~, nous 
aurons les dquations suivantes: 

H 0 = C ,  ~ , = o ,  ~t.~ = o, . ,  H ~ = o .  

Si l'on supposait que les fonetions So, S ~ , . . . ,  @-1 fussent enti6re- 
ment eonnues, l'dquation 

H p = o  

011 

(s) 
d~ 

d~terminerait la ibnction @ h une fonction arbitraire pr6s de y2. 
Mais ce n'est pas tout h fait ainsi que la question st prdsente. 
Supposons que l'on connaisse compl6tement 

So,S~,...,S~_~ 

et que l'on connaisse Se_ 1 ~ une fonction arbitraire pros de Y2" 
Par hypoth&e les ddrivdes de So, $1 , . . .  , @_~, @-1 sont des fonc- 

tions p6riodiques de Yl; done Kp et A@_I seront des fonctions pdrio- 
diques de Yl" 

Ddsignons par [U] comme nous l'avons fait dans le paragraphe prdc& 
dent la valeur moyenne de U qui est une fonction pdriodique de y~. 

Sp dolt dtre de la forme (4); nous en concluons que: 

[~s,] 
~ J  

doit ~tre une constante ~A ind~pendante de Y2, de sorte que l'~quation 

(5) nous donne: 

(6) ~[As,_d + [g,] : ~,, 

et cette 6quation d6terminera comp|~tement @_~ (si 1'on suppose que l'on 
se donne, soit arbitrairement, soit suivant une loi quelconque, la con- 
stante ~). 
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Nous trouvons d'abord l '6quation: 

201 

dS 1 
H i = o  ou dyt --'-- o 

qui nous montre que S 1 est une fonction arbitraire de y~. 

Nous en d6duirons: 

2 A s ~  = - -  M d S ,  d G  
dy~ dy t 

N dS, dSp 
dg~ dyi 

(nous posons pour abr6ger: 

- -  M ,~'Fo - -  N = d~F~ 
o o dm, dx, ( dx~) ' 

comme nous l 'avons fait dans, le paragraphe cit6). 
L'dquation que nous trouvons ensuite en 6galant  

moyenne de H~ est la suivante: 

o la valeur  

Or 

D'autre  part:  

[As,] + [K~] = ~. 

A ~  --  N (~s,1' [As,]. 

g ~  = H l ( x  ? , x ~ , y , ,  m) .  

22 est une constante qui, ainsi qu'il est ais6 de le voir, est pr6cis6ment 

celle que nous avons appel6e C 1 dans le paragraphe cit6. 
I1 vient donc: 

dS, r 2 
dy--7 = ~ ( [ H , ]  + o l ) .  

S 1 est ainsi enti&rement d6termin6 ~ une constante prSs; mais nous pou- 

vons laisser cette constante de c5t6, elle ne joue en effet aucun r51e 

puisque les fonctions S n 'entrent  que par leurs d6riv6es. 

L'6quati0n (6) devient ensuite: 

(7) IN dS, dG_~ I _ FdS, dS~_,1 ~ J = - ~ , - ~ L ~  ~ J +  [g,l, 
A a a  mathemat~r  13~ Impr im~ le 6 octobre 1890. 26 
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Dans le second membre tout est connu; /t~ ne d@end que de So, 

q ~ ' ' ' '  dy~ est connu puisque S~_~ est suppos6e d6termin6e 

une fonction arbitraire pros de y~. 
dS~ 

D'autre part ~ est ind@endant de y~; le premier membre peut 

d o n e  " " s ecrlre: 

de sorte que l'6quation (7) nous donnera L~J en fonctlon de y~. Nous  

connaitrons done [Sp_~] ~ une constante pr6s et cette constante qui ne 
joue aucun rSle peut dtre laiss6e de cbt6. 

Nous connaissons d'une part Sp_~ ~ une fonction arbitraire pr6s de 
y~ ; d'auire part nous connaissons [Sp_~] en fonction de Y2 ; donc Sp_~ cst 
enti6rement d6termin6. 

La constante C a joue un r51e pr@ond6rant. Supposons d'abord 
qu'elle soit sup6rieure ~ la valeur que nous avons a p p e l 6 e -  ~4 dans 
les paragraphes cit6s et par cons6quent que [F~]-[-6'1 soit toujours po- 

dS, toujours r6el et je pourrai ajouter toujours positif parce que sitif et 

je suis libre de prendre le signe -{- devant le radical. 
Je dis que dans ce cas, on peut choisir arbitrairement les constantes 

ds~ dS~ 
et  que ~ et ~ sont des fonctions p6riodiques non seulement de yl, 

mais encore de Y2. (Sp est alors de la forme 

= + + 

2p et pp 4tant des constantes pendant que @' est p~riodique de p~riode 
2~r tant par rapport ~ Yl que par rapport '~ y~.) 

En effet, supposons que cela soit vrai' pour: 

dS, dS, dS,  dS~ dSp_: dSp_2 dSp-1.  

dyl ' dy~ ' dy~ ' dy~ ~ ' ' ' '  dy I ' dy I ~ dy I 

je dis que cela sera vrai encore pour dy, et dy I 
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En effet, nous avons par hypoth6se: 
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les A e t  les a dtant des constantes, m~ et m: 6rant des enticrs. 

On aura ensuite par d6finition 

[d%~.11 . , , = -  -d~y, j =  E A0 .... co~(%y, + ~). 
m2~O 

Mais on doit avoir 

~ [As,_,]  + [g~_,] = ~_, 

et par cons6quent: 

[ds~-, l ~-,  

),p_~ 6tant une constante; on en conclut que: 

Ao.,,,~ ~ o  pour  m 2 =t= o, A o . 0 -  ~p-1 
~t 

II vient ainsi 

s~_, = ~"-',,,~,d, + ~A.,.~. ~i~(,.,,y, +~,~,~, + ~) + [s~_~], 

m I et m 2 prenant toujours sous lc signe ~ toutes les valeurs enti6res 
telles que ml =4= o. 

Ainsi, pour que S~_1 soit de la forme voulue, il suffit quc: 

dy~ J 

[dSv-g 1 soit une fonetion p6riodique de y~. Or l dy~ J est d6fini par l '6quation: 

K~ ne ddpendant que de S~, S~,..., S~_2 sera p6riodique en Y2" 
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IriS'p_, 1 dy, A est une constante 2p_1 dS, n, ; de plus dy~ est une fonction p6rio- 

dique de y~ qui ne s'annule jamais. 
[dSp_q 

I1 en r6sulte que t _ ~ 3  peut dtre d6velopp6 suivant les sinus et 

les cosinus des multiples de y~. 
On a ensuite: 

as _ + K.  
nl dy t 

dS~ 
ce qui montre que ~ est p6riodique en Yx et Y2" 

Ainsi en choisissant pour C 1 une valeur supdrieure h - - ~ 4  et en 
choisissant ensuite les autres constantes ' ~ 3 , 2 4 , " .  d'une faqon arbitraire, 

dS dS des s6ries ordonn6es suivant les sinus et les on trouve pour ~ et dy,~ 

cosinus des multiples de Yl et de y~. Ces sdries, quoique divergentes, 
peuvent rendre des services dans certains cas. 

Passons maintenant au cas de 

C 1 = _ _  ~ , ,  

qui ainsi que nous l'avons vu au w I7 est celui qui correspond aux 
sdries qui repr6sentent asymptotiquement les surfaces asymptotiques. 

L'expression 
iF,] + q 

n'est jamais n6gative, mais elle devient nulle pour une certaine valeur 
de Y2 que nous avons appelde ~/~ dans le paragraphe cit6. Je supposerai 
dans ce paragraphe que cette valeur est nulle; j 'ai le droit de le faire, 
puisque cela n'implique qu'un choix particulier de l'origine des y~. 

Ecrivons donc IF1] + C 1 sous forme de sdrie trigonom6trique: 

[F~] + 6' 1 -= EArn sinmy~ + ZB,,  cosmg v 

Pour y~ =-o ,  cette fonction s'annule ainsi que sa d6riv6e, puisque 
la fonction 6tant toujours positive, z6ro est pour elle un minimum. I1 
e n  r6sulte que 1'expression suivante" 

[ F , ]  + c, 

sin' 
2 
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est d6veloppable suivant les sinus et cosinus des multiples de Y2; c'est 
une fonetion p6riodique de Y2 qui ne s'annule jamais et ne devient 
jamain infinie. 

I1 suit de 1~ que l'on peut 6crire: 

sin y~ 
2 

r + o, 
~:A~ cos my~ + ~ . B . ,  sin m y  2 

et par consdquent: 
�9 y, 

dS, V ~ i ~  - 

dy,  = ~ A , ,  COS my,  4- ~,B,,, sin my,  

Noun pourrons 6erire maintenant l'dquation (7) sous la forme sui- 
vante: 

9~~ sin y' 

(7') ~7,Ara cos my,  4- ][2Bm sin my.~ [--~Y~ J = - -  ]tp + (])Io(~],), 

a)p 6rant une fonetion connue de y~. 
Cela pos6, je me propose de d6montrer que: 

dZp dZ~ 
dy~ e t  dy ; 

sont des fonctions p6riodiquen de y, et de Y2, dont la p6riode est 2~r par 

rapport ~ Yl et 4~r par rapport s Y2. 
Supposons en effet que cela soit d6montr6 pour: 

ds, dS, dS~ aS, azp_~ dZp_~ azp_, 
dy I ' dy~ ' dy  I ' dy~ ~ " ' '  dy  I ' dy ,  ~ dy 1 

dZp_l  
dy 1 est une fonction p6riodique de Yl et de Y2; d'autre part sa valeur 

moyel l l l e  

Js,_, l , 

est une constante ind615endante de y~. Noun pourrons donc 6crire: 

+ o,_,(v, w) + r 



206 H. Poineard. w 18. 

8p_,(y,, y~) 6tant une fonction pdriodique de y, et y~ et ~_, une fonction 
arbitraire de Y2 seulement, l l  vient ensuite: 

d'oh 

et 

dS~_~ d8~_1 dCp_, 
- + ' 

d [S ,_ , ]  d[a -,l 
dg~ ~ dy 2 "-]- dy~ 

ce qui montre que 

et de Y2" 

dSp-1 d [~p-l] dOp_l  d[~p_,] 
dT.l~ 

dSp_~ d[Sp_~] est unc fonction p6riodique de y~ 
dy~ dy, 

dy, dy, dy, ' 

L'6quation (7') montrc que cela cst vrai 6galcmcnt de L ~ _ I  eL par 

cons6quent de l~p_~ (qucllc que soit d'aillem's la constantc ~p) eL lidqua - dy~ 

tion (5) montre quc cola est vrai de dS,, 
dy, 

Cela sera donc vrai des fonctions: 

dSp et ,l,%, 
dy I (17,12 

qucl quc soit l'indice p. 
II importc toutcfois dc rcmarqucr quc si cos fonctions sont pdrio- 

diqucs, cc n'est pas unc raison suffis'mtc pour qu'cllcs puissent dtre dd- 

vclopp6es suivanL lcs sinus ct cosinus des multiplcs de Yz et de Y-~ En 

effct cos fonctions nc sont pas toujours finics, sauf pour un choix parti- 
culicr des constantes ~p; il cst ais6 dc s'cn rcndrc comptc, car l '6quation 
(7') d'ofl l 'on dolt tircr la valeur dc 

[ dSp_~] 
dy~ 3 

a en facteur dans son premier membre sin '/~. 
2 

[ dS'P-~] Y~ au d6nominateur. d--~,  1 contiendra sin~- 

Donc l'exl)rcssion de 
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Les ddriv~es des fonctions Sp pourront donc devenir infinies, mais 
seulement pour 

sinY~= o ou Y2 ~ 2kTr. 
2 

Si y~ u une valeur diff~rente de 2kzr, ces d~riv~es ne deviennent 
infinies pour aucune valeur de y~; elles peuvcnt donc se d~velopper sui- 
vant les sinus et cosinus des multiples de yx. 

Nous pouvons done dcrire par exemple: 

dSp-1 I 

dy~ n~ 
2p_~ + ~ A , .  cos myl + ~_.B., sin my~ 

A~ et B~ 6tant des fonctions p~riodiques de y~ qui peuvent devenir in- 
finies. 

Imaginons maintenant que lea constantes 2p d'indice impair soient 
toutes nulles; je dis que 

asp 
et dy I dy~ 

ne ch~ngeront pas quand on changera Y2 en y~ + 2~r toutes les fois que 
l'indice p ser~ pair ct qu'au contraire ces deux fonctions changeront de 
signe, sans changer de valeur absolue quand oil changera Y2 en Y2 ~ 2~r, 
toutes l es lois que l'indice _p sera impair. 

Je suppose que le th~o%me soit vrai pour: 

dz, dZ, dZ~ dZ, asp_: dZp_: d~'~_l 
dy 1 ' dy ,  ' dyl  ' dy~ ~ ' ' ' '  dy  I ' dy ,  ' dy  1 

et je me propose de dSmontrer qu'il est vrai 5galement pour 

dsP-~ et dSp 
d!t.2 d y l 

Si dSp_l dy, e,~t multipli5 par ( - -  I) p-1 quand y~ se change en Y2 T 2~r, 

il en sera de  InSme de: 
dz _, 
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Nous avons trouv6 en effet 

w 18. 

dSp_1 I 
dy, ----- ~ ~-1 -{- ~ A ,  cos my~ + ~.B. sin mY1, 

A, et B. 6tant des fonetions p6riodiques de Y2- 
dZp_l 

Si ~ est multipli5 par ( - - I )  p-~ quand Y2 augmente de 2rr, il en 

sera de m~me de A:  et B ,  et des d~riv~es de ces fonctions par rapport 
Y2" Il en sera done encore de mdme de: 

dSp_, [dSv_, ] dA. sin my, dB. cos my, 

Nous avons maintenant ~ montrer que cela est vrai de 

[asp_,] 
d.--8~,, J" 

Pour cela il est n6cessaire d'6tudier de quelle mani~re K~ d6pend 
des fonctions So, S~, S 2 . . . .  , Sp_~. Je me propose d'~tablir que l'ordre 
de tous lea termes de /(p par rapport aux ddriv~es des fonctions d'indice 
impair 

s,,8~,s~,... 

sera de m6me parit~ que p. 
En effet, en faisant dans 

nous avons trouv6: 

\dy 1' d!I, ' Y1' Y~ ' 

8 = S o  + sir + s ~  + . . . ,  

F = H o  + ~ I r  H ~ +  . . . .  

Si je change V~ en - -  ~/~ et qu'en m~me temps je change $1, $3, $5, 
etc. en - - $ 1 , - - S ~ , - - S ~  etc. sans toucher aux fonctions d'indice pair, 
l'expression de F ne devra pas  changer. 

Done ~rp devra ~e changer en ( - - I ) P ~ .  
Cela montre que l'ordre de tous,les termes de //r par rapport aux 

d6riv6es de $1, S~, S~, etc., devra ~tre de m6me parit6 que p. I1 devra 
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donc, coinme je l'ai annonc6, en ~tre de mgme des termes de Kp puisqu'on 
obtient Kp en supprimant dans Hp les termes qui d6pendent de Sp_~ ou de Sp. 

Cola pos6, changeons Y2 en Y2 q- 2,-:; los d6riv6es de S~ ne changeront 
pas si q cst pair et au plus 6gal k p - - 2 ;  clles changeront de signe si 
q est impair et au plus 6gal k p ~  2. Donc Kp se changera en (--~)PK~. 

l~eprenons maintenant l'6quation (7) 

(7) ~v ~s, [ ~ - , l  ~,~, [d~-, l L dy, j - -  - ~ -  ~y, L - ~ y ,  J + [KA.  

Quand on change y~ en y~ + 2r,, 

[Kp] se change en ( - -  ,)P[Kp], 

et 

d-~--i A se change en ( - - - I ) ' [ ~ ] ,  

dS~ dS~ 
dy, se change en ~ dy, 

Nous pouvons m8me dire que 

~p se change en (--I)P2p. 

En effet cola est vrai pour p pair parce que ~o est une constant e 
ind6pendante de y~; cola est vrai encore pour p impair parce que nous 
avons supposd que los 2~ d'indice impair sont tous nuls. 

I1 r6sulte de 1/~ que 

[dsp_,] ~p_,[,,sp_, 1 - ~ y ,  j se change en ( - - I ,  Ld--~, _l 

et par consequent 

dSp_l dSp_l 
dy, en (--I)P-1 dy, 

C . Q . F . D .  

Je dis maintenant que dSp dSp dy, se changera en ( - - I )Pdy 1 

Act~ ma~honatlca. 13. Impr im6 le 9 octobre 1890. 27 
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Ecrivons en effet l'~quation (5) 

w 18. 

(s) dSp 
n, dy, = 2 A S p _ ,  --[-. Kp; 

Kp et ASp_~ et par consequent le second membre de l'~quation (5)seront 
multiplids par ( - - i )  p quand Y2 augmentera de 2r,. I1 devra donc en 

dtre de m~me du premier membre et de dS,, 
dy, 

C. Q. F. D. 

Je vais maintenant d6montrer que l'on peut choisir les constantes A~ 
de fa~on que lea d6riv6es des fonctions Sp ne deviennent pas infinies pour 
y~ --- 2k~. 

Supposons que l'on ait choisi les constantes 2 2 , 2 ~ , . . . ,  2p_~ de 
faqon que 

dS~ dS, dS~_~ dSp_~ dSp_l 
dy i ' dy 2 ' ' ' ' '  dy I ' dy~ ' dy I 

restent finies et que les constantes 2q d'indice impair soient nulles; je 

me propose de choisir 2p de faqon que dSp_l asp dy~ et ~ ne deviennent pas 

non plus infinies. Nous verrons en mdme temps que 2p devra ~tre nulle 
s i p  est impair. 

I1 est clair d'abord que si ~ reste finie, il en sera de mdme de: 

et de 

dy, L d--~y~ J 

MdB,[dSp-ll 
@p(y,)---- [ K p ] -  dy, L d-d~--j~ J" 

Reprenons maintenant l'dquation (7'). Le coefficient de la quantitd 

l inconnue L dy, J s'annule pour Y2 ~ 2k~r; pour que cette quantit6 in- 

connue demeure finie, il faut que le second membrc s'annule 6galemcnt 
et que l'on ait: 

~p(2k=) = ~.  
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Comme ~p ne change pas quand y= augmente de 47r, il suffira de 
prendre k = o  et k--= i et d%crire 

(8) ~ , (o)  = ~,,(~=.) = ,~. 

S i p  est pair, il n'y a pas de difficult6, on a: 

�9 , (y . )  = %(y,  + =,~) 

et par consequent: 
~,(o) = e,(=~), 

de sorte qu'il suffit de prendre: 

et 

a = =  ~,(o). 

Si au contraire p e s t  impair, on a: 

~ , ( y , )  = _ r  + ~ )  

et par consdquent 

Je dis que a est nul. 

Nous allons nous appuyer sur un lemme qui est presque dvident. 
Voici l%nonc~ de ce lemme: 
Soient ~1 et ~: deux fonctions p~riodiques et de pSriode 2rr par 

rapport g yl et k Y2. On sait que si ~ est une fonction p6riodique de 
d~ 

Yl, par exemple, la valeur moyenne de Ty~ est nulle. On aura donc 

aa 

~(o) = - ~ ( 2 ~ ) ,  

de sorte que les 8quations (8) ne peuvent ~tre satisfaites que si l'on a -  

~ ( o )  = % ( ~ - )  = ,~ = o. 

Nous avons donc g d6montrer que pour/9 impair, q)p(o)est nul. 
Soit en effet: 

0 , ( o )  = 
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OU 

les int6grales 6tant 6tendues k toutes les valeurs de Yl et de Y2 depuis 
o jusqu'k 2~r. 

I1 est n6cessaire pour que le lemme soit vrai que lee fonctions F1 
et ~= soient continues, mais leurs d6riv6es peuvent 6tre discontinues. Ces 
d6riv6es doivent seulement rester finies. 

Cel l  pos6, nous ach6verons de d6terminer la fonction Sp_l non plus 
par l '6quation (7'), mais par l '6quation suivante: 

~2"N 8i11 y~ [ dSp-1] 
z L dy e _1 --~ - - a  cos?6 + •(y,). 

(9) 2SAm cos my, + 22B,,, sin my, 

Elle ne diff6re de l '6quation (7') que par ee quc ,~j, a 6t6 remplac6 

par a COS y' 
2 

Cette 6quation montre d'abord que [ - ~ - q  L dj, J est une fonction p6rio- 

dique de Y2 et de p6riode 2r,, (je rappelle que p est suppos6 impair). 
De plus cette fonction ne devient pas infinie pour y,~ = 2k~, parce que le 
second Inembre de l'6quation (9) s'annule pour y~ = o et pour Y2 = 2~r. 

Posons ensuite 

dS o { dS, dS, p~l dSp_l fl~ 
= d y ,  3V [~ ~ + [~-~y[ q- "'" .+- /~t dy, -1- ~' 

p--1 dE dS___o ~ dS'~ dS, u ~,p_~ ; 
=d.v, + + + . . .  + / - ,  d,a 

7] sera une fonction de Yl, de y~ et de ,u d6finie par l '6quation: 

( ,o)  F( r  r Y,, Y,) = C. 

I1 est ais6 de voir que ~ est enti6rement d6termin6 puisque nous 
connaissons maintenant  compl6tement So, S~ . . . .  , @_~. On pourra donc 
tirer ~ de l '6quation (Io) sous la forme suivante: 

1 
r / = ~ 0 + / t ~  + ~ u ~ , + ' " ,  
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les r]~ 6rant des fonctions p6riodiques de y~ et de y~, de p6riode 2,'r par 
rapport k y~ et 4~ par rapport k y~. 

De plus on aura: 

dy~ d y ,  ~ ,a ~-y-y~ �9 

Nous n'avons besoin que de 7]0 ; or on volt tout de suite que ~/0 est 
donnde par l'~quation suivante: 

qui ne diff~re de l'~quation (5) que par ce que l'inconnue y est d~sign~e 
par r]0. , ~ 

Cette 6quation montre que r]0 est une fonction p~riodique de y~; il 
faut chercher la valeur moyenne de cette fonction. Si l'on se reporte 
la signification de l'Squation (9), on verra qu'eIle exprime que la partie 

moyenne du second membre de ( ~ )  est a cos y~. On a donc: 
2 

- - = - -  COS--.  

est susceptible de deux valeurs diff5rentes qui se permutent l'une 
duns l'autre, soit quand on change ~/~ en --~/~, soit quand on change 
y~ cn y~ -{- 2~. 

J'appellerai ~ la plus grande des deux valeurs de ~ et ~ la plus 
petite. 

De m~me ~ est susceptible de deux valeurs; j'appellerai ~, cello 
qui correspond ~ 95 et r celle qui correspond ~ r 

Enfin ~ est susceptible de deux valeurs; j'appellerai 72' cello qui 
correspond ~ 92 ct 72" celle qui correspond ~ r 72~ est susceptible de 
deux valeurs que j'appellerai de m6me 72~ et 72~'. 

La fonction 92 cst p6riodique de p6riode 2~r par rapport K y~; en 
effet, quand on augmente Y2 de 2~r, les deux valeurs de ~ se permutent 
entre elles; done ~2 qui est toujours 6gale ~ la plus grande de ces deux 
valeurs ne change pus. 

Pour la mdme raison, 91, r r ~/', ~2", 7]~, ~2~' seront des fonctions 
de p6riode 2~ par rapport ~ Y2. 

Des d6finitions pr6c6dentes, il r6sulte que 9x, ~ ,  r et. ~b~ sont des 
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fonctions continues, quoique les d6rivdes de ces fonctions, de m~me que 
7' et 7" puissent ~tre discontinues. 

Nous sommes donc dans les conditions oh notre lemme est applicable 
et nous pourrons 6crire: 

~d " 
,, ' j j  d,j, = rr r 

dd. \dr, 

l /  

ou encorc 

ou enfin: 

f f  d( i= dy, dy, 
~--- O~ 

dy~ dy~ 
d (~" - -  rff)]dy 

dy~ Idy 2 = o. 

Cette relation devra avoir lieu quel que soit #. 
Mais quand p tend vers o r] '--7]0 et rl"m 7'o' tendent vers o. 
Donc on aura:  

( ,2)  l i m # d  ( ' ~  ';~') dy, @.~ ---- o (pour /~ = o). 

Transformons le premier membre de l '6galit6 (I2). Je remarque 
d'abord que p 6tant impair,  7]o est une fonction qui dolt se changer en 
--7]0 quand Y2 se change en Y2 + 2~. II suffit pour s'en convaincre 
de se reporter k l '6quation (I x). Nous avons donc: 

d'oh 

r t r  

f f  d(~'O--dy.,. ~'o') dy~dy.~ ==2 JJ['['d(~ = " / f  'l(dyy~ 

I1 reste k voir pour quelles ,valeurs des y nous devons faire 7/o ----- T 7/o 
et pour quelles valeurs des y nous devons faire 7/o = -  70" 
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Si nous avons: 
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(I3) 
dS~ ~ dS, . P~ dS~_~ -.  ~s,+# + + +~, - -  ~o, 

nous devrons prendre d'~pr(~s notre convention: 

et 

dS o .- dS, dS~ .- dS, l ;  @ dSp-1 
f '  - ay~ + g~aT~ + ~ + zO~y~ + ' ' ' +  

r dS, dS 1 dS~ dS~ ~ dSp-1 

Si au contraire le premier membre de l'in6galit~ (I3) est n6gatif, 
nous devrons prendre: 

et 

dS~ 

~2 ~-" dy  2 
- -  - -  @ ~-~y + . . . + t ,  ,Ly, 

alSo . .- dS, p~l dSp_l 
r = d.~, + O ~ + . . .  + I~ d.u, 

Tout d@end done du signe du premier membre de l'indgalit6 (I3). 
Egalons ee premier membre h o, nous obtiendrons une 6quation: 

dS, dS~ 
04)  dy, + t~-~, + . . . .  o. 

Cette dquation peut dtre regardde eomme d6finissant y, en fonetion 
de Yl et de #. 

On pourra r6soudre cette (!quation et 6crire: 

u , =  O(Ux, u). 

Observons seulement que 0 est une fonetion p6riodique de p6riode 2~r 
par rapport k Yl et que cette fonction 0 s'annule identiquement quand 
on y fair /~ = o. 

Par cons6quent quand y~ variera de 0 k 0 + 275 on aura: 

F 

~o ----- + ~o 
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et quand y.~ variera de 0 + err k 0 + 4rr, on aura 

w 18. 

r 
~70 = ~ ~70. 

Nos intdgrales doivent dtre dtendues ~t routes les wdeurs de Y2 
comprises entre o et 2rr. Mais cornme ~(', eat une fouctioa de p6riode 
2~, on aura: 

2~r 2r:  2 ~  0 + 2 ~  

d d 'Y~ , l "  d ag~ 
o o o o 

O U  

~,':: 0 + ~  

f f  drJ~ dyl dy, = @, dY~ dy" 
J J  - - .  

o o 

Quand # tendra vers o, le premier membre devra tendre vers o et 
d'ailleurs 0 tendra vers o, on aura donc: 

d'oh 

2;r 2n" 

j j  ev, 
0 0 

0 ~ : - -  77", - -  s i n  " " d ~ g  

Jy J O, 1 ,, 
0 0 

On a donc 
O t t O .  

C. Q. F. D. 

I1 r6sulte de l~ que si l 'on annule les constantes 2p d'indice impair  
et si l 'on donne des valeurs convenables aux constantes 2p d'indice pair, 

dS~ dSp 
les fonctions ~ et ~ resteront finies. 

On pourra donc les d6velopper suivant les sinus et cosinus des mul- 

tiples de Yl et de y" ~'~ 2 ;  les multiples pairs de "~ entreront seuis dans le 2 
d6veloppement s i p  est pair; si au contraire p e s t  impair, les multiples 

impairs de Y~ entreront seuls. 
2 
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Nous aurons alors pour les 6quations approximatives de la surface 
asymptotique 

p=o dy, ' x~ = ~ /.t dye" 
p=O 

Ces s6ries ainsi que nous l'avons vu sont divergentes, mais si on arr~te 
comme nous le faisons dans lea 6quations (I5) au n ~ terme, l'erreur corn- 
raise peut ~tre tr6s petite si ~t est trbs petit, ainsi que je l'ai expos6 
plus haut. 

Nous avons vu que la quantit6 appel6e plus haut a eat toujours 
nulle. On peut donner de ce fait essentiel une autre ddmonstration. 

Posons: 
p--3 

$ = ~ 0  + / ~  + / ~ ,  + . . . .  

Je dis d'abord clue T e s t  une fonction p6riodique de Yl et de y~. 
d T  d T  

En effet ses d6riv4ea ~ et ~y- sont des fonctions pdriodiques; on 

a donc: 
T.= fly~ + rY~ +2, 

et • 5tant des constantes et I"  ~tant une fonction p4riodique de Yl et Y2. 
On en conclut que 

d T  dT' d T  dT' 

dT'  dT' 
dy I et ~ 6tant des s6ries trigonom~triques dont le terme tout connu 

est nul. 

Mais les fonctions $1, $ 3 , . . .  , Sp_~ ~tant d'indice impair, leurs d6- 
d T  riv~es changent de signe quand on change Y2 en y~ "4- 2re. Donc ~ et 

d_TT changent de signe quand y~ augmente de 2z. Donc les termes tout 
dy~ 

connus fl et y sont nula. Donc T = T' est une fonc~ion p~riodique qui 
ne change pas quand Yl augmente de 2~ret qui change de signe quand 
Y2 augmente de 2~r. 

A ~  m a ~ .  13. Imprim~ le 90etobre 1890. ~8 
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Cela pos6, nous savons que ~ et ~ sont lids par l'dquation: 

F(r r Y,, Y,) = C. 

II en rdsulte que, si les deux valeurs de ~ se eonfondent., les deux 
valeurs de ( se confondent dgalement. 

Eerivons que les deux valcurs de ~ se eonfondent, il vient: 

(i6) d T  
dy---f- 2 ~ O .  

Cette dquation (~6) est d'ailleurs identlque k l'dquation (~4). Ecri- 
vons maintenant que les deux valeurs de ~ st confondent, il viendra: 

(~7) a T  "-~ av--: + ~-~-$ = o.  

Les dquations (x6) et (~7) devront ~tre dquivalentes. De plus elles 
devront gtre 6quivalentes ~ la suivante: 

y, = O(y,, #), 

0 ayant le m~me pens que plus haut. Supposons qu'on ddveloppe 6 
suivant les puissances croissantes de p,  il viendra: 

(~8) y, --  ~o, + t~'0, + ~03 + . . . ,  

0, , 0~, 0 a , . .. &ant des fonetions pdriodiques de y,. 
Supposons y~ 1i6 k y~ par l'dquation (I8); quand y~ augmentera de 

2zr, Y2 ne ehangera pas et T qui est p&iodique ne ehangera pas non plus; 
Oil  a u r 9 ~  d o n e  I 

2~r 

~ ' = ~ d T ---'~ ,i  T_d_y_y , d Y l - t-  ~y-y ~ d y 2 ~ o ,  
YI=O 

ou en remplagant dT 

et ( I7 )  

Si dans 

o 

d T  et t-~-y~ par leurs valeurs tirdes des 6quations (,6) 

p - -  I 2~r 

- f  t ~ 1 - - '~0 .  
v 

----- 7o + P ~  + P271, + " ' "  
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on remplace y~ par sa valeur (I8) il viendra: 

219 

r = r 4- p~  4- ~'r -b . . . 7  

~0 , ~1 • ~2, etc. ~tant des fonctions pdriodiques de y~. 
On devra avoir quel que soit #: 

et par consequent: 

f dy,(r + + +. . . )= o 
o 

o 

I1 est c l a i r  que pour obtenir ~0, il suffit de faire y~ = o dans ~%, 
o r  o i l  a 

[~o] ~ cos'V~. 

I1 vient donc 

OU 

27ra 
- - O  

a - - - - o .  C . Q . F . D .  

w 19. Troisi~me approximation.  

Nous nous proposons maintenant de construire exactement nos sur- 
faces asymptotiques ou plutbt leur intersection avec la surface Yl = o 
qui est comme nous l 'avons vu plus haut une surface sans contact. 

Dans notre mode de rspr6sentation g(~om6trique, la solution p6rio- 
dique que nous envisageons est repr6sent6e par une certaine courbe tra- 
jeetoire ferm4s. Cette courbe ferrule vient couper la surface Yl = o en 
un point que j 'ai repr6sent6 sur l'~ figure en 0'. 

Par cette courbe fermde passent deux surfaces asymptotiquss; ces 
deux surfaces coupent la surface Yl ~- o suivant deux courbes qus j 'ai 
repr6sentSes sur la figure en trait plein en AO'B' st A'O'B. 

J'ai repr5sent6 en trait  pointill6 . . . . . . .  la courbe yl = y~----o. 
Reprenons les notations du w I6; consid6rons les s6ries s l e t  s2 qui 

entrent dans les 6quations (4) de ce paragraphe; soient eomme dans le 
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w I6, s t et s~ la somme des p premiers tcrmes des s6ries si et s2. Nous 
avons vu que les 6quations: 

x ,  = 8~(y l ,  y2), ~ = 8~'(y,,  ~j~) 

repr6sentent des surfaces qui diffbrent tr6s peu des surfaces asymptotiques. 
Ces surfaces couperont la surface yl = o suivant des courbes qui ont 
pour 6quation: 

y,  = o ,  z ,  = s ~ ( o ,  y2), x2 = 8 ~ ( o ,  y,)  

et qui sont repr6sent6es sur la figure en trait mixte . . . . . . . . . . . .  

Fig. 9. 

f - 3 3 \  

�9 Y2 = 0 """~'""-.. . / ' / /  

Nous avons appris dans le paragraphe pr~eddent ~ former les sfiries s~ et 
s2; nous avons vu que s[(yi, y~) et N(y~, y~) sont des fonetions p6riodiques 
de pdriode ~r  par rapport ~ g~ et de pdriode 4 r  par rapport ~ Y2- 

I1 en r6sulte que la eourbe en trait mixte dolt ~tre eomme l'indique 
la figure une courbe ferm6e admettant un point double O. 

La premi6re question s traiter est la suivante: les eourbes en trait 
plein, intersections des surfaces asymptotiques avec Yl = O, sont-elles aussi 
des eourbes ferm6es? I1 est clair qu'il en serait ainsi si les s~ries sl et 
s2 6talent eonvergentes. Car les eourbes en trait pointill~ ~ diff6reraient alors 
aussi peu qu'on voudrait des eourbes en trait plein; la distance d'un point 
de la eourbe pleine ~ la eourbe pointill6e tendrait vers o quand p 
eroitrait ind6finiment. 

Je vais montrer sur un exemple simple qu'il n'en est pas ainsi. Soit: 

F---- p + q ~  2ttsin~Y-~/zs co s~ (y ) ,  
2 
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reprSsente une fonction p4riodique de y de p~riode zrc, et oh 
deux constantes que je suppose tr~s petites. Je forme les 

dx dF dy ~ dF 2q, 
d t -  d2 ~ I, dt d~l 

(,) 
dp dF dq dF 
dt - -  d~ ----- ~ [~e sin XF (y), dt ~ dy - - / t  siny -{- #e cos x~'(y). 

On voit que p et q joueront le mdme rble que j'attribuais ju~qu'iei k x~ 
et k x~, pendant que x et y joueront le rble que j'attribuais k Yl et k Y2, 
je n'ai chang6 les notations que pour supprimer les indices. 

Supposons d ' abord  e ~ o. Les ~quations admettent alors une solu- 
tion p~riodique qu i  s'dcrit: 

x = t, p = o ,  q ~ o, y = o. 

Les exposants caract~ristiques (en laissant de c8t6 les deux qui sont nuls, 
ainsi qu'il arrive toujours avec les dquations de la dynamique)sont ~gaux 

I1 existe alors deux surfaces asymptotiques qui ont pour 4quations: 

(1' Oil 

dSo dSo 
P- - - -d z  ' q- - - -dy  2 

p - = o ,  q---- + ~ / ~ s i n ~ .  
- -  2 

Les exposants caraet~ristiques n'~tant pas nuls, mais ~gaux k + ~/7/~ quand 
on fait ~ ~ o, il existera encore une solution p~riodique pour les petites 
valeurs de e; ~ cette solution pSriodique correspondront deux surfaces 
asymptotiques dont l'~quation pourr~ se mettre sous lu forme 

dS dS  

P - - d x '  q ~ - d y '  

S ~tant une fonction de x et de y satisfaisant ~ l'~quation 

+ s in'y-  + cos 
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Les exposants earactdristiques ne s'annulant pas pour e == o, il r6sulte 
de ce que nous avons dit h, h~ fin du w 1 3 que p e t q e t p a r c o n s 6 q u e n t  
S sont d6veloppables suivant les puissances croissantes de e. Posons donc: 

S = S o  + ~ E  + ~ s ~  + . . . .  

Nous avons trouv6 plus haut: 

2 

Quant k S~, il devra satisfaire k l'6quation: 

d,'g , y d S ,  ,~ + v'~ sin ~ ,tT - I~ cos :~  (y). 

Si l'on d6signe par 2 une fonetion qui satisfasse k l'6quation: 

~z  V ~ s i n ~  dZ ~ + . ~ = / , e ' ~ r  (i = / - , )  

S a sera la partie rdelle de 2.  Or on peut satisfaire ~ eette dquation 
en faisant: 

~ = e"r 
il suffit pour cela que: 

ir + ~/~ sin ~! de 

L'6quation en O ainsi obtenue et qu'il s'qgit d'int6grer est lin6aire. Son 
int6grale g6n6rale s'dcrit: si ~ ( y ) ~  o 

\ v 4 ] '  

et si ~(y) est queleonque: 

Comme ~ doit 6tre d6veloppable suivant les puissances enti6res de y 
pour les petites valeurs de y, il est facile de voir quelle valeur il faudra 
donner k la eonstante d'int6gration. Si, pour y ~- o, e(y) s'annule, l'int6- 
grale devra s'annuler aussi, de sorte qu'il faudra la prendre entre les li- 
mites o e t  y. 
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Que faudrait-il maintenant pour que lea courbes BO'B '  et A O ' A '  
' 9 fussent fermees. Il faudrait que la fonction S rest~t t ime ainsi que ses 

dSriv&s pour routes lea valeurs de y e t  fftt pdriodique de pdriode 4~ 
par rapport g y (e'est ee qui arrivait, rappelons-le , pour les fonctiona s~ 
et s~ dont noua avons parl~ un peu plus haut). Comme cela devrait 
avoir lieu pour routes les valeurs de e, cela devrait avoir lieu de S,, 
et comme S~ est ~gal ~ coax multiplifi par la partie r&lle de r  plus 
sinx multipli6 par la partie imaginaire de r  cela devrait avoir lieu de r 

Donc pour les valeura d~ y voisines de 27r, r devrait &re d~velop- 
pable suivant les puissancea entiSres de y--27:. .  Maia il n'en est paa 

ainsi de tg . Done l'int~grale: 

J = ~g(y) s,n~ [ tg4)  dy 

0 

devrait ~tre nulle. 

Posona tg y t, il viendra' 

. - -  Ft -~ ( ,  - -  t~)dt 
J --- 4 , / 2 . j  # 

0 

I - -  t z 

Int~grona pas parties en remarquant que (l + t')' 

il viendra: 

J---- 4~ I + t ~ 
0 

Caleulons eette int6grale en supposant F ( y ) =  siny. 

t 
est la d6rivde de - - - = , ,  

i T t  

F a i s o n s  t 2 - - -  u ,  on a u r a :  

oo 

f a+l - ' *  

Donc J n'est pas nul; donc lea courbea BO'B '  et A O ' A '  ne sont paa 
ferm~es; donc les sSries s, et s 2 ne sont pas convergentea, non plus que 
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les s6ries d6finies dans les w167 I4 et 18 ainsi que je l'avais annonc6 dans 
ces paragraphes. 

La distance des deux points B et B' n'est donc pas nulle, mais elle 
jouit  de la propri6t6 suivante. Non seulement BB' tend vers o ,  quand 

BB' 
# tend vers o,  mais le rapport --V tend 6galement v e r s o  quelque grand 

2 

que soit p .  
En effet la courbe pointill6e a pour dquation 

yl = o,  xl  = Sl '(O, v,), x ,  = s~ ' (o ,  y~) 

et la courbe en trait  plein a pour 6quation: 

vl = o,  x,  = f (o, v , ) ,  = f , ( o ,  v,) .  

D'aprgs ce que nous avons vu plus haut  les s6ries s I et s 2 repr6sentent 
asymptotiquement les fonctions f~ et f2, ce qui veut dire que l 'on a: 

l im fl - -  ~ - -  - -  lira f~ ----'~ - -  o (pour /~ = o). 
P P 

P 

Done le rapport ~ / ~  de la distance de B ~ la courbe pointil lfe tendra 
P 

v e r s o  et il en sera de m~me du rapport ~ /1 ~ de la distance de B' b, 
cette courbe pointill6e. On a done: 

lira - -  
BB' 

7 - ~ o .  
/~ 

C. Q. F. D. 

En d'autres termes, si on regarde /~ comme un infiniment petit du 
premier ordre, la distance BB', sans dtre nulle, est un infiniment petit 

I 

d'ordre infini. C'est ainsi que ]a fonction e I, est un infiniment petit 
d'ordre infini sans dtre nulle. 

Dans l 'exemple particulier que nous avons trait6 plus haut, la di- 
stance BB' est du mdme ordre de grandeur que l'intggrale J ,  c'est 

dire que e VG. 
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Une seconde question ~ traiter est celle de savoir si les deux courbes 
O'B et O'B' prolong~es se coupent. S'il en est ainsi en effet, la tra- 
jectoire qui passera par le point d'intersection appartiendra ~ la fois aux 

\ 

deux nappes de lu surface asymptotique. Ce sera une trajectoire double- 
merit asymptotique. Soit C la trajectoire fermge qui passe par le point 
O' et qui repr4sente la solution pSriodiquc. La trajectoire doublement 
asymptotique diffgre trSs peu de C, lorsque t est n6gatif et trgs grand, 
elle s'en (~loigne asymptotiquement, s'en ~carte beaucoup d'abord, puis 
s'en rapproche de nouveau asymptotiquement, de fa~on h diff4rer tr~s 
peu de C, lorsque t e s t  positif et tr~s grand. 

Je me propose d'6tablir qu'il existe une infinitg de trajectoires double- 
ment asymptotiques. 

Je commence par observer que la courbe O'B, quelque loin qu'on 
la prolonge, ne pourra jamais se recouper elle-mdme, c'est ~ dire que 
cette courbe O'B prolong5e n'a pas de point  double. En effet d'aprds 
la d4finition de cette courbe les 'ant4cgdents des divers points de O'B 
sont eux-mdmes sur cette courbe O'B; de sorte que l'ant~c6dente de la 
courbe O'B est une portion de cette courbe. De m6me la seconde, la 
troisi~me etc.,, la n e ant5cSdente de O'B sont des portions de plus en 
plus petites de cette courbe, limit6es par le point O' d'une part et un 
point D de plus en plus rapproch6 de O' d'autre part. 

Si ]a courbe O'B avait un point double, il en devrait ~tre de m(~me 
de routes ses ant5c6dentes, et par consgquent de tout arc O'D si petit 
qu'il soit, faisant partie de O'B. Or les principes du w 13 nous permet- 
tent de construire la portion de O'B voisine de 0' ct de constater que 
cette portion de courbe n'a pas de point double. I1 e n e s t  donc de 
m6me de l a  courbe entigre quelque loin qu'on la prolonge. 

D'aprSs lu ddfinition des deux nappes de la surface asymptotique et 
des courbes BO'A', B'O'A, l'une de ces courbes (par exemple la courbe 
BO'A') est telle que le n" ant~cddent d'un point de cette courbe se rapproehe 
inde~finiment de O', quand ~ augmente; pour l'autre courbe B'O'A, c'est 
le n ~ cons4quent qui se rapproche ind~finiment de 0'. Ce que nous 
venons de dire s'applique done ~galement ~ la courbe O'B', pourvu qu'or 
remplace partout le mot antgc4dent par le mot consgquent. Donc la 
courbe O'B' quelque loin qu'on la prolonge ne se recoupera pas elle-m6me 
et il est clair qu'il en sera de m~me des courbes O'A et O'A'. 

Acta math~mmtiva. 13. Imprim6 le 14 octobre 1890, 29 
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Je dis maintenant que la courbure des courbes O'B et O'B' est finie, 
je veux dire qu'elle ne croit pas ind6finiment quand /~ tend v e r s o .  

En cffet nous avons vu que non seulement les s6ries s~ et s~ repr6- 
sentent asymptotiquement les deux fonetions f~ et f2, mais que ]es s6ries 

dy] ~ repr6sentent asymptotiquement ~ et ~ .  

On en conclut que si f~ est regard~ eomme un infiniment petit, ]a 
courbure de la courbe en trait plein au point B diff6rera infiniment peu 
de la courbure de la courbe pointill~e au point le plus rapproch6; or 
cette derniSre courbure est finie, done il en est de mdme de la courbure 
de la courbe en trait  plein. 

Soit maintenant BI ]e cons6quent du point B e t  B~ celui du point 
B'. La distance BB~ est du m~me ordre de grandeur que @ et il en 
est de mdme de la distance B'B~, les arcs BBI et B'B'I sont done tr~s 
petits si /~ est trSs petit et leur courbure est finie; d 'autre part  les 

BB' BB' 
distances BB', B~B'I de mdme que les rapports BB, ' B'B', tendent v e r s o  

quand /L tend vers o; enfin il existe un invariant int6gral positif. 
Nous nous trouvons donc dans les conditions du (h6or~me III du w 8. 

Nous en conclurons que les arcs BB~ et B'B; st coupent, c'est ~ dire 
r ,Qr que la courbe O'B' coupe la courbe O'B prolongee et par con, equent 

qu'il existe au moins une trajectoire doublement asymptotique. 
Je  dis maintenant  qu'il en existe au moins deux. 
En effet la figure a 06  construite de fa(;on que les points B e t  B' 

soient sur la courbe 

Mais l 'origine des Y2 est rest6e arbitraire; je puis supposer qu'on la 
choisisse de telle sorte qu'au point d'intersection des deux courbes O'B 
et O'B', on air Y2 ~ o. En ce cas les points B et B' coincident. II 
dolt done en ~tre de mSme de leurs cons~quents B1 et B'I. Les deux 
arcs BB1 et B'B[ ont alors mdmes extr6mit6s, mais cela ne suffit pas 
pour satisfaire au th6orSme III que je vicns d'appliquer (il faut en effet 
pour satisfaire ~ ce th6or&ne que raire limit~e par ees deux arcs ne soit 
pas convex@ il faut encore qu'ils se coupent en un autre point N. 

Par ce point passera une trajectoire doublement  asymptotique qui 
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ne se confondra pas avec  celle qui passe en B.  Il y a donc au moins 
deux trajectoires doublement  asymptotiques. 

Je suppose toujours que les points B et B'  se confondent. Soit 
B~IN ]a portion de la courbe 0'J~ comprise entre ]es points B et N; 
soit de mdme B I N  la portion de la courbe O'B' comprise entre le point 
B- - - -B '  et le point N. Ces deux arcs B M N  et BPN l imiteront une 
certaine airs que j 'appelle a. 

Nous avons vu que dans le cas particulier du probl~me des trois 
corps qui nous occupe on peut appl iquer  le thdor&ne :er du w 8. I1 
existera donc des trajectoires qui traverseront une infinit~ de lois l'aire a. 

Done parmi les cons~quentes de l'aire a, il y e n  aura une infiniCd 
qui auront une partie commune avec a. 

Si done on consid~re la courbe fermSe BMNPB qui limite l'airc a, 
et les cons~quentes de cette courbe, il y aura une infinitd de ces consd- 
quentes qui couperont la courbe BMNPB elle-m~me. 

Comment cela peut-il se faire? 
L'arc B M N  ne peut couper aucun de ses cons~quents; ear l'arc 

B/TIN et ses cons~quents appart iennent  ~ la courbe O'B et la courbe O'B 
ne peut se recouper elle-m~me. 

Pour la m~me raison 1'arc B P N  ne peut cohper aucun de ses 
cons~quents. 

I1 faut donc, ou bien que l'arc B M N  coupe un des consdquents de 
BPN, ou que 1'arc B P N  coupe un des cons~quents de B M N  (dans les 
hypotheses off nous nous sommes places, c'est le second cas qui se pr~- 
sentera). Dans l 'un comme dans l 'autre cas la courbe O'B ou son pro- 
longement coupera la courbe O'B' ou son prolongement. 

Ces deux courbes se coupent donc en une infinit4 de points et une 
infinit~ de ces points d ' intersection se trouveront sur les arcs B M N  ou 
BPN. Par ces points d'inCersection passeront une infinit4 de trajectoires 
doublement  asymptotiques. 

On d4montrerait de la mdme mani~re que la surface asymptotique 
qui coupe ]a surface y: -~ o suivant la courbe O'A contient une infinit5 
de trajectoires doublement asymptotiques. 
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C H A P I T R E  I I I .  

R e s u l t a t s  d ivers .  

w 20. S o l u t i o n s  19dri, o d i q u e s  d~e 2 ~ g e n r e .  

Dans le ehapitre pr6e6dent et en particulier dans les w167 I7 et I8 
nous avons construit nos s6ries en  supposant que l'on donne ~ C~ une 
valeur tant6t sup6rieure tantSt 6gale ~ ~ F~" 

Supposons maintenant qu'on ait donnd ~ C~ une valeur < -  ~4" 
Alors 

n'est pas toujours rSel. Supposons par exemple que, pour la valeur 
I " ehoisie de 6'1, x: reste r~el quand Y2 varie depuis ri~ jusqu'~ riG. Je 

vais eonsid~rer une valeur ri7 de Y2 comprise entre ri~ et ri~ : 

et je vais chercher ~, d6finir les xf pour routes les valeurs de Y2 com- 
prises entre ri~ et riT. 

J'observe d'abord que x~ est susceptible de deux valeurs 6gales et 
de signe contraire, ~ cause du double signe du radical; donnons d'abord 
par exemple ~ ce radical le signe 2c. 

Imaginons que 1'on ait calcul6 successivement 

xl ,  x~, . . . ,  x~ -2, 

�9 ~, ~ , . . . ,  x.'y. 

L'6quation (7) du w I8 nous donne: 

x~[x~ -1] = o(y~) + c,_1, 

O(y~) 6tant une fonction entiSrement connue de y~ et Ck_l une constante. 
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Noua d~terminerona cette conatante par la condition 

~(~) + c~_, = o. 

Alors blen que x~ s'annule pour y~ = 7/~, la fonction 

[ x i - ' ]  = 6 ( y ~ )  - ~(,~,) 

reste finie pour Y2 = ~" 
l~oua avona done complStement ddtermind lea fonctiona xf pour 

7]~ < y~ < 727 et nous appellerons x0~.~ lea fonctions de Y2 ainsi ddtermindes. 
Supposons que ton  recommence le calcul en dormant au radical le 

signe ~ .  On trouvera pour lea fonctions x~ de nouvellea valeurs que 
j'appelle Xlk.~ et qui seront d'ailleurs ]a continuation analytique des pre- 
mieres. 

Imaginona ensuite que l'on remplace C~ par une constante nouvelle 
C'~ trfis voisine de C~. 

Alors le radical: 

V/~v([F,:] + c;) 

sera r6el toutes lea lois que y~ sera compris entre 7]7 et une certaine 
Jvaleur 7is tr6s voisine de 72~. 

Cela pos6, noua allona par le proc5d6 expos6 ci-deasus calculer los 
fonctions x~ pour los valeurs de Y2 comprises entre :77 et ~s, d'abord en 
faisant: 

/ 2 X 1 
+ V~([F,t + c;) 

(nous appellerona x~.i lea fonctions ainsi calcul6es), puis cn faisant 

__72 4 = ~ ( [ F , ]  + e;)  

(noua appellerona x~.~ lea fonctiona ainsi calcul6es). 
Nous allons ensuite construire lea quatre branches de courbes: 

,~ y,  = o,  x,  = ~0.1(y2), x~ = ~0.2(y:) 

que nous prolongerons depuis y~ = 76 ~ Y~----~/7" 
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2~ ~Jl = o ,  ~,1 = ~/~l.l(y2), x2 = ~1.2(Y2) 

que nous prolongerons 6galement depuis y~ = 7 h jusqu's y~ = ~ .  

3 ~ y2 ~-- o, x, ----- V~.t(Y2), x2 = F~.2(Y~) 

que nous prolongerons depuis Y2 ----7/7 jusqu'k y,----7]s. 

4 ~ y,  = o ,  . , ,  = r ~ = ~ = ( y ~ )  

que nous prolongerons 6galement depuis y~ ---- 7/; jusqu'h y~ = 7]8. 
Dans ces formulcs nous avons pos6: 

k 

La premi6re et la seconde de ces courbes se raceorderont et seront 
tangentes en un mdme point k la courbe y._, ~---7/~. 

La troisi6me et la quatri6me courbes se raccorderont 6galement et 

seront tangentes en un mdme point ~ la courbe Y2-----ri,. 

Fig. 8. 

C'est ce qu' indique la figure 8 oh les trois arcs pointill6s repr6- 

sentent les trois courbes 

Y2 = ~ ,  7/7 , 78,  

oh l 'arc A B  repr6sente la 1 ~r' de nos quatre branches de courbe, l 'urc 

AD' la seconde, l 'arc B'C la 3 me et l 'arc DC la quatri6me. 
Nous regarderons C 1 comme une donn6e, mais C~ est restd jusqu'ici 

arbitraire. Nous ddterminerons C~ par la condition que la I ~re et ]a 3 m~ 

courbes se raccordent et que los points /? et B'  se confondent, ce qui 

s 'exprime analyt lquement  par les conditions: 

( i )  ~ 0 1 ( ~ , )  = ~ . , ( ~ , ) ,  ~ 0 2 ( ~ , )  = ~ . 2 ( ~ , ) .  
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Ces deux 6quations ne sont d'ailleurs pas distinctes e t  se ram6nent 
k une seule. 

En nous appuyant  sur le th6or&ne ]II du w 8 nous pourrions d6- 
montrer  que si C' 1 est d6termin6 par les 6quations (I), les 6quations 

(i ') ~1.1(~7) = ~3.1(~7), ~i.~(~7) = ~3.~(~7) 
k-*-I 

seront aussi satisfaites aux quantit6s prSs de l'ordre de /~ 2 ; c'est k dire 
(lue la 24~ et la 4 m~ courbes se raccorderont aux quantit6s prSs de cet 
ordre, ou que la distance DD'  est un infiniment petit de m~me ordre 

k 4 - 1  

2 que # 
Mais je dois faire ici la m6me observation que plus haut;  les s6ries 

auxquelles on parvient de la sorte ne sont pas convergentes bien qu'elles 
puissent rendre des services si on les manie avec pr6caution. 

I1 existe donc des r6gions, oh, au moins pendant un certain temps, 
Y.2 (dans le eas oh ron  suppose n~ = o) on n ~ y , -  n,y.,. (dans le eas g6ngral) 
eonservent des valeurs finies. C'est ce fait que les astronomes expriment  
d'ordinaire en disant qu'il  y a libration. On peut se demander si ces 
r6gions de libration sont sillonn6es de solutions pgriodiques. 

On peut s'en rendre eompte par les consid6rations suivantes. 
Ecrivons les 6quations" 

0 = x, + Zx , 

= x ~ + O + c,) + m L  

Ces 6quations sont k des quantit6s pr6s de l 'ordre p celles de surfaces 
que nous avons construites (voir figure 8); elles satisfont donc approxima- 

9 
t ivement aux 6quationS (3) du w 17. Quant k u2 c est une fonction de 

�9 " ~ que par une fonction de y~ de telle y~ et de y~ qui ne dlffere de x~ 
sorte que 

dolt d'ailleurs rester toujours finie. Cette fonction u.2 
Je me propose de modifier la forme de la fonction F qui entre 

dans nos 6quations diff6rentielles de fat;on que ces 6quations (2)sat is ,  
fassent exactement aux 6quations (3) du w 17. 
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Je  cherehe donc une fonction F*  telle que les 6quations: 

w 20. 

(z) 

d z  I __ d F *  d %  __ d F *  

dt  dyl" ~ d t  dy~ "~ 

dy ,  __ d F *  dy~ _ d F *  

d t  d x  x ~ d t  dx~ 

admettent  des surfaces trajectoires repr6sentdes prdcis6ment par ces 6qua- 

tions (2). 
Voici comment  nous d6terminerons cette fonction F*. 

o 0 sont d6termin6s par les deux 6qua- 0bservons d'abord que x~ et x: 

tions simultan6es 
dF0 

F 0 ( x ~ ,  x~ ~ = c ,  a ~  - o .  

0 0 On peut tirer de ces deux 6quations x~ et x.2 en fonctions de C. 
~ des fonctions connues de C. Nous regarderons donc d6sormais x~ et x,~ comme 

D'autre part  [F~] cst une fonction de y~, de x~ ~ et de x ~ ce qui 

nous permet  de le regarder comme une fonction connue de y.~ et de C. 
Les dquations (2) nous donneront par cons6quent x~ et .% en fonc- 

tions de y~, de y.,, de C et de C~. 
Remarquons que si x~ et x~ sont d6finis par ces 6quations 

x, dy, + x, dy2 = dS  

est une diff~rentielle exacte, de sorte que: 

dz~ d~d 
, 

dy2 dYl  

R~solvons maintenant  los dquations (2) par rapport  k C et C1, il  

viendra 
C ----- F ~@1, x ~  Yl, Y~), 

q = r  x2,u, ,u , ) .  

La fonction F ~ est ainsi d~finie et on aura cn employant  la nota- 

tion de JAcom: 
[F* ,  ~ ' ]  = o, 
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ce qui signifie que 
~* -~ const, 

233 

est une int6grale des 6quations (3). 
La solution la plus g6n6rale de ces 6quations (3) s'6crit alors: 

d S  __dS __dS --__ C' -4- t~ d S  , 
(a) dy t - -  Xl '  dy~ -~ x~, dC dC~ ~ C'1' 

C' et C; 6rant deux nouvelles constantes d'int6gration. 
Cherchons ~ former effectivement F ~ ou du moins ~ nous rendre 

compte de l 'ordre de grandeur de la diff6rence: 

Or x~ est d6fini par la condition suivante: 

�9 "(z ~ + / ~ x ~ ,  x~ + ~/~z~) ~ c 

dolt 6tre une quantit6 de mgme ordre que /.t~/-. (Cf. w ~7.) 
dFo Done comme dz---~ est nul, la fonction 

P ( x  ~ + #x~,  x ~ + @z~  + su~) - -  v 

2 sera encore de mdme ordre que #~/~, quelle que soit la fonction u~. 
D'aiUeurs on a identiquement:  

F~(x~ + ~x~, z ~ + @x~ + ~u~) = ~7. 

Done la diff6rence 
F - - / ~ *  

regardde comme fonction de tt, de C, de C 1, de Yl et de y~ est de l'ordre 
de #~/~. 

Posons maintenant:  
0 ~@=z~--x~. 

Des deux 6quations (I) on tirera facilement C 1 et C en fonctions 
de x 1, $2, Yl, Y~ et #;  on volt alors sans peine que C et C a pcuvent ~tre 
d6velopp6s suivant les puissances positives de ~/~, les coefficients 6tant 
des fonctions finies de Xl, de $2, de Yl et de Y2" 

Aeta mathematif,,a. 13, I m p r t m 6  le 14 octobre 1890. 30  
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Nous venons de voir que F - - F  ~ est une fonction de tt, de yx, de Y2, 

de C et de C x dont le ddveloppement suivant les puissances de tt com- 
mence par un terme en /,~/~; si nous y remplayons C et 6'1 par leurs 

valeurs en fonctions de p,  de x~, de $2, de ya et de y~, nous verrons que 

cette diffdrence F ~  F * est une fonction ddveloppde suivant les puis- 

sances de #,  dont les coefficients ddpendent de x~, $2, Y~ ct y~ et qui 

commence par un terme en tt ~//~. 

Par  consdquent la fonction: 

t I _ _  . F  zl: 

;. j~  - f ' ( i~ ,  ~, , ~',, ,,J, , y~) 

ne devient pa~ infinie pour l_t ~ o. 
Par  le ehangement de variable que nous venons de f'fire les dqua- 

tions (3) deviennent:  

(3') 

(lx 1 elF* d!Ii , iF*  

d t  dy.  ~ d t  ,Ix~ 

d $ ,  rib'* ,lu, .... d1"* 

De mdme los dquations proposdes: 

doivent se rdduire h: 

dx~ ~ d F  dy~ __ d F  

dt  dy~ ~ d t  dxi  

(4) 

dx  I d F  dy ,  __ d F  

d t  - -  dy~ ' d t  dx~ ' 

dr d F  d y  2 d F  

<lt @ d y ,  ' dt  @d~.~ 

Nous formerons en mitre les ~quations suivantes: 

(5) 

dx  I d ~17.11 _ d 
dY = a:~--, (e~ + ~F'), dt a.,  (F* + ~.e'), 

(lr el d!12 _ _  d 
= 0 < ~  (F* + ~F'), ,. ~,"~,~ (F* + ~F'), 

qui se r6duisent k (3') pour s = o et k (4) pour z = t tJt t .  
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D'apr6s ce que nous avons vu plus haut, les dquations (3) et par 
consequent les dquations (3') peuvent s'int~grer exactement;  nous en avons 
donnd par les 6quations (a) la solution g~n@ale. 

Si l 'on discute cette solution g~n~rale et si on cherchc fi~ la con- 
struire en conservant le m~me mode de reprdsentation g~om~trique que 
dans les paragraphes precedents, on verra qu'i l  existe une infinit~ de 
surfaces trajectoires fermdes. 

Ces surfaces qui out pour 6quation: 

(6) x,, 
'~ + F,] + (3,) + 1~"4 

diff@ent peu des surfaces que nous avons construites dans le w 17 ct dont 
l'(~quation s'Scrivait: 

+ @ + c,) 

(7) = o 

Elles  out mSme forme g~ndrale que les surfaces d4finies par l '6quation 
(7). Si donc nous raisons les mdmes hypotheses que dans le w 17 all 
sujet des maxima et des minima de [ i~] ,  deux de nos surfaces (6) seront 
des surfaces fermdes k courbe double;  ce seront celles qui correspondent 
aux valeurs - -9% et --9~4 de la constante C 1. Les autres se composent 
de une ou deux nappes ferrules. 

La surface ferm6e k courbe double sera pour nos ~quations (3') 
une surface asymptotique et elle partagera l'espace en trois r6gions comme 
nous l'avons dit plus haut. 

Parmi  ces r~gions, je distingue la r~gion R 2 comprise entre les deux 
nappes qui est une r~gion dite de l ibration et je me propose de montrer  
que dans cette r6gion, on peut tracer unc infinit6 de trajectoires ferrules 
correspondant ~ des solutions p@iodiques. 

Revenons en effet aux ~quations (a) qui nous font connaltre la so. 
lution g~n4rale des ~quations (3) ct (3'). D'apr~s la forme des ~quations 
(2), nous pouvons (icrire: 

8 :  ay 1 + by~ + e(y l ,  fig) + ~_ ~/([F1 ] ~l_ 
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a et b 6tant des fonetions de C ct de C 1 seulcment et O(y~, y..,) une fonc- 
tion r6eIle et p6riodique de Yl et de Y2. 

O n  en d6duit: 

dS da db dO r  f dy~ 

Nous donnerons ~ 6' 1 une valeur ddterminSe qui devra ~tre plus 
petite que - - ~ 4  puisque nous nous supposons plac6s dans la r6gion R2. 

La surface fcrm6e qui correspond "k cette valeur de C' 1 pr6sentant 
les m~mes connexions q~ae le tore, nous pouvons en faire le tour de deux 
mani6res diff6rentes: I ~ en regardant Y2 comme constant; 2 ~ en regardant 
Yl comme constant. 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant Y2 comme 
dS 

constant, Yl aura augment~ de 2zr et ~ aura augment5 de 

da 
27r dO t 

Quand on aura fait le tour de la surface en regardant Yl comme 
constant, y: sera revenu ~ la m6me valeur, mais l 'int6grale 

f . dy., 

+ C,)  

aura augment6 d 'une certaine p6riode v d6finie comme il suit: 
Supposons que les valeurs de Y2 pour lesquelles le radical vJ([F,] + C,) 

est r6el soient les valeurs comprises entre ~, et ~7~, on aura: 

+ C,) 
~s 

dS 
Quand notre int6grale augmentcra de v ,  ~ augmentera de 

vv/  
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Pour  que la solution qui correspond g cette valeur de 6'1 soit p6- 
riodique, il faut done et il suffit que ces deux quantit6s: 

2 7 r ~  et v 

soient commensurables entre elles. 
Cette condition sera dvidemment satislalte pour une infinit6 de va- 

leurs de 6'1; notre r6gion R 2 contient donc une infinit6 de trajectoires 
ferm6es, repr6sentant des solutions p6riodiques. 

Ainsi si K est un nombre commensurable quelconque, r6quation: 

(8) 2 ~r -dO~ = K v  2 N 

dob 
(qui contient 6' 1 parce que ~, ,  et v sont des fonctions de C1) nous don- 

nera une valeur de C1 correspondant g une so lu t ion  p&iodique. 
Pour discuter cette 6quation, il me faut chercher ce que c'est que 

da 
dO,"  

I1 me suffit pour cela de rappeler que: 

et que: 

a = xt + ff[x~] 

0 y~) Fo(X ~ + #x~ , x ~ + ~/f~z~) + / ~ F ,  (x ~ , x~, v , ,  

doit se r6duirc g C aux quantit6s pr6s de l 'ordre de #~. On en conclut: 

d'oh 

et: 

N ,  1", 2 : r~  Y2) = o 

- - . , D ' ~ ] - -  o , - -  [F,]  + [~',] = o 

da ff 
dO 1 n,  
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dC-~, est donc une constante, ind6pendante de C~, de sorte que l 'dqua- 

tion (8) peut s'6crirc 

~) 

(8 ' )  = c o n s t .  

Pour  discuter cette 6quation nouvelle, il convicnt de chercher com- 
ment varie v quand on fait varlet  6' 1 dcpuis --F.~ jusqu'k - - g l "  

Pour C 1 = - - g . , ,  v e s t  infini; C~ wtriant d e l ) u i s - - f ~  jusqu'k - -  f=, 
v d6crolt d'abord jusqu'h un certain minimunl,  pour croitre ensuite de 
nouveau jusqu'g l'infini. 

Pour 6'1 < -  g=, v peat  adrnettrc deux valeurs eorrespondant aux 
deux nappes de la surface et que l'on peut envisager sdparSment. (Cf. 
figure 7.) 

La premi&e nappe de la surface reste rdelle quand C 1 est eompris 
entre - - f , :  et --~Ca; la wdeur correspondante de v d6eroit depuis Fin- 
fini jusqu'g un certain ni inimum quand C'~ dderoit depuis -- F~ jusqu'k --  Fa" 

La seeonde nappe de la surface reste rdelle quand 6'1 est eompris 
entre --~,~ et - - g ~ ;  la valeur corresl)ondante de v dderolt depuis l'infini 
jusqu'g un certain minimum quand U1 dderoit dcpuis ~ f,~ jusqu'g ~ f ' l "  

Ainsi v admet trois minima au moins ct reste toujours sup&ieur g 
une eertaine limite positive. 

Si done nous regardons l%quation (8') eomme ddfinissant C 1 en fonc- 
tion de p,  C~ sera fonction continue de 1,, mais nous pourrons prendre 
# assez petit pour que eette 6quation n'admette aueune racine. 

Ainsi il est certain qu'il existe toujours une infinit6 de solutions 
p6riodiques; mais quand on fera dderoitre # ,  toutcs ees solutions dispa- 
ral tront  l 'une aprds l'autre. 

I1 r&ulte de ce qui prdedde que les dquations (5) admettent  pour 
s - - o  une infinitd de solutions p&iodiques; les principes du chapitre III 
(I ~:r partie) nous permettent d'affirmer qu'il y e n  a encore une infinit6 
pour les valeurs suffisamment petites de s. Comme # est tr6s petit, il 
semble t r& probable qu'il existera une infinit6 de solutions p&iodiques 
pour z = #~/~, c'est g dire pour les 6quations (4) qui sont d6duites par 
un changement de variable t r& simple des 5quations propos&s. 

Par  consdquent, si nous revenons g ees dquations proposdes, nous 



w 20. Sur le probl~me des trois corps et les dquations de la dynamlque. 239 

voyons que dans la r~gion de libration R: il y a u n e  infinitd de trajec- 

toires ferrules repr~sentant des solutions pdriodiques. Nous allons d'ailleurs 
l 'Stablir r igoureusement par une voie route diff5rente. 

Mais si faisant d6croltre # d'une maniSre continue, on suit une de 

ces trajectoires fermSes, on la verra se d~former aussi d'une fa~on con- 

tinue et disparaitre ensuite pour une certaine valour de ft. Ainsi pour  

# = o toutes les solutions p6riodiques de la r6gion /t 2 ~uront disparu 

l 'une apr6s l 'autre. Ce n'est pas ainsi que se comportaient les solutions 

p~riodiques 6tudi6es dans le chapitre I I I  (I ~e pattie) et qui subsistaient 
encore pou r /~  ~-- o. 

On pent d6montrer  que duns le voisinage d'une trajectoire ferm6e 

repr6sentant une solution p6riodique, soit stable, soit instable, il passe 

une infinit6 d'autres trajectoires fcrm6cs. Cela ne suffit pas, en toute 

rigueur,  pour conclure que toute r6gion de l'espace, si petite qu'el le soit, 

est travers6e par u n e  infinit6 de trajectoires ferm6es, ~ mais cela suffit 
pour donner h, cette hypothSse un haut  caractSre de vraisemblance. 

Ainsi que je viens de le dire, l 'aperqu qui pr6c~de ne suffirait pas 

pour 6tablir r igoureusement l 'existence des solutions p6riodiques du 2 ~ 

genre. Voici comment  nous y parviendrons. 

' Reprenons nos 6qu~tions diff6rentielles 

dzl dF dyi dF  
dt dyi ' dt dxi 

et envis:~'geons uric solution pSriodique du I ~ genre de pSriode T; quand 

t augmentera  de T ,  y~ at y~ augmenteront  de n~T et de ~ T ;  je sup- 
poserai comme plus haut :  

~ I T  = 27/' ,  ~?2 : o .  

Cela posS, de l '4quation 
F.-----C 

nous pouvons tirer x2 en fonction de x~, y~ et y:; en remplaqant x2 par 
la valeur ainsi obtenue, on trouve; 

dx~ dF dy I d F dy~ __ dF 
dr- dy 1 ' dt dx~ ~ dt (lx~ 

Les travaux rdcen~s de M. ~ANTOR nous oat appris cn effet (pour employer le 
langage de ce savant gdom~trc) qu'un ensemble peut ~tre parfait, sans ~tre continu. 
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les seconds membres pouvant gtre regard6s comme des fonctions connues 
de xl ,  Y, et Y2. Enfin en 61iminant dt il viendra: 

dx, X, d.v, __ y, (9)  ,jq = 

X et Y 6tant des fonctions connues de x~, y~ et y~, p6riodiqucs de pdriode 
2~ par rapport ~ y~. 

Soit: 
�9 1 = y2  = 

la solution p6riodique considdr6e qui sera de p6riode 2~ par rapport h 
Yl; je suppose que cette solution p6riodique soit celle que nous uvons 
ddfinie plus haut ct qui 6tait repr6sent6e approximutivement sur la figure 
du w I7 par la courbe ferm6e isolde de la surface C~ = ~ 3 .  Ce sera 
donc une solution p6riodique stable, elle admettra deux exposants carac- 
t6ristiques a e t  - - a  6gaux et de signe contraire et dont le cart6 sera 
r6el n6gatif. 

Soit maintenant 

une solution peu diffdrente de la premi&re. Soient conformdment aux 
notations du chapitre III ( ~  purtie) f l l c t  fl~ les valeurs initiales de 
$~ et de ~ pour Yl = o, et fl, + r fl: A- r les valeurs de $i et de $2 pour 
Yl----2kz (k entier). La solution seru p6riodique de p6riode 2k~ si 1'on a: 

r  = r  = o .  

On suit que ~b~ et r pourront se d6velopper suivant les puissances de 
/~1 et ~82 et qucces  fonctions d6pendront en outre de tt. 

Si on regarde un instant ill,/~2 et # comme los coordonn6es d'un 
point duns l'cspace, les dquutions (Io) rcpr6sentent une certaine courbe 
gauche et h chaque point de cette courbe gauche correspond une solu- 
tion p6riodique. I1 est clair que r et r s'annulent avec /~1 et /~2; en 
effet si l'on fait $1 = o ,  $2-----o, on obtient, d'apr&s la ddfinition de $1 
et de $~, une solution p6riodique de pdriode 2~r qui peut aussi dtre 
regard6e comme p6riodique de p6riode eke. 

La courbe (~o) comprend donc d'abord l'uxc des # tout entier. Je 
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me propose de d~montrer que si, pour S----S0,-ka est mult iple  de 2i~, 
il existera une autre branche de la courbe (xo) qui passera par le point 

s=z0, ill=O, fl =o 
et par  consdquent que pour les valeurs de S voisines de S0, il existe 
d'autres solutions p6riodiques qu e $, ~ $2 = o. 

Posons S - - S 0  = 2 et cherchons ~ ddvelopper r et r suivant les 
puissances de iS,, de /~ et de 2. 

Calculons d'abord les termes du I e~ degr5 par rapport  h /91 et ~/~:. 
Je dis d'abord que pour 2 ~ o, c'est ~ dire pour S-----S0, tous ces 

termes sont nuls. ~ 
En effet supposons que l e s $  soient assez petits pour qu'on en puisse 

n~gliger les carr4s. Nous avons vu dans la I ~ partie quc dans ce cas, 
les $ satisfont ~ un systSme de deux 6quations diff4rentielles linSaires, 
que nous avons appel~es ~quations aux v~riations des 4quations (9). 
Nous avons vu 4galement que ces 5quations lin~aires admettent deux 
solutions remarquables; que la premiSre de ces solutions est multiplidc 
par e '"~ quand y~ augmente de 27r, et que l 'autre est multiplide par e -2~. 

Pour 2 ~ o, ka est un mult iple  de :i~r de sorte Clue e :"~" et e -2~' 
sont deux racines ]~es de runitd. Doric nos deux solutions sc reproduisent 
quand y~ augmente de 2k~-. Comme l'Squation est linSaire, la solution 
g5n4ra]e est une combinaison lindaire de ces deux solutions remarquables, 
et elle ne change pas non plus quand y~ augmente de 2k~r. 

Comme r  e t  r sont pr~cis~ment les accroissements que subissent ~ 
et ~2 quand y~ passe de la valeur o ~ la valeur ~k~r, r et r doivent 
~tre nuls; mais cela n'est vrai que quand $~ et $~ (ou fli et /~) sont 
assez pctits p o u r  qu'on puisse en n~gliger les carr~s; ce seront donc 
seulement les termes de ~b~ et ~ qui sont du z ~ degr5 en fl~ et fl~ qui 
seront nuls. 

Soient: 

a/~l-{-b~82 les termes du premier degr6 de 

c/~1-~ e~,, les termes du premier degr~ de 

Nous venons de voir que pour 2-----o 

a = b - - - - c = e - - ~ o .  
Avta mathe, matiea. 13. Imprim~ le 18 octobre 1890. 

C.Q.F.D. 

~:.  

31 
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Soit encore pour 2----o:  

da  
! 

d2 a 

Je  dis que 

En effet l '6quation en S 

H. Poineard. w 20. 

db dc de 
- -  ~ - - ~  C ' .  - -  ~ e ' .  
d2 b'~ d2 d2 

a ~ .-]- e' ----- O. 

admet pour racines: (cf. w I2) 

S I - -  e ~ S ~ I - -  e - ~ k z ' '  

pour 2 ~--o, ces deux racines sont nulles; si 2 est assez petit pour qu'on 

puisse en n6gliger le cart6, elles seront 6gales k: 

+__ 2 k ~  2. 

L'6quation en S: 
- -  s ) -  b ' c ' =  o 

aura donc pour  racines 

S =- • 2k~--~. z 

et comme ces deux racines sont 6gales et de signe contraire on aura:  

a '  -~- e* ~--- o .  

' e '  b' et c' De plus a ,  , ne seront pas nuls s la lois ell gdndral. En effet 

cela ne pourrait  avoir lieu que si ( b z  ,1,z dtait nul. Or /l o est une 
d), ,//~ 

quantitd choisie de telle sorte que a (qui eat une fonction de /~)soit  

commensurable avcc 2i=. Or d,~ d,~ ne pourrait  s 'annuler pour toutes les 

valeurs commensurables de ~ qu'en s 'annulant identiquelnent;  alors a 

serait une constante (qui devrait  d'ailleurs 6tre nulle puisque a = o pour 

p = o) ce qui n'a pas lieu en g6n6ral. 
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Nous avons vu que pour 2--~ o les termes du I er degr~ de r et 
de ,r S'annulent identiquement. Supposons qu'il en soit de m~me des 
termcs du 2 d degrS, du 3 e degrS, etc., du m - - I  ~ degr~, mais clue les 
termes du m ~ degr~ ne s'annulent pas identiquement dans r et dans r 
pour 2 ~ o. Soit 0j l 'ensemble des termes du m e degr5 de r pour 
2 ~ o; soit 6~ l 'ensemble des termes du m e degr6 de r pour 2-----o. 
Ainsi 61 et O: sont deux polyn6mes homog~nes du m ~ degr~ en/9~ et /92 
et de ces deux polynbmes l 'nn au moins ne s'annule pas identiquement. 

Posons: 
r  = a')tsg~ + b')./~ -J- 61 + (/)I, 

= c', fl  + + 

Alors eo~ et co2 seront un ensemble de termes qui seront: ou bien du 
(m -}- I) e degr6 au moins par rapport aux /~, ou bien du second degr6 
au moins par rapport a u x / 3  et du I ~ degr6 au moins par rapport k 2, 
ou bien du ~er degr6 au moins par rapport aux /~ et du 2 d degr6 au 
moins par rapport ~ 2. 

Je me propose de d&nontrer que l'on peut tirer des 6quations (Io) 
1 

/~ et /3~ en s6ries ordonn6es suivant les puissances de 2 "-1 et dont tous 
les termes ne sont pas nuls. i 

Mais il faut d'abord que je d6montre que l 'on a identiquement:  

dO, dO, 
di?  + = o. 

En effet il existe un invariant intfigral positif. NOUS en eoneluons qu'il  
existe une intfig~:a!e 

qui a la m~me valeur pour une aire queleonque appartenant k la portion 
de surface sans contact Yt-~ o e t  pour toutes ses eons~quentes. 

De plus la fonetion ~P est positive. Done cP(o, o) n'est pas nul;  
en multipliant  la fonetion r par un facteur eonvenable, nous pourrons 
donc toujours supposer: 

o )  = 
Mais le point: 
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est le k ~ cons6quent du point: 

~, = fl,, ~ = fl~, y ,  = o .  

On aura donc pour une aire quelconque: 

ffo(fl,  + r  ft. + r + dr + ~r = f f  o(fl,, fi~)dfl, dfl~ 

d'oh l'identit6: 

(,i) . Vd(l~ , + r  + r 

= v ( f l , ,  fl~). 

Nous supposerons 2 ~ o, nous aurons donc" 

+ r  + r 
d~B~& dZ, 

w 20. 

et 

d~ d(fi, + r do, ,t(iL + r ~ + - - ,  

d(Z, + r = dO, d(& + r _ dO, 
d~, dfl, ' d~, dfl, 

�9 (fl, + r  ~ + r = ,p(fl,, fl_~). 
On aura, en n6gligeant toujours les termes du m ~ degr6: 

�9 (fl, + r  fl~ + r  r Z~) 
\ 

ne contient que des termes du m ~ degr6 au moins par rapport  k fl~ et k 

/~. Si l 'on convient de n6gliger les termes du m ~ degr6 et de degr6 
sup6rieur, on pourra dcrire: 

d(fl, + r  + r d(fl, + r + r dO, dO~ 
dfl, d/~, d~, d]9 ' - -  I -3 V ~ -~- ~ ,  

Les 0 ne contiennent alors que des termes du m e degr6 et les w que des 
termes du (m + i) e degr6 ou de degr6 sup6ricur. 

I1 r6sulte de l~ que la diffdrence: 
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d e  sorte qu'en identifiant dans l ' identit6 (I I) tous les termes de degr6 
inf~rieur k m, on arrive K la relation: 

(ao~ ao~ 
�9 (fil, A ) k ~  + ~ :  = o. 

Dans le premier membre cette relation, nous ne devons conserver que 
les termes de degr6 m -  i au p l u s  de sorte qu'i l  reste: 

Posons: 

dol dO, 
a fl~ + a Z~ = o . 

C . Q . F . D .  

= + ~m--1 fll  = ~ 1 ~  - , f l ~  = r ~ , ; ;  

on voit que 0~ et 0~ deviennent divisibles par :~  et 0)1 et to, par 7p +1, de 
sorte qu'on peut poser: 

01 m t = 7] 01, 02 = ~mO; ,  (/)1 ~m+lo)~ ,  0) 2 = ~m+10) ; ,  

d~o{1: 

' r  = -{- ~7"(a'yl + b'T2) + ~"0; + ~'+~w;, 

r = + ,~(c'r ,  - - a % )  + ,frO.; + ,W'o,;, 

de sorte que nos 6quations (IO) peuvent 6tre remplac6es par les suivantes! 

+_+_ (a'rl + b'r~ ) + 0', + ~o', = o, 

+_ (c'r, - -  a'r~) t O~ + ~to~ = o. 

Je  d i s  qu'on peut tirer de ces 6quations Yl et Y2 an s6ries ordonn6es 
suivant les puissances de 7] at sans que ces s6ries soient ident iquement  
nulles. 

En vertu du th6orbme IV, w 2, il nous suffit pour cela d'6tablir: 
i% Que les 6quation s (i2), quand on y fait 7 / =  o, admattent au 

moins un syst6me de solutions r6elles: 

rl = r~ ~ r~ = r ~ 

2 ~ . Que si l 'on fait: 
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le ddterminant fonctionnel des premicrs membres des deux 6quations (i2) 
par rapport  ~ ~q et )-: n'est pas nul. 

Cela revient  ~ dire quc, pour lcs 6quations (12)r6duites par la sup- 
position de 7] = o, la solution 

r , - - - r ,  ~ r - - =  r~ ~ 

dolt dtre une solution simple. 
Mais en vertu des thdorSmes V et VI du w 2 et de leurs coro]laires, 

on peut encore dSvelopper Ft et ~'2 suivant les puissances de r], quand 
m~me cette solution serait multiple, pourvu que l 'ordre de multiplicit5 
soit impair. 

Nous sommes donc conduits ~ envisager les ~quations: 

+_ (a'r, + b'r~) + O; = o,  

+ (c'r, - -  a'r=, ) + O; = o 

et nous devons chereher • dSmontrer que cos 6quations admettent au 
moins une solution r6elle d'ordre impair. 

De ces ~quations nous pouvons tirer la suivante: 

(,4) (a'r, + b'r,)O; - -  (c' r,  - -  a'r,~)Oi = o 

qui est homog~ne et dont on pourra par consequent tirer le rapport  L,. 
T, 

I1 est clair que Oi et 0,~ sont form,s  avec F~ et ~-~ comme O~ et O~ 
avec /~1 et fl:; on aura donc: 

do: do; 
d r--~, -Jr U~r = o. 

Cela prouve qu'il cxiste un polyn6me f homog6ne et de degr6 m + I 

en T1 et i'2 et qui est tel que:  

d f  d f  
o; = ~ , o ; -  dr," 

De m~me si nous posons: 

I .bt f, = ~_ ( ~ + 2a'r,  r~ ~ c'r~) 
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il vient: 

a'  r l  + b'r~ ~ d r  ' , c'r~ - -  a 'r~ = - - -  

de sorte que l'6quation (I4) peut s'6erire: 
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dr, 
dr~ 

Consid6rons l'expression: 

d f, d f  dr, , i f  
dr~ dr1 dr, dr~ 

H~--- f~ 

f7 +1 

Elle est homogSne et de degr6 o. par rapport k rl et y:; elle ne d@end 

donc que du rapport L,. Je dis que le d6nominateur f~ ne peut jamais 
F~ 

s'annuler. 
En effet l%quation: 

s)(V-- s ) -  o 

dolt avoir ses deux raeines imaginaires, d 'oh:  

d'oll :  

a'e' ~ b'c' ~ - -  a' ~ ~ b'c' < o 

a '~ + b'c' > o ,  

ce qui prouve que la forme quadratique f~ est d6finie. L'expression H 
ne peut donc jamais devenir infinie. Elle admettra donc au moins un 
maximum. Pour ce maximum on devra avoir: 

d f, d f  d f, d f  
- -  - -  ~ O o  

dr~ dFl dr1 dF~ 

Ainsi l'6quation (I4) admet au moins une racine r6elle. Elle sera en 
g6n6ral simple. En tout cas, elle sera toujours d'ordre impair, car un 
maximum ne peut correspondre qu'k une racine d'ordre impair. 

rl Nous avons tir6 de l%quati0n (I4) le rapport ~ ;  nous pouvons donc 

poser: 
r l  = 31U' T2 ~ 32U' 

31 et 3~ 6tant des quantit6s connues. 
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I1 nous reste maintenant ~ d6tcrminer u. Pour  cela dans la pre- 
mi6re des 6quations (I3) je remplace r~ et r: par d~u et 32u, il vient: 

f/~ v t  ! m t p  
8 ;  ~ U 81~, 82 = U 0 2 ,  

0'~' 6tant form6 avec 3, et o'~ comme 0'~ avec ~-~ et ~'2; d'ofl: 

(15) _+ (a'3, n t- b'&) n t- 8,  u"  m-,  - - - -o .  

Cette 6quation dolt d6terminer u; si m est pair elle aura une racine r6elle; 
s i m  est impair  (et c'est d'ailleurs ce qui arrivera en g6n6ral) elle aura 
deux racines r6elles, ou pas de racine r6elle; elle aura deux racines 

;p - -  bp t~\ rdelles si 0~ et + (a'~l 21- 02) sont de signe contraire; mais on peut  
toujours grace au double signe + ,  s'arranger pour qu'il en soit ainsi. 

L'dquation (15) admet donc au moins une racine rdelle. De plus 
cette racine est simple. II n 'y  aurait d'exception que si 

a'3l-4-b'$2=o ou 0 ' 1 ' = o .  

Mais dans ce cas on remplacerait  l '6quation (15) par la suivante: 

+ (c% a%) + . . . .  ' __ -- 8~ U ~ -  O. 

I1 n 'y aurait donc plus de difficult6 que si on avait K la fois: 

ou bien 

a'~, + b'~2 = c ' # ~ -  ~t'32 : o 

0',' = 0 ' 2 ' =  o .  

La premi6re circonstance ne peut  p a s s e  produire, k cause de l'in6galit6: 

a'2-4-b'c'> o. 

La seconde circonstance pourrait  au contraire se pr6senter. I1 peut se 
faire que l'6quation (14) admette une racine telle que 0'~ ~ 0~ = o. Mais 
je dis que dans ce cas l '6quation (14) admettra encore au moins une 
racine pour laquelle cette circonstance ne se produira pas. 

En effet on a identiquement:  

t r 
mf = r~ O, - -  r162. 
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= 0 ;  = o 

on aura f = o et puisque fl n'est jamais nul 

H ~ o .  

I1 peut se faire en effet que l'expression H admette o comme maximum 
ou comme minimum. Mais cette expression n'est pas identiquement nulle 
puisque 6'1 et 8~ ne sont pas tous deux identiquement nuls; de plus elle 
reste toujours finie; elle devient done soit positive, soit n5gative; si elle 
devient positive, elle aura. un maximum positif et different de o; si elle 
devient n4gative elle aura un minimum n6gatif et diffdrent de o. 

Ainsi l'~quation (I4) admet toujours au moins une racine r~elie 
d'ordre impair telle ,que 6~' et 0~' ne s'annulent pas ~ la lois. 

Donc les 6quations (I3) ont au moins une solution r~elle d'ordre 
impair. 

Done on peut trouver des s~ries qui ne sont pas identiquement nulles, 
qui sont d~veloppables suivant les puissances fractionnaires positives de 
/~--#0 et qui satisfont aux ~quations (Io) quand on les substitue s /71 
et /)2" 

Donc il existe un syst~me de solutions p6riodiques de'pdriode 2k~r 
qui pour #----#0 se confondent avec la solution 

x l  =  1(yl), = 

Ce sont les solutions pSriodiques du 2 ~ ~genre. 

w 21. 1)ivergence des s6ries de M.  Ztndstedt .  

Je voudrais terminer l'exposd des rSsultats gSn~raux de ce m4moire 
en appelant particuli~rement l'attention sur les conclusions n~gatives qui 
en d~coulent. Ces conclusions sont pleines d'int~rdt, non seulement parce 
qu'elles font mieux ressortir l'~trangetd des r~sultats obtenus, mais parce 
qu'elles peuvent, en vertu pr~cis6ment de leur nature n~gative, s'~tendre 
immddiatement aux cas plus g4n~raux, tandis que les conclusions positives 
ne peuvent se g5n~raliser sans une ddmonstration spdciale. 

A~Ca mathematiaa. 13. Imprim~ le 21 octobre 1890. 32  
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Je  me propose d'abord de ddmontrer  que les s6ries propos6es par 
M. LINDSTEDT ne sont pas convergentes; mais je veux auparavant  rappeler  

en quoi consiste la m6thode de M.. LINDSTED'r. Je  l 'exposerai, il est vrai, 

avec des notations diff@entes de celles qu'avait  adopt6es ce savant astro- 

nome, car je d6sire, pour plus de clart6, conserver celles dont j 'ai  fait 
usage plus haut. 

Mettons les 6quations de la dynamique sous Ia mdme forme que 

dans la seconde partie du pr6sent m6moire et 6crivons: 

dx~ __dF dx__2~ = dF  dy, __ dF �9 dy~ __ dF  
dt ~- dy I ~ dt dy 2 ' dt dz  1' dt dx~ 

_F sera une fonction donn6e des quatre variables x ~ , x 2 ,  y~ et y~ et nous 
~ t u r o I l S I  

F=Fo 

/'0 sera une fonetion de x, et de x~, ind6pendante de y, et de Y 2 ; #  sera 

un coefficient trSs petit, de sorte que #l," x sera 1,~ fonction perturbatrice. 

C'est en effet sous cette tbrme clue se pr6sentent lea probl~mes de 

],~ dynamique et en particulier les probl6mes de la ~n6canique c61esfe. 
Si /~ 6tait nul, xl et x~ seraient des constantes. Si /2 n'est pas nul  

mais tr~s petit, et qu'on appelle ~a et ;~ les valeurs initiales de x~ et 

de x2, les diff6rences x~ ~ $1 et x2 ~ $: seront du m4me ordre de gran- 

deur  que #.  

Si donc nous appelons n I et n2 les valeurs de dFo et  de dFo 
dx~ dz 2 

pour xl = $~, x2 = ~:~, les diff6renees: 

dFo d/Vo 
dz 1 nl et dz~ n~ 

seront du m~me ordre de grandeur  que p ,  ce qui nous permettra de 

poser: 
dFo 
d x  1 

dFo 
( lx  2 

F1 et F2 dtant des fonctions de x~ et de x2 qui ne sont pas trfs grandes. 
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Les 6quations du mouvement  s'dcrivent alors: 

251 

dx, dF~ dx,~ dF,  
dt - -  [t dy~ ' dt  ~ # dy* 

dy__~ = ~ +~tf~--a~'~,/ 
dt \ dx  1 ] 

dy~ ( dF ,~  

Supposons maintenant  que x~, x : ,  y~, y~ au lieu d'6tre regardds di- 

rec temen t  emr~me des fonctions de t soient regard6s comme des fonetions 

de deux variables: 
W 1 e t  W 2 

et que l'on post: 

wl ---- )tit + $1, w~ = 22t + ~2- 

~ et ~2 seront des constantes d'int6gration arbitraires; 2~ et ,i: 

des constantes que la suite du calcul d6terminera compl6tement. 

Les 6quations du mouvement  deviennent alors: 

seront 

I 

1 d% + 

~ dz~ 

,~ dxl d F  l 
: d w  ~ , a - ~ y ,  ---- o ,  

d ~  d F  1 
~ 7-~ -- z ~-~y~ = o, 

t 

Posons maintenant:  

( 2 )  

x~ = z ~ + #xl  =4- #2x~ + t~x~ + . . . ,  

x~ = z ~ + zx~ + #2x~ + ~3x~ + . . . ,  

Yl - -  Wl = #Y~ -4- #~Y~ 2F . . . . . . . . . . . . . .  , 

y.~ - -  w2 = zy~ + #~y~ + . . . . . . . . . . . . . .  , 

~, = ~o + ~2, + / ~  + . . . . . . . . . .  , 

~ = ~ + ~)t~ + ~ + . . . . . . . . . . .  
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Je suppose que les coefficients 2~ sont des constantes et que les 
k coefficients y~ et x, sont des s6ries trigonom6triques ordonndes suivant 

les sinus et les cosinus des multiples de Wl et de w2. 
Je supposerai d'ailleurs comme je l'ai toujours fait jusqu'ici que F~ 

est une s6rie trigonom6trique d6pendant des sinus et cosinus des multiples 
de y~ et de Y2 et que les coefficients de cette s6rie sont des fonctions 
holomorphes de x~ et de x~. 

Dans ces conditions, si dans les premiers membres des. 6quations (I) 
je substitue ~ la place de ,tl, 22, Yl, Y~, x, ct x~ leurs valeurs (2), j 'aurai 
quatre fonctions d6velopp6es suivant les puissances croissantes de /~ et il 
est clair que les coefficients des diverses puissances de /~ seront des s6ries 
ordonn6es suivant les lignes trigonom6triques des multiples de Wl et w2. 

J'appelle: 

ces quatre fonctions. 
Cela pos6, le th6orSme de M. LINDSTEDT consiste en ceei: 
I1 est possible, quelque grand que soi~ q, de d6termincr les 2q + 2 

constantes 
~o, ~ ,  . . . ,  ~, 

~ , ~ , . . . ,  ~i, 

et les 4q s6ries trigonom6triques: 

de fat;on g annuler dans 

z,~ . . . ,  x~, 

x~~ . . . ,  x~, 

y~, . . . ,  y~, 

y ~ , . . . ,  y~, 

les termes ind6pendants de l~ et lcs coefficients des q prcmi6res puis- 
sances de /1, de fagon, en d'autres tcrmes, ~t satisfairc aux 6quations du 
mouvement aux quantitds pr6s de l'ordre de /~q+l. 

On trouve d'abord: 

,0 ,~o = ~ , ,  )o = n,~, z ~ = ~, + ,o, ,  ,~  = ~2 + ~o~, 
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r et to~ 6tant des constantes d'int6gration que nous supposerons de 
l 'ordre de # .  

Supposons que l'on air d6termin6 par un calcul pr6atable: 

. 2, -1 
~ ~i ~ ~ ~ 

y~ , . . . ,  y~ - l ,  

determiner et que l'on se propose de ' ' 

,~ , ~t~ , x q , x q, y~ , y~. 

Pour cela, 6crivons que le coefficient de #q est nul dans ~Pl, r ct 4~, ~.~. 
I1 vient: 

dz~ dz~ 
nl  ~Wl ~l- n2 d--ww2 = X l  , 

dz q dz~ X: ,  

(3) 

1 d w  1 

1 dw~ 

dy [ 

dy~ 

X i ,  X2 ,  Y1 et Y~ 6tant des fonctions connues. 
X , ,  X 2 ,  Y1 et Y~ sont des s6ries trigonom6triques en w 1 et w2. 
Pour que l 'int6gration ~es 6quations (3) soit possible, il faut: 

I ~ que le rapport  ~ soit incommensurable,  ce qu'il est toujours per- 

mis de supposer. 
2 ~ que dans les s6ries trigonom6triques X~ et X2, les termes tout 

connus soient nuls. I1 e n e s t  effectivement ainsi, mais la d6monstration 
de ce fair important cst d61icate ct ne saurait trouver place ici; je me 
borne k dire qu'elle dolt 6tre fond6e sur Femploi des invariants int6graux. 

3 ~ que d a n s  les s6ries trigonom6triques Y1 et Y2 les termcs tout 
connus se rdduisent '~ 2~ et 2~; comme ,~, et 2~ sont deux inconnues, nous 
d6terminerons ces inconnucs par cette condition. 
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L'int~gration des 6quations (3) est alors possible. Leur intdgration 
introduira quatre constantes arbitraires. A chqque approximation nouvellc, 
nous aurons ainsi quatre constantes d'intdgration de plus; nous leur don- 
nerons des valeurs quelconques et nous ne conserverons d'autres constantcs 
arbitraires que w ~ , w 2 , ~  et ~ .  

Ainsi les s6ries de M. LINDSTEDT s~nt des sdries trigonom6triques cn 
w~ ct w~; clles sont d6velopp6es suivant les puissances de # ct aussi 
suivant les puissances des deux constantcs to~ et to~. 

Ces sdries d'apr~s l e  thdor6me de M. LL',-1)ST~D'r, satisfont /brmdle- 
ment aux 6quations du mouvement. Si done clles 6t:dent uniform6ment 
convergentes, elles nous donneraicnt l ' intdgrale g6n6rale de ces 6quations. 

Je dis que cela n'est pas possible. 

En effet supposons qu'il  en soit ainsi et que nos s6ries convergent 
uniform6ment pour toutes les valeurs du temps et pour lcs valeurs sufli- 
samment petites de #, de to~ et de w~. 

I1 est clair que 2~ et ),~ sont aussi des s6ries ordonn6es suiwmt les 
puissances de /~, to~ et to2. Pour certaines valeurs de Wl et w2 le rapport  

est commensurable. Les solutions partmuheres qui r6pondent k ces 

valeurs des constantes d' intdgration sont alors des solutions p6riodiques. 
Nous avons vu plus haut  que route solution pdriodique admet un 

certain nombre d'exposants caractdristiques. Voyons comment on peut  
calculer ces exposants quand' on poss6de l ' int6gralc g6n6rale des 6qua- 
tions donn6es. 

Soit: 

cette int6grale g6n6rale. 
Supposons qu'en donnqnt ~ ~o~, we, t'a~ et ~e des valeurs d6termindes 

o to o ~ -0 les fonctions ~1 ~b2, (~ ,  r deviennent p6riodiques en t. ~ ) I  ~ ~ ~ 0)2 ~ 

Pour avoir les exposants caract6ristiques de la solution p6riodique ainsi 
obtenue, nous formerons les ~eize ddrivdes p'trtielles: 
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e t  nous y ferons ensuite 

d z  I d z ,  dy~ dy~ 

dto 1 ~ do) 1 ~ dm 1 ~ do), ~ 

dx~ dx~ dy~ dy, 
d ~  ~ d ~  ~ d~, ~ d ~  

dz~ dx~ dy~ dy~ 
dw~ ~ deo~ ~ d ~  ~ deo,~ ~ 

dx l  dx,~ dy  I dy~ 

~ ~ ~ ~ 2  o 

Alors ~ par exemple prendra la forme suivante: 

dz, _ e~,,8o(t ) + e~.~,t~:(t) -4- e"~tt?3(t) "+- e~'t04(t), 
dO)l 

les a 6tant-des constantes et les t~ des fonetions p6riodiques. 
Les a sont alors les exposants caractdristiques cherchds. 
Appliquons cette r6gle au cas qui nous occupe. Nous avons: 

z~ = ~(~o~ ,  ~ ,  w , ,  w~), 

~ 6tant p6riodique en w~ et en w2. 
I1 vient alors: 

dx, __ de, 
d~ 1 dw~ 

Les trois fonctlons: 

d~,i = d.,, + \a.,, d~,, + ~ ,  X~/  t. 

sont p6riodiques en w, et w~ et par cons6quent en t. 
dz~ dz, 

On trouverait pour ~ et ~ des expressions analogues. 

Cela prouve que les exposants caractdristiques sont nuls. 
Donc, si les s~ries de M .  Lindstedt dtaient convergentes, tout les eJ~: 

posants caract~ristiques seraient nuls. 



256 H. Poineard. ~ 21. 

Dana quel cas en est-il ainsi? 
Nous avons vu plus haut  la mani6re de calculer les exposants ca- 

ractdristiques (w167 Io et I2). 
Dens ce dernier paragraphe nous avons vu que les exposants ca- 

ract6ristiques relatifs aux 6quations: 

dz~ dFo dF~ dy~ e l f  o d F  1 

d ~  = d y---i + p h-~y , ' d--i- = d ~ , ~ # 

pouvaient se d6velopper suivant les puissances de ~/~t; nous avons appris 
former l '6quation qul  donne le coefficient aa de ~/~. 

Rappelons comment se forme cette 6quation: 
Nous avions pos6 dans le paragraphe cit6 

d'Fo d~F~ 

Dens ces d6riv6es secondes on suppose x~ et x~ remplac6s par x ~ et x ~ 
penclant que y~ ct y~ sont remplacds par n~t + ~ ,  %t  A-- ~ . ~  ~ est 
donc une constante et B,~ une fonction p6riodique de t. J 'appelle b~. le 
terme tout  connu de cette fonction pdriodique. 

Posons ensuite: 

e~ ---- bn~x + b ~ , ,  

% = b. 6~, + b ~ , ~ ,  

e~a = b. ~ ,  + b. C~ 

L'6quation qui nous donne a~ s'6crira alors: 

2 
e l l  - -  0t~ el2 

e~l e2~ - -  6t~ 
~ o .  

Pour que cette 6quation ait routes ses racines nulles, il faudrai t  que 
l 'on efit: 

e l l  -31- e22 ~ o 

0 i Inu t i l e  de rappeler  ici que ces valeurs de x~,  x ~  n~ ,  n~ sont celles qui  corres- 

pondent  ~ la solution pdriodique dtudide; ce ne sont pas ccl]es dent  nous avons fait  usage 

pIus haut  daes I 'expose de la mdthode de M. LIlqDSTEDT. Le rappor t  nl - -  est done com- 

mensurable. 



w 21. 

et 

Sur le probl~me des trois corps et les dquations de la dynamique. 257 

(4)  bl lC~l  -Jr- 2b12C~2 + b22C~22 = O. 

Or on a eomme je l'ai d6montr6 dans le paragraphe eit6 

[1 faut donc pour que l'identitd (4) ait lieu ou bien que: 

(5 )  b n ~ 0 

ou bien que: 

n~C11 71- ~ O. (6) ~ - -  - '151 (~92 

Oeeupons-nous d'abord de la relation (5). Si nous faisons dans la 
fonction perturbatrice F, 

0 xl  --- x~ x2 = x2, yl  = n , t  + ~1, Y2 ---- % t  + ~ 

F 1 deviendra une fonction p6riodique de t. Supposons eette fonction 
p6riodique d~veloppde en sSrie trigonom6trique, et soit r le terme tout 
connu; r sera une fonction pdriodique de ~ et ~ et il viendra: 

- -  d ~ d ~ k "  

Nous devrons donc avoir: 

d'r 
(7) o. 

Nous pourrons toujours supposer que l'origine du temps a 4t6 choisi 
de telle sorte que ~: soit nul et que ~b soit fonction P6riodique de $, 
seulement. 

De plus la relation (7) devrait dtre (si les s6ries de M. LINDsT~DT 
convergeaient) satisfaite identiquement. Et en effet si l'on admettait la 
convergence de ces s6ries, il y aur~it une infinit6 de solutions pdriodiques 

correspondant ~ chaque valeur commensurable du rapport n~. 

Si la relation (7) est une identitd et s i r  est une fonction p6riodique, 
cette fonction devra se r6duire k une constante. 

Acta mathgmatiea. 13. Imprimd le 18 octobre 1890, 3~ 
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Voyons ce que cela veut  dire: 
La fonction perturbatrice F~ 4tant p~riodique par rapport  ~ yl et k 

s ecrlre: y~ pourra " " 

F~ = Z&,.~ cos(mw~ + re,v,) + ZB.,,.,, sin (,n~y, + mw,), 

les m x et les m~ ~tant des entiers, pendant que A~,,~, et B,.,m. sont des 
fonctions donn~es de x~ et de x~. 

On aura alors 

la sommation repr6sent~e par le signe S s'6tendant k tous les termes 
tels que 

~g/~l~J~l -Jr- ~'~2~2 ~ O~ 

et  21~ ~ " et B~ repr6sentant ce que deviennent Am,m, et B,,,,,,,: quand on 
y remplace x I e t  x~ par Xl ~ et x~. 

Comme les termes p6riodiques doivent disparaltre de ~b, on aura 

A~,~, ----- B",.,,. = o .  

Ainsi les coefficients A,,,,~ et Bm,,,~ du d~veloppement de la fonction 
perturbatrice doivent s 'annuler quand on y donne k xl et ~ x2 des va- 
leurs telles clue: 

Ou bien encore on doit pouvoir donner au rapport  ~-' des valeurs com- 

mensurables sans introduire dans la fonction perturbatrice F1 des termes 

s6culaires. 
I1 est clair qu'il  n'en est pas ainsi dans le cas particulier du probl6me 

des trois corps que nous avons examin6 et qu'on n 'y  peut donner au 
rapport  des moyens mouvements une valeur commensurable sans intro- 
duire dans la fonction perturbatrice des termes sdculaires. 

Passons maintenant  k la condition (6) qui peut s'6crire 

(aro'~' d'Fo dF. dFo d % 
dz, / dz] 2 dz I d~e2 d~.ldz 2 

(aFo~' d'Fo 



w 22. Sur h problhme des trois corps et les dqttations de la dynamiqae. 259 

Elle exprime que !a courbe 

Fo(X , = const .  

a un point d'inflexion au point Xl = x ~ , x2 = x~. 
Comme cette condition doit 6tre remplie pour toutes les valeurs de 

x~ et de x ~ qui correspondent ~ un rapport ~ commensurable, la eourbe 
ni 

Fo(X~, x2)=  eonst, devru se rdduire k un syst6me de droites. 
C'est un cas particulier que nous laisserons de c6t6; car il est 

6vident que rien de pareil n'arrive dans le probl~me des trois corps. 
Ainsi, dans le cas particulier du probl~me des trois corps que nous 

avons dtudid et par consdquent aussi dans le cas gdn~ral, les sdries de 
M. Zindstedt ne convergent pas uniformdment pour toutes les valeurs des 
constantes arbitraires d'intdgration qu'dles contiennent. 

w 22. i~on-e~is tence des in tegra tes  ~n i ]ovmes .  

Reprenons nos 6quations de 1~ dynamique avee deux degr6s de libert6: 

dxi dF dy___j ~ dF 
dt yi dt d ~  " 

(i--~ 1, 2) 

Ces 6quations admettent une int6grale: 

F ~ const. 

Cette int6grale F eat une fonction analytique et uniforme de xl,  x2,yl ,y~ 
et #; p6riodique de p6riode 2~r par rapport ~ yl et ~ y~. 

Je me propose de d6montrer qu'il n'existe pas d'autre int6grale 
jouissant des m~mes propri6t6s. 

Soit en effet: 
~) ---~ cons t .  

une autre int6grale analytique uniforme par rapport aux x, aux y e t  
# et p6riodique par rapport aux y. 

Soit: 

une solution p6riodique (de p6riode T) de nos 6quations diff~rentielles. 
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Soit: 

x, = r  - e ,~ , ,  x: = r + $:, ~, = r + $,, y~ = r  + $, .  

Soit fi, la valeur de $~ pour t ~ o ;  soit 19,-F r la valeur de $~ pour 
t----T; nous savons que les ~b sont dSveloppables suivant les puissances 
croissantes des ft. Consid6rons l'6quation en S: 

d r  de, de, 
dA dfl~ 

dr dr S de, 
dE dfl, dfl~ 

dr de, de, 
dfl, d& dA 

dCt 
dA 

de, 
dfl. 

O. 

- - - -  S dr 
dA 

de, S 

Les racines de cette 6quation sont 6gales 

e a T _  i ,  

les a 6rant les exposants caract6ristiques; deux de ces racines sont donc 
nulles, et dans le cas particulier du problSme des trois corps que nous 
traitons, les deux autres racines doivent dtre diff6rentes de o. 

Je remarque d'abord que nous avons: 

dF  dr dF  dr dF  dr dF  de, 
d~, dB, + ,~--: ,~--~, + dy--, a~__ + dy----, d~__ = o, 

(i~ 1~2~ 3p4) 

(I) d e  de, dq) d~,, d#) d~,~ dO de, 
dx, dr9 , "j- dx.. dt~ -]- dy~ dt~, j" dy~ dig, = o. 

Dans les d6riv~es de F et de ~,  x~,  x . ,  y~ et Y2 doivent ~tre remplac~es 

par ~ ( T ) ,  r : ( r ) ,  ~3(T), ~,(T). 
On peut en conclure ou bien que l'on a: 

(~) 
d F  dF  dF  dF  

-d~ = ~  "~-" d--~ - -  d r 
d z  I d z  2 dyl dyl 
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ou bien que le d6terminant fonctionnel des r par rapport aux fl est nul 
ainsi que tous ses mineurs du I ~ ordre. 

O'autre part on a, en d6slgnant pas ~ ( t )  la d~riv6e de ~,(t): 

dr , ,  _\ de, , de, dr + ~ ~ , t~  = o, <,:,,-.,~,,) (3) ~ ~,(o)-+ ~ ~;(o) + 

d F  d F  "O" d F  d F  "o" 
<~---7 ~',(o) + ~ t  ) + ~ ~;(o) + ~ , t  ) = o, 

(4) 
dq) ,~o~ d@ ,%x d@ d e  
~-7~ ~,t ) + ~ ~C ) + ~ ,  ~;(o) + ~ ~(o)  = o. 

De ces dquations on peut eonclure par un calcul tr~s simple dont on 
trouvera plus loin le d6tail que si les 6quations (2) ne sont pas satisfaites: 

ou bien on aura: 

(5)  ~ ; ( o )  = ~ ; ( o )  = ~;(o) -- v~(o) = o; 

ou bien l'8quation en S aura trois racines nulles (les quatre racines 
devraient mSme dtre nulles, puisque les exposants caractdristiques sont 
deux ~ deux dgaux et de signe contraire). 

Or nous savons que l'6quatlon en S n'a que deux raeines nulles; 
d'autre part les dquations (5) ne peuvent 8tre satisfaites que pour certaines 
solutions p6riodiques tr~s partieuli6res (je veux dire pour celles qui sont 
6tudi~es dans la M6cauique c61este de Laplace, livre X, chapitre VI) et 
o~ le troisi6me corps d~crit comme ]es deux premiers une circonf6rence. 

Les dquations (2) devront donc ~tre satisfaites. Elle devront l'~tre 
pour: 

x,  = ~ , ( ~ ) ,  x~ = ~ ( T ) ,  ,a, = ~ ( r : ,  y~ = ~ , ( T ) .  

Mais comme l'origine du  temps est rest6e arbitraire, elles devront l'~tre 
6galement quel que soit t pour: 

En d'autres termes, elles le seront pour tous les points de toutes les so- 
lutions l~riodiques. Je dis maintenant que ces 6quations sont satisfaites 
identiquement. Posons par exemplc: 

d ~  d F  d e  d F  

f ~- d% dz~ dz, d% 
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Il est clair que f sera encore une fonction analytique et uniforme; on 
aura f-----o pour t o u s l e s  points de toutes les solutions p~riodiques. Je  
veux &ablir que f est identiquement nuI; pour eela je vais montrer que 
l'on a identiquement pour /L = o: 

e l f  d ' f  __ 
0 = f = d l l  d/~' 

En effet eonsid~rons une solution p~riodique quelconque du I ~* genre; soit: 

eette solution; les fonetions r seront d4veloppables suivant les puissances 
de /z et quand /~ tendra vers o, elles tendront respectivement vers: 

o nl t + ff)~ n2 t +  ~ .  X~ ) X2 , ) 

(x ~ et x ~ ~tant des constantes telles que n~ soit commensurable et ~1 et 
9Z t 

~ les quantit~s d~finies dans le w I I). Tant que/~ n'est pas nul on aura: 

f [ F , ( t ,  p ) ,  ~ ( t ,  fL) , F~(t, ~) , F,(t , #)] = o. 

Mais la fonction f 6rant analytique et par cons6quent continue, on aura 
encore pour # = o (bien que pour /~ = o les exposants caract6ristiques 

s'annulent): 
f(x~ , x~ , ni t  + r , n~t + ~,~) = o. 

Mais si l 'on consid~re un syst6me quelconque de valeurs de x I et de x~ 
on pourra toujours trouver un syst&ne x~ et x ~ qui en diff6rera aussi 
peu que l'on voudra et qui correspondra ~ une valeur commensurable de 

n~. Soit alors: 

21 et ,~ &ant deux entiers premiers entre eux. 
fagon que: 

nit  "~- ~l = Yl + 2kTr. 

Nous choisirons t de 

(k entier) 
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On aura alors: 
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Si nous posons" 

on devra avoir: 

~2 

n2t q- ~2 = Y~ + 2k'rc (k' entier) 

f ( x i  ~ , y 0 ,  = o .  

Etant donn~e une valeur quelconque de Y2, on peut choisir les entiers k 
et k' de telle fa~on que la difference Y 2 -  Y~ soit plus petite en valeur 

a b s o h e  que -~ Mais nous pouvons toujours choisir x~ ~ et x~ de fa~on 

que ce syst~me de valeurs diffSre aussi peu que l'on veut de x~ et de x2, 

et que le rapport n~ tout en 4tant commensurable soit tel que le nombre 

entier 2~ soit aussi grand que l'on veut. Par consequent, 6tant donn6 
un syst6me quelconque de valeurs de x~, x2, y~ et y~ on pourra trouver 
un syst6me de valeurs qui en diff6rera aussi peu qu'on voudra et pour 
lequel f sera nul. Comme la fonction f est analytique elle devra donc 
dtre identiquement nulle pour /~ ~-- o. 

Cela pos6, comme 
f[f~,(t, p)] = o 

quels que soient t et #; il vient, 
p~riodique! 

df df d~, df dq~, df d~, s df d~, 
+ + dy%  

pour tous les points de la solution 

~ O ,  

Cette relation sera vraie en particulier pour 

Maid, quand /~ est nul, f est identiquement nulle, par consequent ses 
d~riv~es par rapport aux x et aux y sont nulles. On a donc: 

df 
de 

pour  I ~ = O , X ~ = x  ~  + ~ ;  et on en 
df haut que d~ z e s t  identiquement nul pour /~ ~ o. 

conclurait comme plus 
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On d6montrerait de la m6me mani6re que ~ ,  et lee autres d6riv6es 

de f par rapport k # sont nulles pour 9 ---- o. 
Done la fonction f est identiquement nulle et lee dquations (2) sont 

des identit6s. 
Mais, s'il en eet ainsi, cela veut dire que ~ est une fonction de F, 

et que lee deux int6grales (Pet  F ne sont pas distinctee. 
Noe ~quations ne comportent donc pae d'autre int6grale analytique 

et uhiforme que F----const. 
Quand je dis que ees 6quatione n'ad~nettent pas d'int6grale uniforme, 

je ne veux pas dire seulement qu'elles n'ont pas d'int6grale qui reste 
analytique et uniforme pour toutes lee valeurs de x, de y e t  de p. 

Je veux dire qu'en dehors de l'int6grale F ,  ces 5quations n'admettent 
pas d'int6grale qui reste analytique, uniforme (et pdriodique de Yl et y~) 
pour toutee les valeurs de y, et de y~ et pour les valeurs suffisamment 
petites de Z, quand x 1 et x 2 parcourent un domaine quelconque, si petit 
d'ailleurs que soit ce domaine. 

On salt que BREWS a d6montr6 qu'en dehore des int6grales connuee, 
le problSme des trois corps n'admet pas d'int6grale alg6brique. Ce r6- 
sultat se trouve donc conform~ par une vole enti~rement diff~rente. 

J 'ai annonc6 plus haut que les 6quations (i), (3) et (4) entralnent 
fore6ment une dee trois cons6quences suivantes: ou bien lee 6quations (2) 
sont satisfaitee, ou bien ce sont les 6quations (5), ou bien l'6quation en 
S a au moins trois racines nulles. 

En effet formons la matrice suivante k 4 lignes et 5 colonnes 

(6) I de, d~, d~,i dr I d~, dfl, dfl~ d/9, r �9 (,=,,~,3,,) 

Si les 6quatione (I) et (4) sont satisfaitee sans que lee ~quations (2) le 
soient, noue devons conclure que tous lee d6terminants obtenue en suppri- 
mant dans cette matrice deux colonnes et une ligne sont nule. 

Si maintenant l'on fait subir k xx, x~, Yl et y: un changement link- 
aire de variables, lee ~ et lee fl subiront ce m6me changement lin6aire 
et la matrice (6) pourra ~tre simplifi6e. 

On peut toujours suppoeer qu'on a choisi ce changement lin6aire de 
telle sorte que 
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dth, 
= o p o u r  i < k.  

Alors lee prodults trois ~ trois des q u a t r e  quantit6s 

dr d~2 de ,  de ,  
d~t ' dl~ ' d,Sa ' a,8 , 

sont tous nuls, d'oh il suit que deux au moins de ces quantit6s sont 
nulles. On peut toujours supposer que le changement lin6aire a fit6 

choisi de telle sorte que ce soient dr de, et ~ qui soient nuls. 

de, 4r Si en outre une des deux quantitfis ~ et ~ est encore nulle, 

l '6quation en S aura trois racinee nu l les .  
Si au contraire aucune de ees deux quuntitfis n'est nulle, lee 6 q u a -  

tions (3) permettent  de conclure que 

~ ( o )  = ~ ; (o )  = o .  

En supprimant dans la matrice (6) la 3 ~ et la 4 ~ colonne et la 3 e ligne, 
ou bien la 3 ~ et la 4 ~ eolonne et la 4 ~ ligne, il vient: 

de, de. dr162 , , ,  o; 

ce qui ne peut avoir lieu que si 

~;(o) = ~;(o) - -  ~'~(o) = ~; (o)  = o ,  

c'est k dire si les 6quations (5) sont satisfaites; ou bien si 

de, dr @9=o ou  ~ = o ,  

c'est k dire .si l '6quat ion  en S a trois racines nullee. 

C. Q. F. D. 

Avt~ ntat~natlva. 18. Imprim6 le 21 octobre 1890. 34  
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C H A P I T R E  IV. 

T e n t a t i v e s  d e  g d n ~ r a l i s a t i o n .  

w 23. t ~ o b l ~ m e  des  n corps .  

Est-il permis d'espdrer qu'on puisse (~tendre les r~sultats precedents 
aux cas o(1 les 5quations de la dynamique comportent plus de deux 
degr~s de libert5 et par consdquent au cas gdndral du probl~me des n 
corps? 

C'est possible, mais ce ne sera pas sans un nouvel effort. 
Je croyais, en commen~ant ce travail, que la solution du probl~me, 

une lois trouvde pour le cas particulier que j'ai traite~, se g~n~ralise~'ait 
immSdiatement sans qu'on ait k vaincre aucune difficult~ nouvelle en 
dehors de celles qui sont dues au hombre plus grand des variables et 
rimpossibilit~ d'une representation g~om~trique. Je me trompais. 

Aussi crois.je devoir insister un peu ici sur la nature des obstacles 
qui s'opposent s cette g~n~ralisation. 

S'il y a p degrSs de libertd, la situation du syst(~me peut dtre re- 
pr~sent~e par la position d'un point dans l'espace ~ 2 p - - I  dimensions. 
La plupart des conclusions de la premiere partie sont encore vraies et 
n'ont ~ subir aucun changement. I1 existe donc une infinitd de solutions 
p~riodiques reprdsent~es par des trajectoires ferrules et se classant en 
stables et en instables, ou m~me en cat(~gories plus nombreuses, d'apr~s 
la nature de leurs exposants caract~ristiques. I1 existe aussi une infinit~ 
de solutions asymptotiques. 

J 'ai eherch~ ~galement k ~tendre au cas g~ne~ral le calcul du w 17 
en laissant de c6td la question de convergence. Les s4ries qu'on obtient 
de la sorte peuvent en effet, m~me lorsqu'elles divergent, dtre utiles dans 
certains cas aux astronomes et peut-dtre guider lea g~om~tres vers ]a so- 
lution d~finitive. 
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Supposons trois degr~s de libert~ et reprenons les ~quations (~) d u  
w I ~ en faisant les mdmes hypotheses que dans ce paragraphe. 

Cherchons ensuite trois fonctions de y~, y~ ,y~:  

satisfaisant aux ~quations: 

d% dF 

x~ ~- (~(y~,  y~,  y~), 

x: = r  ~ ,  ~.), 

d~  dF 
dy~ dx~ -'~ dy~ dz, 

dz~ dF dE 
- - - -  + ~ ~ + ~  = o ,  

ay~ 

dx~ dF dz~ dF  dz~ dF dF  
dy~ d~r + dy, dx~ -~" dy~ dz~ + dy--'-, -~ O, 

dx~ dF dz 3 dF dza dF dF 
~y, ~,  + dy~ d~ + ~ly~ ,~  + dy~ = o, 

ou, ce qui revient au m~me, aux ~quations: 

dx~ dx~ dx,~ dx, 
F = C,  ~yZ = ~ '  dy--, = dyZ' 

d~g~ dx~ 

Nous supposerons que xl ,  x : ,  x 3 peuvent se d6velopper suivant les 
puissances de # ou de ~/fi et que pour /z ~ o, elles se r6duisent .~ des 

o constantes x~, x ~ , x~. 

Nous poserons ensuite comme plus haut:  

dFo _ dFo dF.  
d~ o n~,  dx,~ --~ - -  n~ ,  dx--~ ~ - -  n3" 

Si entre nl ,  n2, n~ il n'y a aucune relation lin~aire ~ coefficients 
entiers, on peut ddvelopper x i , x  ~ et x~ suivant les puissances de /L; 
chaque t e rme  est p~riodique ~ la lois par rapport h, y~, ~ y~ ct ~ y~. 
Mais il s'introduit de petits diviseurs. 
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Si entre n~,~2 et % il y a une relation lin6aire et une seule 
coefficients entiers: 

$n1~ 1 "Jr- ~it2~ 2 + ~3n3 ~ O~ 

les calculs peuvent se poursuivre absolument comme dans le w I8. Les 
trois fonctions xl ,  x: et x: se ddveloppent suivant les puissances de ~/~ 
et elles sont au moins doublement pdriodiqucs, je vcux dire qu'elles ne 
changent pas quand y~, Y2 et Y3 augmentent d'un multiple de 2~ de telle 
fa(~on que mly~ q- m~y 2 q- m3Y 3 ne change pas; il y a encore de petits 
diviseurs. 

I1 reste un troisi6me cas, le plus int6ressant de tous, qui est celui 
ou il y a entre u, ,  n~, n 3 deux relations lin6aires k coefficients entiers: 

mlrtl 3 t- m~n~ 3 I- ~ a n 8  : O, 

t t 

On peut alors ddvelopper xl ,  x~ et x~ suivant les puissances de ~//~ et de 
fagon que ces fonctions soient p6riodiques, je veux dire qu'elles ne 
changent pas quand Yl, Y~ et Y3 augmentent d'un multiple de 2r:, et de 
telle sorte que rely 1 "4- m:y2 "4- m3Y3 ct m;y~ q- m'2y 2 -[- m'3y 3 n e  changent 
pas. I1 n'y a plus de petits diviseurs, rnais le calcul de ces fonctions 
n'est pas sans certaines difficultds. 

En premi6re approximation, la d6termination de ces fonctions d6pend 
de l'int6gration d'un syst6me d%quations diff~rentielles qui ont la forme 
canonique des dquations de la dynamique, mais avec deux degrds de libertd 

seulement. Dans presque toutes les applications, ces 6quations d6pendront 
d'un param~tre tr~s petit par rapport auquel on pourra ddvelopper, de 
mani6re qu'on pourra leur appliquer les conclusions des chapitres I et II 
(I ~" partie). 

Dans les approximations suivantes, on n'aura plus k effectuer que 
des quadratures. 

Ce n'est pas tout; le probl~me des n corps prdsente des difficultds 
spdciales qu'on ne rencontre pas dans le cas gSn6ral. Sans doute ces 
difficultds ne sont pas aussi essentielles que celles dont j'ai signal6 plus 
haut l'existence, et un peu d'attention dolt permettre d'en triompher. 

Mais j'en dois dire ici quelques roots. 
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Dans le probl~me des n corps, F 0 ne d@end pas de toutes les va- 
riables lin6aires x~; par consgquent, nor, seulement le hessien de 1, o par 
rapport  aux variables x~ est raft, mais le hessien d'une fonction arbitraire 
de F 0 est encore nul. (Cf. page I : I . )  Cela vient du fair suivant: si 
# = o, c'est ~ dire dans le mouvemcnt K@lerien, los p6rihdlies sont fixes. 

Cette difficult6 n'existait  pas dans le c a s q u e  nous avons trait6 (I Cr 
exemple, w 15) parce que nous nylons pris pour variable, non pas g longi- 
tude du p6rihdlie, mais g -  t. Elle n'cxisterait pas non plus avec une 
loi d'attraction autre que l~ newtonienne. 

Voici quelles en sont lcs dtranges consgquences: 
Nous avons vu qu'il y a deux sortes de solutions pSriodiques: les 

solutions du I e~ genre, dont nous avons parl~ dans le chapitre I l I  (i ~'0 
partie) et qui subsistent cluelque petit que soit /,, et les solutions du 2 d 
genre dont nous avons parl6 dans le w 2o et qui disparaissent l 'une ap%s 
l 'autre quand on fait d4eroitre /z. 

Dans le cas du probl6me des trois corps, si l'on fait # ~ o, les 
orbites des deux petits corps se %duiscnt  ~ deux ellipses K@leriennes. 
Que deviennent alors les solutions p~riodiques du I ~r genre quand on 
fait #--= o? En d'autres termes quelles sont les solutions p6riodiques 
des 6quations du mouvemcnt K@lericn:? Le.s unes correspondent au cas 
oh les deux moycns mouvemeuts sont commensurables. Mais il e n e s t  
d'autres qu'il est plus malais6 d'apereevoir et sur lesquelles je dois 
insister. 

S i p  = o, c'est que  les masses des deux planStes sont infiniment 
petites et qu'elles ne peuvent agir l 'une sur l 'autre d'une mani6re sen- 
sible, t~ moins d'etre ~ une distance infiniment petite l'une de l'autre. Mais 
s i c e s  planStes passent infiniment p%s l 'une de l'autre, leurs orbites vont 
6tre brusquement  modifi6es eomme si elles s'dtaient choqu4es. On peut  
disposer des conditions initiales de telle fae, on que ces chocs se produi- 
sent p~riodiquement et on obticnt ainsi des solutions discontinues qui 
sont de v6ritables solutions p6riodiques du probl~me du mouvement K6p- 
lerien et  que nous n'avons pas le droit de laisser de cdtd. 

Telles sont les raisons pour lesquelles j 'ai  renonc~, au moins momen- 
tangment, ~ ~tendre au cas ggn~ral les %sultats obtenus. Non seulement 
le temps me fait ddfaut, mais j e  crois qu'une pareille tentative serait 
pr~matur~e. 
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En effet, je n'ai pu faire encore du cas partieulier mOne auquel je 
me suis restreint une (itu~/e suffisamment approfor~die. Cc n'est qu'apr~s 
bien des recherches et des efforts que les gSom&res connaitront compl&e- 
ment ce domaine, olz je n'~li pu faire qu'une simple reconnaissance, et 
qu'ils y trouveront  un terrain solide d'oi~ ils puissent s'~lancer s de nou- 
velles conqudtes. 



E R R A T U M .  

Page 187, ligne 9, a u  l ieu  de 

+ [(xl),d~Fo , l- d ' F .  , 1 , 2d~F .  -1 

llsez 

I V, 1 , ~d 'Fo  i i d~F. , 1,2d~Fo3 


