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MECANIQUE. .— Sur I’équilibre d’une masse hétérogene en rotation.
Note de M. H. PoINCARE.

« Dans une remarquable These présentée ilyaunanala Faculté des
Sciences de Paris, M. Hamy a obtenu le résultat suivant :

» Si une masse fluide animée d'un mouvement de rotation est composée
de couches de densités différentes, il ne peut pas arriver que les surfaces
de séparation de deux couches consécutives soient toutes des ellipsoides.

» Pour établir cette proposition, M. ITamy commence par démontrer, 4
titre de lemme, le théoréme suivant :

» Si toutes les surfaces de séparation étaient des ellipsoides, tous ces ellip-

soides seratent homofocaux.
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» Ce lemme est susceptible d’une généralisation qui peut présenter
quelque intérét, moins peut-tre en raison du résultat lui-méme que de
la méthode qui me I'a fait obtenir, et qui est tout & fait différente de celle
de M. Hamy. :

» Supposons un noyau solide, dont la densité intérieure ¢ varie d’'une
maniére tout i fait quelconque; imaginons que ce noyau soit recouvert de
deux couches fluides superposées; la premiére intérieure, de densité p,,
recouvrant entiérement le noyau solide, la seconde extérieure, de den-
sité p,, recouvrant entiérement la premiere. Tout le systéme sera animé
d’un mouvement de rotation commun. Je dis que, si les surfaces extérieures
de ces deux couches fluides sont toutes deux des ellipsoides, ces ellipsoides
seront homofocaux.

» Si J’ai supposé le noyau solide, ce n’est pas que le résultat ne soit
encore vrai si ce noyau est fluide en totalité ou en partie. Mais, sile noyau
etait fluide, sa densité intérieure ne pourrait pas varier d’une fagon quel-
conque et devrait satisfaire aux équations d’équilibre. Je n’ai done supposé
le noyau solide que pour donner au résultat toute sa généralité.

» Soient

@, y et 5 les coordonnées rectangulaires d’un point quelconque;
o la vitesse de rotation ;
rla distance du point (z, y, ) 4 I'axe de rotation.

» Soient E, I'ellipsoide qui Jimite extérieurement la deuxiéme couche
fluide et par conséquent tout le systéme et E, Iellipsoide qui sépare la
premiére couche fluide de la seconde.

» Soient 3, p, v les coordonnées elliptiques d’un point de I'espace par
rapport a l'ellipsoide E, ; ¥/, ¢, v les coordonnées elliptiques de ce méme
point par rapport a I'ellipsoide E,. ‘

» Le potentiel newtonien total du systeme se composera :

» 1° Du potentiel de I'ellipsoide E, (supposé plein, homogéne et de
densité p, ) : nous I'appellerons V,; _ :

» 2° Du potentiel d'une couche comprise entre l'ellipéo'ide E, et la sur-
face du noyau solide avec la densité p, — P23 '

» 3° Du potentiel d’une matiére attirante remplissant le noyau solide
avec la densité variable ¢ — p,. ' S

» Nous appellerons V, la somme des deux derniéres parties, de sorte
que le potentiel total sera égal 4 V, + V,.

» On doit remarquer que la fonction V, i I'intérieur de E, n’est pas fa
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conlinuation analytique de la fonction V, a I'extérieur de E,; de méme V,
est représenté par deux fonctions analytiques différentes & 'intérieur et a
Iextérieur de E,. '
» L’équation d’équilibre s’écrit
o2 2
V,+ V. 2,—’— == const.,

et elle doit étre satisfaite (avec deux valeurs différentes de la constante) a
la surface de E, et i celle de E,.

. w?r? A . -
» La fonction -, est un polynéme du second degré z, y, 5; la fonc-

tion V, est égale aussi & un polynome du second degré en , y, 2 a 'inté-
rieur et a la surface de E,.

» Nous devons conclure que V, se réduit & un polynéme du second
degré en «, 7, z a la surface de E, et un autre polynome du second degré
en x, y, z a la surface de E,.

» En partant de Iellipsoide E, et des coordonnées elliptiques %, p.,v, on
peut former une suite indéfinie de fonctions de Lamé

R,, R,, ..., R,;

R, sera un polynéme en 1%, Va*— b7, YA —c* (b* et c* conservant le
sens habituel donné a ces notations dans la théorie des fonctions de
Lamé). AR, correspondront deux fonctions conjuguées M, et N, obtenues
en rem plagant, dans R,, ) par . et pary, et la fonction

=t [ e
by n

» Ilyaune seule fonction de Lamé de degré o qui est R, =1 : nous lui
donnerons l'indice o; il y en a trois de degré 1 : nous leur donnerons les
indices 1, 2, 3; il y en a cinq de degré 2 : nous leur donnerons les indices
4, 5, 6, 7, 8.

» Avec 'ellipsoide E, et les coordonnées elliptiques %', 2/, V', on formera
de méme les fonctions de Lamé R),, M, N, S,..

» De ce que V, est égal & la surface de E, 4 un polynome du second
degré en z, y, 5, on conclut qu’'on a & 'extérieur de E,

n=38

V= X A8, M,N,,

n==0

les A, étant des coefficients constants.
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» De méme, V, étant encore égal 4 un polynéme du second degré a la
surface E,, on devra avoir i l'extérieur de E,

n=_
Vl == 2 A;1 S;a M;’LN'IL 4

n=g

les A’ étant de nouveaux coefficients constants.
» On a donc l'identité

=8

n=8
(I) Z AnSnMnNn - 2 A;z S;M;N:z 4

n=o0 n=o

et c'est cette identité qui ne peut avoir lieu que si E, et E, sont homofo-
caux. A vrai dire, I'identité (1) n’est démontrée que pour les valeurs
réelles de , y et z, et quand le point (x, y, z) est extérieur a E,. Mais,
quand deux fonctions analytiques sont identiques tout le long d’une ligne
continue, elles restent identiques pour toutes les valeurs réelles et imagi-
naires des variables. L’identité (1) ne souffre donc aucune exception.

» Cela posé, observons que le premier membre de (1) n’est pas une
fonction uniforme de w, Y et 3, mais qu’il admet une infinité de valeurs_,‘
lesquelles s’¢changent entre elles quand le point («, y, 5) appartient & la
développable circonscrite aux ellipsoides homofocaux aE,. :

» De méme, le second membre de (1) admettra une infinité de valéurs
qui s’échangeront entre elles quand le point (x, y, 5) appartiendra & la dé-
veloppable circonscrite aux ellipsoides homofocaux a E,. |

» Mais, les deux membres de (1) devant étre identiques, ces deux déve-
loppables devront coincider, ce qui prouve que E, et E, sont homofocaux.

C. Q. F. D,

» Une question se pose alors naturellement. Est-il possible d’imaginer
a Pintérieur du noyau solide une distribution de la densité telle que les
deux ‘couches fluides prennent effectivement la forme de deux ellipsoides
homofocaux? La réponse doit étre affirmative.

» Le résultat obtenu dans cette Note peut étre.généralisé de la facon
suivante. Siun noyau solide quelconque est recouvert de n couches fluides
superposées, et que tout le systéme soit animé d’un mouvement de rota-
tion commun, si la surface extérieure de la derniére couche fluide ainsi
que les surfaces de séparation de deux couches fluides consécutives sont
toutes des ellipsoides, tous ces ellipsoides sont homofocaux. »
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