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ET

XNONCE SUCCINCT DES PRINCIPAUX RESULTATS.

Dans cette bibliographie j'ai classé mes travaux sous les mémes rubriques que
dans le résumé analytique qui va suivre :

10 Généralités sur les équations différentielles.

Sur les proprictés des fonctions definies par les équations différentielles. (Journal de
I'icole Polytechnique, XLV® Cahier, p. 13-20.)

Sur les propriétés des fonctions definies par les équations aux dérivées partielles.
(These inaugurale; Paris, Gauthier-Villars, 18709.)
o Fd )

Mémotre présenté ai Concours pour le Grand Prix des Sciences mathématigues,
juin 1880; premicre Partie.

Resultats. — Litude des intégrales des équations différentielles dans le voisinage
d’un point donné.

20 Fonctions fuchsiennes.

Mémoire présenté au Concours pour le Grand Prix des Sciences mathématiques,
juin 1880; deuxieme Partie.

Comptes rendus des scances de * Académie des Sciences : Notes des 1/ et 21 février,
4 et 18 avril, 23 et 30 mai, 27 juin, 11 et 18 juillet, 8 aout, 17 octobre 1881;
23 janvier, 10 et 2/ avril, 22 mai, g octobre 1882 12 mars, 3o avril, 25 mai 1883.

Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions linéaires. (Ma-
thematische Annalen, t. XIX; Leipzig, Teubner, 1882, p. 553-564.)

Mémoires publies dans les Acta mathematica; Stockholm, Central-Tryckeriet,
1882-1884 :

1o Sur les groupes luchsiens (t. I, f. 1, p. 1-62).

20 Sur les fonetions fuchsiennes (L I, . 3, p. 193-294).
30 Sur les groupes kleinéens (t. 111, I. 1, p. 49-92).

Sur les groupes des équations lincaires (sous presse ).
50 Sur les fonctions zétafuchsiennes (en préparation).
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Resultats. — On peat exprimer les coordonnées d’un point d'une courbe algé-
brique par des fonctions uniformes ’'un méme parametre.
Intégration des équations différentielles linéaires & coefficients algébriques 2
I'aide de transcendantes nouvelles. '

3" Intégration des équations linéaires, par les fonctions algébriques et abéliennes.
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences : Notes du 11 avril 1881
et du 5 novembre 1883.

Résultats. — Etude des conditions pour qu’une équation linéaire soit intégrable
par les fonctions algébriques ou abéliennes.

4° Courbes définies par les équations différentielles.
Memore sur les courbes definies par les équations différentielles. (Journal de Mathé-

matiques pures et appliquées; Paris, Gauthier-Villars. )

Premiére Partie, 3¢ série, t. VII, novembre et décembre 1881, p. 375-422.

Deuxiéme Partie, 3¢ série, t. VIII, aotit 188, p. 251-296.

Comptes rendus des séances de I Académie des Seiences : Notes des 22 mars 1880,
5 décembre 1881, 13 février 1882.

Résultats. — Etude des formes géométriques des courbes qui satisfont &t une
¢quation différentielle, eten particulier des trajectoires d'un point mobile obéis-
sant a certaines lois.

5° Application des notions précédentes.

Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences : Notes du 27 février,

30 octobre 1882; 23 juillet et 24 décembre 1884.

Résultats. — Etude de cerlaines solutions particulieres du probleme des trois
corps, examen critique des démonstrations de la stabilité du systeme solaire ;
intégration des équations différentielles par des séries convergentes pour toutes
les valeurs réelles de la variable.

6° Théorie générale des fonctions d’une variable.

Sur les fonctions enticres. (Bulletin de la Société mathématique de France,
t. XI, n® %; Paris, Gauthier-Villars, 1883, p. 136-144.)

Sur un théoréme de la theorie génerale des JSonctions (loco citato, p. 112-125).
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(Acta Societatis scientiarum fennicze,

naires.
la Societé finlandaise de littérature.)

Sur les fonctions a espaces lacu
t.XIII, 18813 Helsingfors, impl‘imcrie de
. Note du 16 avril 1883.

Comptes rendus :
stude des fonctions entieres dans le voisinage du point @ == .
dans tout le plan.

Résultats. — 1
Formation des fonctions n’existant pas
on peut toujours trouver une variable
I’étude des fonctions non ,
.

Si y estune fonction non uniforme de x,
z, telle que @ ety soient des fonctions aniformes de z.
uniformes est ainsi ramenée 2 celle des fonctions uniformes.

70 Théorte générale des fonctions de deux variables.
Sur les fonctions de deuax variables. (Acta mathematica, t. 1T, o1, pr97-1 i3.)

Note du 22 janvier 1883.

Comples rendus :
Thése inaugurale. — Lemmes préliminaires.

phe de deux variables est le quotient de ,

Résultats. — Une fonetion meéromor

deux fonetions entieres.

8o Fonctions elliptiques.

ns fuchsiennes (passim).

gariants arithmetiques et foncu‘u
des intégrales définies.

1s elliptiques par

Sur les in

Rrésultats. — Expression des fonetior

9° Fonctions abéliennes.

Sur les fonctions 0. (Bulletin de la Société mathématique de Franee, t. XI,

n° &, p. 129-134.

Comptes rendus : Notes des 18 avril 1882 et 20 novembre 1883. Note du 3 de-
cembre 1883. (En commun avee M. Picard.)
h 2 n systemes de périodes peut s'ex-

du nombre des zéros simult
AIMs cas

fonction de n variables
— Détermination
_ Caleul effectif des périodes dans cert

aux fonctions elliptiques.

nssultats. — Toute
anes

primer a 'aide des séries 0.

de n fonctions © a 7 variables.

particuliers. — Exemple de réduction
100 Algebre.

~ Sur les formes cubiques ternaires et quaternaires; premiere Partie. (Journal de

I'licole Polytechnique, L Cahier, p. 199-253.) '

Comptes rendus : Notes du 29 octobre et du 17 décembre 1883.
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Résultats. — Titude des conditions pour qu'un polynome entier et homo gene par
rapport a n variables ne soit p‘l% altéré quand ces variables subissent une trans-
formation linéaire.

Arithmétigue.

Sur un mode nouveau de representation géomelrique des formes quadratiques.
Journal de I'Ecole Polytechnique, XLVII® Cahier, p. 177-245.)

Sur les formes cubiques ternaires et quaternaires; deuxieme Partie. (Journal de
I'Ecole Polytechnique, LI® Cahier, p- 45-91.)

Sur les invariants arithmétiques. (Association francaise pour I'avancement des
Sciences, Congres d’Alger, Bulletin, p. 109-117; Paris, 1881.)

Sur Uapplication de la Géometrie non euclidienne a la théorie des nombres. (Loco
citalo, p. 132, 138.)

Comptes rendus : Notes du 11 aout et du 24 novembre 1879; des 7 juin et
22 novembre 18803 28 mars 18815 g et 16 janvier 1882.

Résultats. — Ltude de la réduction et de I’équivalence des formes arithméti-
(ques, des nombres complexes idéaux, de la représentation des nombres par les
formes. — Définition nouvelle du genre. — Etude des substitutions & coefficients
entiers et de leur effet sur les formes quadratiques. — Fonetions des coefficients
qui restent invariables. — Etude des groupes de substitutions qui n’alterent
pas les formes quadratiques ternaires.

12° Divers.
Comptes rendus : Notes du 27 mars 1882 et du 5 mars 1883,

fiesultats. — Etude des groupes discontinus contenus dans le groupe linéaire
a plusieurs variables. — Détermination des conditions de convergence des séries
dont les termes sont des polynomes entiers en .




NOTICE

SUR LES

TRAVAUX SCIENTIFIQUES

DE

M. Hexnr POINCARE.

RESUME ANALYTIQUE.

Depuis quatre ans et demi que je cherche i contribuer aux progres des sciences
mathématiques, jai poussé mes travaux dans trois directions principales :

1° Ktude des équations différentielles;

20 Théorie g{:nérale des fonctions;

30 Avithmétique ou théorie des nombres.

Toutefois je n’ai pas poursuivi ces trois buts indépendamment I'un de I"autre
et sans profiter de I'appui mutuel que se prétent ces trois théories en apparence
si différentes.

Ainsi mes recherches sur les fonctions que j'ai appelées fuchsiennes se ratta-
chent  la fois & l'étude des équations différentielles, puisqu’elles me permettent
d’intégrer les équations différentielles linéaires i coefficients algébriques, et i la
théorie générale des fonctions, puisque ces transcendantes présentent des parti-
cularités remarquables qui sont de nature a jeter quelque lumiere sur lamaniere

“ d’étre des fonctions analytiques.

(le n’est pas tout; il ya une théorie qui m’a été également utile dans toutes mes
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recherches : c'est celle des groupes formés par des substitutions linéaires. Ces
substitutions jouent en effet a la fois un role prépondérant dans I'étude des équa-
tions lincaires et dans celle des formes arithmétiques. C'est & cette circonstance
que l'on doit attribuer les rapprochements souvent inattendus que je signalerai
plus loin entre la théorie des nombres et celle des fonctions fuchsiennes, théories
qui ne semblent pourtant, au premier abord, avoir aucun point de contact.

Quels que soient cependant ces liens plus ou moins intimes entre des ordres
d’idées qui paraissent fort différents, je crois pouvoir, pour exposer avec ordre
les résultats de mes travaux, adopter la classification que j'ai esquissée plus haut.

T —



PREMIERE PARTIE.

[. — GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

En abordant I'étude des équations différentielles, j"ai pris pour point de départ
les résultats de Cauchy, de MM. Fuchs, Briot et Bouquet et de M™ de Kowalevsky.
En présence d’un probleme si compliqué, les géometres que je viens de citer,
au lieu d’étudier la maniere d’étre des intégrales des équations différentielles ou
des équations aux dérivées particlles powr toutes les valeurs de la variable, ¢'est-
a-dire dahs tout le plan, se sont d’abord occupés de déterminer les proprictés de
ces intégrales dans le voisinage d’un potnt donné. 1ls avaient ainsi reconnu que
ces propriétés sont tres difféventes selon qu'il s’agit d'un point ordinaire ou d’un
point singulier. Dans le voisinage d’un point ordinaire, I'équation différentielle

peut se mettre sous la forme
dy

dr

(1)

=/(z, ),

el y peut se développer suivant les puissances de x — x,.
Dans le voisinage d’un point singulier, I'équation différentielle peut se mettre
sous I'une des deux formes

: R Sy
(2) (‘I — &y dr __;(“t’.‘]:
] . . \m (1_]' — .}
(3) (2 — 2y) ﬂ_‘“'!""

si elle est du premier ordre, ou sous des formes analogues si elle est d'ordre supé-
rieur ou aux dérivées partielles. Dans le cas ot I'équation différentielle se met
sous la forme (2) (ou sous des formes analogues pour le second ordre ou les
ordres supérieurs ), MM. Briot et Bouquet avaient signalé certaines propriétés des
intégrales, et M. Fuchs en avait donné le développement en séries dans le cas
particulier des équations linéaires.

Jai cherché d’abord a étudier I'équation (2), supposée non linéaive, et a trouver
le développement en séries de ses intégrales. JI'ai reconnu (') que ces intégrales

(1) Journal de U Eeole Polyteehnique, XLV Cahicr.
P. o)
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peuvent se développer suivant les puissances de (2 — a,) el de (x — 2, 7, ) étant
une constante facile a déterminer, ou, dans un cas particulier, suivant les puis-
sances de (v — a,) et de log(x — 2,). Le résultat peut d’ailleurs s'étendre aux
¢quations d’ordre supérieur.

Vai voulu ensuite (') étudier du méme point de vue les ¢quations aux dérivées
partielles du premier ordre. Cauchy et M»e de Kowalevsky nous avaient appris
comment on peut développer en séries les intégrales de ces ¢quations dans le
voisinage d'un point ordinaive. Il restait i étudier cos intégrales dans le voisinage
d'un point singulier, comme Pavaient fait MM. Briot et Bouquet pourles équations
différenticlles. En abordant ce probleme, jerencontrai deux sortes de singularités :
les premieres aceidentelles et spéciales Pintégrale particuliere que I'on envisage,
les secondes essenticlles et provenant de I'équation aux différences partielles
clle-méme. Dans le premicr cas, je vis aisément que les intégrales satisfont i
des équations algébriques, dont les coefficients sont holomorphes par rapport aux
variables. Dans le second cas, les difficultés & surmonter étajent plus grandes.

Tai envisagé d’abord I'équation

dzin ds o A E

—— + X ..+ X, — — )3
"de, “dr, ;

(h X

2 ==
iy

oit les X sont des fonctions holomorphes de 2\, 2,, ..., x, (quand ces variables sonf
suffisamment voisines de o) et s'annulent avec ces variables.

Pour que cette équation admette une intégrale holomorphe, il faut d’abord
(que 2 satisfasse a une certaine équation algébrique de degré , mais cette condition
n'est pas suffisante : les racines de cette équation doivent de plus étre assujetties
a une condition spéciale; le polygone convexe qui contient tous les points du
plan qui représentent ces racines ne doit pas contenir 'origine. Si cette condition
estremplie, il y a toujours une intégrale holomorphe et il n'y en a pas, en général,
dans le cas contraire. Nous verrons plus loin quelles sont les conséquences de ce
fait dans la théorie générale des fonctions.

Considérant ensuite les équations

dpsdey st e dy
— - —— 3

S Ca i &
je reconnus que les intégrales générales de ce systeme sont de la forme

L5 ¢ IO

Kom K K

ol les T sont des fonctions holomorphes par rapport aux 2, ot les ) sont les

(1) Theése inaugurale.
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racines de I'équation algébrique dont nous venons de parler et les K des constantes
d’intégration.

Cela n’estvrai d'ailleurs que siles % satisfont 4 la condition énoncée plus haut,
el dans ce cas il est possible de trouver le développement des diverses intégrales
particulieres de I'équation (4).

Tout ce que je viens de dive ne s’applique qu'aux points singuliers les plus
simples, analogues & celui de I'équation (2). Pour les singularités d'ordre plus
¢levé, telles que celle que présente I'équation (3), on ne sait presque rien, Ces
singularités d’ordre supérieur se présentent en particulier dans I'é¢tude des équa-
tions linéaires, dont les intégrales sont dites alors irrégulicres ; mais, méme dans
ce cas tout spécial, nous ne savons a leur sujet que fort peu de chose. Désirant
contribuer au progres de nos connaissances sur cette question, j'eus I'idée d'ap-
pliquer & ces intégrales irrégulieres la transformation de Bessel ('). Je reconnus
ainsi, en supposant le point singulier rejeté i Uinfini pour fixer les idées, que ces
intégrales se comportent comme Aa’e" ™, (@) étant un polynome entier : je
veux dire par la que le rapport de lintégrale a expression Aa”e" tend vers
I'unité quand @ croit indéfinimentavee un argument donné. Je dus me contenter
de ces résultats incomplets.

Mais I'étude des intégrales des équations différentielles dans le votsinage d'un
point.donné, quelle que soit son utilité au point de vue du caleul numérique, ne
saurait étre regardée que comme un premier pas. Ces développements, qui ne sont
valables que dans un domaine tres limité, ne nous apprennent pas, au sujet de ces
¢quations, ce que nous apprennent les fonctions © au sujet des intégrales des
dilférentielles algebriques: ilsne peuvent pasétre considérés comme une véritable
intégration,

[l faut done les prendre comme point de départ dans une étude plus appro-
fondie des intégrales des équations différentielles, ot I'on se proposera de sortir
des domaines limités, ou I'on s'était systématiquement cantonné, poursuivre les
intégrales dans toute I'étendue du plan.

Mais cette étude peut étre faite de deux points de vue différents :

1> On peut se proposer d'exprimer les intégrales i I'aide de développements
toujours valables et non plus limités & un domaine particulier., On est conduit
ainsi & introduire dans la Science de nouvelles transcendantes, mais cette intro-
duction est nécessaire, car les fonctions anciennement connues ne permettent
d"intégrer qu'un tres petit nombre d’équations différentielles.

2% Mais ce mode d'intégration, qui nous fait connaitre les propriétés des équa-

_—

(') Mémoire pour le Grand Prix des Sciences mathématiques.
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tions au point de vue de la théorie des fonctions, ne saurait suftire & lui seul si
I'on veutappliquer les équations différentielles, par exemple, a des questions de
Mécanique ou de Physique. Nos développements ne nous apprendraient pas, i
moins d’un travail considérable, si par exemple la fonction va constamment en
croissant, ou si elle oscille entre certaines limites, si elle peut eroitre au dela
de toute limite. En d’autres termes, si I'on considere la fonction comme définis-
sant une courbe plane, on ne saurait pas quelle est la forme générale de cetie
courbe. Dans certaines applications, toutes ces questions ontautant d’importance
que le calcul numérique, etil y avait la un nouveau probleme a résoudre.

Dans les paragraphes qui vont suivre, je vais exposer les efforts que j'ai faits
pour trouver la solution de ces deux problemes.

II. — FoNCTIONS FUCHSIENNES.

Désirant, comme je I'ai expliqué plus haut, exprimer les intégrales des équa-
tions différentielles & I'aide de séries towjours convergentes, j'étais naturellement
conduit & m’attaquer d’abord aux équations linéaires. Ces équations en effet, qui
ont été dans ces derniers temps U'objet des travaux de MM. Fuchs, Thomz, Fribe-
nius, Schwarz, Klein et Halphen, étaient les mieux connues de toutes; on posse-
dait depuis longtemps les développements de leurs intégrales dans le voisinage
d'un point donné et, dans un assez grand nombre de cas, on était parvenu i les
intégrer completement a I'aide des fonetions anciennement connues. Cétait done
en en abordant I'étude que j'avais le plus de chances d’arriver i un résultat.

Mais 1l était nécessaire de plus de faive une hypothese au sujet des coefficients
des équations que je voulais étudier. Si j"avais pris en effet pour coefficients des
Jonctions quelcongues, jaurais obtenu également pour les intégrales des fonctions
queleconques et par conséquent je n’aurais pu dire quelque chose de préeis au sujet
de la nature de ces intégrales, ce qui était mon but. J'étais done conduita exami-
ner les équations linéaires a coefficients rationnels et algébriques. Je supposerai,
pour simplifier un peu exposé qui va suivre, que les coefficients sont rationnels.

Voici maintenant la classification que j'ai adoptée pour ces équations linéaires
et qui est la plus naturelle au point de vue du probleme que nous voulons
résoudre ('), Soit y une intégrale d’une équation linéaire d’ordre n a coefficients
rationnels. Posons
(5) 5= c.,?-d-r(lf‘ i‘i LR i, +...+ I, d—‘ — FULI') s

>

e T drn—2

(1) Note du 22 mai 1882,
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2 et les F étant des fonctions rationnelles de . 11 est clair que = satisfera
comme y a une équation linéaire d’ordre 2 & coefficients rationnels. Je dirai que
ces deux équations appartiennent & la méme famnille. Onvoit aisément en effet que
la connaissance des propriétés de la fonction y entraine celle des propriétés de la
fonction s.

Iy a dans chaque famille une infinité d’équations différentes, mais certaines
fonctions des coefficients ont méme valeur pour les équations d’une méme famille;
en d’autres termes, il y a, comme je I'ai montré dans ma Note du 22 mai 1882, des
incarcants qui demeurent inaltérés par la substitution représentée par I'équa-
tion (5). Ces invariants ne sont pas les mémes que ceux de M. Halphen. Ce
savant géomeftre envisage la transformation qui consiste & remplacer @ par une
fonction quelconque de a' et a multiplier y par une autre fonction quelconqgue
de 2. Au contraire, les fonctions qui entrent dans ma substitution (5) ne sont pas
quelconques, mais rationnelles. Rien ne saurait micux faire comprendre la différence
du point de vue de M. Halphen et du mien. M. Halphen cherche avant tout des
relations entre diverses intégrales et il peut impunément introduire dans ses cal-
culs des fonctions queleconques; au contraire, mon but étant d’étudier la natwre
de I'intégrale elle-méme, cette nature serait évidemment altérée, si je multipliais
'intégrale par une fonction quelconque, comme le fait M. Halphen.

Mais cette étude intime de la nature des fonctions intégrales ne peut se faire
que par l'introduction de transcendantes nouvelles dont je vais maintenant dire
quelques mots. Ces transcendantes ont une grande analogie avee les fonctions
elliptiques et 'on ne doit pas s’en étonner; car, sij'imaginais ces fonctions nou-
velles, ¢'était afin de faire, pour les équations différentielles linéaires, ce qu’on
avait fait a l'aide des sévies © elliptiques et abéliennes, pour les intégrales
des différentielles algébriques.

(est done 'analogie avec les fonctions elliptiques qui m’a servi de guide dans
toutes mes recherches. Les fonctions elliptiques sont des fonctions uniformes
(qui ne sont pas altérées quand on augmente la variable de certaines périodes.
Cette notion est tellement utile dans I"Analyse mathématique que tous les géo-
metres ont du penser depuis longtemps qu'il conviendrait de la généraliser en
cherchant des fonctions uniformes d'une variable @ qui demeurent inaltérées
quand on fait subir & cette variable certaines transformations; mais ces transfor-
mations ne peuvent pas étre choisies d’une maniere quelconque. Elles doivent
é¢videmment former un groupe et de plus on ne doit pas pouvoir trouver dans
ce groupe une transformation infinitésimale, c’est-a-dive qui ne fasse varier .
que d’un infiniment petit. Sans cela, en répétant indéfiniment cette transforma- :
tion, on ferait varier x d’'une facon continue, et notre fonction uniforme qui, ne
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serait pas altérée quand la variable augmenterait d’une maniere continue, se
réduirait & une constante. En d’autres termes, notre groupe doit étre discon-

"
\

discontinus que I'on peut former. Dans le eas des fonctions elliptiques, les trans-

tinw ('), Le premier probleme a résoudre est done de trouver tous les groupes
formations du groupe (qui est évidemment discontinu) consistent & ajouter
a4 certaines constantes. Iei encore une nouvelle analogie avec les fonctions
elliptiques peut nous venir en aide. Pour étudier ces fonctions, on divise le plan
enune infinité de parallélogrammes connus sous le nom de parallélogrammes
des periodes. On peut obtenir tous les parallélogrammes en transformant I'un
d’eux par les diverses substitutions du groupe, de sorte que la connaissance de
la fonetion a Uintévieur de Pun des parallélogrammes entraine sa connaissance
dans tout_le plan. De méme, si nous envisageons un groupe discontinu plus
compliqué, engendrant une transcendante dordre plus élevé, nous pourrons
partager le plan (ou la région du plan out la fonetion existe) en une infinité de
regions ou de polygones curvilignes, de telle facon qu’on puisse obtenir toutes
ces régions en appliquant i I'une d’elles toutes les transformations du aroupe.
La connaissance de la fonction a I'intériear d'un de ces polygones curyilignes
entraine sa connaissance pour toutes les valeurs possibles de la variable,

[l est aisé de voir quelle est I'espice particuliere de groupes discontinus qu’il
convient d'introduire. On se rappelle quel est le mode de génération des fone-
tions elliptiques : on considére certaines intégrales appelées de premitre espece;
ensuite, par un procédé connu sous le nom d'inversion, on regarde la variable x
comme fonction de I'intégrale ; la fonetion ainsi définie est uniforme et double-
ment périodique.

De méme ici, nous envisagerons une équation linéaive du second ordre et, par
une sorte d'inversion, nous regarderons la vaviable = comme fonction, non
plus d'une intégrale, mais du rapport = des deux intégrales de notre équation.
Dans certains cas, la fonction ainsi définie sera uniforme, et alors elle demeu-
vera inaltérée par une infinité de substitutions linéaires changeant z en f-.;a

Pour cela, le groupe formé par ces substitutions doit étre discontinu et il est

ais¢ de voir que les polygones curvilignes dont il a été question plus haut sont
limités par des ares de cercle. I'ai supposé d’abord que les coefficients des

Sy as—=0\ ;. . Y . ; A
substitutions (- ) ¢taient réels, ou, ce qui revient au méme, que ces sul-

G
(< T

stitutions n'altéraient pas un certain cercle appelé fondamental. Dans ce cas, les

(1) Surles groupes fuchsiens.
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ares de cercle qui servent de cotés a nos polygones c urvilignes sont orthogonaux
a ce cercle fondamental.

Quelle est alors la condition pour que le groupe engendré par un polygone cur-
viligne donné soit discontinu? Pour résoudre ce probleme, il y avait & surmonter
une difficulté spéciale que je veux expliquer en quelques mots. Partant du poly-
gone curviligne générateur, on construit aisément les polygones voisins, puis les
polygones voisins de ceux-ci et ainsi de suite. On a ainsi une sorte de surface
quiva sans cesse en s'accroissant, et ce qu'’il sagit de faive voir, ¢’est que cetfe
surface ne va pas se recouvrir elle-méme partiellement ou totalement, ¢ est-
a-dire qu'un polygone nouvellement annexé & notre surface ne va pas recouvrir en
partie un polygone anciennement construit. Pour cela il ne suffit pas de remar-
quer que notre surface est simplement connexe et sans point de ramification
(ungersweigt). Cette fagon de raisonner n'est qu'un paralogisme qui a déji
entrainé quelques savants dans diverses erveurs ef qui, dans le probleme qui
nous occupe, nous égarerait certainement. Il faut encore faire voir que la surface
recouvre une partie du plan qui est elle-méme simplement connexe (le con-
traire pourrait avoir lieu et une surface simplement connexe pourrait, en se
recouvrant plusieurs fois elle-méme, couvrir une région plane i connexion mul-
tiple). Ici la région simplement connexe, recouverte une fois of une seule par
notre surface, est la superficie du cercle fondamental.

Il sagit done de démontrer qu'en construisant successivement tous nos poly-
gones, comme je I'ai dit plus haut, on ne sortira jamais de ce cercle et qu'on
atteindra foreément un point queleonque du cercle. La seconde de Ces proposi-
tions m’aurait peut-étre arrété longtemps sans I'aide que j’ai trouvée dans une
théorie fort différente : je veux parler de la Géometrie non euclidienne. Cette
geométrie, fondée sur I'hypothese que la somme des angles d’un triangle est
plus petite que deux droits, ne semble d’abord qu'un simple jeu de Pesprit qui
n'a d'intérét que pour le philosophe sans pouvoir étre d’aucune utilité au mathe-
maticien. Il n’en est rien; les théoremes de la geométrie de Lobatehefski sont
aussi vrais que ceux de la géométrie d'Euclide, a la condition quon les inter-
prete comme ils doivent I'étre. Ainsi, pav exemple, ces théoremes ne sont pas
vrais de la ligne droite, telle que nous la concevons; mais ils le deviennent si.
partout ot Lobatchefski dit « une droite », nous disons « un cercle qui coupe
orthogonalement le cercle fondamental ». Je me trouvais donc en présence de
toute une théorie, imaginée il est vrai dans un but métaphysique, mais dont chaque
proposition convenablement interprétée me fournissait un théortme applicable
4 la Géométrie ordinaire. Il se trouva qu'en combinant tous les théoremes ainsi
obtenus, j'obtins aisément la solution de la difficulté dont j'ai parlé plus haut,
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Je pus ainsi construire tous les groupes discontinus formés de substitutions
naltérant pas le cercle fondamental, et je les appelai groupes fuchsiens.

Mais un probleme important se posait : étant donné un groupe fuchsien, exisge-
t-il des fonctions uniformes inaltérées par les substitutions de ce groupe (')?
(Cest’ce que jai démontré, et fai donné i ces fonetions le nom de M. Fuchs. Pour
arviver a ce résultat, il et 6té possible, dans certains cas particuliers, Qappli-
quer la proposition connue sous le nom de principe de Dirichlet, si souvent
appliquée par Riemann et démontrée plus récemment par M. Schwarz. Je ne
connaissais pas ce principe i cette époque; mais, I'eussé-je connu, que jenem’en
serais pas servi, car il ne pouvait me donner la solution du probleme que dans
cerlains cas particuliers et, méme dans ces cas, il pouvait servir & démontrer
Pexistence de la fonetion, mais il n’en donnait pas le développement analytique.

C'est encore i 'analogie avee les fonetions elliptiques que jai di faire appel.
On sait que ces fonctions peuvent étre regardées comme le quotient de deux
transcendantes, non plus seulement uniformes, mais encore entieres, et que I'on
appelle les séries @, Les fonctions ne sont plus doublement périodiques, mais
elles sont multipliées par une exponentielle quand la variable augmente d’une
période. De méme, ici, je devais chercher i t_-x]ﬂ'ilm?r les fonctions fuchsiennes
par le quotient de deux transcendantes finies et uniformes, tout i fait analogues
aux fonctions ©, et se reproduisant multipliées par un facteur simple, quand la
variable = subit une des transformations du groupe.

Je trouvai aisément des séries satisfaisant 4 ces conditions et je les appelai
thétafuchsiennes. Le quotient de deux pareilles séries était évidemment une
fonction fuchsienne : j'avais done du méme coup démontré Uexistence de ces
fonctions et trouvé leur expression analytique. Le quotient de Punité par une
serie thétafuchsienne est suseeptible aussi d’un développementsimple, et.c’est Ia
considération de ces développements nouveaux qui m’a permis de démontrer
véciproquement que toute fonction fuchsienne peut étre regardée comme e
quotient de deux séries thétafuchsiennes.

Ces fonctions fuchsiennes sont de deux sortes, les unes existant dans tout le
plan, les autres n’existant qu’a I'intérieur du cercle fondamental. Dans les denx
cas, il y a entre deux fonctions fuchsiennes qui ont méme groupe une relation
algébrique. La détermination du genre de cette relation est d’une importance
capitale; je I'ai obtenue d"abord par des procédés analytiques, et plus simplement
ensuite par la géométrie de situation.

Grace a ces relations algébriques, il est possible d'utiliser les fonctions fuch-

(V) Sur les fonctions Sfuehsiennes.
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siennes pour I'étude des fonctions et des courbes algébriques. Ainsi I'on peut
expruner les coordonnées des points d’une courbe algébrique par des fonctions
fuchsiennes, c'est-a-dire uniformes d'un méme parametre. On peut alors se servir
de ces expressions des coordonnées pour arriver i un certain nombre de théo-
remes sur ces courbes. On peut s’en servir également pour exposer d'une facon
plus simple la théorie des fonctions abéliennes.

Si, dans une intégrale abélienne de premiere espece, on remplace la variable
par une fonction fuchsienne de =, cette intégrale devient i son tour une fonction
uniforme de z dont on trouve aisément le développement analytique. Ainsi ces
intégrales, qu'on savait déja obtenir i I'aide des fonetions ©, sont susceptibles
d'une expression analytique entierement différente, ot entrent des transcendantes
ne dépendant que d’une seule variable.

Mais ce n'est pas tout. Toute fonction fuchsienne peut étre regardée comme
provenant de l'inversion d'une équation du second ordre i cocfficients algé-
briques, ¢’est-a-dire qu’on peut 'obtenir en regardant la variable & comme fone-
tion du rapport = des intégrales de cette équation. Nos transcendantes nous four-
nissent done immédiatement I'intégration d’une infinité d’équations linéaires
que I'on peut appeler fuchsiennes,

Les substitutions linéaires dont les coefficients ne sont plus réels, mais quel-
conques, peuvent aussi former des groupes discontinus, que j'ai appelés Alei-
néens (). Pour démontrer I'existence de ces groupes, je rencontrais la méme
difficulté que pour les groupes fuchsiens, et il semblait, au premier abord,
impossible d’appliquerla Géométrie non cuclidienne. Dans certains cas particuliers
la difficulté était facile & surmonter, mais, dans le cas général, elle subsistait
tout entiere. J'imaginai alors un artifice qui me permit de me servir de la Géo-
métrie non euclidienne, non plus & deux, mais & trois dimensions, et je démontrai
aisément l'existence des groupes kleinéens. Je n'avais plus qu’a appliquer les
méthodes qui m’avaient réussi une premitre fois pour trouver une nouvelle caté-
gorie de fonctions tout a fait analogues aux fonetions fuchsiennes. La seule
différence digne d’étre signalée est celle qui résulte de la forme du domaine &
Pintérieur duquel ces fonctions existent. Ce domaine, au lieu d’étre un cercle,
est limité par une courbe non analytique qui n’a pas de rayon de courbure
déterminé. Dans d’autres cas, ce domaine est limité par une infinité de circonfé-
rences. '

Les résultats déja obtenus faisaient des lors pressentir quel intérét il y aurait
a déterminer les coefficients du groupe d’une équation linéaive en fonction des

(') Sur les groupes klcinéens.
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coefficients de I'équation elle-méme (). Ce probleme n'était pas nouveau et il
avaitdéja fait'objet des travaux de divers mathématiciens allemands, entre autres
de MM, Fuchs et Hamburger. I'ai imaginé de nouvelles méthodes de caleul nume-
rique, analogues a celles de ces savants, et j’ai reconnu qu’on pouvait varier ces
procédés a I'infini. Mais ces méthodes ne nous apprennent rien, au point de vue
de la théorie générale des fonctions, sur les propriétés des transcendantes, dont
elles donnent seulement la valeur numérique. 11 fallait chercher aussi a résoudre
le problemea cenouveau point de vue. J'ai obtenu, dans cette voie, divers résultats
qui peuvent présenter quelque intérét. Ainsi les coefficients du groupe considéreés
comme fonctions de certains coefficients de 'équation (les autres coeflficients
é¢tant regardés comme constan(s) en sont des fonctions entitres. J'ai étudié éga-
lement les fonctions inverses qui, dans certains cas, sont uniformes.

Les résultats ainsi obtenus ne donnaient encore qu'une solution hien incom-
plete du probleme que je m’étais proposé, c'est-a-dive l'intégration des équations
difféventielles linéaires. Les équations que j'ai appelées plus haut fucksiennes, et
qu’on peut intégrer par une simple inversion, ne sont que des cas trés parti-
culiers des équations linéaires du second ordre. On ne doit pas s'en étonner si
Fon réfiéchit un peu a P'analogie avee les fonctions elliptiques. Le procédé de
I'inversion ne permet de calculer que les intégrales elliptiques de premiere
espece. Pour lesintégrales de deuxieme et troisieme espece, il faut procéder d'une
autre maniere. Envisageons, par exemple, 'intégrale de deuxieme espece

L a
i aidr

N:.;/ e
Vit—a?) (1— A2z2)

Lot ]

Pour I'obtenir, nous considérons comme équation auxiliaive celle qui donne
Iintégrale de premiere espece

= /F'r dr
Jo VO —a?) (1 — £2a?)
d'otr, par inversion,
I == Ssnas.

Remplacant @ par snz, on trouve que « est égal a une fonction uniforme
de =, Z(z), qui augmente d'une constante quand = augmente d'une période. On
est done conduit & employer ici un procédé analogue : étant donnée une ¢quation
linéaive E d’ordre quelconque & coefficients algébriques en 2, on se sert d'une
équation auxiliaive E’ du second ordre, et cette équation auxiliaive doit étre choisie
de telle facon que  soit fonction fuchsienne du rapport = des intégrales de 1’ et

que les intégrales de E soient des fonctions uniformes de z.

(1) Sur les groupes des équations lincaires.
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Est-il toujours possible de faire ce choix de maniere i satisfaire 2 toutes cos
conditions ? Telle est la question qui se pose naturcllement. Cela revient d’ail-
leurs & demander si, parmi les équations linéaives qui satisfont & certaines con-
ditions, qu’il est inutile d’énoncer ici, il v atoujours une équation fuchsienne,
Je suis parvenuh démontrer quon devaitrépondreaffirmativementi cette question.
Je ne puis expliquer ici en quoi consiste la méthode dont nous nous sommes
servis d’abord, M. Klein et moi, dans I'étude de divers exemples particuliers ;
comment M. Klein a cherché a appliquer cette méthode dans le cas général, ni
comment J'ai comblé les lacunes qui subsistaient encore dans la démonstration
du géometre allemand, en introduisant une théorie qui a les plus grandes ana-
logies avee celle de 1a réduction des formes quadratiques.

Ainsi I'équation auxiliaire I existera toujours; mais il ne suffit pas de pouvoir
démontrer son existence, il faut encore savoir la former. Cest la l'objet de la
derniere Partie de mon Mémoire Sur les groupes des Cquations lindarres. J'ai donné,
dans cette derniere Partie, des procédés pour caleuler les coefficients de I'équa-
tion I, non pas exactement, ce qui est impossible, mais avec une approximation
aussi grande que I'on veut.

Stmaintenant on considére le rapport = des intégrales de cette équation auxi-
liaire, & est une fonction fuchsienne de = que jappelle /=), et les intégrales de
I"équation E sont des fonctions uniformes de = qui subissent des transformations
linéaires lorsque = subit une transformation du groupe, de la méme maniere que
la_fonction Z(z) augmente d'une constante quand = augmente d'une période ('),
Ces fonctions uniformes jouent pour l'intégration de I'équation E le méme role
que la fonction Z (z) joue pour le caleul des intégrales elliptiques de seconde
espece. C'est pour cette raison que je les ai appelées zétafuchsiennes.

Ces fonctions zétafuchsiennes sont évidemment susceptibles d’étre mises sous
la forme du quotient de deux séries ordonnées suivant les puissances croissantes
de z. Ces deux séries sont convergentes i I'intérieur du cercle fondamental. Si
la_fonction /(=) n'existe qu’a l'intérieur du cercle fondamental (ce que nous
supposons ), la variable z ne peut jamars sortir de ce cercle, en sorte que nos deux
séries sont toujours convergentes. D'ailleurs les coefficients de ces séries se cal-
culent aisément par récurrence. A ce point de yue on peut done déjh dire que ces
développements nous donnent intégration complite de I'équation E, puisqu’ils
sont toujours valables au lieu d’étre limités 2 un domaine particulier. Je ne me
suis cependant pas contenté de ce vésultat, car il est possible de donner des
fonctions zétafuchsiennes des développements beaucoup plus satisfaisants pour

Yy Sur il '.\_;‘;mr'c‘r'vu.’\-' zetafuchvionnes,
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Iesprit, parce que les termes sont liés les uns aux autres par une loisimple et
que par conséquent le développement met en évidence les propriétés caracté-
ristiques de ces fonctions. Cest ainsi que I'expression de snz par les séries
d'Eisenstein est beaucoup plus satisfaisante pour Iesprit (quoique moins con-
vergente) que le développement de cette fonction suivant les puissances de = et
de 42, Cest dans ce but que j'ai exprimé les fonctions zotafuchsiennes par le quo-
tient de deux séries; le dénominateur est une série thétafuchsienne et le nume-
rateur est une série d termes rationnels, ot I'expression du terme général est
fort simple.

Ainsi il est possible d’exprimer les intégrales des équations linéaires i coeffi-
cients algébriques a I'aide des transcendantes nouvelles, de la méme maniere
que I'on a exprimé & I'aide des fonetions abéliennes les intégrales des différen-
tielles algébriques. D’ailleurs ces dernieres intégrales elles-mémes sont suseep-
tibles d'étre obtenues aussi par Uintermédiaive des fonctions fuchsiennes et 'on
en a ainsi une expression nouvelle, entierement différente de celle ol entrent les
séries 6 & plusieurs variables.

1II. — INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES PAR LES FONCTIONS ALGEBRIQUES
ET ABELIENNES.

Bien que le probleme de I'intégration des équations linéaives soit résolu dans
le cas général par 'emploi de nos (ranscendantes nouvelles, ce résultat laisse
subsister tout entier I'intérét qui s’attache aux cas particuliers o I'intégration
peut se faire au moyen de fonctions plus simples, telles que les fonetions algé-
briques, elliptiques et abéliennes. Dailleurs les procédés d'intégration par les
fonctions algébriques et elliptiques rentrent facilement dans la méthode générale
qui comprend ainsi comme cas particuliers les proeédés déja connus. Il en résulte
que cette méthode jette quelque lumiere sur les difficultés qui se rapportent a
Pemploi des procédés particuliers. En ce qui concerne la recherche des cas
d’intégrabilité algébrique, le premier probleme & résoudre était de former les
groupes d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire. Ce résultat a été obtenu
par M. Jordan il y a quelques années; mais je ne crois pas que ce savant ai
démontré qu'a tout groupe d’ordre fini correspond un équation linéaire intégrable
algébriquement. L'emploi des fonctions fuchsiennes m’a fait voir aisément (')
qu’a tout groupe d’ordre fini correspond, non pas une, mais une infinité d’équa-

(1) Note du 5 novembre 1883.
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tions dont les intégrales sont algébriques. Pénétrant ensuite plus profondément
dans la question, j'ai cherché a quelles conditions une fonetion algébrique dont
on se donne le groupe de Gallois satisfait & une équation linéaire d’ordre p. Jai
trouvé que certains déterminants dont les éléments s'expriment tantot a aide
des racines de I'unité, tantot a Paide des périodes des intégrales abéliennes de
premiere espece correspondant i la fonction algébrique considérée, devaient étre
nuls & la fois. D’autre part on peut, sauf dans certains cas exceptionnels, trouver
un systeme fondamental d’intégrales de premitre espece, tel que les périodes
normales de I'une queleconque d’entre elles soient des fonctions linéaires a coef-
ficients entiers des périodes normales de la premiere. Je fus ainsi conduit &
exprimer la condition cherchée sous la forme de certaines relations entre les
périodes normales des intégrales de premiere espece qu'on peunt former avee la
fonction algébrique considérde.

Au contraire, les procédés d'intégration par les fonctions abéliennes ne rentrent
pas dans la méthode générale ('). On y est conduit en cherchant i généraliser les
méthodes dintégration par les fonetions elliptiques. On sait que la théorie des
fonctions elliptiques permet de caleuler les intégrales des équations linéaires du
second ordre dans trois cas entierement différents :

1" Lorsque, les coefficients é¢tant rationnels, il y a trois points singuliers tels
que la différence des racines des trois équations déterminantes soit respecti-
vement §, + et &, ou bien £, { et §, ou bien encore 4, § et 5.

2° Lorsque, les coefficients étant rationnels, il y a quatre points singuliers
tels que la différence des racines de chaque équation déterminante soit 3;

3° Lorsque, les coefficients ¢tant doublement pérviodiques, les intégrales
n’offrent d’autre singularité que des poles.

M. Appell a généralisé le troisieme cas en montrant que, lorsque le groupe de
I'équation linéaire se réduit & un faisceau, la dérivée logarithmique de certaines
intégrales est algébrique et que I'intégration peut s’eflectuer par les fonctions
abéliennes. J'ai voulu de méme généraliser le premier et le second cas.

Je suis arrivé ainsi & une infinité d’équations linéaires du troisieme ordre a
coefficients algébriques dont les intégrales s’expriment a P'aide des fonctions
abéliennes de deux variables. De méme, les fonctions abéliennes & p variables
permettent d'intégrer une infinité d'équations linéaires d’ordre p + 1.

F’ai indiqué ensuite succinetement les principales propriétés des groupes de ces

équations.

(!) Note du 11 avril 1881.
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V. — CoOURBES DEFINIES PAR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Les méthodes dintégration dont il a été question plus haut ne se rapportent
quaux équations linéaires, et dans les applications on rencontre fréquemment
des équations non linéaives. D'ailleurs, alors méme qu'on parviendrait a faire
pour une équation queleonque ce que j’ai fait pour les équations linéaires, ¢’est-
s-dive & trouver des développements des intégrales valables dans toute I'étendue
du plan, ce ne serait pas une raison pour laisser de coté les résultats que 'on peut
obtenir par d'autres méthodes, car il peut arriver que ces méthodes nous fassent
découvrir certaines particularités que les développements ne mettraient pas
immeédiatement en évidence. Cest ce qui m'a décidé & me placer & un point de
yue nouveau et-je ne saurais mieux le faive comprendre qu'en reproduisant ce
(que j'éerivais au moment ot je commencais ces recherches (') :

« 11 estdone néeessairve d’étudier les fonetions définies par des équations diffé-
renticlles en elles-mémes et sans chercher & les ramener a des fonetions plus
simples, ainsi qu'on a fait pour les fonctions algébriques, qu'on avait cherché a
ramener 2 des radicaux et qu'on étudie maintenant divectement, ainsi qu’on a fait
pour les intégrales de différentielles algébriques, qu'on s’est efforcé longtemps
d’exprimer en termes finis.

» Rechercher quelles sont les propriétés des équations différentielles estdone
ane question du plus haut intérét. On a déja fait un premier pas dans cetle voie
en étudiant la fonetion proposée dans le voisinage d'un des points du plan. 11s’agit
aujourd’hui d’aller plus loin et d’étudier cette fonction dans toute Uétendue du
plan. Dans cette recherche, notre pointde départ sera évidemment ee que I'on sait
déja de la fonetion étudice dans une certaine région du plan.

» L'étude complete d'une fonction comprend deux parties : 1° partie qualitative

pour ainsidire), ou étude géométrique de la courbe définie par lafonetions 2° par-
tie quantitative, ou calcul numérique des valeurs de la fonction.

» Ainsi, par exemple, pour étudier une équation algébrique, on commence par
rechercher, a 'aide du théoreme de Sturm, quel est le nombre des racines réelles :
c'est la partie qualitative; puis on caleule la valeur numérique de ces racines, ce
qui constitue I'étude quantitative de I'équation. De méme, pour ¢tudierune courbe
algébrique, on commence par construire cette courbe, comme on dit dans les cours
de Mathématiques spéciales, ¢’est-a-dive qu’on cherche quelles sont les branches
de courbes fermées, les branches infinies, ete. Apres cette étude qualitative de Ja
courbe, on peut en déterminer exactement un certain nombre de points.

(1) Journal de Liouville, 3° série, t. VIL
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» (est naturellement par la partie qualitative qu'on doit aborder la theorie de
toute fonction et ¢’est pourquol le probleme qui se présente en premier lieu est
le suivant : Construire les courbes définies par des équations différentiel’es.

» Cette étude qualitative, quand elle sera faite completement, sera de la plus
grande utilité pour le caleul numérique de la fonction, et elley conduira d'autant
plus facilement que I'on connait déja des séries convergentes qui représentent la
fonetion cherchée dans une certaine région du plan, et que la principale difficulté
qui se présente est de trouver un guide sur pour passer d’une région ot la fone-
tion est représentée par unc série & une autre région du plan ou elle est expri-
mable par une série différente (A

» D'ailleurs cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét de premier
ordre. Diverses questions fort importantes d’Analyse et de Mécanique peuventen
effet s’y ramener. Prenons pour exemple le probleme des trois corps : ne peut-
on pas se demander si 'un des corps restera toujours dans une certaine région
du ciel ou bien il pourra s'éloigner indéfiniment; si la distance de deux corps
augmentera, ou diminuera i infini, ou bien si elle restera comprise entre cer-
(aines limites? Ne peut-on pas se poser mille questions de ce genre, qui seront
toutes résolues quand on saura construire qualitativement les trajectoires des
trois corps? Et, sil'on considere un nombre plus grand de corps, qu'est-ce que
la question de l'invariabilité des ¢léments des planttes, sinon une véritable
question de géométrie qualitative, puisque faive voir que le grand axe n’a pas
de variations séculaires, ¢'est montrer qu'il oscille constamment entre certaines
limites?

» Tel estle vaste champ de découvertes qui s’ouvre devant les géometres. Je n'ai
pas eula prétention de le parcourir toul entier, mais j’
chir les frontieres, et je me suis restreint & un cas tres pnrticulim'. celui qui se

ai voulu du moins en fran-

présente d’abord tout naturellement, ¢'est-i-dire a Iétude des équations différen-
tielles du premier ordre et du premier degré. »

Je commencai done mes recherches par I'étude des courbes définies par les équa-
tions différentielles de la forme
dv _dy

(1) X = v’

ot X et Y sont des polyndmes entiers en 2 ety, et je reconnus d’abord que ces
courbes pouvaient présenter la forme de courbes fermées ou celle de spirales.
Je démontrai également le théoreme suivant :

(1) On verra plus loin que ces considérations m'ont servi de guide dans des recherches ralatives aun
caleul numérique de la fonction.
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St une courbe définte par une équation de la forme (1) n"a pas de point d’arrét et
ne coupe aucune courbe algebrique qu’en un nombre fini de points reels, elle est une
courbe fermée.

Pour pousser plus loin I'étude de la forme de ces courbes, j'ai da commeneer
par rechercher ce qui se passe dans le voisinage d'un point singulier quelconque.
En réalité, le probleme était résolu par les travaux antérieurs de MM. Briot et
Bouquet et par les miens (Journal de I’ Ecole Polytechnigue, XLV Cahier, et These
imaugurale), mais j'avais a approprier la solution & mon nouveau but; dans les
Mémoires que je viens de citer, et ot je me placais au point de vue de la théorie
des fonetions, Jattachais une égale importance au réel et 2 I'imaginaire. Pour
mon but nouveau de géométrie qualitative, le réel seul m'intéressait et je devais
faire une discussion spéciale qui me conduisit a distinguer quatre sortes de points
singuliers (sans parler de points singuliers plus compliqués qui ne se présentent
que dans certains cas particuliers et qui peuvent étre regardés comme composés
de plusieurs points singuliers simples confondus).

J'ai donné a ces quatre sortes les noms suivants :

1° Les cols, par lesquels passent deux courbes définies par I'équation et deux
seulement;

2° Les neeuds, ol viennent se croiser une infinité de courbes définies par I’équa-
tion;

3 Les foyers, autour desquels ces courbes tournent en s’en rapprochant sans
cesse @ la fagon d’une spirale logarithmique

4° Les centres, autour desquels ces courbes se présentent sous la forme de
cycles fermés s’enveloppant mutuellement et enveloppant le centre. (On ne ren-
contre les centres que dans des cas tres exceptionnels. )

Jai étudié ensuite la distribution de ces divers points singuliers dans le plan.
Tai montré ainsi qu'il y en avait toujours (& distance finie ou infinie) et qu'il y
avait toujours une relation simple entre le nombre des cols, des neeuds, des foyers
et des centres, et que, sur la courbe X = o, les cols ou les nceuds et foyers se
succédaient alternativement.

Ces problemes résolus, je me suis occupé des contacts que peut avoir une
courbe algébrique donnée avee les courbes définies par I'équation (1) et j'ai vu
que, dans un tres grand nombre de cas, il existe des branches de courbe fermées
qui ne touchent en aucun point aucune des courbes qui satisfont i notre équation
dilférentielle. Je les ai appelées cyeles sans contact ().

[l est facile de comprendre 'importance de la détermination des eycles sans

(') Journal de Liouville, 3° série, L. VIIL
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contact; on voit aisément en effet qu'une courbe définie par I'équation (1) ne
peut rencontrer un pareil eyele en plus d’un point. Si done on imagine un point
mobile décrivant notre courbe, des qu'il sera sorti d'un cycle sans contact, il n'y
pourra plus rentrer. En d'autres termes, si ce point a occupé une fois une position
donnée, il ne pourra plus jamais y revenir, ni méme reveniv dans le voisinage
immédiat de cette position. Les coordonnées du point n’oscilleront pas entre cer-
taines limites et ne pourront étre représentées par des séries (rigonométriques,
de sorte que, si lon voulait appliquer & la trajectoire de ce point mobile le méme
langage qu'emploient les astronomes pour les orbites des planetes, il faudrait
dire que I'orbite de ce point est instable.

Outre les cycles sans contact, il y a un autre genre de courbes fermées qui
jouent un role capital dans cette théorie : ce sont les eyeles limites. Vappelle ainsi
les courbes fermées qui satisfont & notre équation difléventielle et dont les autres
courbes définies par la méme équation se rapprochent asymptotiquement sans
jamais les atteindre. Cette seconde notion n’est pas moins importante que la pre-
mitre. Supposons en effet que l'on ait tracé un cyele limite; il est clair que le
point mobile dont nous parlions plus haut ne pourra jamais le franchir et qu'il
restera toujours i I'intérieur de ce cycle, ou toujours al'extérieur. 1l est vrai que
les eyeles limites sont en général des courbes transcendantes qu'on ne saurai
tracer exactement. Mais on peut souvent tracer deux courbes algébriques fer-
mées, concentriques I'une & l'autre, déterminant une sorte d’anncau, de telle
facon qu’on peut distinguer dans le plan trois régions, intérieur de 'anneau, Ia
région annulaire et Uextérieur de I'anneau. Supposons que I'on ait démontré
d'une maniere quelconque que le eyele limite se trouve dans larégion annulaire;
on sera certain alors que, si notre point mobile est & intéricur de lanneau, il ne
pourra jamais aller & extérieur de cet annean. On peut done, malgré Uinstabilité
de ce point mobile, assigner des limites supérieures i ses coordonnées.

Je reconnus ensuite qu’on pouvait dans tous les cas sillonner le plan par une
infinité de courbes fermées s’enveloppant mutuellement et rappelant par leur
forme et leur disposition les courbes de niveau d’un plan topographique. Pour
poursuivre cette comparaison, je dirai que, dans ce plan topographique, les som-
mels et les fonds seraient représentés par les neeuds et les foyers, et les cols par
les points singuliers que j'ai appelés plus haut de ce nom. Parmi ces courbes
fermées, les unes sont des cycles sans contact, les autres sont des cycles limites.
A part ces cycles limites, les courbes définies par notre équation différentielle
sont des spirales se rapprochant asymplotiquement des points singuliers et des
- eyeles limites.

Apres avoir démontré que le nombre des eycles limites est fini, sauf dans cer-
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tains cas exceptionnels, j'ai donné une méthode générale pour déterminer ce
nombre et pour tracer des régions annulaires dans lesquelles se trouve un cycle
limite, et un seul.

A la fin du Mémoire j'ai donné plusieurs exemples d’applications de cette
méthode. Je citerai seulement le dernier de ces exemples, celui de I'équation

dr S ({J'

—y+a(@4yt—az=3) (2 +y'—2x—8) zity(@+y*—a2z-—3)(z*+y*—a2z—8)

J'ai divisé le plan en quatre régions limitées par les trois cercles ()
(2) - yt=1, a4 yt=aax+ 5,5, a'+ y*=16,

qui s'enveloppent mutuellement. De ces quatre régions, la deuxieme et la troi-
sieme contiennent un cycle limite et n’en contiennent qu'un, les deux autres n’en
contiennent pas. Il suit de la que si, & I'origine des temps, notre point mobile est
a I'intérieur du premier des cercles (2), il ne pourra jamais sortir du second et
que, s'il est a I'intérieur du second, il ne pourra jamais sortir du troisieme.

Ily a un cas particulier qui mérite de fixer 'attention, bien qu’il ne se présente
que tres exceptionnellement, c’est celui ot toutes les courbes définies par I'équa-
tion (1) sont des courbes fermées qui s’enveloppent mutuellement a Ia fagon des
courbes de niveau d’un plan topographique. C'est Iale seul cas out, pour employer
de nouveau une comparaison empruntée a I’Astronomie, le point mobile dont il a
¢té question plus haut a une orbite stable. C'est le seul cas, en effet, ot 'on ne
puisse pas sillonner le plan de cycles sans contact.

Jabordai ensuite (*) I'étude des équations du premier ordre et de degré supé-
rieur de la forme suivante :

dy

3 et AN

(3) I(&,J,d )—0,

F désignant un polynéme entier en x, y et ((—2 Pour étudier plus facilement cet(e

équation, j'emploie trois variables auxiliaires £, «, 7, liées aux variables primi-
; dy . . ‘ {
lives, de telle fagon que @, y et - soient des fonctions rationnelles de £, q et g, el

je considere ces (rois variables comme les coordonnées d’un point dans I'espace.
L'équation (3) signifie alors que ce point est situé sur une certaine surface alge-
brique. J'ai soin de choisir mes nouvelles variables de telle facon que celte sur-

(1) De telle fagon que la premiére région soil intérieure au premier des cercles (2), la deuxiéme com-
prise entre le premier et le second de ces cercles, la troisieme comprise entre le deuxiéme et le troisieme,
el la quatriéme région exlérieure au troisiéme cercle.

(%) Note du 5 décembre 1881.
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face n’ait pas de nappes infinies et se réduise a un certain nombre de nappes
fermées. J'envisage en particulier une de ces nappes que j'appelle S. Grace aux
conventions faites, par chaque point non singulier de S passera une courbe
définie par I'équation (3) et une seule. Quant aux points singuliers, ils se subdi-
visent en cols, en foyers, en neeuds et en centres et jouissent des mémes pro-
priétés que les points que jai appelés plus haut de ces noms.

Une notion qui joue ici un role capital, c'est le genre de la nappe S. Je dirai
que cette nappe est de genre o si elle est convexe, i la facon d’'une sphere; de
genre 1, si elle présente unzrow, i la fagon d’un tore; de genre 2, si elle présente
deux trous, ete.

ai démontré une relation tressimple entre le genre de cette nappe etlenombre
des cols, des foyers et des neeuds qui sy trouvent. Clest la généralisation d’une
velation dont j’ai parlé plus haut et qui s’applique aux équations du premier ordre
et du premier degré.

La suite de la discussion est d’ailleurs touta fait la méme que pour les courbes
définies par I'équation (1), ¢'est-d-dire par une équation du premier degré. La
nappe S est sillonnée par une infinité de courbes fermées, qui sont des cycles
sans contact ou des cycles limites; il y a toutefois une différence essentielle sur
laquelle je désirerais attiver attention. Supposons, par exemple, que la nappe S
soit un tore et qu'un cercle méridien de ce tore soit un cycle sans contact; con-
trairement i ce que nous avons remarqué dans le eas des équations du premier
degré, vien ne s'oppose & ce qu'une courbe définie par notre équation différen-
tielle vienne couper ce cercle méridien en plusieurs points et méme en une infi-
nité de points. Si eela arrive et qu'un point mobile décrive cette courbe en partant
d’une position initiale donnée, il finira toujours par revenir dans une position
aussi voisine qu’on le voudra de cetle position initiale. On pourra done dire que
ce point mobile décrit une trajectoire stable.

Ainsi la stabilité qui, lorsqu'il s'agissait des équations du premier degré, ne se
présentait que dans des cas tres particuliers, n’est plus une exception quand il
s'agit d’équations de degré supéricur.

Passons maintenant (') aux équations du second ordre, que j'écrirai sous la

forme suivante :
dx dy dz

(1) X = =

X, Y et Z désignant des polynomes entiers en @, y et = el les variables @, y el =
étant regardées comme les coordonnées d’un point dans I’espace. Nous pouvons

(1) Note du 13 février 1882,
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alors étudier les courbes qui satisfont & ces équations et que jappellerai les
courhes C, et nous verrons que par chaque point de I'espace vient passer une
courbe G et une seule, si toutefois on excepte les points singuliers, clest-h-dire

les points d’interseetion des (rois surfaces
{3) XIO, Y:D, 7=o0.

I’étude de ces points singuliers s'imposait tout d’abord. Je reconnus quil y en
a de quatre sortes (sans parler des points singuliers qui ne se rencontrent que
tres exceptionnellement, par exemple les centres) :

1o Les neeuds, ot viennent converger toutes celles des courbes C qui passent
assez pres du point singulier;

2 Les cols, out viennent converger une infinité de ces courbes dont'ensemble
forme une surface et ol passe en outre une autre courbe satisfaisant a I'équation
et non située sur cetle surface;

30 Les foyers, ol passe une courbe Cetune seule, pendantque les autres courbes
se rapprochent asymptotiquement du- point singulier & la facon des spirales;

4 Les cols foyers, par lesquels passe une courbe Cet une scule, pendant qu'une
infinite d’autres, dont ensemble forme une surface, se rapprochent asym-
ptotiquement du point singulier.

Tai étudié ézalement le cas ol les trois surfaces (5) ont une courbe commune
qui devient alors une ligne singuliére. J'ai reconnu que les diffévents points d'une
ligne singulitre ont des propriétés analogues a celles des points singuliers ordi-
naires dont nous venons de parler.

On a vu plus haut que ¢’est Uétude des points singuliers des équations du
premier ordre qui nous a fait connaitre les principales propriétés des courbes
définies par ces ¢quations; au contraive, la théorie des points singuliers des
équations du second ordre ne saurait suffive & clle seale pour nous faire pénc-
trer aussi profondément dans la connaissance des courbes C. Tl faut introduire en
outre une notion nouvelle qui joue, dans une certaine mesure, le méme role que
les points singuliers. Soient G, une courbe fermée quelconque satisfaisant anotre
¢quation et D un domaine comprenant tous les points suffisamment voisins de C,;
nouspouvons étudier la forme et la disposition générale des courbes Ca 'intéricur
de ee domaine. On reconnaitra ainsi quatre cas prineipaux, qui sont les suivants :

1° On peut faive passer par la courbe C, deux surfaces que I'on peut sillonner
par une infinité de courbes C satisfaisant aux équations (4). Les autres courbes G,
apres étree entrées dans le domaine D et s’étre rapprochées de Gy, s'en éloignent
ensuite et finissent par sortir du domaine. Je n’ai rien & ajouter sur ce premier

s, qui nous apprend peu de chose sur les propriétés de nos courbes.
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20 On peut construire une surface S présentant une forme annulaire analogue
i celle du tore, et & Pintérieur de laquelle se trouve la courbe C,, de la méme
facon que le cerele, licu des centres des cercles méridiens, se trouve a I'intéricur
d’un tore. De plus eette surface S n’est tangente, en aucun point, a aucune des
courbesC : ¢’est une surface sans contact. Considérons un point mobile décrivant
une courbe C; des qu'il sera sorti de la surface S, il n’y pourra plus rentrer;
nous avons done instabilité et cela semble étre ici le cas général.

30 On peut construire une surface S analogue & celle dont nous venons de
parler ; mais elle ne sera pas une surface sans contact, elle sera an contraire sil-
lonnée par une infinité de courbes C. Alors, si notre point mobile est situé sur la
surface S, il y restera toujours; de plus, s'il part d'une position initiale quel-
conque, il finira toujours par revenir aussi pres que F'on veut de cette position.
Son orbite est done stable.

4° Dans le quatrieme cas enfin, le point mobile peut aller aussi pres que I"on
veut d’un point guelconque du domaine D, et s'il part d'une position initiale
donnée, il finira toujours par revenir aussi pres que 'on veut de cette position.
Dans ce sens, il y a done stabilité et la démonstration de cette stabilité serait
‘complete, si 'on savait assigner des limites aux coordonnées du point mobile.

Malheureusement, mes méthodes ne me permettent presque jamais de distin-
auer le troisibme cas du quatrieme, ni, dans le quatrieme, de trouver les limites
entre lesquelles les coordonnées du point mobile restent comprises. C'est a une
lacune importante que jusqu'ici j'ai vainement essayé de combler.

Ce (roisibme et ce quatricme cas ne se présentent que si X, Y et Z satisfont &
une infinité de conditions, de sorte qu'ils semblent d'abord tres exceptionnels.
Ils ont néanmoins une grande importance pratique.

Pour étendre les résultats précédents aux équations d’ordre supérieur au
second, il faut renoncer a la représentation géométrique (ui nous a é(é si com-
mode, i moins d'employer le langage de I'hypergéométrie i 2 dimensions. Mais
ce langage est si peu familier i la plupart des géomitres qu'on perdrait ainsi les
principaux avantages que 'on peut attendre de la représentation en question.
Les vésultats n’en subsistent pas moins, et P'on retrouve les quatre cas dont
nous avons parlé plus haut. Ce qu’il y a de remarquable, ¢’est que le troisieme
et le quatrieme eas, ¢’est-b-dire ceux qui correspondent a la stabilité, se ven-
contrent précisément dans les équations générales de la Dynamique. Celte cir-
constance doit nous faire d’autant plus désiver de voir se combler la lacune

que j'ai signalée plus haut.




V. — APPLICATIONS DES NOTIONS PRECEDENTES.

On a da voir, en lisant les lignes qui précedent, que les questions de stabilité,
analogues i celles que I'on rencontre en Astronomie, étaient ma préoccupation
constante. C'est qu'en effet j'attendais de I'application des principes que je viens
d’exposer la solution de cette question si intéressante de la stabilité du systeme
solaire, et, malgré I'insucces de mes efforts, je persiste & croire que c'est dans
cette direction qu'il faut la chercher.

Il est aisé de voir que les méthodes anciennes ne donnent pas la solution com-
plete de cet important probleme. Les séries que I'on obtient sont ordonnées sui-
vant les puissances des masses et contiennent le temps en dehors des signes
trigonométriques. Il en résulte qu’elles ne sont convergentes que pendant un
certain intervalle de temps. Elles nous font done voir par exemple que, pendant
quelques siecles, les excentricités oseilleront entre certaines limites; elles ne nous
permettent pas d’affirmer que ces excentricités resteront éternellement (res
petites. :

Aussi les efforts des géometres astronomes ont-ils eu pour but dans ces der-
niers temps de remplacer les séries anciennes par de nouveaux développements
ol le temps ne se rencontre que sous les signes sinus et cosinus. MM. Gyldén et
Lindstedt ont trouvé, en effet, des séries satisfaisant & cette condition, ¢’est-a-dire
purement trigonomé(riques et représentant les mouvements des corps célestes.
Il reste & savoir si ces séries sont convergentes, ce qui n’est pas évident a priori.
On croit généralement que, si lon parvenait a démontrer celte convergence, on
aurait, du méme coup, démontré la stabilité du systeme solaire. C'est une erreur.
Jai montré (') qu'il existe des fonctions qui peuvent étre représentées par des
séries purement trigonométriques et toujours convergentes, mais qui, cependant,
peuvent croitre au dela de toute limite. Il serait certainement tres difficile de
faive voir que les séries de M. Lindstedt ne rentrent pas dans ce cas, qui n'a,
d’ailleurs, rien (l'l‘xnt‘[)liunlwl.

Ayant ainsi donné une nouvelle preuve de I'impuissance des procédés anciens,
je devais naturellement songer & appliquer les principes que j'ai exposés dans
le paragraphe précédent; mais ces principes cux-mémes ne me donnerent qu'une
solution incomplete du probleme. On peut, en effet, définir par les deux condi-
tions suivantes ce qu'on doit entendre par stabilité. En premier lieu, si le sys-

(1) Nole du 30 octobre 1882.
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teme part d'une position initiale quelconque, il doit pouvoir revenir dans une
position aussi voisine qu’on voudra de cette position initiale. En second lieu, les
coordonnées des astres doivent éternellement rester comprises entre certaines
limites. La stabilité sera complete si ces deux conditions sont remplies et I'insta-
bilité compléte si elles ne le sont ni I'une ni Pautre. On peut démontrer que le
systeme solaive satisfait & la premiere des conditions énoneées, au moins si on
le regarde comme formé de points materiels soumis seulement aux forces newto-
niennes; il est probable, au contraire, que dans la nature d’autres actions dont
la lenteur échappe aux observations les plus précises, mais dont les effets s'addi-
tionnent de millions en millions d’années, engendrent une instabilité complete.
Tels sont, par exemple, les ellets des marées et de 'induction électromagnétique
des astres les uns sur les autres. Quoi qu'il en soit, dans le probleme mathéma-
tique des n corps, la premiere condition de stabilité est remplie; mais, pour que
la démonstration de cette stabilité fut complete, il faudrait que 'on pat trouver
les limites entre lesquelles restent comprises les coordonnées des astres. Cest
ce que je n’ai pu faire jusqu’ici.

Quoique les séries purement trigonométrigues de M. Lindstedt ne puissent pas,
méme dans le cas de la convergence, démontrer la stabilité du systeme, il y aurait
un grand intérét i reconnaitre si, effectivement, elles convergent, ou si elles diver-
gent. Je suis parvenu a démontrer (') que, si les séries sont convergentes pendant
petit intervalle de temps, elles convergent eternellement, et de plus qu’aucune
fonction ne peut étre représentée a la fois par deux séries purement trigonomeé-
triques différentes.

Mais je n’ai pu établir la convergence de ces séries; je suis méme porté, par la
comparaison avee d’autres problemes, & regarder la divergence comme probable.
Cette circonstance enleve aux développements en question tout intérét théorique,
mais j’ai reconnu en méme temps que ces séries, malgré leur divergence, pour-
raient ¢tre utilisées pour le calcul numérique.

Ainsi il n’est nullement certain que les distances mutuelles des astres puissent
étre exprimées en géneral par des séries purement trigonométriques convergentes.
Mais il est des cas particuliers ot les séries auxquelles on est conduit ne con-
tiennent qu’'un seul argument et ot leur convergence est évidente. En effet, j’ai
démontré (?) que, dans le probleme des trois corps, on peut choisir les éléments
initiaux du mouvement de telle facon que les distances mutuelles des trois masses
soient des fonctions périodiques du temps. On est ainsi amené a une solution

(1) Note du 2§ décembre 1883.
(?) Note du 23 juillet 1883,
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particuliere du probleme que 'on peut appeler périodique, Ces solutions pério-
diques ont une certaine importance; elles jouent en effet dans e probleme qui
nous occupe le meme role que jouait la courbe fermée C, dans 'étude des
courbes définies par les équations (4) du paragraphe précédent. On peut done se
servir de ces solutions périodiques pour étudier les autres solutions particulivres

du méme probleme. En considérant les trajectoires des (rois corps dans une solu-
tion périodique comme une orbite intermédiaire et en rapportant leurs positions
véritables aux positions qu'ils occuperaient sur celtte orbite intermédiaire, on esl
amené hune méthode nouvelle d’approximationsuccessive qui nousrévele diverses
propriétés des intégrales générales du probleme des trois co Lps.

Faut-il done renoncer i exprimer les intégrales de ee prohlome par des séries
(qui restent convergentes pour toutes les valeurs réelles du temps?Il n’en est rien,
eela est toujours possible au contraire (') et I'on peut donnery les solutions d’une
¢quation différentielle quelconque sous forme de l'-('\'vlnppmm,m qui restent
valables pour toutes les valeurs réelles de la variable. Celg peut méme se faire
Q'une infinité de manieres. Pour démontrer cette possibilite, j'ai donné, A fitre
d’exemple, la méthode suivante.

Je mets les équations différentielles sous la forme

dry, dr, iy

XI _— XE — s — '\—H—t
les X étant des polynomes entiers par rapport aux variables -, Cela est toujours
possible. J'introduis ensuite une variable auxiliaire s définie par I'é¢quation

de dr, aday s

i X, 3 TS S ek

X, % X XX

(oS

Je puis alors démontrer que si « est convenablement choisi, les variables 2 peu-
vent se développer suivant les puissances croissantes de

(_,:L_s )

erts

et que les développements restent valables pour toutes les valeurs réelles de s.
Sil'on applique cequi précede au probleme des trois corps, on verra que, quant
gvarie de — o A 4+, tvarie de — % & + », de sorte que |eg développements
restent convergents pour toutes les valeurs réelles du temps, [1 n'y aurait d’ex-
ception que dans I'hypothese, assez peu vraisemblable (l‘}li“[‘l“'b"‘ ot deux des
corps viendraient se choquer a I'époque ¢,, et les développements ne nous appren-

(1) Note du 27 février 18582,




(33)
draient rien sur ce qui se passerait apres 1'époque du choe; le probleme d'ailleurs
ne se pose méme pas. Si de plus on suppose que les éléments initiaux aient été
choisis de telle sorte que les distances mutuelles restent constamment supé-
rieures & une limite donnée, on peut remplacer la variable auxiliaire s par le
temps lui-méme et développer suivant les puissances de

ety

et g

Ainsi que je 'ai dit plus haut, je n’ai donné cette solution qu'a titre d’exemple.
Quand j'aurai publié la démonstration que j'en ai donnée, on verra que cette
meéthode peut se varier & U'infini et qu’on en peut imaginer une infinité d’autves
fondées sur le méme principe. Dans chaque probleme, il faudra choisir celle ui
est le mieux appropriée au but particulier que I'on poursuit. Je ne erois pas que
celle que j'ai développée plus haut soit précisément celle qui s’appliquera avee le
plus d’avantage au probleme des trois corps, ni qu’elle doive supplanter comple-
tement les solutions trigonométriques. I'ai lieu de penser au contraire que la
véritable solution de ce probleme consistera & en exprimer les intégrales par la
somme de deux séries, I'une purement (rigonométrique et I'autre développée
suivant les puissances du temps, et toutes deux convergentes pour toutes les
valeurs du temps.

5% 3




VI. — THEORIE GENERALE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

La théorie des fonctions d’'une seule variable complexe a fait dans ces derniers
temps des progres considérables, grice aux travaux de M. Weierstrass et de
M. Mittag-Leffler.

Ces fonctions peuvent se répartir en trois classes : 1° fonctions uniformes exis-
tant dans toute 'étendue du plan; 2° fonctions uniformes a espaces lacunaires,
c'est-i-dire n’existant pas dans toute I'étendue du plan; 3° fonctions non uni-
formes.

Parmi les fonetions de la premiere classe, les plus importantes sont les fonctions
entivres, c'est-i-dive celles qui peuvent se développer suivant les puissances de @,
en séries toujours convergentes. M. Weierstrass a fait voir qu'une pareille fonction
peut toujours se décomposer en un produit d’une infinité de facteurs primaires. Un
facteur primaire de genre n est le produit [/ 1 — % Jeri, P(x) étant un polynome
entier de degré 2. Une fonction de genre 2 est une fonction entiere dont tous les
facteurs primaires sont de genre 2 ou de genre inféricur.

Cette classification des fonctions entieres en genres souleve un grand nombre
de problemes intéressants. J'ai voulu con tribuer (') i la solution de ces problemes
en étudiant la maniere dont une fonction de genre » se comporte a l'infini et la
rapidité avec laquelle décroissent les coefficients de son développement suivant
les puissances de a. Je suis arrivé ainsi aux résultats suivants :

1° Si I () est une fonction de genre 2 et si le module de @ croit indéfiniment
avec un argument tel que " tende vers o, le produit F;.'r}e'“ﬂ—l_ tend aussi
vers o.

2° L'intégrale

= Fins n+t -
f oins F(z)ds

i 7 i 1
représente une fonction entiere de —-

€
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30 Si A, est le coefficient de 27 dans le développement de F(x), on a
lim Ap”‘{-ﬁ.—_ (pour p=1).

4° Si F(a) est une fonction de genre o, elle est susceptible d’étre représentee
par la série d’Abel étudiée par M. Halphen dans le tome X du Bulletin de la Societe
mathématique de France, et cela quelle que soit la constante f2.

Malheureusement les réciproques de ces propositions ne sont pas vraies, 11 est
aisé de voir la raison pour laquelle il est impossible de trouver un critere infail-
lible, donnant les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction soit
du genre 7. En effet, la classification des fonctions en genres se rattache tres étroi-
tement A la théorie de la convergence des séries.

Pour qu'une fonction dont les zéros sont, par ordre de module croissant,

Qs las owel By sy
soit de genre n, la premiere condition et la plus importante, c'est que la série

ISR 1 1

aftt e r!;‘,"

‘—l-...

soit convergente. Or il n'y a pas de eritere de la convergence d’une série pouvant
s'appliquer a tous les cas. C'est pour cela qu'il n’y a pas non plus de critere per-
mettant de reconnaitre dans tous les cas si une fonction est du genre 7.
Outre les fonctions entibres, la premiere classe comprend : 1°les fonctions qui
ont des poles; 2° celles qui ont un nombre fini de points singuliers essentiels:
3v celles qui en ont un nombre infini parmi lesquels on peut trouver des points
singuliers isolés (j'appelle ainsi les points singuliers autour desquels on peut
tracer un cercle assez pelitpourne contenir aucun autre point singulier); 4° celles
qui ont une ligne singuliere; 5° celles qui, ayant un nombre infini de points sin-
guliers, mais n'ayant pas de lignes singulitres, n’ontcependant pas de points sin-
guliers isolés. (Les Allemands disent alors que les points singuliers forment
cine perfecte Menge.) V'ai donné, pour la premiere fois ('), un exemple de fone-
tions de cette derniére catégorie; ce sont les fonctions fuchsiennes qui existent
dans toute I'¢tendue du plan. En appliquant un théoréme de M. Picard, on peut
voir en effet que ces fonctions ne peuvent avoir de points singuliers isolés.
»assons maintenant i la deuxieme classe, celle des fonctions & espaces lacu-
naires signalées pour la premitre fois par M. Weierstrass. J'ai éte conduit par
deux voies différentes (*) & m’occuper de ces fonctions. En premier lieu les

(1) Yonctions fuchsiennes (passim).

(2) Sur les fonctions & espaces lacunaires,
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fonetions fuchsiennes et kleinéennes n’existent en général qu'a I'intérieur d'un
cerele ou d'un domaine plus compliqué; elles me fournissaient donc un exemple
de fonetions i espaces lacunaires. Les résultats de ma these inaugurale me con-
duisaient également & des fonetions présentant des lacunes. Si I'on veut bien en
effet se reporter au paragraphe que j'ai intitulé Gencralités sur les cquations
différenticlles et a Déquation (4)de ce paragraphe, on verra que cetle équa-
tion (4) n'a d’intégrale holomorphe que si le polygone convexe, qui contient tous
les points représentatifs des différentes racines d’une certaine équation algébrique,
ne contient pas l'origine. Cela ne pourrait pas arriver, si I'intégrale holomorphe
de I'équation (4), considérée comme fonction des racines de cetle cquation algebrique,
n'était une fonetion i espace lacunaire.

Cette remarque m'a fait découvrir toute une classe de fonctions présentant des
lacunes. Voici quel est leur mode de génération. On pose

o(r)= S‘—;\”

- ’
e F bn

en supposant que la série XA, soit absolument convergente et que les points b,
soient intérieurs d un certain domaine D ou situés sur le contour de ce domaine,
et cela de telle facon que, si I'on prend sur ce contour un are quelconque et aussi
petit qu’on voudra, il y ait toujours sur cet are une infinité de points b,
Lafonction o(a) est alors une fonction uniforme admettant le domaine D comme

espace lacunaire. Comme exemple particulier, j’ai cité la série

( \ S‘ LTty
L) = : = ]

X —

m-=n-p

oll i, ¢, w sont des constantes données, de module inférieura 1, o «, £, y sont
des constantes imaginaires quelconques, et ot 22, n et p peuvent prendre sous le
signe X tous les systemes de valeurs entieres et positives.

La fonction () a alors pour espace lacunaire le triangle «f7.

11 importe de se rendre compte de la véritable nature de ces fonctions a espaces
lacunaires. Il arrive souvent que des développements en séries, a termes rationnels
par exemple, sont convergents a la fois a l'intérieur et extérieur de ce domaine,
et ne divergent que sur le contour méme du domaine. Les deux parties du plan
out la série converge sont alors complitement séparées par une ligne le long de
laquelle le développement cesse d'étre valable. Doit-on cependant considérer
les deux fonctions représentées par le développement a lintérieur et a I'ex-
térieur du domaine comme le prolongement analytique 1'une de l'autre? Plu-
sieurs géomelres étaient autrefois tentés de le croive. M. Weierstrass a montré
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pour la premiere fois que leur point de vue était faux, en donnant des exemples
de séries qui représentent dans des domaines différents des fonctions manifes-
tement différentes. 'en ai moi-méme rencontré un exemple dont je veux
ici dire un mot. Certains développements, qui représentent a intérieur du
cerele fondamental une de ces fonctions que j'ai appelées plus hant thétafuch-
siennes, représentento a4 Uextérieur de ce cercle.

T'ai voulu donner (') un argument nouveau a lappui de la maniere de voir de
M. Weierstrass. Considérons une fonetion F(ax) admettant un domaine D comme
espace lacunaire, et une autre fonction F () n’existant au contraive qu'a l'inté-
rieur de ce domaine el admettant par conséquent toul le reste du plan comme
espace lacunaire. Divisons le contour du domaine D en deux ares A et B. J ai
démontré qu’on pouvait trouver deux fonctions uniformes @ (@) et @, () existant
dans tout le plan et admettant seulement, la premiere A, la seconde B comme
ligne singuliere; et cela de telle sorte que

¢ + @, =TF A lextéricur de D,

p®d,=F A I'intérieur de 1.

Si la fonction F avait un prolongement analytique naturel @ I'intérieur de D,
ce prolongement devrait étre F; mais nous avons choisi cette fonetion ¥, d une
manicre tout @ fait arbitraire, en I’assujettissant seulement a n'exister qu'a l'inte-
vieur de D. Il est done dénué de sens de parler du prolongement paturel d'une
fonetion a intérieur d’un de ses espaces lacunaires. J'avais en méme temps
ramené Pétude des fonctions 3 espaces lacunaires a celle des transcendantes
uniformes & ligne singuliere essentielle.

En exposant mes fravaux sur les fonctions uniformes, j'ai eu occasion de dire
quelques mots de ensemble des résultats obtenus par d’autres géometres et 'on
a di voir combien cette théorie est avancée. Il n'en est pas de méme de celle des
fonctions non uniformes. Quoiqu’on connaisse assez bien la maniere d’étre de
ces fonetions dans le voisinage d'un point donne, quoique I'introduction des sur-
faces de Riemann ait jeté beaucoup de lumiere sur les parties encore obscures
de leur théorie, il y a encore bien des progres a faire avant de connaitre leurs
principales propriétés. J'étais Jone animé du désir de ramener leur étude a celle
des transcendantes uniformes. La théorie des fonctions fuchsiennes me rappro-
chait déja du but; javais démontré, en effet, que si f(a,))= o est I'équation
d'une courbe algébrique quelconque, on peut choisir un parametre = de telle
facon que v ely <oient des fonctions uniformes de ce parametre. Javais ainsi

(1) Note du 16 avril 1883.
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résolu le probleme pourles plus simples des fenctions non uniformes, ¢’est-i-dire
pour les fonctions algébriques.

T'étais done (') naturellement porté i me demander si cette propriété est par-
ticuliere aux fonctions algébriques, ou si I'on peut I'étendre a une fonction non
uniforme quelconque. Vai purépondre i celte question et démontrer le théoreme
tres général suivant :

Sott y une fonction analytique quelconque de x, non untforme. On peut toujours
trouver une variable z, telle que x et y soient fonctions uniformes de .

Mon point de départ a été la démonstration du prineipe de Dirichlet donnée
par M. Schwarz. Mais ce principe n’aurait pu a lui seul me permetire de triom-
pher des difficultés qui provenaient de la grande généralité du théoreme i dé-
montrer. Il faut d’abord définir la surface de Riemann & une infinité de feuillets .
dont je cherche & faire, sur une partie du plan, la représentation conforme. Je
choisis cette surface de facon qu’elle soit simplement connexe, que tous les points
singuliers restent en dehors de la surface proprement dite et se trouvent pour
ainsi dire sur sa frontiere, et enfin de facon que la fonction ) ne puisse prendre
deux valeurs différentes en un méme point de la surface.

Je découpe une portion finie R de cette surface et j'en fais sur un cercle la
représentation conforme, ce que le théoreme de M. Schwarz me permet de faive.
Cette représentation se fait i 'aide d’une certaine fonction analytique «. Faisons
ensuite croitre indéfiniment la région R; nous aurons la représentation conforme
d’une portion de plus en plus étendue de notre surface de Riemann. II me faut
alors faire voir que la fonction analytique « dont je parlais plus haut tend vers
une limite finie et déterminée. Quand cela est fait, les premieres difficultés seules
sont vaincues. En ellet, il reste & démontrer que la limite de la fonetion w est
elle-méme une fonction analytique. Pour cela il faut que la fonction analytique «
tende untformement vers sa limite (gleichmdssig), ce que je suis parvenu i dé-
montrer.

Ainsi, I'étude des fonctions non uniformes est ramence, dans tous les cas possibles,

I'ctude bien plus facile des fonctions uniformes.

VII. — THEORIE GENERALE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

Il semble d’abord que, pour étudier les fonctions de deux variables, il suffit
d’appliquer, sans y rien changer, les principes qui ont servi & établir les pro-

(V) Bulletin de la Société mathématique, t. X1,
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priétés des fonctions d’une seule variable. 1l n’en est rien; il y a entre les deux
théories des différences essenticlles et I'on ne saurait passer de 'une 4 I'autre
par une simple généralisation. Un exemple qui met ces différences bien en évi-
dence, c’est I'étude des fonctions méromorphes dans tout le plan, ¢’est-d-dire
des transcendantes qui ne présentent a distance finie d’autres singularités que
des infinis. On sait que M. Weierstrass a démontré que, si une fonction d’une
seule variable est méromorphe dans tout le plan, elle peut étre regardée comme
le quotient de deux fonctions entieres. Pour arriver i ce résultat, le célebre
géometre de Berlin constrait une fonetion entiere qui s’annule pour tous les
infinis de la fonction méromorphe donnée. Le produit des deux fonctions, ne
devenant plus infini, est une fonction entiere. Pour construire la transcendante
en question, il faut considérer separement les différents infinis de la fonction
méromorphe donnée.

La méthode de M. Weierstrass parait donc, au premier abord, ne pas pouvoir
s'étendre anx fonctions de deux variables, dont les infinis sont non plus des
points isolés, mais des multiplicités continues, et ne peuvent par conséquent élre
envisagés separément. Aussiles géometres qui tentaient de généraliser le théoreme
de M. Weierstrass ont-ils été longtemps arrétés ('),

Jeus I'idée de tourner la difficulté en généralisant la notion de fonction de deux
variables. Soit en effet V 4+ ¢ W une fonetion des variables imaginaires @ -+ iy et

z + . La partie véelle V satisfera a 'équation

y V= Ty TE T

Mais cette condition n’est pas suffisante pour que V soit la partie réelle d'une
fonetion de nos deux variables. Il faut en outre que V satisfasse aux relations
diVer IVl d*V d*V

(2) dz? T ({},3 =0 do “G s :{:’75 ‘: 0.

Envisageons maintenant toutes les fonctions V qui satisfont & I'équation (1) sans
étre assujetties a satisfaire aux équations (2). On pourra alors construire une
fonction qui remplira cette unique condition (1) et qui de plus admettra une partie
seulement des infinis de la fonetion méromorphe donnée sans en admettre d'autres.
Cela était impossible au contraire quand cette fonction restait assujettie aux con-
ditions (2).

Pouvant alors considérer séparément les infinis de notre fonction méromorphe,

(1) Acta mathematica, t. 1.
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nous n'avons plus qu'a appliquer la méthode méme de M. Weierstrass pour con-
strutre une fonction e¥ qui s’annule pour tous les infinis de la fonction méro-
morphe donnée et telle que V satisfasse a I'équation (1). On peut méme en trouver
une infinité, Soit en effet V, 'une d’elles et G une fonction entiere, ¢’est-h-dire
toujours finie, de 2, y, =, ¢, satisfaisant & 'équation AG = o; toutes les fonctions
V, -+ G rempliront, comme la fonction V, elle-méme, les conditions énoncées
plus haut. Il reste a faire voir que, parmi ces fonctions V, + G, il y en a une qui
peut étre regardée comme la partie réelle d’une fonction de @ + iy et de z + i,
ce qui veut dire que on peut disposer de la fonction entiere G, de telle facon que

2 (Vy+ &) d*(Vo+ G) i &2 (V,+ G) , & (Vo+ G) i
r{.i:i == (.{‘,3 R T dr {{;. i (-{1‘ i

(Vest ce que j’ai fait, démontrant ainsi le théoreme suivant :

St une fonction de dewx variables imaginaires est partout méromorphe, elle sera le :
quotient de dewx fonctions entieres.

En ce qui concerne les fonctions non uniformes, j’ai contribué a I'étude de
leurs propriétés dans le voisinage d’un point donné, par les lemmes que jai
démontrés au début de ma these inaugurale. Supposons qu’une équation

F(*::; ‘rI)‘I"Z! RS LI'”):O,

définissantz comme fonction implicite de «,, ,, ..., z,, soit satisfaite pour le sys-
teme de valeurs

===, =X, =0

et que nous étudiions la fonction dans un domaine voisin de ce systeme de valeurs.
Je suppose de plus que dans ce domaine la fonction F soit holomorphe.
. . . (}F J .
On sait depuis longtemps que, si —; West pas nul, z est fonction holomorphe
dF
ds

de @, 2,, ..., 2,. i cherché ce qui se passe lorsque

d*F ' F dm—1F : dite Tt o AR, S ;
—=39 50 0o = mals que lamime dérivée —— - n’est pas nulle.J’ai démontré
ds® dz? dzm—1 o 31

est nul en méme temps

que

que dans ce cas s satisfait & une équation algébrique de la forme
"By 3"+ By 5.+ Bz 4+ By=o,

dont les coefficients A sont des fonctions holomorphes des 2. J'ai obtenu ensuite
un résultat analogue pour le cas ot 'on a p fonetions implicites de 2 variables
définies par p équations simultanées.
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VIII. — FoNcTIONS ELLIPTIQUES.

Vai fait fort peu de chose sur les fonctions elliptiques. Cependant j’ai donné,
dans un Mémoire d’Arithmétique ('), une facon d’exprimer ces fonctions i I'aide
d’une intégrale définie. On sait que les fonctions doublement périodiques peuvent

(te— =
4

= ) ou de la forme

)

- A % G'r
se décomposer en ¢léments simples de la forme -

({_"' o' (1t —a)
du® o (14— :{)‘

1 suffit done d’exprimer par une intégrale définie la fonction

o (1) 1 1 I u
= - + = |
(1) u w—w w

oll = 2p.0 + 2p 0’ et oll p et »’ peuvent prendre tous les systemes de valeurs

a

entieres positives et négatives, excepté . = v’= o. On pourra évidemment décom-
poser la série du second membre en quatre autres : la premiere comprenant les
termes ol p. et p’ sont positifs, la seconde les termes ou p. est positif et p.” négatif
ou nul, la troisieme ceux ol » est négatif ou nul et p’ positif, la quatrieme enfin
ceux ol p et p’ sont négatifs ou nuls. Cette décomposition est analogue a la
décomposition de = cot 2 = en une somme de deux termes dépendant des fonetions
culériennes

r'(z)
I'(a

—

‘(1—ax

rir—=

—

weolan—=

—
—

Cette généralisation des fonctions eulériennes est analogue, mais non identique a
celle qu’a donnée M. Appell.

Il suffit alors d’exprimer, par une intégrale définie, la premiere de nos séries
partielles, car les autres s’y ramenent aisément. On trouve que cette série partielle
s’exprime par une intégrale prise par rapport i z entre les limitesoet «= , lafone-
tion sous le signe [ étant rationnelle par rapport a = et a diverses exponen-
tielles de la forme ¢**. Il est done possible d’exprimer de la méme maniere toutes
les fonetions doublement périodiques.

Jai été conduit aussi d’une facon incidente & m’occuper des fonctions ellip-
tiques en les considérant comme des cas particuliers des fonctions fuchsiennes (*).
J'ai vetrouvé ainsi la plupart des formules connues, et en particulier 'expression

(1) Sur les invariants arithmétiques,
(2) Sur les fonctions fuchsicnnes (passim).

B 6
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des fonctions a deux périodes par des séries trigonométriques. J'ai été conduit
par la méme voic & une formule que je crois nouvelle et qui permet d’exprimer
les fonetions elliptiques par une série infinie d'une forme particuliere.

IX. — FONCTIONS ABELIENNES.

La théorie des fonctions abéliennes est beaucoup moins avancée que celle
des fonctions elliptiques. Pour la compléter, il faudrait pouvoir I’établir en par-
tant, non des intégrales abéliennes comme on le fait d’ordinaire, mais des fone-
tions © ou des fonctions périodiques elles-mémes. On sait, en eflet, que les fone-
tions 0 définies i 'aide des intégrales abéliennes de premibre espece ne sont que
des cas tres particuliers des séries 6 les plus générales. On peut donc concevoir une
infinité de fonctions de n variables, admettant 27 systemes de périodes et ne
rentrant pas dans la catégorie spécialement étudiée par Riemann. Ces fonctions
peuvent-elles étre toujours regardées comme le quotient de deux fonctions 6?
Riemann était parvenu @ le démontrer, mais il n’a jamais publié sa démonstra-
tion. M. Weierstrass a retrouvé le méme résultat, mais il n’a pas publié non plus
la méthode dont il s’est servi. ‘

Abordant Pétude de ces fonctions, que je n’assujettissais qu'a la condition d’étre
périodiques ('), je reconnus qu’on pouvait toujours les tiver des fonctions abé¢-
liennes ovdinaires, obtenues par la méthode d’inversion de Jacobi, en appliquant
le procédé de la réduction des intégrales abéliennes, si bien étudié par M. Picard.

Dans ces conditions, nous devions naturellement songer, M. Picard et moi, &
unir nos efforts pour retrouver le résultat de Riemann. Nous reconnumes (?) qu’il
devait y avoir entre les périodes les mémes relations que dans le cas particulier
des fonctions nées de U'inversion des intégrales abéliennes. Il était aisé d’en con-
clure que toutes les fonctions a n variables et a 2n périodes s’expriment par le
moyen des séries 0. _

existence de ces fonetions périodiques, en face desquelles le procédé de l'in-
version est impuissant, fait mieux ressortir la nécessité ot nous nous trouvons
d’établir Ia théorie des fonctions abéliennes en partant des séries © elles-mémes.
On sait qu’il est possible de fonder sur I'étude directe des fonctions 6 & une seule
variable toute la théorie des fonctions elliptiques; le point de départ est ce fait

que I'équation
(5] (I) =0

(1) Note du 18 avril 1881.
(2) Note du 3 décembre 1883,
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n'a qu'une seule racine 4 Vintérieur du parallélogramme des périodes. De la
I'importance du probleme suivant, dont la solution (') doit évidemment précéder
toute étude directe des séries © & plusieurs variables. Combien les équations si-
multanées

[ O(zy— @y, Ta— A2y ++ s Ty— Ay)

(1) i —=0(x,— by, ¥2— bay covy Tn—ba)=...= o(x, —l,x2— Ly ooy @p—lL)=0,
oit les @, les b, . . ., les {sont dee constantes données, ont-elles de solutions dis-
tinctes? A I'aide d’une formule de M. Kronecker, j"ai pudémontrer que ce nombre
est constant et indépendant des périodes ainsi que des constantes, @, bl
me fut facile ensuite, en prenant un exemple particulier, de démontrer que ce
nombre est précisément 1.2.3 ... 7.

Vappliquai aussi la méme méthode 2 des équations analogues aux équa-
tions (1), mais plus compliquées, et je trouvai le nombre des solutions distinctes
qu'elles doivent avoir.

Ainsi que je I'ai explique plus haut dans le pavagraphe intitulé: Intégration
des équations lincatres par les fonctions algebriques, si I'intégrale générale d'une ¢qua-
tion linéaire est algébrique et si, & Paide de cette intégrale générale, on forme un
systeme d'intégrales abéliennes de premibre espece, il y a entre les périodes de
ce systeme un grand nombre de relations intéressantes. J'avais la un moyen (*)
de pénétrer plus profondément dans Pétude des fonctions abéliennes et je résolus
d’en profiter. Je choisis comme exemple porticulier le systeme d’intégrales abé-
liennes que 'on peut former a Paide de la résolvante de Gallois de I'équation mo-
dulaive relative a la transformation du septieme ordre. Je trouvai que les relations
qui existent entre les périodes suffisent pour les déterminer completement. [tant
parvenu ainsi & calculer ces périodes, je m'apereus que, parmi les intégrales abe-
liennes de ce systeme (qui est du genre 3), il y en a une infinite qui sont suscep-
tibles d’étre réduites aux intégrales elliptiques. ('était [a un troisieme exemple
d'une circonstance remarquable, déja signalée deux fois par M. Picard.

(1) Bulletin de la Société mathématiques, t. X1,
(2) Note du 26 novembre 1883,




TROISIEME PARTIE.

X. — ALcEBRE.

C’est par un probleme d’Arithmétique que jai été conduit a m’occuper d'Al-
gebre. La théorie des formes arithmétiques et des substitutions linéaires a coef-
ficients entiers appliquées a ces formes est en effet intimement liée a I'étude
algébrique de ces mémes formes et des substitutions linéaires & coefficients
quelconques qu'elles peuvent subir.

(’est ainsi que j'ai é1¢ amené, & deux reprises diflérentes, a rechercher quelles
sont les formes algébriques qui ne sont pas altérées par une substitution linéaire
donnée et quels sont les groupes continus formés par ces substitutions. Apres
avoir classé (1) les substitutions linéaires en quatre catégories jouissant de pro-
priétés différentes, j'ai cherché quelles étaient les formes cubiques ternaives et
quaternaires qui sont reproduites par une substitution linéaire donnée et parun

faisceau de subslitutions, ¢’est-i-dire par un groupe de substitutions permutables

deux d deux. Jai résolu également le probleme inverse, ¢'est-d-dire que jai
déterminé les substitutions qui reproduisent une forme cubique ternaire donnée,
ce qui m'était nécessaire pour le but arithmétique que j'avais en vue.

1l restait & trouver les formes cubiques quaternaires qui ne sont pas altérées
par diverses substitutions linéaires non permutables entre elles. J'y suis arrivé par
une méthode qui est fondée sur 'emploi des « crochets de Jacobi » et dont
M. Sophus Lie a fait usage dans des problemes analogues. La méthode n’était
d’ailleurs pas restreinte aux formes cubiques quaternaires et permeltait de
trouver uelles sont les surfaces qui ne sont pas altérées par deux transforma-
tions homologiques non permutables.

Depuis, j'ai étendu ces résultats (*) au cas général de la fagon suivante. Ayant
indiqué la maniere de former les groupes continus contenus dans le groupe
linéaire A n variables, j’ai étudié les formes homogenes par rapporl a ces va-
riables qui ne sont pas altérées par les substitutions d’un de ces groupes et j'ai

(1) Sur les Jormes cubiques ternaires, 1 Partie.
(2) Note du 29 octobre 1883.
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reconnu que ces formes satisfont 2 un certain nombre d’équations aux dérivées
partielles formant un « systeme complet ». Les plus simples des groupes con-
tinus en question jouissent de quelques propriétés que je vais énoncer succine-
tement. Si 'on forme le déterminant des coefficients d’une substitution linéaire
A n variables, qu'on ajoute +S i chacun des termes de la diagonale principale,
et qu'on égale a o le déterminant ainsi obtenu, on a une certaine équation en S
de degré n.

Un groupe continu contient toujours une infinité de faisceaux; on démontre
que, s'il y a dans le groupe une substitution admettant une certaine équation en
S, il y aura dans tous les faisceaux du groupe une substitution admettant cette
méme équation en S.

Parmi les groupes continus dont je viens de parler, les plus intéressants sont
ceux qui donnent naissance  un systeme de nombres complexes a multiplication
non commutative (comme sont, par exemple,les quaternions). J'ai démontré que
toutes les équations en S des substitutions de ces groupes ont des racines mul-
tiples.

Je rattacherai d ces études algébriques une Note (') ol j’énonce un résultat
analogue & un important théoreme de M. Laguerre. Soit une équation algébrique
ayant p racines positives; j'ai démontré qu'on pouvait toujours en multiplier le
premier membre par un polynome choisi de telle sorte que le produit n’ait que
p variations. Parmi tous les polynomes qui satisfont a cette condition, il y en a
évidemment un dont le degré est minimum; mais je n’ai pu le trouver que dans
des cas particuliers.

XI. — ARITHMETIQUE.

Mes recherches avithmétiques ont exelusivement porté sur la théorie des formes.
Je vais commencer par exposer les résultats que j'ai obtenus au sujet des formes
quadratiques.

On sait (2) qu'on représente la forme quadratique définie
az*+2bxy+cy’, D=b"—ac<o
par un réseau de parallélogrammes dont les sommets ont pour coordonnées

-D
1

— b
zVa+y —ry» ¥
V&I \'Ju : \

(1) Note du 17 déeembre 1883.
(2) Journal de I' Ecole Polytechnigue, XLVII® Cahier.
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ou bien encore o
ax—+ by, yy—D.

Ce mode de représentation ne peut pas s’étendre aux formes indéfinies. Je
représente alors la forme quadratique par le réseau dont les sommets ont pour
coordonnées

ar—+by, y,
mode de représentation qui s’applique i la fois aux formes définies et indéfinies.
Je reconnus d’abord que les réseaux de parallélogrammes jouissent de propriétés
analogues a celles des nombres et j’ai esquissé une « arithmétique des réseaux »
ou I'on trouve des théories analogues a celles de la divisibilité, des plus grands
communs diviseurs et des plus petits communs multiples, et méme des nombres
premiers.

Ma maniere de représenter les formes indéfinies me conduit & une définition
nouvelle de la réduction de ces formes. L'unique condition de réduction, ¢’est
que les coefficients extrémes doivent étre de signe contraire. Avee cette défini-
tion, la réduction continuelle d'une forme indéfinie est susceptible d’une inter-
prétation géométrique tres simple. Je représente une forme par un certain triangle
T qui n’est autre d’ailleurs que le triangle fondamental de notre réseau de paral-
lélogrammes. Sila forme est réduite, des deux droites y = ==y D, I'une tra-
verse le triangle T, I'autre lui reste extérieure. Achevons le parallélogramme
dont notre triangle est la moitié et partageons-le de nouveau en deux triangles
en menant la seconde diagonale; de ces deux nouveaux triangles un, et un seu-

lement, sera traversé par 'une des droites y = == - yD. Ce triangle représentera
la réduite contigué a celle que représentait le triangle T. En poursuivant indéfi-
niment de la sorte, on trouve une série de triangles qui représentent laréduction
continuelle de la forme envisagée.

Je retrouve également, en poursuivant 'étude de cette réprésentation géome-
trique, les lois de la composition des formes démontrées par Gauss.

Je termine ce Mémoire par I'étude des nombres idéaux qui ont pour origine
les formes quadratiques binaires.

On sait que, lorsqu'on fait subir & une forme algébrique des substitutions
linéaires quelconques, certaines fonctions des cocfficients demeurent inaltérées
ce sont les tneariants. En dehors de ces invariants algébriques, dont I'étude a été
poussée tres loin, il 'y a, ainsi que je I'ai démontré ('), d’autres fonctions des
coefficients qui sont altérées quand on applique a la forme une substitution i
coefficients fractionnaires ou incommensurables, mais qui se reproduisent au

(VY Sur les invariants arithmétiques,
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contraire quand on lui fait subir une substitution a coefficients entiers. Ce sont
les invaviants arithmetigues. Les formes linéaires binaires qui n’ont pas d’inva-
riants algébriques ont au contraire des invariants arithmétiques dont I'étude se
attache  la théorie des fonctions elliptiques et i celle des fonctions modulaires
ot des fonetions fuchsiennes. Ces invariants peuvent étre utilisés pour la solution
des deux problemes suivants :

to Trouver le plus petit nombre représenté par une forme quadratique binaire
indéfinie;

20 Reconnaitre si deux formes quadratiques binaires indéfinies sont équiva-
lentes.

A cet effet, on décompose chacune de ces formes en deux facteurs linéaires et
I'on exprime, en fonetion des invariants de ces facteurs, les coefficients de la sub-
stitution qui permet de passer d'une forme a lautre, @ supposer qu’elles sowent
équivalentes. 11 est aisé ensuite de voir si les coefficients ainsi obtenus sont entiers
et s'ils permettent effectivement de passer d’une forme 4 'autre. Dans le cas ot
il n’en serait pas ainsi, on serait certain qu’il n’y aurait pas équivalence.

Les formes quadratiques binaires définies ou indéfinies possedent également
des invariants arithmétiques dont j'ai étudié les propriétés. Pour que deux formes
soient équivalentes, il faut et il suffit que tous leurs invariants soient égaux.
Toutefois, pour reconnaitre rapidement I'équivalence, il est préfé able de décom-
poser chaque forme en deux facteurs linéaires et d’envisager les invariants de ce
systeme de formes linéaires.

Tous ces invariants sont susceptibles d’étre exprimés : 1° par des intégrales
définies ; 2° par des séries.

L'un des problemes les plus importants qui se posent au sujet des formes qua-
dratiques ternaives indéfinies est I'étude des propriétés des groupes discontinus
formés par les « substitutions semblables », c’est-a-dire pav les substitutions
linéaires qui n’'alterent pas ces formes (*). Soit F(a, y, =) uneforme quadratique
indéfinie. On peut choisir la constante K de telle facon que F(w, y, =) = K repré-
sente un hyperboloide 2 deux nappes. Les substitutions semblables changeront
alors un point de cet hyperboloide en un autre point de cette méme nappe, de
sorte que, le groupe étant discontinu, Phyperboloide se trouvera partagé en une
infinité de polygones curvilignes dont les cotés sevont des sections diamétrales
de la surface. Les substitutionssemblables changeront ces polygones les uns dans
les autres. Faisons maintenant une perspective en placant I'eil enun ombilic de
la surface et prenant pour plan du tableau une section circulaire. Une nappe de

V) Swr Papplication de la Géométrie non evelidienne @ la théorie des nombres.
i




(48)

I'hyperboloide se projettera suivant un cercle et les polygones que nous avons
tracés sur cette nappe se projetteront suivant des polygones curvilignes limités
par des arcs de cercle reproduisant identiquement la figure dont nous avons parlé
(pages 14 et suivantes), & propos de la théorie des groupes fuchsiens. Ainsi I'étude
des groupes de substitutions semblables des formes quadratiques est ramenée a
celle des groupes fuchsiens, ce qui est un rapprochement inattendu entre deux
théories tres différentes et une application nouvelle de la Géométrie non eucli-
dienne.

Passons maintenant aux formes d’ordre supérieur au second ('). Le premier
probleme a résoudre est la réduction de ces formes et 'étude des conditions de
leur équivalence. La solution a été trouvée par M. Hermite'; bien que le savant
géometre n'ait parlé que des formes binaires et des formes quadratiques, sa mé-
thode s’applique, sans qu’on ait rien & y changer, & une forme tout a fait quel-
conque. C'est ainsi que M. Jordan, étendant & un cas tres général un théoreme de
M. Hermite, a démontré que, toutes les fois que le discriminant n’est pas nul,
toutes les formes qui ont mémes invariants algébriques se répartissent en un
nombre fini de classes. J'ai moi-méme généralisé le théoreme de M. Jordan, en
montrant qu'il subsiste, pourvu que certains invariants ne soient pas tous nuls &
la fois.

J'ai cherché ensuite a appliquer la méthode générale aux formes cubiques ter-
naires que j'avais déja étudiées au point de vue algébrique dans un Mémoire pré-
cédent. Je suis arrivé & trouver les limites supérieures des coefficients d’une ré-
duite dont les invariants sont donnés, pourvu que le discriminant ne soit pas nul.
Le nombre des classes est alors limité et, dans chaque classe, il n’y a qu'une
réduite.

Lorsque la forme égaléea zéro représente une courbe de quatrieme classe, le dis-
criminant est nul et Ie nombre des classes est infini, mais chacune d’elles ne con-
tient qu'une réduite. Si la courbe est de troisieme classe, le nombre des classes
est infini et chacune d’elles contient un nombre fini de réduites formant une
chaine limitce a ses dewx extrémités. Si la courbe se décompose en une conique et
une droite qui la coupe, le nombre des classes est tantot fini et tantot infini; de
plus, la chaine fermée par les réduites d’'une méme classe est, tantot limitée
comme dans le cas précédent, tantot illimitée de telle facon que les mémes ré-
duites s’y reproduisent périodiquement. Si enfin la droite est tangente & la
conique, les réduites ne forment plus une chaine, mais un réseau.

Jai ensuite appliqué la méme méthode, non plus & une forme unique, mais &

(1) Sur les formes cubiques ternaires, 1 Parlie,
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un systeme de formes et j’ai choisi comme exemple le systeme d’une forme qua-
dratique ternaire et d’'unc forme (') linéaire dont jai etudié la réduction simul-
tanée. La véduction continuelle d'un pareil systeme de formes est tout a fait ana-
logue i celle d’une forme unique. Elle peut servir également 2 déterminer les
substitutions semblables du systeme. Ces substitutions semblables existent tou-
jours; mais, ayant voulu, dans un exemple particulier, caleuler les coefficients de
la plus simple d’entre elles, jai trouvé des nombres entiers de plus de huit
chiffres.

Les lois de la réduction d’une forme quelcongue étant connues, il est facile de
reconnaitre si deux formes sont équivalentes; mais ce n’est la qu’un premier pas.
Le principal probleme & résoudre, ¢’est de rechercher si un nombre donné peut
étre représenté par une forme donnée. Je me suis oceupé spécialement de la re-
présentation par une forme binaire (*). Egalant la forme binaire 4 o, on en tire

€ = - = A T n
pour le rapport J une certaine valeur. Avee cette valeur, je forme un systeme de

nombres complexes et d'idéaux. Le probleme de la représentation des nombres
par les formes se ramene & la recherche des idéaux de norme donnée. J'ai donné,
en me fondant sur les mémes principes que dans mon Mémoire intitulé Swr
un mode nouyveau de représentation g{?'omc*'n'f'quc des formes qumfr(m'f;m"s, la maniere
de former tous les idéaux de norme N, de former tous les idéaux premicrs et
leurs puissances, de multiplier deux idéaux, de décomposer un idéal en facteurs
premiers, etc. Pour cela j'envisage une certaine congruence, que je décompose
en facteurs irvéductibles. A chacun de ces facteurs irréductibles correspond un
idéal.

On trouve toutes les représentations d'un nombre donné quand on connait tous
les idéaux dontla norme est le nombre donné, mais tous ces idéaux ne donnent pas
naissance i une représentation du nombre. Il importerait donc de savoir dis-
tinguer a priori quels sont lesidéaux qui conduiront a une pareille représentation.
Tout ce que j'ai pu faire dans ce sens a été de montrer qu'ils devaient tous se
trouver parmi les idéaux auxquels corvespond un facteur irréductible lincaire de
la congruence dont j'ai parlé plus haut (et par conséquent une racine réelle de
cette congruence ).

Dans deux Notesquej’aieu 'honneurde présenter i I'Académie les g et (6 jan-
vier 1882, j'ai cherché quelle était la véritable signification de la notion de genre
définie par Gauss pour les formes quadratiques binaires et étendue par Eisentein

(1) Nole du 22 novembre 1880, extraite d'un Mémoire présenté & I'Académie.
(2} Note du 28 mars 188, extraite d'un Mémoire présenté i I'Académie.
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aux formes quadratiques ternaives, et je suis arrivé a en donner les définitions
suivantes :

1° Deux formes sont équivalentes suivant le moduler, si l'on peut appliquer a
la premiere de ces formes une substitution & coefficients entiers, telle que les
coefficients de la transformée ainsi obtenue ne different de ceux de la seconde
forme que pardes multiples de n.

2" Deux formes sont de méme genre lorsqu’elles sont équivalentes suivant un
module quelconque.

[T est clair que cette-définition peut sappliquer a des formes tout a fait quel-
conques auxquelles j'ai étendu également la définition de Vordre. I'ai appliqué
ces principes aux formes quadratiques quaternaires et cubiques binaires.

XII. — Divens.

On a vu plus haut que j'étais parvenu a former tous les groupes discontinus
contenus dans le groupe linéaire a une variable. Le probleme de la formation des
groupes discontinus contenus dans le groupe linéaire i deux variables présente
beaucoup plus de difficultés, mais il n'est pas moins important au point de vue
de la théorie des fonctions. M. Picard a, comme on le sait, formé un grand nombre
de ces groupes. J'ai moi-méme (') démontré I'existence de deux classes de ces
groupes. La premiere classe comprend les substitutions semblables des formes
quadratiques ternaires indéfinies quand les coefficients de ces formes et de ces
substitutions sont des entiers complexes. La seconde classe ne differe pas essen-
ticllement des groupes fuchsiens.

Si z désigne en ellet une variable imaginaire

SZE—O— in
et si 'on pose
3 2§ an
M= 2 a? = 3 2
T+ 24q Y 1+ B q?

a tout groupe fuchsien appliqué a = et admettant pour cercle fondamental
2tat—y,

correspondra un groupe discontinu appliqué aux deux variables 2 et y. Ce

(1) Note du 27 mars 1882.
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aroupe est discontinu lorsque @ et y sont imaginaires ou bien réels, mais de
telle facon que

.'1'! -+ 1‘!

=1
il n’est plus proprement discontinu si 2 et y sont réels et si

a1,

Clest cette circonstance qui explique ce fait remarquable, qu'il est impossible
d’imposera une forme quadratique binaire indéfinie des conditions de réduction,
telles que chaque classe contienne une réduite unique.

Dans une Note que j’al eu I'honneur de présenter a I'A adémie le 5 mars 1883,
j’ai exposé les conditions de convergence des séries dont le 2" terme est un
coefficient constant multiplié par un polynome entier P, () de degré a, en sup-
posant qu'il y ait entre un certain' nombre de polynomes P, consécutifs une rela-
tion de récurrence. Les séries ordonnées suivant les polynomes de Legendre n'en
sont évidemment que des cas particuliers. J'ai trouvé que les régions oli ces séries
convergent sont limitées par certaines courbes de convergence et j"ai déterminé ces
courbes en remarquant que la série

2 I]H ;” bl

considérée comme fonction de z, satisfait & une équation différentielle linéaire
dont les coefficients sont des polynomes entiers en s et en 2.

4384 Paris. — Imprimerie de Gavtmer-ViLLans, quai des Augustins, 55.




