




















208 H. Poincaré.

substitutions auxiliaires relatives aux chemins ab,, ab,, ..., ab,. Le groupc
de I'équation (1) sera dérivé des m + 1 substitutions:

Bt B gy g L Ee

entre lesquelles il y a d'ailleurs la relation:
28,728,828, . S—‘.‘,',,S,, =L,

Supposons maintenant que l'on distingne deux des points singuliers
a et b; et soient ¢, ¢,, ..., ¢, ; les n— 1 autres. Joignons a et 4 par
n— 1 chemins différents am b, am,b, ..., am, ,b et soient S, S,,..., S, ,
les substitutions auxiliaires correspondantes. Ces n— 1 chemms partageront
le plan en » — 1 régions; supposons que chacune de ces régions contienne
un point singulier ¢, et un seul. Le groupe de 1'équation (1) sera en-
ticrement déterminé.  Si_en effet Y et 3" cont les substitutions canoniques
relatives aux deux points a et b, le groupe sera dérivé des n substitutions:

3 gg g g g

Supposons que le point ¢, soit contenu dans la région limitée par les
deux chemins am,b et am, b, décrivons un contour situé¢ tout entier dans
cette région et enveloppant le point ¢;; quand la variable déecrira ce con-
tour, les intégrales canoniques relatives au point @ subiront la Substitution:

25
S, it1e

On voit que pour déterminer le groupe de I'équation (1) il suffit de
connaitre, soit les invariants fondamentaux, soit certaines substitutions

auxiliaires.

§ 2. Calewl numérique des invariants fondamentan.

Les invariants fondamentaux qui définissent compleétement le groupe
d'une ¢équation linéaire sont évidemment des fonctions des coéfficients de
cette ¢équation; d’ott le probléme suivant qui se pose tout naturellement:
déterminer ces invariants en fonctions de ces coéfficients.  Mais en réalité
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ce probléme est double: on peut se proposer de calculer numériquement
ces invariants quand on a affaire a une équation numérique donnée; mais
il n'est pas non plus indigne d'intérét d'étudier, au point de vue de la
théorie des fonctions, la fagon dont varient les invariants quand on fait
varier les cocfficients. Les méthodes propres au. calcul numérique ne
nous apprennent rien sur la nature de ces fonctions, pendant que les
formules les plus instructives a ce dernier point de vue conduiraient &
des calculs pénibles si on voulait les traduire en nombres.

Au point de vue du calcul numeérique, un grand nombre de mé-
thodes ont déja été proposées, parmi lesquelles je citerai celle de M. Frens
(tome 75, Journal de COrerre) et celle de M. HamBurGER (tome 83,
Journal de CreLLE).

La méthode de M. Fucus consiste a distinguer deux des n 4 1 points
singuliers, @ et 6, comme a la fin du paragraphe précédent, puis a diviser
le plan en »— 1 régions par n — 1 chemins am,b, am,b, ..., am, b,
de fagon que chacune de ces » — 1 régions contienne un des 7 — 1
autres points singuliers ¢, ¢,, ..., ¢, ; et un seul. Le savant géométre
d'Heidelberg donne ensuite un développement des intégrales canoniques
relatives au point @ et ce développement est valable dans une certaine
région R,. De méme les intégrales canoniques relatives au point & sont
susceptibles d’un déyeloppement valable dans une région R,. Les deux
régions R, et R, ont n— 1 parties communes P, P,,..., P, ,. On peut
d'ailleurs tracer le chemin amp de telle facon quil reste constamment
intérieur a l'une des régions R, et R, ou a toutes deux a la fois, et qu'il
traverse la région P,. Il suffit alors de comparer les deux développe-
ments de M. Fucns pour une valeur de # quelconque intérieure a P,
(région dans laquelle les deux développements sont valables a la fois)
pour pouvoir calculer les coéfficients de la substitution auxiliaire relative
au chemin am,b. Le groupe de l'équation (1) est ainsi enticrement
déterminé. '

On peut varier cette méthode a l'infini; supposons en effet que nous
joignions deux points singuliers quelconques a et & par un chemin quel-
conque aml et que mous cherchions la substitution auxiliaire relative a
ce chemin. Tragons autour des deux points a et b deux régions quel-
conques R, et R, telles 1° que la premicre contienne l'unique point
singulier @ et la seconde l'unique point singulier 4: 2° qu’elles aient une

Acta mathematica, 4. Imprimé 7 Decembre 1883, 927
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partie commune F; 3° que le chemin amb reste constammment intérieur au
moins a l'une des régions R, et R, et traverse la région P. Supposons
que deux fonctions f,(z) (et f,(x)) soient telles que quand z reste intérieur
a la région R, (ou a la région R,) la fonction f, (ou la fonction f)
aient constamment leur module inférieur 4 1, de telle sorte que ces deux
fonctions donnent respectivement la représentation conforme du cercle de
rayon 1 et de centre o sur la région R, et sur la région R,. Je sup-
pose de plus:

f.(a) = o, f,(b) = o.

Les intégrales canoniques relatives au point a se développeront suivant
les puissances de f,(z). Ce développement dont les coéfficients se calculent
par récurrence sera valable dans toute la région R,. De méme les inté-
grales canoniques relatives au point 4 seront dans toute la région R,
développables suivant les puissances de f,(z). Il suffira de comparer les
deux développements pour un point de la région P (ou ils sont valables
a la fois) pour calculer les coéfficients de la substitution auxiliaire cherchée.

On choisira les régions R, et R, de telle facon que les fonctions f,
et f, soient aussi simples que possible. On pourra prendre par exemple
un rectangle, on un fuseau limité par deux arcs de cercle qui se coupent,
on la portion du plan comprise entre deux droites paralléles. \

Voici maintenant en quoi consiste la méthode de M. HamBurGEr.

Soit 0 un des points singuliers et a,, a,, ..., @, les n autres, rangés
par ordre de module croissant; soient o, p,, ..., p, leurs modules;
construisons les deux cercles qui ont pour centre l'origine et pour rayon
o et p.y. Considérons un contour fermé € compris tout entier dans la
région annulaire limitée par ces deux cercles.  Soit A4 un point de ce
contour ('; supposons par exemple:

A= Vppis: -

Soit v, v,, ..., v, un systtme fondamental d'intégrales dans le voisinage
du point A. Soient w,, w,,...,w, ce que deviennent ces intégrales quand
on revient au point A aprés avoir déerit le contour C. Les intégrales v
peuvent se développer suivant les puissances croissantes de

lr —14
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et sl on a:

les développements sont encore valables quand on fait
lr — 14 = 2ixz.

En substituant alors 2iz a la place de lz —14 dans les développe-
ments des intégrales v et de leurs dérivées, on aura les valeurs des inté-
orales w et de leurs dérivées, ce qui suffit pour déterminer la substitution
du groupe de 1'équation (1), qui correspond au contour C.

La méthode de M. HaMBURGER peut étre aisément étendue au cas ot

loiy, — 14 < 27.

Nous poscrons pour abréger

T
2u.

1Pi+1 — 14 =—,

puis nous développerons les intégrales » suivant les puissances de

wi(/. Th Aiu

‘viu + Aia

——
>

Le déVcloppcment sera cncore convergent pour

x = A"

ou:

_——
VSl

En remplagant dans les développements des intégrales v et de leurs
dérivées 2 par cette valeur, on aura les valeurs des intégrales w et de
leurs dérivées et par conséquent la substitution qui correspond au contour C.

Il suffit de réfléchir un instant a la nature de ces méthodes pour
comprendre quon peut les varier a linfini. Le calculateur devra sc
guider dans son choix d'apreés la convergence plus ou moins rapide des
séries employées. Or cette convergence dépend avant tout de la position
relative des » 4+ 1 points singuliers. C'est donc cette position qui déter-
minera le choix d'une méthode.
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singulier.  Soient »
sulvantes:

s Uyy veey U, p intégrales assujetties aux conditions

Pour # == a, v, = 1, ses p— 1 premicres dérivées sont nulles,

v, = 0, ses p— 1 premieres dérivées sont nulles,

excepté la dérivée d'ordre i — 1 qui est égale a 1.

Les intégrales v , v,, ..., v, sont développables a l'intérieur du cercle
K suivant les- puissances croissantes de » — a. Le coéfficient de (r — a)"
est un polynome d’ordre m — p + 1 en o et ¢n 5. On a donc un dé-
veloppement de ces intégrales suivant les puissances de 2 — a, de o et
de 3. 1l reste & faire voir que ce développement est convergent.

Si on regarde v comme fonction de iz, de « et de f, T'équation (1)
peut étre regardée comme une équation aux différences partielles et le
théorcme de M™ de Kowarwvsky (J. de Crerre, T. 80) appliqué a cette
équation montre que v peut étre développé suivant les puissances de » — a,
de o —a, et de 3 — 3, pourvu que & soit intérieur au cercle K et que
les modules a —a, et §— 3 soient Suffisamment petits.  Ainsi v -est
une fonction holomorphe de « et de 5 dans le voisinage d’un point quel-
conque a,, f3,; cest donc une fonction enticre de a et de 5 et le dé-
veloppement de v suivant les puissances de »—ga, de 2 et de 7 est
convergent quels que soient « et 7 pourvu que r soit intéricur au cercle K.

Il faut maintenant démontrer que si « est regardé comme une
constante, v est encore fonction enticre de o et de 3, quand méme r est
extériewr au cercle K. Pour définir complétement la fonction » dans ce
cas, il ne suffit pas de se donner la valeur de w, il faut encore connaitre
le chemin amz par lequel cette variable a atteint cette valeur, en partant
du point a. '

Supposons pour fixer les idées que 4 soit un point intérieur a K,
que K’ soit un cercle ayant son centre en 4 et ne contenant aucun point
singulier, que » soit intérieur au cercle K’ et extérieur a K, enfin que
le chemin amz soit tout entier intérieur a la figure formée par l'ensemble
des deux cercles K et K. ,

Soient wu, , u,, ..., u, un systeme fondamental d'intégrales défini comme
il suit: w, devra satisfaire pour » == 4 aux mémes conditions auxquelles
était assujettic », pour w == a,
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Soit ¢; la valeur de v, pour @ = b, v'*' la valeur de sa dérivée k*
On aura:

k=p

= El vin, .

“Or les »f sont des fonctions entiéres de « et de 4 puisque le point b est
intérieur au cercle K, et les u, sont aussi des fonctions entiéres de « et
de 3 puisque le point x est intérieur au cercle K’. Donc les v, sont
aussi des fonctions enticres de « et de f.

Le raisonnement serait le méme si au lieu d'avoir a4 considérer seule-
ment deux cercles de convergence K et K', il était nécessaire d'en en-
visager plusieurs.

Supposons maintenant que le chemin amz se réduise A un contour
fermé C. Les valeurs des intégrales v, et de leurs dérivées ne sont alors
autre chose que ce que mous avons appelé w! dans le § 1. Or les in-
variants fondamentaux sont des polynomes entiers par rapport aux w!,
ce seront donc des fonctions entiéres de « et de fj.

_ Ainsi_ quand on regarde les ¢, comme des constantes, les invariants
sont des fonctions entiéres des 4,, et peuvent par conséquent étre dé-
veloppées suivant les puissances de ces quantités A,,,. Considérons un
quelconque [des coéfficients de ces développements, ce sera évidemment
une fonctiod des @ et c'est la nature de cette fonction qu'il nous reste
a étudier. Il est aise de voir que ces fonctions s'expriment 4 l'aide de
quadratures successives. Ecrivons en effet I'équation (1) sous la forme
(1) et considérons le développement de I'intégrale v, suivant les puis-
sances de a et de f3:

vi - E 'Ulmnam "'
Je dis qu'on peut obtenir le coefficient v, par de simples qua-
l l mn 1

dratures. Je suppose en effet que cela soit vrai pour v,y , et v, .., 3
cela sera vrai aussi pour v,,, car on a 1dcnt1qucmult.

d’ A Vi 2: gy S Vimi. d v, ,,,_1 " g Z &0l a0,

(l.l,

et la derivée p° de v, s'exprimant i l'aide de quadratures successives,
il en sera de méme de la fonction v,,, elle-méme.
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Ces P parametres étant complexes, correspondent a 2P paramétres
réels. Or le nombre de ces parameétres réels est précisément celui des
conditions transcendantes auxquelles dort satisfaire I'équation (1) (qui est
supposée appartenir au type donné) pour que z soit fonction fuchsienne
de 2z (ou bien fonction doublement périodique, ou rationnelle dans le cas
d’un type elliptique ou rationnel).

(Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. 1,
p- 234, 257, 262 et 272.)

Si au lieu de conditions transcendantes, il s’agissait de conditions
algébriques, on pourrait conclure de la que parmi les équations d'un
méme type, il y en a toujours une qui est fuchsienne. Mais ici cette
conclusion n'est pas légitime et une démonstration spéciale est nécessaire.
C'est cette démonstration qui fait I'objet principal du probléme qui nous
occupe.

Il est aisé d'en comprendre l'importance.

Supposons en effet que 1'équation

1) 0= o, g () ¢ 9 =o

soit fuchsienne. Soient

s @®=a, y=2"0)

I
i
et
-
—

i1

I
w@
-
=

|

>N
»
~
-

x=a,y
I oxo ]
— la différence des raecines de
k
i
I'équation déterminante relative au point (@, ). k&, sera un nombre
entier positif ou bien infini.

Considérons une fonction de z et de y n'admettant d’autres points

singuliers que les points
(B30 By) s B5:dl Ybiss s (G5 By)

et cela de telle facon qu'elle revienne a sa valeur primitive quand le
point analytique (z, y) a déerit k, tours autour du point singulier (a;, b,).
Cette derni¢ére condition doit étre supprimée quand &, = 0.

Cette fonction sera uniforme en 2.

Il en sera ainsi des intégrales de 1'équation:

d d*w
(7) SN e, 9) s

dz? dz*

les points singuliers de 'équation (1) et
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de telle facon que la différence des racines de - équation déterminante
I
e
Je suppose que lIéquation (1°) admette les mémes points singuliers

relative a (a,, b,) soit

(a,, b)), (a,, b,), ..., (a,, b,) que I'équation (1) ct en outre ¢ autres

points singuliers:
(ap+n bp+l)7 (”;H’ bp+2)7 vy (“’pwy bp+q)

et cela de telle sorte que la différence des racines de I'équation détermi-
I
¥
Je suppose enfin que N, soit divisible par &, N, par k,, ..., N,
par k,. Si k est infinip N, devra étre aussi infini. Si N, = o0, la
condition de divisibilité sera regardée comme remplie, quel que soit £,.

Je dirai alors que le type dont fait partie 1'équation (1’) est
subordonné au type dont fait partie I'équation (1).

Soit un type fuchsien 7" subordonné a un autre type fuchsien 7.
Je suppose que chacun d'eux contienne une équation - fuchsienne; le
premier l'équation E’ et le second l'équation E. Soit z le rapport des
intégrales de l'équation E’ et ¢ celui des intégrales de I'équation E. Il
est aisé de voir que ¢ est une fonction uuiforme de z Cette fonction
n'existe évidemment que quand z est intérieur au cercle fondamental.
De son coté ¢ ne peut prendre aucune valeur extérieure a ce cercle; ¢
prend au contraire une infinit¢ de fois toute valeur intérieure au cercle
fondamental.

Soient encore (a,, b)), (a,, b,), ..., (a,, b) les points singuliers

_nante relative a (a;, b,) soit

I : . G : :
du type 7' et .- la différence des racines de I'équation déterminante rela-
i

tive au point (e, b). Soit F' une fonction du point analytique (r, y) qui
ne présente d’autre point singulier que les points (a,, 0,), (a,, b,), ..., (a,, b,)
et de telle fagon quapres k, tours autour du point (¢, 4,) la fonction
reprenne sa valeur primitive. F sera par exemple une intégrale de
I'équation linéaire (7) du paragraphe précédent. F' sera umne fonction
uniforme de ¢ et par conséquent de 2.

Mais supposons qu'on ne sache pas si le type 7' contient une équa-
tion fuchsienne, qu'on ne puisse pas, par conséquent, démontrer I'existence
de #, mais qu'au contraire on sache que 7" contient une équation fuchsienne
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et que la fonction z existe. Il est aisé de voir que F' est encore une
fonction uniforme de z.

Ainsi pour démontrer le résultat suivant: Les intégrales dune équa-
tion linéaire & coéfficients rationnels en = et y pewveut sexprimer ainsi que
x et y en fonctions uniformes d'une méme variable auxiliaire, il n'est pas
nécessaire de faire voir que tout type fuchsien contient une équation
fuchsienne; il suffit de montrer que parmi les types subordonnés a un
type fuchsien donné, il en est toujours un qui contient une équation
fuchsienne.

De 1a limportance de cette notion de la subordination des types.
En particulier, considérons une équation E a coéfficients rationmels
et soient :

a,, a . a,

17 29 *

ses points singuliers. Soit %, un nombre entier tel que toutes les racines
de 1'équation déterminante relative au point @, soient des multiples de

it B i ! ¢
- Sil nexiste pas de pareil nombre entier, on fera k, = co.
i
Au lien d’envisager le type T' qui admet les points singuliers
a, a4, ..., @, de telle fagon que les différences des racines des équa-

: : . I .
tions déterminantes soient -—, on pourra envisager un type

o
]‘T:’ k—,’ RS B L
7" subordonné a 7. On supposera par exemple que 7" admette outre les
points singuliers @, a,, ..., a,, p autres points singuliers quelconques
b, b,, ..., b,, et que chacune des p 4+ n équations déterminantes corres-
pondant & ces divers points singuliers ait une racine double.

Supposons que ce type 7" conticnne une équation fuchsienme E’;
alors z sera une fonction fuchsienne du rapport z des intégrales de cette
équation.  La propriété caractéristique de cette fonction fuchsienne c'est
de ne pouvoir prendre aucune des valeurs a,, @, ..., a,, b, by, ..., b,
et, si elle existe, il est évident que les intégrales de I'équation K seront
des fonctions uniformes de z.

Ainsi il suffit de démontrer que l'on peut toujours trouver une fone-
tion fuchsienne qui ne puisse pas prendre # valeurs données (a,, a,, ..., a,)
pour faire voir que toutes les équations linéaires a coéfficients rationnels
peuvent s'intégrer en n'employant que certaines fonctions uniformes que

je me réserve d'ailleurs d’étudier dans un mémoire ultérieur.
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Il en est de méme des équations a coéfficients algébriques, car on
sait que l'intégration d'une équation a coéfficients algébriques se raméne
a celle d’'une équation d’ordre plus élevé a coefficients rationnels.

§ 7. Lemme fondamental.

Aucun type fuchsien ne peut contenir plusieurs équations fuchsiennes
distinctes.

Supposons en effet qu'un type 7' contienne deux équations fuchsiennes
E et E’; soit z le rapport de deux intégrales u, et w, de I'équation E;
soit ¢ le rapport de deux intégrales u; et u, de I'équation E’.

On sait que z ne peut prendre d’autres valeurs que celles qui sont
intérieures a un certain cercle fondamental. On peut toujours choisir les
“intégrales w,, u,, u; et w, de telle facon: 1° que le cercle fondamental
relatif & z, de méme que le cercle fondamental relatif & ¢, ait pour centre
le point o et pour rayon l'unité; 2° que les deux variables z et ¢ s’an-
nullent en méme temps, pour z = a par exemple; 3° que pour une autre
valeur de z, pour z == b, I'argument de 2z soit égal a celui de ¢

Il est clair que z sera fonction uniforme de ¢, et réciproquement que
¢t sera fonction uniforme de z Il résulte alors des hypotheses faites plus

t ETT & e 3 .
haut que - considéré, soit comme fonction de z, soit comme fonction de
z

t, nexiste pas a l'extérieur du cercle fondamental et qu’a lintéricur de
ce cercle, ce rapport reste holomorphe et ne peut s'annuller.

1z t .
Considérons par exemple ~ comme fonction de z. Posons:
z2=§&-+ iy
u = log modf;
s F

w sera une fonction de & et de 7, holomorphe a I'intéricur du cercle
fondamental et satisfaisant a 1'équation:

' d*u d*u
(l) dcn + ;l_)?{ o
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(Mathematische Annalen, Bd XXI, p. 209). M. Kreix 1'étendait
d’ailleurs au cas des fonctions qui existent dans un domaine limité par
une infinité de cercles. (Cf. Mémoire sur les groupes Ikleinéens, § o,
Acta Mathematica, T. 3, p. 83). Mais je ne dirai rien ici de cette
extension qui ne me serait pas utile pour mon objet.

§ 8. Premier apercu de la méthode de continwité.

M. Kreix et moi, nous avons été conduits indépendamment I'un de
lautre a4 une méthode qui permet de démontrer que tout type fuchsien
contient une équation fuchsienne et que l'on peut appeler méthode de
continuité. Nous "avons fait de cette méthede différentes applications.
(Voir Comptes Rendus, T. 92, p. 1200 et 1486; Krrix, Mathe-
matische Annalen, Bd XIX p. 565, XX p. 49, et XXI p. 211;
Poixcarg, Comptes Rendus, T. 94, p. 1038.) Voici quels sont les
principes fondamentaux de cette méthode.

Supposons d’abord une variable réelle z et une fonction réelle y de
cette variable; je suppose que pour toutes les valeurs finies ou infinies
de x, il y ait une valeur de y et une seule, et que cette valeur soit une
fonction amnalytique” de x, (holomorphe ou méromorphe); que # ne puisse
pas reprendre deux fois la méme valeur. On pourra évidemment en
conclure que y prend une fois et une seule toutes les valeurs possibles
depuis — co jusqu'a 4 oo.

Supposons au contraire que la variable x, par sa nature méme, ne
puisse varier qu'entre deux limites a et &; que pour toutes les valeurs
comprises entre @ et , on sache que y est une fonction analytique de
7, mais que pour ces limites ellessmémes, on ne sache rien; que y ne
puisse jamais reprendre deux fois la méme valeur. Quand =z tendra vers
“a, y tendra vers une certaine limite 4 et quand x tendra vers 4, y tendra
vers B.  On sait alors seulement que y est constamment croissant on
décroissant et peut prendre toutes les valeurs intermédiaires entre A et B,

.

29 **°2 “'n

Au lieu d'une seule variable indépendante, considérons-en n, z,, x
et » fonctions réelles de ces n variables, y,, y,, ..., y,. Je suppose que
pour toutes les valeurs des x, les y soient des fonctions analytiques et
que ces fonetions ne puissent jamais reprendre denx fois le méme systéme

Acta mathematica. 4, Tmprimé 4 Janvier 1854, a0
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de valeurs. Cela suffit pour que Ton soit certain que les y peuvent
prendre tous les systémes de valeurs possibles. Soit en particulier n = 2.
legardons x, et x, comme définissant la position d'un point sur une
sphére S5 y, et y, comme définissant la position d’un point sur une sphére
S’. A chaque point de la sphére S correspond un point et un seul de
la sphére §' et a aucun point de S’ ne peut correspondre plus d’un point
de S. Cela suffit pour qu'a tout point de § corresponde un point de S.

Il en est encore de méme si S et S au lieu d’étre deux spheres
sont deux surfaces fermées quelconques. Mais supposons maintenant que
S n'est pas une surface fermée, mais une surface ouyerte, présentant une
sorte de bord, de frontiére. Supposons que les coordonnées de chaque
point m’' de S soient des fonctions analytiques des coordonnées du point
correspondant m de S, lorsque ce point m n'est pas sur le bord de cette
surface, mais que nous ne sachions rien lorsque le point m vient sur le
bord de 8. Il ne sera pas possible alors de conclure des hypotheses
faites plus haut qu’a tout point de S correspond un point de S.

La méme chose arrivera, lorsque S et & scront regardées comme
des surfaces situées dans l'espace a plus de trois dimensions, seront des
Mannigfaltigkeiten (multiplicités) a plus de deux dimensions, comme disent
les Allemands.

Supposons toujours qu'a tout point m de S corrcsponde un point w’
et un seul de 8’ de telle facon que les coordonnées de m' soient des
fonctions analytiques de celles de m, a moins que m ne vienne sur le
bord de la multiplicité S, dans le cas ou cette multiplicité en aurait un.
Supposons qu'a aucun point de S’ ne puisse correspondre plus d'un point
de S. Si S est une muldtiplicité fermée nous serons certains qu’a tout
point de S’ correspondra un point de S. Si an contraire § est une
multiplicité ouverte présentant un bord, une frontiére, nous ne pouvons rien
affirmer. ,

Appliquons maintenant ce qui précede au probléme qui nous occupe.,

Nous dirons que deux types:

d* :
(1) %—z = ¢ (v, y)v (2) o, ¥) = o

d*v

(1) o '_ 9'1("4’ Y (2) ¢'|(".’ y) =o
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appartiennent a la méme classe lorsque les deux relations (2) et (2/)
seront de méme genre, et lorsque les deux équations (1) et (1) auront
le méme nombre de points singuliers, de telle facon que ces points
singuliers se correspondent chacun a chacun et que les équations de-
terminantes relatives a deux points singuliers correspondants soient les
meémes.

Cela posé, a chaque type d'une méme classe €7, nous ferons corres-
pondre un point d’une certaine multiplicit¢ S’

De méme nous dirons que deux groupes fuchsiens (des 17 et 2° ou
6° familles) appartiennent a une méme classe lorsque le polygone généra-
teur aura le méme nombre de cotés, et lorsque les sommets se répartiront
en un méme nombre de cycles, de telle facon que ces cycles se corres-
pondent chacun a chacun et que la somme des angles de deux cycles
correspondants soit la méme.

A chaque classe €’ de types correspond une classe €' de groupes, de
telle facon que si une équation fuchsienne appartient a la classe €, son
groupe appartienne a la classe C. \

A chaque groupe de la classe €, faisons correspondre un point d'une
multiplicité S.

A chaque point de S correspondra un point et un seul de §7; il
suffit pour le voir de se reporter a la théorie des fonctions fuchsiennes qui
montre qu'a chaque groupe fuchsien correspond une équation fuchsienne,

De plus, en vertu du lemme fondamental, & aucun point de S” ne
peut correspondre plus d'un point de S.

I1 resterait a faire voir qu'a tout point de S’ correspond un point de S.

Pour cela, d’aprés ce qui précede, il suffit, que S soit une multiplicité
fermée, qu'elle n'ait pas de bord. Cela west nullement évident a priori.

En effet, parmi les groupes d'une classe, il y en a une infinité qui
pourraient étre des groupes limites, correspondant a des points du bord
de la multiplicité S. Ce sont les groupes dont le polygone générateur
présente un ou plusieurs cotés infinitésimaux. On voit en effet quon
peut toujours construire un polygone générateur dont nn des cotés soit
aussi petit que l'on veut. Cela ne suffit pas d'ailleurs pour que § soit
une multiplicité ouverte; car, en vertu du § 9 du Mémoire sur les groupes
fuchsiens, un méme groupe peut étre engendré par une infinité de
polygones équivalents et il est possible que parmi ces polygones, on
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conséquent a un autre polygone R, n'ayant que 21 — 2¢ cotés conjugueés
deux a deux. Considérons le groupe &' engendré par R,. A chaque
paire de cotés conjugués de R, correspond une substitution de ¢, c'est
celle qui change l'un de ces deux cotés en son conjugué, et le groupe
(¢ est précisément dérivé des » substitutions qui correspondent ainsi aux
divers cotés de R . Parmi ces substitutions nous en distinguerons # — g
qui - correspondront aux » — ¢ paires de cotés de R, qui restent finis.
Le groupe dérivé de ces m — ¢ substitutions sappellera (7 et sera contenu
dans @ Soit ' le groupe engendré par R;; il sera isomorphe i G
puisqu’a chacun des cotés finis de R, correspond un coté de B;. Lorsque
t tend vers o, le transformé de R, par une substitution quelconque de
G, tend vers le transformé de R par la substitution correspondante de (7.

Nous appellerons 4 la portion du cercle fondamental qui est occupée
par les transformés de R, par les substitutions'de " et B celle qui est
occupée par les transformés de R par les substitutions de ¢ qui n’ap-
partiennent pas a G".

Le polygone R, est par hypothese de la 1% famille, ou du 1°" ordre
de la 2° ou de la 6° familles; a la limite, le polygone R, appartiendra
a la 2° ou a la 6° familles, mais il pourra appartenir au 1 ou au 2°
ordre de ces familles, cest a dire qu'il pourra ne pas admettre ou admettre
des cycles hyperboliques.

Dans le premier cas, R, sera de la 1°° catégoric, dans le second de
la 2° catégorie.

Dans le premier cas, les transformés de R par les substitutions de
(' remplissent tout le cercle fondamental (cf. Mémoire sur les groupes
fuchsiens § 6). Par conséquent, lorsque # tendra vers o, la superficie
totale de B tendra vers o, et en méme temps la plus petite distance de B
a lorigine tendra vers 1, c¢’est & dire vers le rayon du cercle fondamental.

Dans le second cas, ce sera l'inverse et la superficie de B ne tendra
pas vers o.

Supposons donc que I, soit de la 1% catégorie. Dans ce cas R,
engendrera une équation fuchsienne

' d? , ’ '
*) d_’;:_ = ¢ yrv (2') ¢'(x, y) =o0.

qui appartiendra a un type 77 moins compliqué que 7. Supposons pour
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fixer les -idées ¢ = 1. Dans ce cas R) aura deux cotés de moins que
R
de moins que l'équation (1), ou bien que la relation (2’) sera de genre

.1l arrivera alors, ou bien que I'équation (1°) aura un point singulier
p— 1 au lien d’étre de genre p et que l'équation (1’) admettra deux
points singuliers de plus que I'équation (1). (Vide infra page 262.)
Supposons par exemple, pour fixer les idées que ce soit le premier
cas qui se présente. Je dis que les modules de la relation (2) vont tendre
vers ceux de la relation (2') et que les points singuliers de l'équation (1)
vont tendre . vers ceux de l'équation (1) de telle facon que parmi les
points singuliers de I'équation (1) il y en ait deux qui tendent vers un
seul et méme point singulier de I'équation (17).
Je vais montrer d'abord que les fonctions thétafuchsiennes engendrées
par R, tendent vers celles qui sont engendrées par K.
Considérons les séries:

6z, H)

@iz + ?i N\ —2m
Y H(2E8) iz + 9)

0, ) = X H(52EE) s + oy

7iz + 0
&
on H est lalgorithme d'une fonction rationnelle quelconque et ol
wiz + [ diz + [ .o s g2
2, '——\3) et (z, — 1) désignent respectivement une  substitution
7iz + 0; 7iz+ 0
quelconque du groupe G ct du groupe . Je dis que
lim A(z) = 6'(2).
t=0
On peut trouver un contour C entourant le point z et assez petit
pour qu'il soit intérieur a R, et & R ct quiil reste intérieur a R, pour
toutes les valeurs suffisamment petites de £ On appellera o la S de ce
contour, 2 la L du plus grand arc de cercle orthogonal au cercle fonda-
mental qui puisse étre tracé a lintérieur de C; on appellera » une
quantité quelconque, A4 la L de la droite oz et on posera comme dans
le § 1 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica,
T. 1, p. 206)
T

K e 4__0(82.4 + e—'.‘A + 2>me?)t+‘.’mr ]
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§ 10. Types symétriques.

Je vais appliquer d’abord 4 un cas simple la méthode de continuité.
Soit : |
jq—v = ¢(2)v

une équation telle que ¢ soit rationnel en , que les points singuliers
soient tous réels et que l'équation déterminante relative a chacun d'eux
ait une racine double. Le type 7' dont fait partie cette équation sera
dit symétrique, parce que si ce type contient une équation fuchsienne, le
polygone générateur correspondant est symétrique.

Je dis que tout type symétrique contient une équation fuchsienne.

Si le nombre des points singuliers est égal a 3, on peut toujours,
par un changement linéaire de variable, supposer que ces points sont
précisément o, 1 et co; alors on sait qu'il existe une équation fuchsienne
dans le type 7, car cette équation est précisément celle qui définit le
carré du module d’une transcendante elliptique en fonction du rapport
des périodes.

Supposons maintenant que le type 7' admette 4 points singuliers; on
peut toujours par un changement linéaire de variable supposer que ces
quatre points sont

o, 1, @ et o

a étant une quantité réelle positive plus grande que 1.

Soient maintenant a, f, 7, ¢ quatre points situés sur le cercle fonda-
mental, et je suppose qu'en parcourant ce cercle, on les rencontre précisé-
ment dans lordre a, 4, j, 0. Décrivons quatre cercles, orthogonaux au
cercle fondamental, et passant respectivement par les points a et 3, 7 et j,
7 et 8, & et «. Nous aurons ainsi un certain quadrilatére. Construisons
le quadrilatére symétrique du premier par rapport au cercle da par
exemple; l'ensemble de ces deux quadrilatéres formera un polygone R,
qui engendrera un groupe fuchsien symétrique de genre o et de la 2°
famille que jappelle @.
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Considérons une fonction y de x, qui ne peut cesser d'étre holomorphe
en z que si z prend une des n valeurs a, a
plus que ces n valeurs sont réelles.

43 « -+ @3 supposons de

Considérons le type fuchsien symétrique qui admet les » points
singuliers @, a,, ..., a,. Il contient une équation fuchsienne et dans
cette équation la variable est une fonction fuchsienne du rapport z des
intégrales :

%= f(a):

Cette fonction n’existe pas a lextérieur du cercle fondamental; si nous
supposons @, = oo elle est holomorphe a Tintérieur de ce cercle et elle
ne peut prendre aucune des valeurs a , a,, ..., a,.

Il résulte de la qua Uintérieur du cercle fondamental y est holo-
morphe en z

Donc si y est une fonction de x admettant seulement un nombre fini de
points singuliers qui soient tous réels, on peut trowver une variable z telle
que y et x exprimées en fonctions de z w'existent pas a Uextériewr du cercle
fondamental et soient holomorphes & Uintérieur de ce cercle.

On peut supposer en particulier que y est une fonction algébrique,
ou lintégrale d'une équation linéaire i coéfficients algébriques, telle que
tous les points singuliers soient réels.

§ 11. Généralisation duw théoreme précédent.

Nous n'avons encore appliqué la méthode de continuité qu'aux types
symétriques, mais avant d’aborder I'étude de types plus compliqués, nous
allons tirer du résultat obtenu tout le parti possible. Soit:

a0 — gl

une équation telle que ¢(x) soit rationnel en x, que les points singuliers
soient a,, a,, ..., @,, mais ne soient pas tous réels et que chaque ¢équa-
tion déterminante ait une racine double.

Appelons 7' le type dont fait partie cette ¢quation.
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Je démontrerai plus loin que ce type contient une équation fuch-
sienne, mais ce n'est pas cela que jai en vue pour le moment; je veux
faire voir qu’il y a un type subordonné a 7' qui contient une équation
fuchsienne; en d’autres termes, qu’il existe une fonction fuchsienne, qui
ne peut prendre a lintérieur du cercle fondamental aucune des valeurs
@, @, «.., @, et qui de plus ne peut prendre non plus certaines autres
valeurs 0, b,, ..., 0.

Nous nous regardons donc comme libres d'adjoindre au tableau des
quantités @, telles quantités qu'il nous conviendra d'y ajouter. Nous
pouvons toujours supposer que si le tableau des nombres a contient une
quantité imaginaire, il contient aussi sa conjuguée; car si cette conjuguée
n'y était pas contenue, on 'y adjoindrait. s

Je suppose que le théoréme soit vrai quand le tableau des quantités
@ ne contient que ¢ — 1 couples de valeurs imaginaires et je vais faire
voir qu’il est vrai quand ce tableau contient ¢ semblables couples. Cela
suffira, car dans le paragraphe précédent, jai démontré le théoréme pour
le cas ou toutes les quantités @ sont réelles.

Supposons donc que le tableau des quantités a , a,, ..., a, contient
n — 2¢ quantités réelles

(1) &0 . oy s
et 2¢ quantités imaginaires conjuguées deux a deux
’ ’ ’
(2) Qyy Bgy « ooy @aye
Posons:
’ ’ . r\.
o) =(r—a)(z— a) ... (x — ay,);

¢(r) sera un polynome entier a coéfficients réels. T équation:

’ / -

¢'(x) = o

aura au moins une racine réelle, et par conséquent au plus ¢ — 1 couples
de racines imaginaires. Soient

cl’ ca’ ey ('Qq_l
les racines de cette équation. Posons:

n— 2q = p, 2 — 1 = m.
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A cette fonction fuchsienne correspond une équation fuchsienne dont
les points singuliers sont les @ et les & et dont toutes les équations dé-
terminantes ont une racine double. Cette équation fait partie d’un type
subordonné a 7.

Soit maintenant y une fonction de # qui n'admet d'autre point
singulier que les @. Si on pose z = f(2), y sera fonction uniforme de 2.

C’est ce qui arrivera en particulier lorsque y sera l'intégrale d'une
équation linéaire a coéfficients algébriques.

Ainsi on peut towjours trouver une variable z, dont la variable r et les
intégrales d'une pareille équation sont des fonctions uniformes.

§ 12. Polygones limites.

Je dirai que deux polygones générateurs R, et R, de deux groupes
fuchsiens ¢ et ( appartiennent & une méme classe lorsqu'ils satisferont
aux conditions suivantes:

1°. Le nombre des cotés des deux polygones est le méme,

2°. Si deux cotés de R, sont conjugués, les deux cotés de méme
rang de R, sont également conjugués. Il en résulte que les sommets
des deux polygones se répartissent en un méme nombre de cycles de
telle fagon qu'a chaque cycle de R, corresponde un eycle de R et
réciproquement,

3°. La somme des angles de deux cycles correspondants est la méme.

Les polygones d'une méme classe dépendent d’un certain nombre de -
paramétres.  Supposons par exemple pour fixer les idées qu'ils soient
complétement définis (') lorsqu'on se donme trois parametres x, y, z, mais
que ces trois parameétres me soient pas indépendants et soient liés entre
eux par une relation

(1) flz, y, 2) = o.

(') 1l reste bien entendu que deux polygones ne sont pas distincts lorsqu’on peut
passer de l'un & 'autre par une substitution linéaire qui n'altdre pas le cercle fondamental,
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(3) b=2=0

(4) r = 0 y=1
(5) i s

(6) z2=1 L = 00
(7) L=y = 00

(8‘) Y = 00 2 = O,

Ce seront les courbes frontiéres de la portion utile du paraboloide;
a chaque point de cette portion utile correspondra un polygone de la
classe envisagée et réciproquement.

Supposons maintenant que, dans la classe considérée, il faille p
parameétres r,, r,, ..., &, pour définir complétement le polygone R et
que ces p paramétres satisfassent d'une part & une égalité (1), d’autre
part a certaines inégalités (2). Si Ton regarde x,, ,,..., x, comme les
coordonnées d'un point dans Vespace a p dimensions, cette égalité et ces
inégalités définiront une portion de surface, une multiplicité (Mannigfaltigheit),
comme disent les Allemands. J'appellerai M, cette multiplicité qui aura
p— 1 dimensions. Elle sera en général ouverte ct sera limitée par des
multiplicités fronticres de p — 2 dimensions, puisque les @ satisfont non
seulement & une égalité, mais encore a des inégalités. Ces multipliciteés
frontiéres sont analogues aux courbes fronticres dont il a été parlé plus
haut et on obtient leurs équations en remplagant dans l'une des inégalités
(2) le signe de linégalité par celui de I'égalité.

Considérons un point de la multiplicité M, qui soit infiniment voisin
de T'une des multiplicités frontiéres. A ce point correspondra un polygone
dont certains éléments seront infinitésimaux et que jappellerai pour cette
-aison polygone limite.

Nous allons envisager d'abord une classe de polygones R, du genre
o, de la 2° famille; le nombre des cotés sera 2m; chaque coté de rang
impair sera le conjugué du coté dont le rang est plus ¢leve d'une unité
(le coté de rang 2p — 1 sera le conjugué du coté de rang 2p). De cette
facon, si je désigne par la notation a, le sommet qui sépare les cotés de
rang p et de rang p— 1, chaque sommet d'indice impair formera un
cycle & lui tout seul, pendant que tous les sommets d'indice pair formeront
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un seul cycle. Il y aura donc en tout n 4 1 cycles et tous les sommets
seront d'ailleurs sur le cercle fondamental. Pour définir un pareil poly-
gone il suffit de se donmer 2m — 3 de ces sommets, les trois autres étant
supposés fixes. D’ailleurs entre ces 2m — 3 paramctres nous avons la
relation :

(1) —(ar—a)(as—a,) - .. (@ — @) = (B — @)@ — @) ..« (22— Byu_y)
outre les inégalités:
(2") - arga, < arga, < arga, <...<arga, < arga, + 27.

Je considére d’autre part les fonctions fuchsiennes engendrées par R,
et parmi elles, une de celles a 'aide desquelles toutes les autres s'expri-
ment rationnellement.  Je Pappelle f(z). Les points singuliers de I'équa-
tion fuchsienne correspondante sont alors au nombre de # 4+ 13 ce sont:

f(al)’ f(%); ceey f(a'z:x-.—l)
et

fla,) = fla,) = ... = f(a)-

Je vais chercher quels sont les polygones limites de la classe en
question.  Pour les trouver il faut dans I'une des inégalités (2”) remplacer
le signe de linégalité par celui de T'égalité; d'ou:

arga; = arga,; A = %y

cest a dire quun des cotés du polygone R doit devenir infiniment petit.
Mais en vertu de l'équation (1”) si un coté de rang pair devient infini-
ment petit, il faut qu'un co6té de rang impair le devienne également, et
réciproquement. Il y aura donc toujours au moins deux cotés qui
sannulleront. De la trois espéces dé polygones limites.

1°. Ceux dont deux cotés conjugués sannullent.

2°.  Ceux dont deux cotés non conjugués sannullent.

3°. Ceux dont plus de deux cotés sannullent a la fois.

Ainsi dans le cas du paraboloide (1’), les droites fronticres (3), (35)
et (7) correspondent a des polygones limites de la 1% espece; les droites
(4), (6) et (8) a des polygones de la 2° espcéce et les points:

& = g:==0, gy == .t L= O, § = g=i15. e
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qui appartiennent a la fois a deux de ces droites frontieres correspondent
a des polygones de la 3° espece.

Les polygones limites de la 3° espece sont évidemment des cas
particuliers de ceux des deux premicres. Laissons' les pour un instant de
coté et cherchons a montrer que ceux de la 2° espeéce se rameénent a
ceux de la 1%

‘n effet si nous envisageons un polygone de la 2° espece, 'un de
ses cotés infinitésimaux sera de rang pair. Je puis supposer que l'on ait
numéroté les cotés de telle facon que ce soit précisément le coté de rang
2, a,a,. L'autre eoté infinitésimal sera par exemple ay2,,,,. Ces deux
cotés seront séparés par p— 1 paires de cotés conjugués a,a, et a,a,;
a; et ayag; ete.; ay, oy, et ay, ,a,,. Joignons, par un arc de cercle
orthogonal au cercle fondamental, a«,, , a a,; nous partagerons ainsi le
polygone R, en deux autres », ct ri; », contiendra par exemple le sommet
a,, et 7y le sommet a,. Soit »y" le transformé de », par la substitution
qui change a,, ., , en aym,, ;, et posons

R(’) =g + ’I',','.

Le polygone R sera équivalent a R, il admettra deux cotés infinitési-
maux, a savoir a,a,,., et le transformé de ga,. Ces deux cotés ne seront
plus séparés que par p— 2 paires de cotés conjugués. En opérant sur
R; comme on a opéré sur R,, on obtiendra un polygone R ou les deux
cotés infinitésimaux ne seront plus séparés que par p — 3 paires de cotés
conjugués, et en continuant de la sorte, on finira par arriver a un poly-
gone S, ¢quivalent a R et dont les deux cotés infinitésimaux seront
conséentifs.  Tous les polygones R, R, Rf, ..., S, auront une partie
commune qui sera 7r,. Le coté infinitésimal a,a,,, et son conjugue
Uy, 1%y appartiendront done a S;. Le second coté infinitésimal sera par
exemple fa,,. Joignons maintenant [a,,,, par un arc de cercle orthogonal
au cercle fondamental. Le polygone S se trouvera divisé en deux parties;
le triangle a,,fa,,,, = 8 et s, = S, — s;. Soit y le transformé de 3 par
la substitution qui change a2, ., en ay, o, et soit ay, ga,., = s le
triangle transformé de s; par cette substitution. Le polygone §j = s, 4 s
sera. ¢quivalent & S) et il est ais¢ de voir qulil n'a que deux cotés
infinitésimaux, a savoir fay,,, et ya,,, qui sont conjugués.
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Lorsque R, se réduit a R;, les substitutions S,...., S, ; devienunent
S, ..., S, et restent paraboliques, mais la substitution S, devient
illusoire et n'a plus aucun sens. Le groupe G’ est donc dérivé des n— 1
substitutions

= 4
‘53 Yoy b‘Zn—l Ly
En vertu de la relation (1) la résultante

Pacae M 2
est parabolique.
Done les sommets d’ordre pair de R; forment un cycle parabolique
(3¢ sous-catégorie) et par conséquent R; et ses transformés par les diverses
substitutions de &' rempliront tout le cercle fondamental (cf. T'héorie des
groupes fuchsiens § 6).
Alors en appliquant le 2" lemme, on verrait que la différence

f(al) = f(%)

tend vers o et que le type 7, dont fait partie l'é¢quation fuchsienne
engendrée par R, se réduit & un type 7" plus simple n'admettant plus
que n points singuliers.

Supposons maintenant que deux cotés
de telle facon que

\a, et a,a tendent vers O

o, — <1

lim
Uap — Uy gy

La relation (1%) cessera d'avoir lien. La résultante
oA ARG

sera hyperbolique et mon parabolique; les sommets d’ordre pair de [
formeront un cycle hyperbolique (4° sous-catégoric) et par conséquent
les transformés de R; par les substitutions de (' me rempliront pas tout
le cercle fondamental, mais seulement une portion de cercle limitée par
une infinité de circonférences. (Cf. Théorie des groupes fuchsiens § 6.)

Le 2% lemme n'est done pas applicable, ce qui montre quelle diffé-
rence prafonde sépare les polygones limites de la 17 et de la 2" catégories.
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On pourrait faire une théorie tout a fait analogue des polygones
limites de la 3° espéce qui ne sont que des cas particuliers de ceux de
la 1°¢ et de la 2°

Comme deuxiéme exemple, nous considérerons un polygone R, du
genre 0, dont les cotés seront disposés comme dans I'exemple précédent,
mais qui appartiendra & la 1*° famille et dont par conséquent tous les
sommets seront a l'intérieur du cercle fondamental et tous les cycles seront
elliptiques (1*° catégorie).

Nous appellerons

Ayy gy oo oy Qopy
les angles de ce polygone qui ont leurs sommets en
al.’ a3’ L | a2n-1

et b la somme des autres angles du polygone. Ces divers angles doivent
étre des parties aliquotes de 27; je les regarderai comme donnés; la
classe a laquelle appartient R, est alors parfaitement définie. Dans ce
qui va suivre, nous envisagerons la I, des cotés de ce polygone et non
leur longueur géométrique. Dans I'exemple précédent, quand nous disions
quun coté était infiniment petit, cela s'entendait de sa longueur; ici au
contraire cela s'entendra de sa I (qui n'est autre chose que la longueur
au point de vue de la géométrie non-euclidienne; cf. Groupes fuchsiens § 1;
Fonctions fuchsiennes § 1).

Cela posé, comment peut-on concevoir que le polygone R devienne
un polygone limite? Cela pourrait se concevoir de trois manicres.

1°%. Si un coté devenait infiniment petit.

2°. Si un angle s'annullait.

3% Si un coté devenait infiniment grand.

Il est aisé de voir que les deux premiers cas ne se présenteront
jamais, sans que le troisiéme se présente également; examinons done le
troisiéme.

Supposons qu'un coté de R,, a,a par exemple, devienne infini; il
en sera de méme du conjugué az,. Mais l'angle de ces deux cotés qui
est a, est donné et fini. Donc la diagonale a,,a, est infinie. Mais cette
diagonale est plus petite que la somme des 2n — 2 autres cotés. Done
I'un de ces cotés est infini. Ce sera par exemple a,,_,z,, , et il en sera

Acta mathematica. 4. Imprimé 12 Janvier 1884, 93
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de méme par conséquent de son conjugué a,, ,a,,. Joignons par un are
de cercle orthogonal au cercle fondamental, les deux sommets o, Olop—a -
Nous aurons ainsi divise R, en deux polygones. partiels: », qui comprendra
le sommet a,, et »; qui comprendra le sommet a«,,. Soit maintenant
ry’ le transformé de », par la substitution qui change a2, en aa,,. Le
polygone Rj = r; 4 r;’ qui est équivalent a R, a comme lui quatre cotés
infinis, mais ces quatre cotés sont consécutifs. Il résulte de la que nous
pouvons toujours supposer que les 4 cotés infinis de R, sont a2, o,
a,a,, a,%,. C'est ce que nous ferons. '

- On peut supposer aussi que /2, a plus de quatre cotés infinis; mais
‘ce m'est qu'un cas particulier que nous laisserons de c6té pour le moment;
nous supposerons donc que les 2m — 4 autres cotés sont finis. Dans ce
cas, on peut démontrer sans trop de difficultés que la diagonale a a, est
finie. Appelons r; le triangle a,a,a, et »{ le reste de R . Appelons ry’
le triangle «,fa, transformé de », par la substitution qui change a,a, en
a,a,. Le polygone R, = r; + r) sera équivalent & R, et il n’aura plus
que deux cotés infinis a,a,, et fFa, qui seront conjugués, pendant que les
deux cotés conjugués o a, et «,F seront finis. Ces deux derniers cotés
ont leur /L finie, mais leur longueur géométrique est infiniment petite.
Supposons que nous passions a la limite et que ces deux cotés sannullent.
Le polygone Rf se réduira alors a un polygone R, qui n'aura plus que
2n — 2 cOtés par suite de la confusion des trois sommets a, a, et f.
Parmi ces cotés, il y en a 2n— 4 qui ne différent pas de ceux de R ;
les deux autres sont les cotés a,,2, et aa, qui sont conjugués; le sommet
a, qui est situé sur le cercle fondamental, forme a lui tout seul un cycle
qui peut étre parabolique ou hyperbolique.

Sl est parabolique, ce qui arrive lorsque le cercle qui passe par
wa, et a, est tangent au cercle fondamental, le polygone limite est de
la 1% catégorie.

Sl est au contraire hyperbolique, le polygone limite est de la 2°
catégorie,

Les propriétés des deux catégories sont’ les mémes que dans 'exemple
précédent.  Ainsic si (¢ est le groupe engendré par R, ce groupe sera
dérivé de n substitutions elliptiques:

Sl’ SI’ ol bt Sﬁu—l
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de telle fagon que S, ait pour point double «,. Le groupe dérivé de

RN [, A et de S, S,

sappellera . Lorsque R, se réduira a R, les substitutions S;, S;,...; S,, ,
tendront vers des substitutions elliptiques S;, S;,..., 8),, et S/ S, tendra

vers une certaine substitution 2. S| et S, deviendront illusoires. Le

1
groupe G engendré par R sera dérivé de

i’ I’ ’ -‘v
£ 59 73t 21 » % 5 S2n—l et 2

-

et sera isomorphe a G”.

Si le polygone est de la 1°° catégorie, Y sera parabolique; les trans-
formés de R par le groupe G’ rempliront tout le cercle fondamental.
Lorsque R; tendra vers R[’, le transformé de R, par une substitution de
G" tendra vers le transformé de R, par la substitution correspondante
de G, et la surface recouverte par les transformés de R, par les substitu-
tions de G qui n'appartiennent pas &4 ; tendra vers o. En appliquant
le deuxiéme lemme et en conservant les mémes notations que plus haut,
“on verrait que la différence f(a,) — f(«,) tend en méme temps vers o.

Si au contraire le polygone est de la 2° catégorie, X' est hyperbolique
et les transformés de R ne remplissent pas tout le cercle fondamental.
Les déductions précédentes ne sont donc plus possibles et 'on ne peut
affirmer que f(a,) — f(«,) tende vers o.

On traiterait de méme le cas ou il y a plus de quatre c6tés infinis.

Comme troisieme exemple, nous choisirons un polygone R de genre
p, de la 1% famille, de 4p cotés, dont les cotés opposés sont conjugués
et dont tous les sommets forment un seul cycle, pendant que la somme
des angles est égale a 27

Ici encore on pourrait concevoir trois cas ou le polygone deviendrait
polygone limite.

1° Si l'un des cotés s'annullait (cela s'entend toujours de la L de
ce coté).

2°. Si un angle sannullait.

3% Si un coté devenait infini.

Comme dans l'exemple précédent, les deux premiers cas ne se
présenteront jamais sans que le troisiéme se présente en méme temps et
c'est ce troisieme cas qu'il nous reste a examiner.
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Jappelle comme plus haut o, le sommet de rang i et je suppose
que le coté aym et son conjugué a,x,,,; deviennent infinis.  Soit 3, le
milieu de a,a,. (Jentends par la que la L de a«,pB3 est égale a celle de
fiay) et f, le milieu de aya,,,. Joignons f,f3, par un arc de cercle
orthogonal au cercle fondamental. Ce sera une sécante de notre polygone
R, et cette sécante sera finie. Cette sécante partagera le polygone R, en
deux autres: r, qui contiendra le sommet a,, et rg qui contiendra le
sommet a,,. Soit maintenant S, la substitution qui change a,a,,, en son
conjugué ayzy,,,. Cette substitution changera

Yo = Py @y - - Gy 1Oy

en
X T g ’ r oo
'70 — ﬂlalaz e agp_lagpﬁ2
ou:
’ _ 4 T
ap T a3p+l) ap+l o asp'

Le polygone R; = ry+ ry’ scra équivalent a R ; il aura 4p + 2
sommets qui se succéderont dans l'ordre suivant:

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
) A M Y. I 7 1Pa%aps1Gapsa - - » Fappirafpss = - - a3 -

Ces 4p + 2 sommets forment deux cycles qui sont d'ailleurs tels
que la somme des angles de chacun d'eux est égale a 27. Quatre cotés
sont infinis & savoir flaj, a,Bi, Paltayirs ayfs. La L des cotés 3,3, et
B[, est finie et leur longueur géométrique est infiniment petite.

Si nous passons & la limite cette longueur s'annullera absolument et
les sommets f, et f,, 4 et f§ se confondront. Le polygone R se reduira
alors & un autre polygone R}’ qui n'aura plus que 4p sommets, deux sur
le cercle fondamental f3, et i et 4p — 2 en dehors de ce cercle. Chacun
des sommets f et @ forme & lui tout seul un cycle qui peut étre
parabolique ou hyperbolique.

: g y :

Etudions maintenant le groupe ¢ engendré par le polygone R, ou
ce qui revient au méme par R;. Si nous appelons S la substitution qui
change le coté am,, de R, en son conjugué oy, %yiii1 le groupe &
sera dérive des 2p substitutions

Siy Sy, --.-’ S,

p
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entre lesquelles nous avons la relation

Sl b2 R bQP b b'l])b21)—l .. AS, ‘Sl .
Quelles sont les substitutions de &' qui changent chaque coté de R
en son conjugué? Ce seront:

S, . qui change 3,3, en [
. S » » Opi1fFa €D 2y f3)

8, 88, ' » », Pas, en Bia

et

1 X%
SS: » » A%y €N Oy Hopyigre

Lorsque le polygone R se réduit a R}, la substitution S, devient
illusoire et les substitutions S,,, S,'S,,S, et S;'S, se réduisent a certaines
substitutions Y, 2" et S;. De ces substitutions dérive un groupe ' qui
est précisément engendré par R et de telle fagon que X et X sont les
deux substitutions qui changent la premiére a,,,,5 en a5, la seconde
B en alf.

Si les multiplicateurs de Y et de 3’ sont égaux a 1, ces deux
substitutions sont paraboliques; le polygone R, sera dit alors de la 1°°
catégorie et ses transformés recouvriront tout le cercle fondamental. On
en conclut, comme dans les deux exemples qui précédent, que le deuxiéme
lemme est applicable et que par conséquent les fonctions fuchsiennes
engendrées par R tendent vers les fonctions fuchsiennes engendrées par

o', quand R; tend vers R,

Entrons dans plus ‘de détails. Soient z et y deux fonctions fuchsien-

nes engendrées par R;; il y aura entre ces deux fonctions une relation

algébrique
- g, y) =o0

qui sera de genre p, puisque R, est de genre p. Si cette relation est
regardée comme I'équation® d'une courbe de degré m, cette courbe aura

(m — 1)(m — 2)
3 s

p



262 H. Poincaré.

H

points doubles. Lorsque Rj se réduira & Ry, le genre de cette courbe
devra diminuer d’une unité, puisque le polygone R;" est de genre p — 1;
cest a dire que la courbe devra acquérir un nouveau point double. A ce
point double correspondront en réalité deux points analytiques différents
(selon que le point double sera regardé comme appartenant a l'une ou
a l'autre des branches de courbe qui y passent) et par conséquent deux
points réellement distincts du “polygone R{'. Ces deux points seront 3, et
fi qui sont comme on le sait sur la circonférence du cercle fondamental.
Il résulte de la que les deux fonctions fuchsiennes limz et limy ne
peuvent prendre a l'intérieur du cercle fondamental les deux valeurs qui
correspondent au nouveau point double.

Il ne peut pas arriver que l'un des multiplicateurs de Y et de Y’
soit égal a 1 et lautre différent de 1, de telle fagon que l'une de ces
substitutions soit parabolique et l'autre hyperbolique. En effet I'on a:

mult S,, = mult S;'S,,S,

2p 2p
d’ou:
lim mult §,, = lim mult S;'S,,S,
et

mult 3 = mult Y.

Il peut arriver au contraire que les deux multiplicateurs soient
différents de 1 et les deux substitutions hyperboliques. Dans ce cas Rf
est dit de la 2° catégorie. Le deuxiéme lemme n’est plus applicable et
les fonctions fuchsiennes engendrées par R, ne tendent pas vers celles qui
sont engendrées par Ry

On traiterait de méme le cas ot plus de deux cotés de R, devien-
draient infinis. .

Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour montrer comment
doit étre traitée dans chaque cas, la question des polygones limites.

Dans le cas du second exemple, nous dirons que le polygone limite
B, est:

1° de la 1% espéce sl n'a que 4 cotés infinis et qu'ils soient
consécutifs,
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2° de la 2° espéce §'il n'a que 4 cotés infinis et qu'ils ne soient
pas consécutifs. (Nous avons vu quun polygone de la 2° espéce peut
toujours étre ramené a un polygone de la 1),

3° de la 3° espéce il a plus de 4 cotés infinis; on démontrerait
aisément qu'on peut toujours ramener au cas ou tous les cotés infinis sont
consécutifs,

Dans le cas du troisieme exemple, nous dirons que le polygone
limite R est: _

1° de la 1% espéce s'il n'a que 2 eotés infinis.

2° de la 3° espéce, s'il a plus de deux cotés infinis.

§ 13. Polygones réduits.

Nous avons vu qu'aux différents polygones d'une méme classe corres-
pondaient un par un les différents points d'une multiplicité M,. Mais
a un méme groupe fuchsien correspondent une infinité de polygones
générateurs et par conséquent une infinité de points de M. En effet le
procédé du § o du Mémoire sur les groupes fuchsiens permet de trans-
former le polygone R, en un autre R, équivalent a R et engendrant le
méme groupe fuchsien. De la une infinité de transformations qui changent
un polygone en un autre équivalent, et par conséquent un point de M,
en un autre point de cette multiplicité. Ces substitutions forment un
groupe que jappelle /' et qui est évidemment discontinu. La multiplicité
M, va se trouver partagée en une infinité de domaines D, D , ..., D,, ...,
de telle fagon qu’a chaque substitution de /" corresponde un de ces do-
maines et que ce domaine soit précisément le transformé de D, par cette
substitution. Cette subdivision de M, & l'aide du groupe /' est tout &
fait analogue a la subdivision du cercle fondamental en une infinité de
polygones R , R, ... a Vaide d'un groupe fuchsien quelconque. Nous
allons d'ailleurs. éclaircir ce qui précéde par une comparaizon simple.

Supposons que dans le plan des zy, le point z, y représente la
quantité imaginaire z = x 4 iy et considérons un parallélogramme rectiligne
R, ayant pour sommets o, z, 2z, et 2 4 z,. On pourra subdiviser le

“2
plan en une infinité de parallélogrammes égaux a R, et on engendrera
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ainsi le groupe (z, 2z + az, + ffz,) o a et j# sont des entiers quelconques;
de ce groupe dériveront les fonctions doublement périodiques qui ont pour
période 2z et z,. Mais ce parallélogramme peut étre remplacé par un
autre dont les sommets soient:

O, a2, + fz,, r2, + 0z, (@ + T)Zl +KP'+ ()\)22

ou a, f3, r, ¢ sont des entiers tels que ad — fy = 1. Ce second parallélo-
gramme est équivalent au premier; je l'appellerai R;. Pour définir R,

: z c0p
nous nous donnerons le rapport o= o. Aux différents parallélogrammes
1

possibles correspondront différents points du plan des @ ou plutot de la
partie de ce plan qui est au dessus de l'axe des quantités réelles, partie
que jappellerai partie positive du plan. A R; correspondra le point
ow + 7
fow + a’
partagée en une infinité de domaines qui se transformeront les uns dans

de sorte que la partie positive du plan des @ va se trouver

les autres quand on appliquera a  la substitution (a), %}—2) A toute

fonction doublement périodique correspondra un point de chacun de ces
domaines et un seul. Mais parmi tous les parallélogrammes équivalents
a I, il y en a un qui est plus simple que tous les autres; c'est celui
qui est tel que la forme quadratique positive:

mod’ (&2, + %2,)

ou & et 7 sont des indéterminées entiéres, soit une forme réduite. On
peut dire alors que ce parallélogramme est lui méme réduit. On pourra
définir ce parallélogramme réduit de la fagon suivante:

1°. Il devra étre tel que la partie imaginaire de @ =oit aussi grande
ue possible.

2°.  Et parmi ceux qui correspondent a4 ce maximum de la partie
imaginaire de @ et qui sont en nombre infini, il devra étre tel que la
valeur absolue de la partie réelle de @ soit aussi petite que possible.

On voit aisément alors que o doit satisfaire aux inégalités

I - ) 1
— 5 < partie reelle de w < 5 modw > 1.
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Les points @ qui correspondent a des parallélogrammes réduits sont
alors compris dans un domaine D), défini par ces inégalités et limité par
deux droites et un cercle. Ce domaine D et ses transformes par les

am + 3

7’w—+5) remplissent alors toute la

diverses substitutions du groupe (w,

partie positive du plan des o.

Nous pouvons opérer tout a fait de méme dans le probléme qui
nous occupe car il est tout a fait analogue, si ce n'est que les parallélo-
grammes sont remplacés par des polygones générateurs d’un groupe
fuchsien, les fonctions doublement périodiques par des fonctions fuchsi-
ennes, et la partie positive du plan des @ par la multiplicité M .

Parmi les polygones équivalents a R , il y en aura un que nous
regarderons comme plus simple que tous les autres et que nous appellerons
polygone réduit. Voici comment nous pourrons définir ce polygone réduit.
Soit ¢ une fonction des coordonnées d'un point de la multiplicité M, .
Je supposerai que cette fonction est constamment comprise entre o et 1,
et qu'elle n'atteint la valeur o que sur les fronticres de la multiplicité
M,, cest a dire aux points qui correspondent aux polygones limites.
Elle pourra dailleurs étre choisie arbitrairement. Cela posé, aux différents
polygones équivalents a R, correspondront différents points de M| et par
conséquent différentes valeurs de ¢. Le polygone que nous appellerons
réduit sera celui qui correspondra a la plus grande valeur de ¢.

Cela posé, les points de DM, qui correspondront aux polygones réduits
rempliront un certain domaine que jappelle D ;. Ce domaine et ses
transformés par les diverses substitutions de /' rempliront toute la multi-
plicité M,. Le domaine D, sera limité par un certain nombre de
multiplicités m, , m,, ..., m, qui auront p — 1 dimensions, si je suppose
que M, en a p. Voyons quelle sera la forme des équations de ces multi-
plicités frontiéres. Soit « un point de M , «.S le transformé de a par
une substitution S convenablement choisie dans le groupe /7 les équations
cherchées seront de la forme suivante:

(1) ¢(@) = ¢(x.S)

¢ désignant la fonction définie plus haut. Si nous considérons un point
a appartenant a l'une des multiplicités frontieres m , m,, ..., m,, par
exemple a celle qui est définie par 1'équation (1), ce point correspondra

Acta mathematica. 4. Imprimé 20 Janvier 1884, 34



266 . H. Poincaré.

a un polygone réduit, et il en sera de méme du point «. S qui corres-
o ’
pondra a un polygone réduit équivalent au premier et qui appartiendra
aussi a une multiplicité frontiére. C'est ainsi que certaines classes de
p

formes quadratiques contiennent deux formes réduites et, qu'a un point
’ As’ ’ ’ . > e

d’'un coté du polygone génératenr d'un groupe fuchsien, correspond un

point équivalent du coté conjugué. Les multiplicités m, , m,, ..., m, se

répartissent done en paires de multiplicités conjuguées a la fagon des

cotés du polygone R, . Ces multiplicités m sont limitées par des multi-

plicités m’ de p— 2 dimensions; celles-ci le sont clles-méme par des

multiplicités m” de p — 3 dimensions et ainsi de suite. Ces multiplicités

m/y, m”, ete. se répartissent en cycles a la fagon des sommets du polygone

R . Ces cycles peuvent d’ailleurs contenir une, deux, ou plusicurs d’entre
0 ’ )

elles: si un de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de
deux polygones réduits équivalents a un polygone donné.

Ainsi, en général, il n'y a qu'un polygone réduit équivalent a un
polygone donné, mais dans certains cas exceptionnels il peut y en avoir
deux ou plusieurs. Clest tout a fait ce qui arrive pour les formes
quadratiques définies. On peut présenter la chose d'une autre manicére.
En général, parmi les valeurs de ¢ qui correspondent a une infinité de
polygones équivalents, il y en a une qui est plus grande que toutes les
autres; mais il peut arriver exceptionnellement qu’il y en ait deux ou
plusieurs qui soient égales entre elles et plus grandes que toutes les autres.

- Nous allons maintenant nous occuper d’une question fort importante:
quand un polygone limite est-il réduit? et nous examinerons successive-
ment les trois exemples du paragraphe précédent.

Reprenons d’abord le polygone R, du 1 exemple, en supposant que
les deux cOtés conjugués a,a, et oz, sont infiniment petits. Nous avons
v qu'en laissant de coté le cas exceptionnel des polygones limites de la
3° espéce, tous les polygones limites pouvaient étre ramenés a ce cas.
Nous négligerons donc devant les quantités finies, les quantités de I'ordre
de aa, et de aya,.

Je joins ay,_a,. (Il faut entendre par la, ici comme dans tout ce
qui va suivre, que je trace un arc de cercle passant par ces deux points
et orthogonal au cercle fondamental) Je divise ainsi le polygone R, en
deux autres: r, = a,, ,a,x,a, €t 1, = R, — r,.
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Yo.2 = Gon—qPgn—5%; 2% 2y 7o.0 = Ry 3 —15.9
s g
Ry =150 + 10

On opérera ensuite sur R, , comme sur R, , et ainsi de suite.
Il est ais¢ de voir que R, , a un sommet infiniment voisin de chacun
des points

Olgy Olgy « ooy Ggy_o

et trois infiniment voising de a,, ..

Considérons en particulier le polygone R, , ,. Il aura trois sommets
infiniment voisins de a, et par conséquent de a,,. Ce seront les sommets
oy, oty .1 €t ay ., (quil ne faut pas confondre avec a,, ,). Il résulte de
la. que R, , , différera infiniment peu de R . Ces deux polygones sont
d'ailleurs équivalents, d’on il résulte que la transformation 7' qui change
R, en R, , , apparticnt au groupe /. '

Posons

- (a“ —_ as)(a‘ — ab) b (112,, i 'l‘zn—l)
H = (g — o ), — ) .. . (@gn—1 — @2n) .

Nous aurons la relation suivante qui est au polygone R, , , ce que les
relations (2) et (2') sont aux polygones R, , et R, ,:

@) .n—1 — %2p1 = (al g = a?)H‘)
et de méme
Qg — Ay p1 = (azn —a,) H*.

Cela posé, reprenons notre fonction ¢ et supposons qu'elle se comporte
réguliérement, ce qui ne présente pas de difficulté puisque cette fonction
est presque entiérement arbitraire. Pour un polygone qui a des cotés
infiniment petits, la fonetion ¢ est infiniment petite par hypothése. Nous
supposerons qu'elle est du 1 ordre ainsi que o, — a,. Ln négligeant
les infiniment petits du 2 ordre, on peut dire que les trois quantités ¢,
a, — o, et a; — a,, sont proportionnelles. On a donc pour le polygone R,

¢ = (a, —a,)F
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F ne dépendant que de la position des points -
p | 1
Ogy Oyy Olgy ooy Uyy o

et non de la longueur des cotés infiniment petits oz, ct oo, .
Appelons ¢ et I’ les valeurs de ¢ et de F' qui correspondent a
R, ., ,; nous aurons:

F’" = F a des inf. petits pres du 1°° ordre

¢ = ¢.H* a des inf. petits preés du 27 ordre.

Si donc H?*> 1, la substitution 7' transforme R, en un polygone
équivalent qui correspond & une valeur de ¢ plus grande. Le polygone
R, west donc pas réduit. '

Si au contraire H? < 1, la substitution inverse de 7' transformera
R, en un polygone équivalent correspondant a une valeur de ¢ plus
grande, de sorte que R, ne sera pas non plus réduit.

Reste le cas o H*® = 1. Mais H est essentiellement négatif. On
aura donc H = — 1. Mais cette relation qui n’est autre que la relation
(1*) du paragraphe précédent, exprime que le polygone R est de la
1" catégorie.

Ainsi un polygone limite ne peut étre réduit que sil est de la 17°
catégorie.

Nous allons obtenir le méme résultat dans les 2% et 3° exemples.
Nous allons traiter d’abord le 2% exemple, en supposant pour fixer les
idées:

A = A3 = 00 = Ay,

Je définirai dans le 2* comme dans le 3° exemple, le polygone réduit
de la maniére suivante. Parmi les polygones équivalents a un polygone
donné, jappellerai ainsi celui qui sera tel que le plus grand de ses cotés
soit aussi petit que possible. Sil y en a plusieurs qui satisfassent a cette
condition, je choisirai parmi eux celui qui sera tel que le 2% coté (par
ordre de grandeur décroissante) soit aussi petit que possible et ainsi de
suite. (Ici comme dans le paragraphe précédent, en ce qui concerne le
2" et le 3° exemple, quand je dis qu'un coté est grand ou petit, il sagit
de sa L et mon de sa longueur géométrique.)
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Voici une proposition que je me borne i énoncer, et que je vais
appliquer a mon dessein.

Soit un triangle ABC qui se déforme de telle fagon que ses trois
sommets tendent respectivement vers trois points A’, B’ et (' situés le
premier sur le cercle fondamental, les deux autres a lintéricur de ce
cercle. Les deux cotés AB et AC croissent indéfiniment, pendant que
BC reste fini; mais la différence des deux cotés AB et AC tend vers une
limite finie A:

lim (4B — AC) = A.

Cette limite ne dépend que de la position des trois points A, B, €' et
non de la manicre dont 4, B, C tendent vers A', B, C". Par les points
B et € on peut faire passer deux cercles tangents intérieurement au
cercle fondamental. Soicnt M et N les points de contact. Joignons
MN par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Cet arc de
cercle coupera B'C" en un point P tel que la L de PB' soit égale &
celle de PC’; je supposerai que B’ est a gauche de MN et ( i droite.
La limite A sera positive si A’ est a droite de MN, négative si A4’ est a
gauche; elle sera nulle si A’ est en M ou bien en N.

Considérons donc le polygone R, dont nous allons faire croitre in-
définiment les cotés ay,a,, a2, aay, oz, comme on I'a vu au paragraphe
précédent. Il arrivera alors que les deux sommets a,, et a«, tendront
vers deux points B’ et (' intérieurs au cercle fondamental, pendant que
a, tendra vers un point A’ situé sur ce cercle lui-méme. En méme
temps, les points a, et «, tendent aussi vers A’, car les cotés a,a, et aa,
qui ont leur L infiniment grande, ont leur longueur géométrique infini-
ment petite.

Nous pourrons trouver sur le cercle fondamental les points M et N
définis plus haut; nous joindrons MN; je suppose d'abord que A’ soit
comme B a gauche de MN. On aura en vertu du lemme que je viens
d’énoncer

lima,, = B, lima, = C, lima, = lima, = lima, =— A4’

Oglly = Olollg, s A0ty > Ay, «
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St aym,, < aya,, cest aa, qui est le plus grand coté de Rf et on a

oo, < o0
C. Q. F. D.

Ainsi, si le point 4" est &4 gauche de MN, le polygone R, n’est pas
réduit; mais comme rien ne distingue la gauche de la droite, il n'est pas
réduit non plus si A" est a droite de MN. Il faut done que A’ soit en
M ou en N. Mais alors le cercle A'B'C" est tangent au cercle fonda-
mental, ce qui veut dire que le polygone limite est de la 1 catégorie.

Ainsi tout polygone limite réduit est de la 1 catégorie.

Passons au 3° exemple, c'est a dire & un polygone R, de 4p cotés
dont les cotés opposés sont conjugués. Joignons les sommets opposés;
nous obtiendrons ainsi 4p diagonales. Je dis que si R est réduit, le
plus grand des 4p cotés du polygone est plus petit que la plus petite
de ces 4p diagonales. Jappelle ¢ cette plus petite diagonale; si ce
coté était plus grand que 4, on partagerait le polygone R, en deux
autres 7, et 7, en tracant la diagonale 4. On appellerait ensuite 7y
le transformé de », par la substitution qui change le plus grand des
cotés de R, en son conjugué. Le polygone R = r; 4 serait équiva-
lent & R ; il aurait ses cotés opposés conjugués; de plus il admettrait
tous les cotés de R, sauf le plus grand qui serait remplacé par la diago-
nale 4, qui par hypothése est plus petite. Le plus grand coté de Rj
serait donc plus petit que celui de R, et R ne serait pas réduit.

Cela posé, supposons, comme dans le paragraphe précédent, que les
deux cotés a,m, et a,m,,, croissent indéfiniment; il en sera de méme des
diagonales o, @, et aa,,,,; tous les autres cotés resteront finis. Supposons
que les sommets a,, et a,,,, tendent vers deux points B' et € intérieurs
au cercle fondamental. Les sommets a,, a,, ..., a,, tendront vers un méme
point A’ situé sur la circonférence de ce cerele et ce point A’ est égale-
ment celui avee lequel tendent a se confondre les sommets 3, et 3, du
polygone R;. De ce fait résulte l'identité suivante:

lim_ (a1a4p — ala?p-l-l) = lim (a2pa4p -~ a?pa'2p+l)'

Mais si le polygone R, est réduit, on a d'autre part, puisque les cotés
sont plus petits que les diagonales

A%y < Xy Qg Oy < Qoo+
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Done on a
llIn (ala”) s = ala21,+‘) =, 0.

On en conclut, comme dans I'exemple précédent, que le cercle 4'B'(”
est tangent au cercle fondamental et que le polygone R, est de la 1%
catégorie.

Ainsi tout polygone limite réduit est de la 1°° catégorie.

Tout ce qui précede ne s'applique qu’aux polygones de la 17 espéce.

Passons d’abord aux polygones de la 2° espece qui peuvent comme
nous l'avons vu étre ramenés a un polygone limite de la 1°° espece.
Supposons donc que P, soit un polygone de la 2° espéce; ce polygone
sera équivalent a un autre R, de la 1°° espece; si I n'est pas de la
17 catégorie, je dis que P, n'est pas réduit.

En effet envisageons la fonction ¢ définie plus haut; cette fonction
dans le cas du 2" et du 3° exemple sera, pour fixer les idées, l'inverse
du plus grand coté de R, .

La fonction ¢ correspondant soit au polygone P, soit au polygone
R, sera infiniment petite. Soient @ et & les points de M, qui corres-
pondent a R, et a P ; chacun de ces deux points sera infiniment pres
d’'une des frontiéres de la multiplicité M ; soient ¢ et d les points de
ces fronticres qui sont respectivement le plus rapprochés l'un de a et
l'autre de b. Les coordonnées du point @ sont -fonctions de celles du
point b, puisque les deux polygones correspondants R, et P, dérivent
l'un de l'autre d’aprés une loi déterminée. Si @ et b sont trés voisins
des frontiéres, comme nous le supposons ici, la position du point ¢ dépend
de celle du point d, de telle fagon que les coordonnées d'un de ces points
soient fonctions continues de celles de l'autre. Maintenant si les points
c et d restant fixes, a des infiniment petits prés, le point a se rapproche
du point ¢ de telle fagon que la distance infiniment petite ac diminue
de moitié¢ par exemple, la distance infiniment petite bd diminuera aussi
de moitié.

Si nous appelons ¢, et ¢, ‘les valeurs de ¢ qui répondent aux points
a et b, nous aurons a des infiniment petits pres du 2° ordre

¢ = a-£(0), ¢y = bd-f,(d)
les fonctions £, et f, étant des fonctions finies, en général et ne dépendant

que de ¢ et de d.

Acta mathematica. 4. Imprimé 29 Janvier 1884, 85
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' exemple en supposant que les

Nous choisirons le polygone R, du 2
SIX COtES oy, 0y, ooy, Gy, Gyty, %445 €t oy croissent indéfiniment.

Nous supposerons que ce polygone est réduit, et nous allons faire
voir qu'il est de la’ 1 catégorie, c'est a dire que les cinq sommets
a,, o,, 4, ,, o tendent a se confondre en un seul point situé sur la
circonférence du cercle fondamental, et cela de telle sorte que le cercle
a,,2,9; Soit tangent au cercle fondamental.

Pour cela nous nous appuierons sur les deux principes suivants:

1°. Si le polygone R, est réduit, les cotés issus d'un sommet de
rang impair sont plus petits que la diagonale qui joint ce sommet a un
sommet quelconque de rang pair. En effet, soit € le eoté o a,, par
exemple, et D une diagonale joignant «, a un sommet quelconque de
rang pair. Il est aisé de construire un polygone Rj ¢quivalent a R et
admettant mémes cotés (en grandeur) que R, sauf que le coté O est
remplacé par D. Si lon avait € > D, le plus grand coté de R serait
plus grand que le plus grand coté de R; et R, ne serait pas réduit.

2°.  Supposons que les trois sommets d'un triangle ABC tendent
respectivement vers trois points 4’, B, (', situés, le premier a lintérieur
du cercle fondamental, et les deux autres sur la circonférence de ce
cercle. Si les deux points B et C' sont distincts Uun de Uautre, les trois
cotés croitront indéfiniment, l'angle "BAC tendra vers une limite finie,

ainsi que la différence

AB + AC— BC

et par conséquent le cité BC sera plus grand que chacun des deur autres.
Cela posé, supposons que dans le polygone réduit R , les deux som-
mets a,, et a; tendent vers deux points fixes B’ et (" du plan. Les cinq
sommets a,, a,, o, 2,, 2, dont la distance & «  est infinie, tendront vers
certains points du cercle fondamental.
Si on avait:

. =
lima, Z lima,

on aurait en vertu-du 2" principe
00y > OO,

ce qui est contraire au premier principe.
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multiplicité est fermée et ne présente pas de fronticre. En effet Riemaxx
a démontré que si une multiplicité a ¢ dimensions était limitée par une
autre multiplicité, cette autre multiplicité devrait étre & ¢ — 1 dimensions.
C'est ainsi qu'une surface, par exemple, ne peut étre découpée (zerschnitten)
que par une ligne et non par un point.

Or en faisant varier les paramétrés du type, on ne pourrait arriver
a la fronticre de M qu'en atteignant certains points singuliers de cette
multiplicité, correspondant au cas ou le type T' se réduit & un type 71"
plus simple (cf. § 9, page 238). Or cela ne peut arriver que de deux
maniéres:

1° ou bien, si deux points singuliers de (1) venaient a se confondre;
mais il faut pour cela une condition complere, c'est a dire deux condi-
tions réelles.

2° ou bien, si le genre de la relation (2) s'abaisse d’une unité, c'est
a dire si la courbe représentée par cette relation acquiert un nouveau
point double. Mais ici encore il faut pour cela deux conditions réelles.

Ainsi dans I'un comme dans P'autre cas, il faut s'imposer deux condi-
tions, et les points singuliers qui satisfont a ces conditions forment une
multiplicité a ¢ — 2 dimensions qui ne peut servir de frontiére a M qui
en a ¢q. Jappellerai #, o, ..
je viens de définir.

Considérons maintenant le domaine D), défini au § 13. A chacun
des points de ce domaine correspond un polygone R, et par conséquent

. ces multiplicités a ¢ — 1 dimensions que

une équation fuchsienne. Considérons les paramétres du type auquel elle
appartient: ils définiront un certain point de la multiplicité M. Ainsi a
tout point de I); correspondra un point de M et un seul. D'autre part,
a tout point. g de M correspondant a un type fuchsien qui contient une
équation fuchsienne, correspondra un point ¢ de D et un seul. Il y a
exception toutefois si le point ¢ se trouve sur l'une des multiplicités
My, My, ... qui séparent I); du reste de la multiplicité M . Dans ce
cas en effet, il y a deux ou plusieurs polygones équivalents réduits, de
sorte qu’au point p correspondent deux ou plusieurs points . Au domaine
D, tout entier correspondra ou bien une portion de M, ou bien cette
multiplicité tout enticre.

Je dis que le premier cas ne se présentera pas. En effet, sl se
présentait, la multiplicité M serait partagée en deux parties, celle qui
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correspond a D), et celle qui ne correspond pas a ), et ces deux parties
devraient étre séparées l'une de lautre par une multiplicité fronticre, qui
devrait avoir, d’aprés le théoréme de Riemaxy, g — 1 dimensions.

Or comment pourrait-il arriver que, le point ¢ de D, se mouvant
dans ce domaine, le point correspondant p de M atteignit cette multiplicité
frontiere hypothétique?

Ist-ce parce que le déterminant fonctionnel des coordonnées de p par
rapport a celles de ¢ s'annullerait? Mais cela n’arrivera jamais puisque
le lemme du § 7 montre qu'a tout point z ne peut correspondre qu'un
seul point 4.

Est-ce parce que le point 4 atteindrait lI'une de ces multiplicités
m,, m,, ... qui séparent le domaine D), des autres partius de la multi-
plicité M, ? Mais supposons, par exemple, que le point ¢ franchisse une
multiplicité m, qui sépare le domaine D), d'un autre domaine D, . Le
point g franchira alors une certaine multiplicité g, qui correspondra a
m,; mais le point ¢ étant entré dans le domaine D), qui fait encore partie
de la multiplicité M, , & ce point 4 correspondra encore un polygone R,
et par conséquent une équation fuchsienne et un point de la multiplicité
M. La multiplicité p, ne sépare donc pas les types fuchsiens qui contien-
nent des équations fuchsiennes, de ceux qui n'en contiennent pas.

Est-ce enfin parce que le point ¢ atteindrait la limite méme de la
multiplicité M,? Il arriverait alors que le polygone R, correspondant
deviendrait un polygone limite. Mais comme ¢ est intérieur a D, le
polygone R, est réduit et par conséquent de la 1 catégorie ou equwalent
@ un polygone de la 1" catégorie. Mais le 2 lemme nous a fait voir que
lorsque R, tendait & se réduire a un polygone limite de la 1° catégorie,
le type correspondant 7' tendait a se réduire a un type plus simple 77
cest & dire que deux des points singuliers de (1) tendaient a se confondre,
ou bien que le genre de (2) tendait a s’abaisser d’une unité. Donc lorsque
le point ¢ en restant intéricur a I, tend vers une des fronticres de M,
le point correspondant g tend vers I'une des multiplicités o,

1?
Mais ces multiplicités n'ont que ¢ — 2 dimensions. Elles ne peuvent done

62, L

partager M en deux parties.

Donc M ne se partage pas en deux parties, I'une correspondant a
I'autre ne correspondant pas a D).

Done tout type fuchsien contient une équation fuchsienne.

D

0?
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2% Les sous-groupes non distingues,

(Cf. Kreiy, Mathematische Annalen, Bd XVII; Warrner Dyck,
Ueber regulire Riemannsche Fliche, Gruppentheoretische Studien. Mathe-
matische Annalen.)

Les sous-groupes d'indice fini ne sont autre chose que des groupes
fuchsiens: Soit & le groupe principal et g le sous-groupe qui y est contenu,
Soit R, le polygone générateur de /5 R, R,, ... ses divers transformeés
par les diverses substitutions de ce groupe. Soit P le polygone générateur
de g. Il est aisé de voir que P, est formé par la réunion d'un certain
nombre de polygones R, Ryj R, 4o By

Choisissons  d'une manicre queleconque n + 1 polygones parmi les
polygones:

R, R, R, ...

Soient par exemple R, R, R, ..., R, cesu+ 1 polygones et supposons
que leur ensemble forme un seul tout simplement connexe. Soit P, cet
ensemble.  Un certain nombre de cotés des polygones R resteront libres;
ce seront les cotés de P,. 1l reste & voir comment ces cotés doivent
¢tre distribués en paires de cotés conjugués. Soit a,b, un coté de R,
ayby son conjugué; soient a,b,, @b, les cotés homologues de R,; ab,, ab,
ceux de R,, etc. Parmi les n 4+ 1 cotés ab,, il y en aura un certain
nombre p qui resteront libres; de méme parmi les n + 1 cotés ajb] il y
en aura p, ¢’est a4 dire un nombre précisément égal, qui resteront libres.
Nous pourrons alors conjuguer chacun des cotés ab, restés libres & 'un
des cotés a/b, restés libres et cela d'une maniére arbitraire.  Tous les
cotés de P, se trouveront ainsi répartis en paires de cotés conjugués.

Il 'y a encore une condition pour que P, puisse engendrer un groupe
discontinu; c'est que si l'on répartit ses sommets en cycles, la somme des
angles de chaque cycle soit une partie aliquote de 27z. Si cette condition
est remplie, P, engendrera un groupe fuchsien qui sera un sous-groupe
de . On obtiendra d’ailleurs de la sorte tous les sous-groupes d'indice
fini de (7. '

Soient maintenant:

(1) X=Ff), ¥=PF), Fye) ...
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les fonctions fuchsiennes engendrées par G et

(2) z =), ¥="1), 1,6,

les fonctions fuchsiennes engendrées par g. La classe des fonetions
fuchsiennes (2) contiendra la classe des fonctions (1) tout entiére comme
cas particulier.

Supposons d'abord que G et g soient tous deux de genre o. Alors
toutes les fonctions (1) s'expriment rationnellement en X, toutes les fone-

™

tions (2) rationnellement en 2. On en conclut que X est une fonction
rationnelle de z. Il est d'ailieurs facile de trouver les coéfficients de
cette fonction rationnelle, quand on connait les valeurs de X pour les
différents sommets de R, . '

Si maintenant G est de genre o c¢t ¢ de genre p, toutes les fonctions
(1) sont rationnelles en X et X est rationnel en = et en y.

Il peut arriver enfin que ni @, ni g ne soient de genre o. Dans
ce cas X et Y sont rationnels en z et y et la réciproque n'est pas vraie.

Il est a remarquer que cette théorie est tout a fait analogue a celle
de . la transformation des fonctions elliptiques. Qu'est-ce en cffet que
cette transformation? Elle consiste a étudier la relation qui a lien entre

les fonctions elliptiques engendrées par le groupe

P g grouj
(3) (2, mo, + nw,) (0, o, périodes données: m, n entiers queleonques)
et les fonctions elliptiques engendrées par le groupe

(4) (2, m@, + nQ,)

en choisissant ces nouvelles périodes £ , £, de telle sorte que ce second
groupe soit un sous-groupe du premier. Remarquons également que si
I'on applique ces principes aux fonctions fuchsiennes ‘engendrées par
I'équation de la série hypergéométrique, on retrouvera sans peine les
résultats obtenus par M. Goursar dans sa remarquable theése.

Dans le cas particulier ol g est un sous-groupe distingué, la sub-
division de P, en n + 1 polygones @ est réguliére, méme aprés quion a
plié et déformé P, de fagon a recoller ensemble les cotés conjugués et
a faire de ce polygone une surface fermée. De plus les relations entre
X, Y, x et y sont d'une nature particulicre. Ainsi, si par exemple 7 et
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Nous pourrons prendre indifféremment le signe 4 ou le signe —.
Poussons la chose plus loin. Soit P, le polygone symétrique de P,

par rapport a un de ses cdtés que jappelle C. Soit @ = P, + P, et
regardons comme conjugués deux cotés de @, symétriques par rapport i
C. Soit y une fonction fuchsienne engendrée par @, et a 'aide de laquelle
toutes les autres s'expriment rationnellement. Je suppose que y soit réel
le long du périmeétre de (), et par conséquent le long de C.

Je pose d'ailleurs:

y = ¢(2), ¢(a) = 0, ¢(a44) = 00
d’on:
X — F(a,) - F(a;) — F(a,)
\/.z_—fT,) X — Fany1) (F(a;) — F(ans1)
?/ —] m————— —

— flawn) VE=EG) [ ) — ) '
X — F(ay+1) F(ai41) — F(ans1)

Cet exemple montre quelle est la nature des relations qui existent
entre les fonctions fuchsiennes dérivées d'un groupe fuchsien G et celles
qui dérivent d'un sous-groupe de G.

Nous allons maintenant dire quelques mots des groupes distingués
d'indice fini ou infini. Voici comment on peut étre conduit a envisager
de tels groupes. Soit

d"w A’ 'w
(5) dzp+¢Pl pl+ +¢020:O

une équation linéaire on les coéfficients ¢ soient rationnels en z. Supposons
que les points singuliers de cette équation soient:

@y Gyy ooy G,

1?

et de telle facon que les racines de I'équation déterminante relative a a,

soient toutes des multiples de K, étant un entier positif.  Si on ne

1
K.’
peut trouver aucun nombre entier tel que ces racines soient multiples de

I » >
& on fera K, =

Acta mathematica. 4. Imprimé 1 Février 1884, 87
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Nous pourrons en vertu des § 8 a 14, trouver une équation fuchsienne:

d*v

(6) a® - ‘r" (7:) v

admettant pour points singuliers

& o Bosrinkn &

y R

ct de telle facon que la différence des racines de I'équation déterminante
I
K,
fuchsien que jappelle T.

Soit 2z le rapport des intégrales; = sera une fonction fuchsienne de z

relative a a, soit —. Cette équation fuchsienne appartiendra a un type

et jappelle & le groupe de cette fonction. Les intégrales

W, 0000 s W

de T'équation (5) sont des fonctions uniformes de z. Soit S une substitu-
tion de . Quand nous appliquerons & z cette substitution, les intégrales
w deviendront:

W)y Wy, 05y - aey W

et il est clair que les w] sont des fonctions linéaires des w,; jappellerai
Y la substitution linéaire qui fait passer des w, aux w] et jécrirai pour
abréger: :

(7) _ w(z. S) = [w(z)]2.

Cette équation exprimera que quand z subit la substitution S, les
w subissent la substitution Y.

Les substitutions X formeront un groupe /' qui sera isomorphe a G
mais cet isomorphisme pourra étre holoédrique ou mériédrique. Sl est
mériédrique, il y aura une infinité de substitutions: -

(8) B, oy By ens

du groupe ¢ auxquelles correspondra la substitution unité dans le groupe
I. Ces substitutions (8) formeront un sous-groupe ¢ du groupe G. Je
dis que ce sous-groupe est distingué. En effet soit s une substitution de
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G ne faisant pas partie de g, et o la substitution correspondante du groupe
I. Soit S, une substitution de g; je dis que s7'S|s fera aussi partie de
g. En effet nous aurons:

ou enfin

C. Q. F. D.

Nous sommes ainsi conduits a envisager des groupes g distingués et
a indice fini ou infini et des fonctions w de z qui ne sont pas altérées
par les substitutions de ces sous-groupes. Supposons que I'équation (5)
s'intégre algébriquement, alors le groupe des substitutions Y est d'ordre
fini; done g est un sous-groupe dindice fini. Ainsi la question de I'in-
tégration algébrique des équations linéaires se ramene a celle des sous-
groupes distindués d'indice fini et de la transformation des fonctions
fuchsiennes. Nous nous occuperons de tout cela plus tard.

Lorsque g est d’indice infini, on peut trouver néanmoins quelque
chose d’analogue au polygone générateur d'un groupe fuchsien. Soient
en effet

(9) I, 8,35 g5 8y euly8yy ovs

unc infinité de substitutions de @, choisies de telle sorte que si

(10) : Iy 0,y Oy G4y oy Opy -

sont les substitutions correspondantes de /) le tableau (10) contienne
chacune des substitutions de /' et ne la contienne qu'une fois.
Soient maintenant

&y, By BBl 51 Byl ..

0
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les polygones unalogues a R, et correspondant aux diverses substitutions
du tableau (9). L’ensemble de ces polygones formera une région @, qui
sera une sorte de polygone générateur du' groupe g.

Si en particulier I'équation (5) est du 2% ordre et que nous appelions
t le rapport des intégrales, ¢ sera une fonction uniforme de z, inaltérée
par les substitutions de g. Supposons maintenant que (5) appartienne
au type 7 et que x soit une fonction kleinéenne de ¢ n'existant que
dans un de ces domaines D dont la limite n'est pas une courbe analytique
et dont il a été question dans le Mémoire sur les groupes kleinéens.
Alors le groupe ¢ se réduira a la substitution unité et £ ne pourra
prendre qu'une fois et une seule chacune des valeurs intérieures a I
La relation entre ¢ et 2z nous donne alors la représentation conforme de
D sur un cercle.

Jarrive au point le plus important. Je suppose que (5) soit umne
équation fuchsienne appartenant a un type 7T’ et que le type T' soit
subordonné a 7”. Alors z est fonction fuchsienne de ¢. 11 arrive alors
que ¢ est fonction uniforme de z inaltérée par g. Elle peut prendre
toutes les valeurs intérieures au cercle fondamental et n’en peut prendre
d'autres. Elle ne peut prendre d’ailleurs chacune delles qu'une seule fois
a lntérieur de ¢, mais elle peut prendre chacune d’elles une infinité
de fois a l'intérieur du cercle fondamental.

Il reste & examiner ce qui se passe quand les coéfficients ¢ de
I'équation (5) au lieu d'étre rationnels en =z, sont rationnels en z et p
ces deux variables étant liées par la relation:

(11) Oz, y) = o.

Je vais considérer une équation (6)
' d*v
(6) E.? — ¢'(;E) v

ou ¢ est rationnel en x et qui admet pour points singuliers non seule-
ment ceux de I'équation (5) mais encore ceux de l'équation (11), c'est a

dire les valeurs de 2 pour lesquelles Z—Z= 0. Si b est un point singulier

de cette espece et si dans le voisinage de ce point singulier A valeurs de
y se permutent entre elles de la maniére bien connue, la différence des
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racines. de l'equation déterminante de (6) devra étre 1‘—(, K etant un
multiple de 2.  Remarquons bien ce qui suit pour éviter toute confusion;
a chaque valeur de @ correspondent plusicurs points de la surface de
Riemany (11). Si I'un de ces points est un point singulier de (5), en
général il n'en sera pas de méme des autres, et cependant tous ces points
analytiques sont alors des points singuliers de (6); car ¢(r) est rationmel
en x ¢t indépendant de y et par conséquent, il n'y a pas lieu de s'in-
quiéter de savoir a quel feuillet de la surface de Riemaxx, appartient le
point analytique correspondant.

Cela posé, soit G le groupe de l'équation (6), z le rapport des inté-
grales, x sera une fonction fuchsienne de z; y sera une fonction uniforme
de 2z, mais elle ne restera pas inaltérée par toutes les substitutions de (7.
Si jappelle ¢
n'altéerent pas y, ce groupe sera un sous-groupe d'indice fini de G'; mais
il ne sera pas distingué en général. (A moins que le groupe de 1'équa-
tion algébrique (11) ne soit une seule fois transitif.)

Si au contraire je considere a la fois les m valeurs de y qu'on peut

le groupe formé par toutes les substitutions de ' qui

tirer de l'équation (11) en la supposant de degré m en y, ct si jappelle
9" le groupe formé par les substitutions de G qui n'altérent awcune de
ces m valeurs, g’

Appelons enfin g le groupe formé par les substitutions de & qui

sera un sous-groupe distingue.

n'altérent pas les intégrales de l'équation (5), ce sera un sous-groupe
d'ordre fini de G et de g. Considéré comme sous-groupe de (7, il ne
sera pas distingué; comme sous-groupe de g/, il sera distingue.

Nous pourrons regarder le groupe ¢ comme engendré par un poly-
gone P, formé par la réunion de m polygones transformés de R,; le
groupe ¢ sera engendré par une région ¢, formée par la réunion d'une
infinité de polygones transformés de FP;. Quant a g”, il sera engendré
par un polygone P, formé par la réunion de @ polygones transformés
de R,, o étant l'ordre du groupe de I'équation algébrique (11). Si ce
dernier groupe est une seule fois transitif, @ = m et g et ¢ ne différent
pas I'un de Tautre.
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17. Troisieme probleme. Types symétiriques.,
! /]

On a vu au § 10 avec quelle facilité on démontre que tout type
fuchsien symétrique contient une équation fuchsienne; nous allons faire
voir maintenant comment on peut calculer, avec une approximation in-
deéfinie, les coéfficients de cette équation.

Considérons un type symétrique 7':

(1) = ¢(@)v.

dx

¢ (r) étant rationnel en r, tous les points singuliers de cette équation sont
réels et toutes les équations déterminantes ont une racine double. Soient:

H 5 A5 P

les points singuliers réels en question.  Au lieu de supposer que ces
points singuliers sont réels, nous supposerons qu'ils sont tous situés sur
le cercle de centre o et de rayon 1. Il est aisé en effet de passer d'un
cas a l'autre par un changement linéaire de la variable x. Il sagit de
déterminer les coéfficients restés arbitraires dans l'équation (1) de telle
fagon que cette équation soit fuchsienme.  Supposons le probleme résolu.
Soit 2z le rapport des intégrales. La variable z sera une fonction fuchsienne
de z et le polygone génératcur R, de cette fonction sera symétrique et
aura tous ses sommets sur le cercle fondamental. Il sera partagé par
une de ses diagonales en deux polygones symétriques r, et r;. Je suppose
que le centre du cercle fondamental soit intérieur & », et jappelle 4 un
certain point que je suppose réel et intérieur également a r,. La fonction:

z = f(2) ,

sera une des fonctions fuchsicnnes a l'aide desquelles toutes les autres
sexpriment rationnellement.  Jachéverai de la définir par les conditions
suivantes:
modw = 1, quand z est situé sur le périmetre de »r,
%= & pour z == 0

argr = o, pour z == 0.
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La fonction # = f(2) nous donne alors la représentation conforme du
polygone », sur le cercle de centre o et de rayon 1. Cela posé, soient
R, R, ... les divers transformés de R par le groupe engendré par ce
polygone.  Ces polygones rempliront tout le cercle fondamental et chacun
d’eux sera subdivisé en deux parties symétriques »r, et »;, », et r), ete.
Considérons un certain nombre de polygones », et », dont I'ensemble
forme un seul tout simplement connexe. Soit P, le polygone formé pas
cet ensemble. Considérons la fonction

y = 0(2)

qui donne la représentation conforme de P, sur le cercle de centre o et
rayon 1. Pour achever de définir y, je suppose:

f(0) = o, arg 0(b) = o.

Cette fonction #(z) sera une fonction fuchsienne dont le groupe g sera un
sous-groupe du groupe ¢ de la fonction f(z). Il résulte de la que z est
une fonction ¢(y) rationnelle en y. Il est dailleurs facile (et nous
reviendrons sur ce point un peu plus loin) de trouver les coéfficients de
la fonction ¢(y), quand on connait les points singuliers @ et la situation
relative des différents polygones 7, et »; dont l'ensemble constitue P,.
Or les quantités a nous sont données et nous pouvons disposer arbitraire-
ment de la situation relative .des polygones r, et ;. Les coéfficients de’
la fonction rationnelle ¢(y) peuvent donc étre regardés comme connus.
Nous pourrons toujours, & la condition de prendre un assez grand
nombre de polygones 7, et 7, choisir ces polygones de telle sorte que le

cercle de centre o et de rayon p soit tout entier intérienr i P

., et cela

quelque grand que soit p pourvu, bien entendu, que ce rayon reste
inférienr 4 1. On aura alors 'inégalité suivante:
mod z

mod z < mody < .
N ‘I)

On pourra donc choisiv un rayon p suffisamment voisin de 1 et par
conséquent un polygone P, suffisamment grand pour que la différence
entre modz et mody soit aunssi petite que I'on veut. En d’autres termes
quand p tend vers l'nnité on a

limmody — mod z.















300 H. Poincaré.

Considérons maintenant un polygone F; formé de Pj et du polygone
symétrique de Py par rapport a un de ses cotés que jappelle C. J'appelle
y, et z, des fonctions qui sont a4 P} ce quc Y, et z sont a P! et jappelle
b et ¢ les valeurs de 2z aux extrémités du coté €. Nous aurons alors:

__\/4——( _ d,a, 4 B,
z, —d’ "/2—(224-1)._,

On opérera sur P; comme on a opéré sur P) et ainsi de suite ad inf.

On calculera ainsi successivement les valeurs de
AR IR -

Pour passer de z a y, il faut conmaitre les coéfficients de la relation
linéaire :

Az + B;

Y=

’ Cizi + D;

On déterminera ces coéfficients de telle fagon que y, s'annulle avec z, ait
son module égal a 1 en méme temps que r, et soit réel pour une certaine
valeur réelle de .

Il reste encore quelque chose d’arbitraire dans le mode de génération
des polygones P, P, ... Pour former P; a l'aide de P;', on annexe
a ce polygone son symétrique par rapport a un de ses cotés €'; comment
choisir ce coté C? 11 conviendra de choisir celui des cotés de P~ dont
on suppose que la longueur géométrique doit étre la plus grande.

Je repete que je n'ai voulu donner ici quun exemple et que mon
intention n'est pas de recommander ce mode de génération des polygones
P, de préfévence i tout autre. Je crois au contraire qu'il serait plus
avantageux de s’arranger de facon que le groupe de la fonction fuchsienne
A(z) soit toujours un sous-groupe distingué de (.

Dirigé de la sorte, le caleul des coéfficients ¢ de 1'équation (1) ne
laisserait pas d'étre assez long si I'on voulait pousser 'approximation trés-
loin.  Mais on peut pour la plupart des applications se contenter d'une
approximation grossicre. En effet si les coéfficients ¢, au lieu d'avoir
exactement les valeurs qui conviendraient a I'équation fuchsienne, sont
seulement. suffisamment voisins de ces valeurs, la variable = n'est plus

.
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Ed
pas y (cf. § préeédent), y sera une fonction fuchsienne de z ayant pour

groupe ¢'; le groupe g’ engendrera alors une équation fuchsienne qui ne
sera autre que:

d*v

(6) de® F(x)v avee la relation (4) 6(x, y) = o.

Cette nouvelle équation fuchsienne (que je regarde comme différente
‘de T'équation (6) non accompagnée de la relation (4)) fera partic d'un
type 1" subordonué a 7' et nous avons vu que ses coéfficients sont connus.
Le probléme que nous nous proposions est done résolu.

§ 18, Troisicme probleme; cas général.

Reprenons les équations (3), (4) et (6) du § précédent.  Appelons
R, le polygone générateur de G, P) celui de g'. Le groupe g formé des
substitutions de ¢ qui waltérent pas les intégrales de Péquation (3) est
un sous-groupe distingué de ¢. Il est parfaitement déterminé et il est
engendré par une région €, qui joue le role de polygone générateur,
mais qui a une infinité de cotés.  Ces cotés sont conjugués deux a deux
de telle fagon qu'un ¢oté soit le transformé de son conjugué par une des
substitutions du groupe g. Deux points appartenant & ces deux cotés
conjugués seront dits correspondants lorsque I'un d'eux sera le transformé
de T'autre par cette substitution. '

Maintenant il s'agit de déterminer les codfficients restés arbitraires
dans l'équation (3) de telle fagon que cette équation soit fuchsienne. Soit
t le rapport des intégrales de I'équation (3) supposée fuchsienne ct 2 le
rapport des intégrales de 'équation (6); il s'agit de déterminer t en fone-
tion de z.

Je suppose pour déterminer complétement ¢, qu'il s'annulle en méme
temps que 2z Alors ¢ sera une fonction uniforme de z, inaltérée par les
substitutions de g et de telle sorte que

mod? < 1.

En outre ¢ pourra prendre toutes les valeurs dont le module est inférieur a 1.
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Mais d'autre part nous avons les inégalités suivantes faciles a dé-
montrer

log mod% >0, > u,.

: I .
Or pour n = co, limu, = logmod 7, on a donc aussi

: I
lim #, = log mod =
Ce qui démontre l'identité
I 712 + P
(7) log mod ? = Z lOg mod m

qui donne ¢ en fonction de 2.
Ainsi en supposant l'existence de 1'équation fuchsienne (3) et par
conséquent de la fonction ¢ mnous avons démontré que la série (7) est

’ . ’ . ’ I
convergente et que la somme de cette série est précisément log mod?.

Réciproquement, en supposant la convergence de la série (7), on pourrait
démontrer que la somme de cette série définit le logarithme du module
du rapport des intégrales d’une équation fuchsienne appartenant au type
T. On démontrerait par conséquent que ce type contient une équation
fuchsienne. Mais cette démonstration serait fort longue et serait d’ailleurs
inutile.

On pourrait toutefois en faire un usage sur lequel je voudrais dire
quelques mots. Soit 7 un type tel que 7 soit subordonné a 7"; 71"
qui est subordonné a 7, sera subordonné a 7. Supposons que l'on sache
que 7" contient une équation fuchsienne; soit (3') cette équation et 7
le rapport de ses intégrales. Soit g, le groupe des substitutions de

qui n'altérent pas £,; ¢ sera un sous-groupe de g, . Nous aurons d'apreés
ce qui précede:
| cz + d;
; log mod - = Z log mod -
(7 ) = tl = iz + by
2, az +ﬁ) étant la substitution générale du groupe g,. Mais la série
Ci% + d( ’ = © 71

(7) peut s'obtenir en supprimant certains termes de la série (7). Elle
est donc convergente et par conséquent le type 7' contient une équation
fuchsienne.
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soit convergente.  Or c'est ce qui a lieu si l'intégrale: .
(13) o
J(R)

a une valeur finie.

Telle est donc la condition suffisante de la convergence de la série
(7)- 11 faudrait donc chercher a4 démontrer que lintégrale (13) est finie,
ce qui pourra se faire en étudiant la forme de la région Q.

Lorsqu'on laura fait, cette démonstration dispensera dans tous les
cas de T'application de la méthode de continuité.

§ 20. Résumé.

Dans ce mémoire, apres avoir montré a calculer les paramétres du
groupe d'une équation linéaire donnée, jai exposé quelques propriétés de
ces parametres considérés comme fonctions des coéfficients de cette équa-
tion, ou inversement de ces coéfficients regardés comme fonctions des
parametres du groupe.

J’ai abordé ensuite un autre probléme. Considérons une équation
de la forme suivante: '

d*v
(I) v 1 L ¢(x7 ']/)?) (2) ”(‘rr y)=o

ou ¢ ct @ sont rationnels en x et y. Je suppose que la relation (2) est
donnée ainsi que les points singuliers de l'équation (1) et T'équation
déterminante relative & chacun d’eux, mais que tous les autres cocfficients
de I'équation (1) restent arbitraires. Je suppose de plus que la différence
des racines de chaque équation déterminante est nulle ou est une partie
aliquote de l'unité. Jappelle z le rapport des intégrales et je considere
xz comme fonction de 2. .

Jai montré qu'on peut disposer d'une manicre et d'une seule de ces
coéfficients restés arbitraires de telle fagon que x soit fonction fuchsienne
de z, nlexistant qu'a lintérieur d'un cercle et jai fait voir comment il
fallait diriger le calcul des cotfficients, .

On peut disposer de ces mémes coéfficients d'une infinité de manicres
de telle facon que x soit fonction kleinéenne de z w'exvistant pas dans tout
le plan. Enfin on peut encore disposer de ces coéfficients d'une maniére
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et dune seule, de telle sorte que z soit fonction fuchsienne ou kleinéenne

de z, existant dans toute Uétendue du plan. Ce dernier point n'a pas été

démontré; il faudrait pour le faire appliquer la méthode de continuité.
Considérons maintenant une équation linéaire quelconque:

. -

am 7,
2= g5 0(x, y) = o

— =
da™ dz"”

les ¢ et A étant rationnels en z et ». Soient v ,v,, ..., v, les intégrales
de cette équation. On peut trouver une variable z de telle facon que z
soit le rapport des intégrales d’une équation du second ordre a coéfficients
rationnels en z et y, et que v, v,, ..., v, ainsi que = et y soient des
fonctions uniformes de z. Il peut arriver dailleurs que z, considéré
comme fonction de z, soit ou une fonction rationnelle, ou une fonction
doublement périodique, ou une fonction fuchsienne n'existant qu'a Uintérieur
d'un cercle, ou une fonction kleinéenne n'existant pas dans tout le plan,
ou enfin une fonction fuchsicnne ou kleinéenne existant dans tout le
plan. Nous laisserons de coté ce dernier cas.

Alors, ce dernier cas étant laissé de coté, on pourra choisir cette
variable z d'une infinité de maniéres en satisfaisant a toutes les conditions
énoncées plus haut. Jappelle 2z, z,, ..., z,, ... les différentes variables
z obtenues de la sorte. Mais parmi toutes ces variables, on peut en
choisir une et une seule que jappelle z et qui est plus simple que toutes
les autres. En général z sera fonction fuchsienne de z, (n'existant qu'a
I'intérieur d’un cercle) mais dans certains cas particuliers, elle pourra en
étre fonction rationnelle ou doublement périodique. Dans tous les cas z
sera fonction uniforme des autres variables z,, ..., z,, ... ce qui explique
pourquoi z, y et les » qui sont uniformes en z sont aussi uniformes en
W AT AT

Ainsi nous pouvons exprimer les intégrales d'une équation linéaire A
cosfficients algébriques par des fonctions uniformes d'une variable 2.

Il reste a étudies les propriétés de ces fonctions uniformes et i les
développer en séries. Clest ce que je ferai dans le prochain mémoire
qui sera le dernier de cette série.-

Paris, 20 Octobre 1883.



