SUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

H. POINCARE
a PARIS.

1. On sait que M. WeierstrAss a démontré au sujet des fonctions
d’une seule variable le théoréme suivant:

Si F(r) est une fonction méromorphe dans toute I'étendue du plan,
c’est a dire n’ayant i distance finie d'autre singularité que des poles, on
peut la mettre sous la forme du quotient de deux fonctions enticres.

Le théoréme analogue pour les fonctions de deux variables n'est pas
encore démontré. Je crois étre arrivée a en donner une démonstration
rigourcuse, mais comme eclle est un peu longue, je n'en donmerai pas ici
tous les détails; je me bornerai a en exposer les traits principaux qui
suffiront aux géométres pour la reconstituer.

Voici quel est le probléme.

Je considere une fonction de deux variables F(X, Y) et je suppose
",

que dans le voisinage d’un point quelconque X, ¥, on puisse la mettre

07

AT Ll r’ . ’ . .
sous la forme =7 N et D étant denx séries ordonnées suivant les puis-

sances de X— X et Y -— ¥ et convergentes lorsque les modules de ces
quantités sont suffisamment petits. Je suppose de plus que, lorsque les
modules de X

X, et ¥ — ¥  restent assez petits, les deux séries N et )
ne peuvent sannuler a la fois que pour des points isolés. Je dis que cette
G(X, Y)

ordonnées suivant les puissances de X et ¥ et foujours convergentes. Ainsi

autour du point X, ¥ il existera par hypothese une région R on lafonetion
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fonction peut se mettre sous la forme (G et (7 étant des séries
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N, .
F pourra se mettre sous la forme o de méme autour d'un autre point

0

> - . . . \ ’ . N . .
X,, Y, il existera une région R ou F' pourra s'écrire o Mais si les

1
deux régions R, et R ont une partie commune, N, pourra ne pas étre

la continuation analytique de N . Tout ce que nous savons, c'est que dans
. (e N, . :
la partic commune aux deux régions, le rapport W’L ne devient ni nul
e

ni infini.

2. On sait que la partie réelle # dune fonction d’une variable
d*u  d*u
dz* dy*

des fonetions d'une seule variable se rameéne a 'étude d’une attraction

imaginaire = + iy, satisfait a 1'équation = 0, de sorte que I'étude

s‘exercant en raison inverse de la distance. On a vu dans les derniers
numéros des Mathematische Annalen, quel parti M. Kreiy a su tirer de
considérations  physiques qui sont au fond tout a fait analogues. De
meéme sl Nous posons:

X=uw+4 1y L Y=z24at

la partie réelle w d'une fonction quelconque de X et de Y satisfera a
I'équation:
d*w  d*w  d*w  dw

S gt gt e

A
de sorte qu'a ce point de vue l'étude des fonctions de deux variables se
ramene a celle d'une attraction s'erercant dans Uespace a quatre dimensions
en raison inverse du cube de la distance. M. KroNecker a déja fait voir
(Monatsberichte 1869) que la considération d'une pareille attraction peut
¢tre utile au géometre qui veut étudier les fonctions de plusieurs variables.
Je n'emploierai pas cependant le langage hypergéométrique; je me bornerai
a lui emprunter quelques expressions. Ainsi I'ensemble des points z, ¥, 2, ¢
qui satisfont a linégalité:

(1) (@ —a2) 4+ @y—uy)+@E—2z)+Et—1t)<R*

sappellera une »région hypersphérique dont le centre sera x,, y,, 2,, t, et
le rayon R. I'ensemble des points qui satisferont a 1'égalité:

(x—a) +(y —y)+@—2z)+({—t) =R

formeront une surface hypersphérique.
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[l y a toutefois une différence essenticlle entre cette théorie ot celle
des fonctions d'une seule variable. Pour que u soit la partie réelle d'une
fonction de X et de V, il ne suffit pas qu'il satisfasse a 1'équation
Aw= 0. Il doit en outre satisfaire aux équations suivantes:

" d*u d*u 0 ,‘ d*u o d*u 0
DU = — -— = EN S = —_— =
E da? dy? - dz* dit?
: d*u d*u d*u d*u
AW ) = 0 A‘M - 0

B = Tyds  dwdi = Jeds T yar

JSappellerai fonction potentielle toute fonction u qui satisfait a I'équa-
tion A w = 0. Je supposerai que ma fonction potenticlle est holomorphe
pour toutes les valeurs de x, y, 2, ¢, sauf pour certaines valeurs exception-
nelles qui formeront des points singuliers, ou méme des lignes et des
plages singulicres.

Toute fonction potenticlle qui n'aura aucune singularité i distance
finiec sera dite enticre. Toute fonction potenticlle entiére qui reste constam-
ment inférieure a4 une quantité donnée se réduit &4 une constante.

3. Voici la marche que je vais suivre dans la démonstration:

1° Je construirai une infinité de régions hypersphériques R}, R}, ......
Je supposerai qu'un point quelconque x, y, z, ¢ apparticnne au moins &
une, et au plus a cinq de ces régions; cela est toujours possible. Je
supposerai de plus que ces régions sont choisies de telle sorte qu'a l'inté-
rieur de R} par exemple, la fonction F' peut se¢ mettre sous la forme

g_:; jrappelle M, le module de D,. )

Jenvisage également les régions R} formées par la partie commune
a deux des régions R, et les régions R, I}, R} formées par la partie
commune a trois, a quatre, ou a cing de ces régions hypersphériques.

2° Je construirai une fonction potentielle J7 jouissant des propriétés
suivantes: clle est holomorphe a l'extérieur de R/, ct tend vers 0 quand
z? 4+ y* 4+ 2* 4 t* croit indéfiniment; a lintérieur de R?, la différence
J? — log M, est holomorphe; enfin sur la limite de la région R, J7 est
holomorphe quand log M; l'est lui-méme.

3° Je montrerai ensuite qu'on peut former une fonction potentielle
O existant pour toutes les valeurs de z, y, 2, ¢, et telle que si en un
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=

point quelconque, F' peut se mettre sous la forme =, la différence

s

® — log mod D soit holomorphe.
4° Puis, je ferai voir que @ peut s'écrirve:

b, + G

(¢ ¢étant une fonction potentielle entiere et @, étant la partie réelle d'une
fonction imaginaire @, 4 i@’ de X et de Y.

Le théoréme ¢énoncé sera alors démontré, car les fonctions e” "% et
I "t geront des fonctions enticres de X et de Y.

Principe de Dirichlet.

4. Considérons la région hypersphérique dont l'équation est:
.:"+!/’+22+[2=1
et qui a par conséquent pour centre l'origine et pour rayon ['unité.
Je pose:

¢ = rcoshH, y=rsinflcos, z=rsinfsincos¢, t = rsinfsin¢sin g

Soient &, 7, & © quatre quantités lices par la relation

8+74+0+"=1
et posons
F=cosfl', y =sinb cos¢, {=sin#'sin ¢ cos ¢, v = sin #'sin ¢' sin ¢’
oS+ yp + 2L + tv = ar
sin® #' sin ¢'d#'de'd¢’ = dof

Soit » une fonction quelconque des angles 6, ¢, ¢; soit v' ce que
devient » quand on y remplace 6, ¢, ¢ par @, ¢ et ¢’. Considérons

Iintégrale triple:
4 vda)
)1 —2ar 4 ?
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¢tenduc a toute la surface hypersphérique. Cette fonction 7 sera évidem-
ment une fonction potentielle qui sera holomorphe tant a lintérieur qu'a
lextérieur de la région hypersphérique, mais cessera de l'étre sur la
surface hypersphérique elle-méme.  Supposons maintenant que le point
x, Y, % 1, vienne sur cette surface, ¢’est a dire que r se réduise a 1; V

se réduira a une fonction ¥V, de 6, ¢ et ¢ définic par lintégrale triple

. 1 vda
ljo — Efl = .

la limite de V est toujours V, quand r tend vers l'unité, soit par valeurs

inférieures, soit par valeurs supérieures a l'unité; donce V est une fonction

. y . < phves e A
toujours continue. Il n'en est pas de méme de sa dérivée “7 comme on
or
le verra plus loin.  De plus on peut démontrer que V, sera holomorphe

en 6, ¢ et ¢ pour les mémes valeurs que la fonction » elle méme.

- La fonction:
a4y (ar — r*)'dw
Yar % ) T = 2ar + )

\

est aussi une fonction potentielle holomorphe i l'intérieur et a l'extéricur
de la région hypersphérique; mais cette fonction présente une discontinuite
pour » = 1. Elle tend vers z%» — V, pour r =1 — ¢, cest a dire
quand » tend vers 1 par des valeurs inféricures a 1 et vers — 7z’ — V,
pour » = 1 + &, cest a dirc quand » tend vers 1 par valeurs supé-
rieures a .

Tout ce qui précede ne suppose pas que v reste fini; cette fonction
peut devenir infinie pour certaines valeurs de 6, ¢, ¢, pourvu qu'elle reste
intégrable; jentends par la que lintégrale triple

f v'fdw

(ou f est une fonction quelconque finie de #, ¢' et ¢') doit étre finie.
Ainsi, si 4 et A, sont deux fonctions holomorphes de 6, ¢, ¢, dont les
déterminants fonctionnels par rapport i deux de ces variables ne s'annulent
pas a la fois, la fonction v pourra devenir infinie toutes les fois que -
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A= .1 =0 pourvu que v(A* 4 7)™ reste fini, m étant supposé  plus
l)(!tit que 1.

5. Considérons maintenant la fonction suivante:

1(,, dvy 1 / (1 — r*)y'de
?(l +)217)_7:—’“ (1 — 2ar + r*)?

Cette fonction, d’apres ce qui précede, est une fonction holomorphe

pour » — 15 pour r = 1 elle se réduit & + v selon que r tend vers 1 par
valeurs inférieures ou supérieures a cette limite. Or la fonction v est
une fonction donnéc quelconque, gui n'est assujettie qu'a étre intégrable.
Nous savons done construire une fonction potenticliec qui reste holomorphe
a lintérieur d'une région hypersphérique et qui prend des valeurs données
sur la surface de cette région. Clest le principe de Diricurer étendu
aux fonctions de deux variables.

6. Ce qui précede sapplique évidemment a une région hypersphé-
rique quelconque.  On peut méme étendre, en appliquant directement la
belle méthode de M. Scnwarz, le principe de DiricHier a une région
quelconque et en particulier a une région limitée par des portions de
surfaces hypersphériques.  Mais il y a une différence essentielle avec la
théorie des fonctions d'une scule variable. Il n'y a qu'une scule fonction
potentielle holomorphe « qui prenune sur les limites d'une région donnée
une suite de valeurs déterminées, et cette fonction ne satisfait pas en
genéral aux equations: '

Anw=Au= Agpu=Au=0

de sorte qu'il est impossible en général de construire une fonction de
r =+ iy et de z 4 it qui n'ait pas de singularités dans une région donnée,
et dont la partie réelle prenne des valeurs déterminées a l'avance sur les
limites de cette région.  Clest la qu'il faut chercher la véritable explica-
tion des différences si profondes que T'on observe entre les fonctions d'une
variable et celles de deux variables et en particulier de ce fait que l'on
ne peut construire une fonetion de deux variables ayant quatre périodes
quelconques. ;

-
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- : 0
Formation des Fonctions J’..

7. Considérons une des régions que nous avons appelées R et sup-

\ o ipRe b . s N, y e
posons qu'a lintérieur de cette région on ait [’ = [7': N; et D, étant

holomorphes en X et en Y.
Je pose:

D= A+ V—14, M =14+ A

Je suppose enfin que la région R soit hypersphérique et, pour fixer
les idées, je supposerai comme aux paragraphes 4 et 5 qu'elle ait pour
centre l'origine et pour rayon l'unité. Sur la surface hypersphérique qui
limite R°, le logarithme de M, se réduit a une fonction de A, ¢ et ¢
que jappelle v Cette fonction est intégrable d’apres la regle exposée
a la fin du paragraphe 4. Le principe de Diricnner nous permet donc
de former une fonction potentielle.

11— pde
= ) (1 — 2ar 4+ %)*

" =

qui est holomorphe pour » < 1 et se réduit a » pour r = 1 — &,
Si nous posons comine plus haut:

v /‘ v'dao : *Vde'
1 — 200 + 2* o l—«

nous aurons:

d’ou:
o duv  d |4 d* |’4

T — =4 (i
dr dr dr*

Mais I'équation A V = 0 peut s'éerire:
|

AV av
B algee =
e + 3r o 4+ DV =0
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en posant pour abréger:

BY = (f;—;: + coséc? ﬂ%l,i: + cosée®  cosée ¢ d:;: + 2 cot 0(3—:: + coséc’ fl cot ¢ i
d’ou:
T % =7 %’ + DV
et si w est ce que devient % pour r =1 —¢

zw =V, —z'v— DVo

Mais V, et par conséquent DV est holomorphe en A, ¢ et ¢, toutes
les fois que la fonction » Test elle-méme, c'est a dire pourvu que lor

n'ait pas a la fois A =1, = 0. Il en est donc de méme de .
Quand » > 1, la fonetion « est holomorphe, mais elle se réduit a
— v pour r =14 &, et est par conséquent discontinue pour » = 1.
: : . du g
Quant & la fonction = elle se réduit a:
ar

v + %(V'J — DV,)

. dv Pl m , :
pour r = 1 + &, puisque »—— se réduit a — 7% — V, d’aprés le para-
graphe 4.
5T X X . d loo M, - :
Soit maintenant 4 ce que devient s 74 pour » = 1. On aura:
ar

dM; dM; dM; dM; dM,;
2 z e {

A . r s ez v dy o dz dt
M VI + &

Ainsi, le produit 2VA* 4 A7 restant fini quand I et .1, s'annulent a la
fois, la fonction 4 est intégrable, et nous pourrons écrire, en appelant A
o ) 3
ce que devient 4 quand on y change 6, ¢, ¢ en &, ¢, {":

: i Ada Ada
W = — 2N =
j1—211r+1" W, fl——a
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W sera une fonction potentielle analogue & V, et W, sera holomorphe
en 6, ¢, ¢ en méme temps que 4, cest a dire toutes les fois que M, ne
s'annulera pas.

Définissons maintenant notre fonction J! ainsi qu'il suit; clle sera

g
| " V 14
Pouktiy S>K] SiE PRI _ejel F
2: 2= 2x°
‘ 5 s : u V 1]
pour r <1 a , log M"_§_§T;*w2,-!

Quand » tendra vers 1 soit par valeurs supérieures, soit par valeurs
0

P ; 1] ;
inferieures o 1, J° et '1—' tendront respectivement vers:
ar

5 V5 W S D, B
5 TgEuTrg s (ESes oo Bl

- - -—ii -l -

0

S . aJ ;
Ainsi les deux fonctions J) et =' sont continues pour r = 1, et
ar
elles se réduisent pour » = 1 a des fonctions de 6, ¢, ¢ qui sont holo-

morphes pourvu que M, ne soit pas nul.
Mais d’apres le théoréme de M™ de Kowarevsky, il n’y a qu'une
seule fonction analytique F de »r, 6, ¢, ¢ qui satisfasse a I'équation

A F = 0 et qui se réduise ainsi que sa dérivée %F a des fonctions ana-
lytiques données de #, ¢ et ¢ quand on fait » = 1. Les deux portions
de la fonction J! sont donc la continuation analytique 1'une de 1'autre.
La fonction J° satisfait donc bien aux conditions imposées. On peut voir
d'ailleurs qu'elle est intégrable sur la surface hypersphérique RY.

Ce que je viens de dire sapplique évidemment a une région hy-
persphérique quelconque.

8. La fonction J! peut se mettre sous la forme suivante. Soient
& #, & 7 quatre fonctions de u et de v telles que l'on ait identiquement:

soit ¢ une fonction convenablement choisic de « et de », on peut écrire:

Acta Mathematica. 2. Imprimé 21 Mars 1883, 14
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7o /‘ /‘ odudv
TS E—r+ =+ C— + -0’

. .~

I'intégrale double s'étendant aux valeurs de u et de v telles que le point
g, » & t soit a lintérieur de R;.

9. Si une fonction potentielle « cst holomorphe a Iintérieur et
a lextéricur d'une certaine région R; si elle tend vers (0 quand
oyt 4 24 7 =" croit indéfiniment; si elle est encore holomorphe
sur la limite méme de la région R, excepté sur une certaine ligne singu-
liere pour laquelle nous ne savons mien; si enfin elle est intégrable sur
la limite méme de la région R, je dis qu'elle est identiquement nulle.

Je suppose dabord que la région R soit hypersphérique et, pour
fixer les idées, qu'elle a pour équation:

4yttt =1

Si Ton fait r = 1, notre fonction » devient une certaine fonction »
de #, ¢, ¢, qui par hypothese est intégrable. Soit »' ce que devient »
quand on y change #, ¢, ¢ en #, ¢, ¢'. La fonction v étant intégrable,
nous pourrons former les intégrales suivantes:

. 1 (1 —7r*)do . : v'daw' . vde'
l:—z/ : : "'2 V= T 2 2Vu:/ 2
) (1 — 2ar + r%) J 1 —2ar 4+ r J1—2ar 4+ 1r
Pour » > 1, on aura U= —u et pour r < 1, on aura U = u; on
aura donc pour r =1 4 ¢
du
(lTr—: — v_:‘t_,(VO —DVU)
et pour r =1—¢
duw 1
— I e— ) — V _ DV
dr = n"( 3 o)
Mais la fonction étant holomorphe par hypothese méme pour »r = 1,
sa dérivée doit étre continue, c'est a dire que T'on a pour r = 1:
du .
= — V,— DV, =0

41)'
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du

Mais alors les deux fonetions potentielles » et — »r==, ayant méme

dr

valeur sur la surface hypersphérique, seront identiques et 'on aura:

du
W 1=
dr

Cette identité entraine la suivante:

Mais » doit étre holomorphe pour » = 0, et cela ne peut avoir lien
va lidentité précédente, que si ¢ et # sont identiquement nuls.
C. Q. F. D.
10. Je suppose maintenant que la région R soit la partie commune
a deux régions hypersphériques S et S

sl , :
,» dont jécrirai les équations sous

la forme:

S =0 S =0

de telle sorte que la région R se compose de l'ensemble des points
x, ¥, 2, t, qui satisfont a la foiz aux deux inégalités:
.

S <0 Sl <0

La région R aura alors pour limites deux portions s et s des deux
surfaces hypersphériques S et S, ; et par hypothése notre fonction « pourra
cesser d'étre holomorphe sur deux lignes singulieres / et [, situées respec-
tivement sur s et s, mais sans cesser détre intégrable. '

Considérons une surface hypersphérique X' ayant pour équation

S+8, =0

et passant par conséquent par lintersection des deux surfaces hypersphe-
riques S et S,. Je suppose que s et [ soient extérienres a Y et que s
et I, soient intéricures a4 Y; nous pourrons, en faisant jouer a notre fone-
tion # le méme role que jouait log M, dans le paragraphe 7, construire

une fonetion u,, jouissant des propriétés suivantes:
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1° Elle sera holomorphe a lextérieur de Y, et par conséquent sur
la portion de surface s.

2° La différence # — u, sera holomorphe a Tintéricur de Y, et par
conséquent #, ne pourra cesser d'étre holomorphe que sur la ligne singu-
licre /, mais sans cesser d'é¢tre integrable.

D'apres le paragraphe précédent la fonction u, est identiquement
nulle.  On verrait de méme que la fonction u — u, qui ne peut cesser
d’étre holomorphe que sur la ligne singuliere 7, et qui ne cesse pas d'étre
intégrable, doit étre identiquement nulle. Il en est donc ainsi de la
fonction « elle-méme.

0. QEiHD:

Formation des Fonctions J,'-,

11. Considérons deux régions hypersphériques R} et R}, les deux
surfaces hypersphériques S, et S, qui leur servent de limite, et les fone-
tions .J et .J} correspondantes. Je puis, en faisant joner a J; le méme
role que jounait log M, dans le paragraphe 7, construire une fonction .J}
qui soit holomorphe a l'extérieur de R{ et telle que la différence J} — J}
soit holomorphe a lintérieur de R]. Considérons la région R} formée
par la partie commune a R} et a R} et limitée par deux portions de
surfaces  hypersphériques s et s, appartenant respectivement aux deux
surfaces S, et S,. Notre fonction J! est ‘alors holomorphe a l'extérieur
de R! et sa différence avee log M, est holomorphe a lintérieur de R!.

On peut construire de Ja méme maniére une autre fonction K! qui
soit holomorphe a lextérieur de R} et telle que la différence J! — K]
soit holomorphe a lintérieur de R]. Cette fonction est identique a J},
car la différence K} —.J! ne peut cesser d'étre holomorphe que sur les
portions de surfaces s, et s, ¢t seulement aux points ou M, sannule. Elle
ne cesse d'ailleurs pas d’étre intégrable. Elle est done nulle.

12, Considérons maintenant l'ensemble des deux régions R et R}

et la fonction J! 4 J} — J!; supposons qu'en un point quelconque inté-
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- ¥ ol 0 : : . N .
rieur a l'une des deux réoions R et R, F' se mette sous la forme =

dis que la différence:
J! + Ji —Ji —log mod D

est holomorphe.

ou a s, cela est

1

En effet, i le point considéré n'appartient pas a s,
évident; mais supposons qu’il appartienne & I'une de ces portions de sur-
faces, par exemple i s; les différences J| — log mod D et J} — .J] seront
holomorphes d’aprés la fagon méme dont ces fonctions J) et J! ont éteé
construites. Il en est done de méme de leur somme J! 4 J! — .J! —

— log mod D.

(B2 50 Lo U

S5 ormerait de méme les fonctions .J?, J¥, J*.  Supposons
13. On formerait d e les fonctions .J?, J%, J*. Supposor
que l'on envisage n régions hypersphériques Ry, Rj, ..... &5 puis toutes

les régions R} formées des parties communes a deux quelconques de ces
n régions; puis toutes les régions R, R}, R} formées des parties com-
munes a trois, a quatre, ou a cinq quelconques de ces n régions hyper-
sphériques. Formons les diverses fonctions J¢, J}, J?, J?, J} correspon-
dant a ces diverses régions R/, R}, R, R}, R!. On voit aisément, comme

au paragraphe 12, que si en un point quelconque intérieur a lI'une des »n

21 o S s - N .
régions KR!, la fonction /' se met sous la forme 0 la fonction:

Ve \'n v-:__‘za T
/-,‘.I, /_‘J, o H.I, fi AE QJ' log mod D

est holomorphe.

Formation de la fonction @.

14. Pour former la fonction @ il suffit d’appliquer, sans y rien
changer, la méthode par laquelle M. WEiersTrASS 2 démontré le théoréme
de M. MirraG-LEFFLER.

Une fonction potentielle 7 qui ne présente pas de singularité
l'origine peut se développer suivant les puissances croissantes de r, y, 2, .
Si la série ainsi obtenue est convergente, toutes les fois que



110 H. Poinearé.
oyt 4 <t

» sera le rayon de convergence.

Soient = et =/ deux nombres positifs quelconques, le premier plus
petit que 1. Soit U, ce que devient le dévelnppemént de la fonction U
suivant les puissances de x, », z, ¢ quand on y supprime tous les termes
d'ordre inféricur a m. On pourra toujours prendre m assez grand pour que

mod 1/, e toutes les fois que 2° 4+ y* + 2 4 £ < H?

m

On pourra alors trouver un nombre = < 1 et une série de nombres
positifs ¢/ dont la somme soit convergente. Supposons de plus, ce qui
est permis, que lorigine ait été choisie de telle sorte qu'aucune des fone-
tions /2 n’y présente de singularité, JJ/ pourra alors étre développé suivant
les puissances de x, y, z, ¢; appelons K7 ce que devient J7 quand on y
supprime les termes de degré inférienur a m/. Nous supposerons que m/
a ¢té choisi assez grand pour que:

mod K} < &)
toutes les fois que

2t 4 9+ 2k < eind)’

7 étant le rayon de convergence de la série J7. La fonction:

_Vm Lo -« Tl m.'z__vw .3 Vn 4
»=Y K El K +Zl kD= Ki+ ) Ki

n n n n
satisfera alors aux conditions énoncées, c'est a dire que si dans le voisi-
nage dun point quelconque on a:

N
D
la différence

¢ — log mod D

261 |l'»|Hlnn|‘|vh1~.
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Formation de (I)] et de G.

15.  La fonction @ satisfait a léquation A @ = 0; mais elle ne
satisfait pas en général aux équations:

Ad=AN0=N70=A0=0

Les expressions A @, A 0, N @, A @ sont des fonctions potentielles.
Je dis qu'elles sont entieres.  En effet dans le voisinage d’un point quel-
conque la fonction @ — log mod D est holomorphe; il en est done de
méme de A @ — A log mod D et de A @, puisque A log mod D = 0.

Les fonctions A @, A, @, A @, /A, @ sont donc entiéres et par conse-
quent développables suivant les puissances de x, y, z, ¢ quelles que soient
les valeurs de ces quantités.

16. Il sagit de former une fonction @ satistaisant a la fois aux
equations:

DO, =N,0, = ANO, = A O, =10

et telle que la différence @ — @, — (¢ soit une fonction enticre. Pour
cela, il suffit de trouver une fonction entiére ¢ qui satisfasse aux équations:

31(;:*'/-\31(1) ‘i\_,(llz Azd)
(1)
AG= A0 AG= A0

Je dis que cela est toujours possible.  Posons en effet:

m n ) D

i ! Tl
G = "lm.u.p.q. ] e e

m!n!p!lq!

Voici la condition pour que ' soit une fonction entiere.
Posons:
m+n+p+qg=s

et considérons un instant s comme un nombre donné.  Soit M, la plus
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orande valeur que puisse prendre le module de A (¢ sera une
. i m.n.

r.q°
fonction entiére si I'expression:

tend vers 0 quand s croit indéfiniment et cela quel que soit r.
Posons:

" n Y q
X 2 : A e R
-/3,([) = Bm.u.): T

Tmlnlplg!

moonop oq
x Y z i
8,0 =Y Cuiy DLl

Tmln!lplq!

)
’ 'l:m yn 3 J tq
_\Jq)= Dm.n.p. =

A‘W:EE"I.H.I' — e =

Imin!plyq!

Soit P, la plus grande valeur que puisse prendre le module de
By nipies Cata by Daenoids K, ., ,; s é¢tant toujours supposé constant.
Le 1)1‘0(1uit:

£

| ~
d

P,

%

tendra vers 0 quel que soit »r quand s croitra indéfiniment, puisque les
/.0 sont des fonctions entieres.
Les équations (1) nous donnent:
Am NP, + Am—2 .a¥+3.p.q — Bm—‘.! MLp.q
Am.n P.q Sr A .n p—2.q+2 = Um.u.p—-‘.’.q
A il Pad = N AHH-I cn—1l.p—1.q4+1 = Dm u=1.p-1.9q

1
‘{m.n.p.q o "lm—l.nl.-l.p—l.-/{’-l = E’m—l .n.p=1l.q

s+ 1)is+2)(s+3)s+4)

1.2.3.4
— 3 8 9 » 5 X ¥ .
(8 -1_)%)(' ) ¢quations a resoudre. Mais

Si nous supposons toujours s constant, nous avons

inconnues qui sont les 4 et



Sur les fonctions de deux variables. 113

nous savons que ces ¢équations sont compatibles, puizqu'on peut toujours
satisfaire aux équations (1) en faisant ¢ = #. Nous pouvons méme nous
donner arbitrairement les 2s 4+ | coéfficients

A et A

m.0.,5—m.0 m—1.1.8—m.0

Nous les prendrons égaux & 0. On a alors, comme on le voit
aisément : '

d’onr:
i .l"
lim l[_‘.—' =0
S

Done ¢ est une fonction entiére. Done @, est une fonction qui
satisfait aux 4 équations A,#, = 0 de sorte qu'on peut trouver une fonc-

tion imaginaire @ - V— 1@, dont elle soit la partie réelle. Dailleurs
il est clair que la différence

O, +V— 1, — log D

est partout holomorphe.

Le théoréme est done «démontré.

17. 11 n'est pas douteux que des considé ations analogues a celles
qui précedent me puissent étre trés utiles dans I'étude de divers points
délicats de la théorie des fonctions de deux variables.

Elles peuvent servir a démontrer le théoréme suivant: Si V est une
fonction quelconque de X, non uniforme, qui ne présente pas de point
singulier essentiel a distance finie et qui ne puisse pas, pour une méme
valeur de X, prendre une infinit¢ de valeurs finies infiniment voisines les
unes des autres; elle pourra étre considérée comme la solution d'une
‘équation :

G(X, Y)=0
ou (¢ est une fonction entiére.

1S Janvier 1SS3.
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