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Sur les Fonctions Uniformes qui se reproduisent par des
Substitutions Lindaires,

Par

H. Pomxcari & Paris.

1. Les fonetions que je veux étudier dans ¢ travail ont les plus
grandes analogies avee les fonctions elliptiques et modulaives qui n'en
sont que des cas particuliers. On sait quels services les transcendantes
a deux périodes ont rendus & 'analyse; et on comprend que tous les
géomitres ont dt avoir 'idée quil y avait leu de les géndraliser. Les
fonctions elliptiques ont pour propriété essentielle de se veproduire quanid
on augmente lear argument § de lune des périvdes. Le plan se
trouve partagé en une infinité de parallélogrammes qui forment uue
sorte de damier dont ensemble ne vurie pas, mais dont les cases
se permutent quand on angmente ¢ de Tune des périodes,

Nous allons rechercher s'il existe une fonetion uniforme & qui
ne change pas quand on applique & ¢ une des substitutions lincaes
en uombre infini:

a4 B
e (5, 2R,
T{g’*‘ i
Je suppose que lindice ¢ prend toutes les valeurs 0, 1, 2, - - ud

inf. et que Yon a:
w,=0,=1, p,=f=0, «d, —fiy, =1
En d'autres termes je cherche, s'il y a une fonction uniforme Fg)
jouissant de la propriété:
e v "(lg_%' ﬁt
ry =1 ()

11 est clair que les substitutions S; devront former un groupe ot

un groupe discontinu, ¢'est & dire que la portion du plan o la

fonction JF' existe, peut étre divisée en une iufinité de régions
« &+ f;
.
k]

R,, B, - -, R;, - telles que quand § parcourt It,. | 4o

L

p;m
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court R;. Ces diverses régions formeront comme dans le cas des
fonctions elliptiques une sorte de damier dont l'ensemble ne variera
pas, mais dont les cases se permuteront, quand on appliquera & §
Pune des substitutions S;. A chacune des substitutions S; correspond
de la sorte une des régions R;.

o, §+B; la
y: £+ 0, ’
fonction F' reprendra la méme valeur en deux points correspondants
et il y aura dans chacune des régions R; un point correspondant a
un point donné et un seul. Deux régigns R seront dites limitrophes
quand elles seront contigiies tout le long d’'un arc de leur périmetre.
Les substitutions qui correspondent aux régions limitrophes de Ii;
seront des substitutions fondamentales dont toutes les substitutions S;
seront des combinaisons. 11 en résulte que le groupe sera compléetement
déterminé quand on connaitra ces substitutions fondamentales et par
conséquent quand on connaitra le polygone R, et les polygones
limitrophes.

2. Je vais chercher d’abord & former tous les groupes discontinus
formés de substitutions S; ol les coéfficients o;, B;, y;, J; sont réels.

Je les appelle groupes Fuchsiens. Dans ce cas, il est aisé de voir
que les régions K; qui forment le damicr peuvent &ire réduites & des
polygones curvilignes situés tout entiers au-dessus de 'axe des quantités
réelles (que j’appelle pour abréger X)) et ayant des cotés de deux sortes;
ceux de la 1% sorte sont des ares de cercle ayant leur centre sur X,
ceux de la 2° sorte sout des segments de 'axe X lui-méme.

Chacune des substitutions fondamentales du groupe changera le
polygone IR, en un polygone limitrophe R,, et par conséquent I'un
des cOtdés de la 1% sorte ad de Iy en un autre coté c¢d de ce mime
polygone. Cela montre que les cotés de la 1% sorte sout en nombre
pair et se répartisseut en paires de cotés conjugués (abd, cd). Si
a, U, ¢, d sont les quantités imaginaires conjuguées de a, b, ¢, d,
on devra avoir:

) a—a b—V ¢c—c¢ d—d

a—b b—da ¢—d d—¢

Si l'on appelle points correspondants les divers points

Cette condition est suffisante pour qu'il existe une substitution
Si & coéfficients réels, qui change ab en cd; cette substitution est
d'ailleurs parfaitement déterminée. Il resulte de 13 que si l'on se
donne le polygone R, et la distribution de ses cdtés en paires, les
substitutions fondamentales, et par conséquent le groupe lui-méme
seront parfaitement déterminés.

Nous avons vu qu'on ne pouvait avoir deux points correspondants
a lintérieur de f,; les points du périmétre, au contraire, se corre-
spondent deux & deux, de maniére qu'un cdté corresponde & son
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conjugué.

8 De plus deux ou un plus grand nombre de sommets pour-
rout &tre

r € des points correspondants. Je dirai alors qu'ils appartiennent
& un meéme eycle.

Voici une regle pratique pour former les cycles; on partira d'un sommet
quel_conque, on considérera le ¢oté suivant (en parcourant le périmitre
d? ’lio dans un sens convenu), si ce coté est de la 19 sorte, puis le
cote\ conjugué, puis le sommet suivant, puis le coté suivant s'il est de
la _1m sorte, puis son conjugué, cte.; on ne sera arréte que si Fon
arrive . un edité de la 2 sorte, auquel cas le evele sera owecrt, ou
si Von retombe sur le sommet qui a servi de point de départ, auguel
cas le ecycle sera fermd.  Tous les sommets rencontres de la sorte tor-
meront un eycle.

Un eyele fermé sera de la 1o catdgorie st tous ses sommets sont
au-dessus de X et de In 2¢ dans le cas contraire.

Nous avons vu que pour déterminer un gronpe Fuchsien il suttit
de connaitre 1t, ct la distribution de ses cOtés en pairves. On geonnait
en effet les substitutions fondamentales, et on peut consteuire les
polygones limitrophes de I}, puis les polygones limitrophes de ceux-ci,
et ainsi de suite. Pour que le groupe Fuchsien existe, il faut et il
suffit que les polygones obtenus de la sorte recouvrent toute une partie
du plan et wne la recouvrent qu'une fois, de maniere & former un
damier.

Quelles sont les conditions néeessaires ¢t suflisantes pour quisl en
soit ainsi? Je les ai détermindes pur des procédés empruntes i la
géométrie non-euclidienne; jai montré quoutre la condition (1), le
polygone R, est assujetti i la condition suivinte:

La somme des angles qui correspondad aur divers sommets o un
cycle de la 197 caléyoric doit étre une partic aliquote de 2 x.

3. Pour former tous les groupes Fuchsieus, il suftiva done de
tormer tous les polygones It, qui satisfont & ces deux conditions,  Hn
voici quelques excmples. .

1er cas. Je suppose que I, soit un polygone de 2n edtés de I
1ore sorte dont les sommets se succtdent dans Fordre suivant: A A, -,
Any Angts By Buory - ) B.) A 1"3_ eotés A Az:BtB‘:} A?’?\n B-.'Bd ]
ArAips, BeBip -3 A Ausr, B seront conjuguds, il y aura
alors 72 4 1 cycles formés vespectivement des sommets:

As Ay Bos Ay By A By -5 Auy Bug Aug
Le polygone i, satisfera & la condition (1) et de plus lcs.:mglv‘ﬁ
A, A, + Bs, A, 4By, -+ o Ay By, A serout des parties ali-

- <
quotes de 27 o
Si je suppose de plus que le polygone est symétrique par rapport
. . A ,
< y cotte 4 perendicnls se trouvera
A A Angr et que cette droite est perpendiculaire & X, i, se tro g
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divisé en deux polygones Ry =AA, -+ Auys, et R'=A BBy -BiAvts
dont tous les angles seront des parties aliquotes de w. Chacun des
polygones I¥; du damler se trouvera de méme divisé en deux polygones
R/ et B/. Le damier sera ainsi formé d’une infinité de polygones
R/, R/ et de telle sorte que deux polygones limitrophes soient dérivés
I'un de l'autre par une transformation par rayons vecteurs réciproques
qui n’altére pas leur frontiere commune. Si on suppose en particulier
n =2, on retombera sur le cas examiné par M. Schwarz au tome 75
du Journal de Crelle.

24 cas. Je suppose que les sommets du polygone I, soient au
nombre de 2n et que les cOtés opposés soient conjugués. Si n est
pair, tous les sommets appartiennent au méme cycle et la somme des
angles doit &tre une partie aliquote de 2m. Si » est impair, il y a
deux cycles formés, l'un de tous les sommets de rang impair, autre
de tous les sommets de rang pair. La somme de tous les angles de
rang pair, comme celle de tous les angles de rang impair devront
diviser 27, -

3¢ cas. R, a 8 sommets ABCDELVGH; les cotés BC, DI,
I'G, HA sont de la 2¢ sorte; les cotés AB et OD, EF et GG H sont
conjugués; tous les cycles sont ouverfs; un pareil polygone n’est
assujetti & awucume condition.

4° cas. L'un des cas particuliers les plus remarquables est celui
oit les coéfficients des S; sont entiers, et qui a fait Vobjet des savantes
recherches de M. Klein sur les fonections modulaires.

4. J'ai supposé jusqu’ici que les coéfficients des S; étalent réels;
il est facile de faire une premiére généralisation. Posons:

¢+ 8; ]
ekt [ i ]+
ctt+d”’ '_c[ §i§]+d
7:§+ 0
a, b, ¢, d étant quatre constantes imaginaires telles que:
ad — be = 1.
A la substitution S; correspond la substitution linéaire:
Ti=(t, )

dont les coéfficients sont imaginaires. . Mais de méme que les sub-
stitutions S; conservent X et changent également en lui-méme le demi-
plan qui est au-dessus de cet axe; de méme les substitutions 7 con-
serveront un certain cercle qui a pour équation:

dt—e
vi—a — Y

et que jappellerai cercle fondamental. De plus si les substitutions S;

partie imaginaire de
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forment U groupe discontinu, il en sera de méme des substitutions 77;
a3 chajzune delles correspondra, comme dans le cas précédent, une case d'un
certain damier formg par des polygones I dont les cotés de la 19 sorte
sont des arcs de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamentalt
et ceux de la 2 sorte sont des arcs du cercle fondamental. Mais la
surface totale de ce damier sera finie (contrairement & ce qui avait lieu
dans le cas précédent) car elle ne recouvrira que l'intérieur du cercle
fondamental ou upe partie sculement de ce cercle. Nous conserverons
le nom de Fuchsiens a ces groupes dont les groupes a substitutions
réelles ne sont que des cas particuliers.

Reste & examiner le cas le plus général, celui ot Ton ne fail
aucune hypothése sur les substitutions S;. Dans ce cas il ¥ o encore
des groupes discontinus que j'ai appeléds Kleindens et dont jai dé-
montré Vexistence et étudié le mode de géndration par des procédés
empruntés i la géomdtriec non-euclidienne & trois dimensions. Dans
certains cas particuliers des mdéthodes plus simples peuvent étre em-
ployées, mais dans le cas le plus général les conditions aux quelles
sont assujettis les groupes Kleinéens sont trés compliquies et ne
peuvent &tre énoncées ici. Nous aurons encore un damier dout les
cases, en mombre infini, seront des polygones limités par des ares de
cercle, et dont la surface totale sera en général linie,

5. De lexistence des groupes discontinus, on pourrait sans doute
par des procédés analogues & ceux de M. Schwarz déduire celle de
fonctions uniformes reproduites par les substitutions de ce groupe; mais
on n'aurait pas ainsi Vexpression explicite de ces transcendanfes.  Aussi
est-il préférable d’employer 'autres mdéthodes. Mon point de départ

est ce fait que la série

mod.
r (1: €+ d)rem

(o0 m est un entier plus grand que 1) est convergente. Je m’appuie
sur ce que Vaire totale du damier est finie: Dans les cas particuliers
ot cela ne serait pas, un changement linéaire convenablement choisi
de la variable nous ramenerait au cas ginéral. La série:

at+ 6,
0@ =35 0)) gt o

ot H(f) est une fonction rationnelle quelconque, est convergente ot
définit une fonction uniforme de §.
Cette fonction jouit de la propriété:
@
o (i) =0 tnt+ o
De plus le nombre des zéros et des infinis de cette fonction intéricurs
& R, est toujours fini, ce que j'établis par la considération de I'intégrale:
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CAGE
o)

si aucun des angles de B, n’est nul, et par un ratsonnement plus com-
pliqué dans le cas contraire. 0O(f) sappellera unc fonetion théta-
tuchsienne ou thétakleindenne selon que le groupe correspondant sera
Fuchsien ou Kleinéen.

Soit F(§) le quotient de deux fonctions telles que ©(£) correspon-
dant 3 une méme valeur de sm. 1l est clair, qu'a Vintérieur de R,
cette fonttion n’aura quun nombre fini de zéros et d'infinis et quelle
jouira de la propriété: .

b (igi—r(i) = F(p).

Nous appellerons fonction Fuchsienne (ou Kleinéenne) toute fonction
jouisant de ces deux propriétds.

Occupons-nous d’abord des fonctions Kuchsienues. Si le polygone
R, v'admet pas de cycle ouvert les fonctions © et [’ n’existeront
qua lintérieur du cercle fondamental dont la circonférence est pour
elles une ligne singulitre essentielle. Dans certains cas particuliers
méme, les transcendantes n'existent pas dans tout le cercle fondamental,
mais seulement dans un domaine limité par une infinité de circon-
férences coupant orthogonalement le cercle fondamental. Si au con-
traire R, admet des cycles ouverts, les fonctions © et I existent dans
tout le plan et leurs points singuliers sont isolés, quoique en nombre infini.

Supposons de nouveau que I, n'admette pas de cycle ouvert. Si
H(¢) a des infinis intérievrs au cercle fondamental, la fouction © aura
des infinis et on sera certain quelle n'est pas identiquement nulle.
Mais si H(§) ne devient pas infini & lintérieur du cercle fondamental,
la fonction © sera holomorphe & lintérienr de ce cercle, et pourra
méwe étre identiquement nulle. Et en effet on voit aisément que toutes
les fonctions O sams wnfine peuvent (pour wne méme valewr de m)
s’exprimer linéairement par un nombre fini d'entre elles. Ces relations
linéaires, dont l'existence se démontre aisément a priori, peuvent &tre
effectivement écrites, griice & la considération de fonction auxiliaires de

la forme:
( oa -+ B,
A
9 z’ _\viet a}f,)‘ v .
( ) D‘i“+ 6'_ (Vi“+ ai)Zm
- pExET A

Cest de la méme maniére qu'on arrive & exprimer une fonetion
Fuchsienne donnée & Vaide de séries telles que © eé cela d’une infinité
de maniéres; mais je ne puis insister davantage sur ce point, cela
m’entrainerait trop loin.

-
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Passons maintenant aux fonetions Kleinéennes. Les unes existeront
dans tout le plan et auront des points singuliers isolés; les autres
n'existeront que daus un certain domaine. La limite de ce domaine
n'est pas une courbe analytique; la tangente en un de ses points est
généralement déterminée, mais il n'en est pas de méme du rayon de
courbure.

6. Entre deux fonctions Iuchsiennes (ou Kleinéennes) F' et F,
correspondant & un méme groupe, il y a toujours une relation algé-
brique; car & une valeur de I correspondent un nombre fini de valeurs
de I et réciproquement. Toutes les fonctions qui correspondent & un
méme groupe s'exprimeront done ratiounellement en fonctions de deux
d’entre elles que jappelle x et y et entre lesquelles il y a une relation
algébrique

@) f(x,y) =0.

Quel est le genre de cette relation? La géomdtrie de siluation permet

aisément de le déterminer. Soit 27 le nombre des cdtés de la 1o

. - n 1-—p .

sorte, p celui des cycles fermés, Le genre sera: *+2 P gilny a

pas de cycle ouvert et » — p s'il y en a. Reprenons les exemples que

nous avons envisagés plus haut. Dans le 1°* cas le geunre est nulj

. % n—1 . . .

dans le 2¢ 1l est - ou —— selon que n’est pair ou impair; dans le
3¢ i) est égal & 2.

7. Nous allons voir maintenant comment les fonctions x et y

définies plus haut permettent d’intégrer certaines équations linéaires

du 2¢ ordre. Soit:
. dx iz
vy == V%’?; vy == C V ("t%

la fonction v, et v, seront des intégrales d’une équation lindaire du
2¢ ordre de la forme:
d2v

(4) T =09, 9),

@ étant rationnel en z et en y; el y dtant 1 & @ par la relation
algébrique (3). lei 2 est unc fonction Fuchsienne ou Kleindenne du
rapport § des intégrales. Il existe donc des cquations lincaires de ln
forme (4) telles que la wariable indépendante soil unc fonclion uniforme
du rapport des intégrales.

Il s'agit maintenant, étant donnde une déquation de la forme (4),
de recennaitre si x est fonction Fuchsiennc ou fonction Kleinéenue
ou encore, fonction non uniforme du rapport des intégrales et dans
les deux premiers cas, d’exprimer z & laide des séries ©. Le second
probleme peut se résoudre & laide des considérations dont jai parlé
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plus haut et qui permettent d’exprimer toute-fonction Fuchsienne par
les séries ©. Disons quelques mots du premier probleme.

Les conditions anxquelles sont assujetties les coéfficients de V'équa-
tion (4) pour que & soit fonction uniforme du rapport des intégrales
sout trés-compliquées; voici quelle est la forme la plus simple sous
laquelle on pourra les présemter; on pourra exprimer les coéfficients
de léquation (4) en fonctions transcendantes, mais uniformes dun
nombre égal de parametres auxiliaires convenablement choisis. Les
conditions cherchées se réduiront alors & un certain nombre d'inégalités
ou d’égalités algébriques entre les parties réelles et imaginaires de ces
nouveaux paramétres. Je ne puis ici entrer dans plus de détails.

8. Jajouterai cependant quelques mots en ce qui concerne le cas
le plus simple, celui ou I'équation (4) est de la forme:

a2v Pn

@@ = e @ bf e 1)

P, étant un polyndme de degré »n en .
Supposons d’abord:

() a<2,<2,.--,a<2, n<a+pf+4+---+41—2.

C’est le cas on les intégrales sont réguliéres, (suivant l'expression de
M. Fuchs) dans le voisinage de chacun des points singuliers a,b,--, [,00.
Pour que x soit une fonction uniforme du rapport des intégrales, il
faut d’abord que la différence des racines de chaque équation détermi-
nante soit nulle ou soit une partie aliquote de 'unité. Mais cette con-
dition n’est pas suffisante. Si de plus les coéfficients de P, satisfont
A certaines dncgalités, x sera fonection Kleindenne du rapport des in-
tégrales, s'ils satisfont en outre & certaines dgalités, x sera fonction
I'ychsienne de ce rapport. Done, si l'on suppose remplie la condition
relative aux équations déterminantes, il suffit pour que z soit fonction
uniforme du rapport ({) des intégrales, que certaines quantités soient
comprises entre certaines limites; pour que ce soit une fonction
Fuchsienne de ce rapport £, il faut en outre que ces quantités prennent
certaines valeurs déterminées.

Si x est fonction Fuchsienne de z, cette fonction n'existe qu'a
lVintérieur du cercle fondamental. Si nous supposons de plus que les
racines de chaque équation déterminante soient égales, nous verrons
aisément que x ne peut prendre aucune des valeurs a, b, - - -, I, 00
quand § est intérieur au cercle fondamental.

Supposons maintenant que les inégalités (4) cessent d’avoir lieu,
de telle sorte que les intégrales deviennent érréguliéres. Dans ce cas,
x pourra encore &tre fonction Fuchsienne de ¢, mais cette fonetion,
au lieu d'exister dans tout le cercle fondamental, n’existera plus que
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dans un domaine limité par une infinité de circonférences qui coupent
orthogonalement ce cercle.

9. Nous avons vu qu'une fonction Fuchsienne peut s’exprimer i
l'aide de séries telles que ©; mais on en peut trouver beancoup d’autres
expressions. Si par exemple z ne peut devenir infini quand ¢ est in-
térieur au cercle fondamental, on pourra exprimer cette fonction par
une série toujours convergentt et ordonnée suivant les puissances crois-
santes de { — §; (§, étant le centre du cercle fondamental). Dans le cas
contraire on pourra représenter z d’une infinité de manieres comme le
quotient de deux pareilles séries dont on pourra calculer les coéfficients
par récurrence. lnfin nous pourrons encore exprimer une fonction
Fuchsienne d’'une infinité de maniéres & Yaide de séries telles que (2).

10. J'ai démontré le théoréme suivant:

On peut toujours construire une fonction Fuchsicnne I (§) wexistant
qw'a Uintericur du cercle fondamental ct ne pouvant prendre ¢ Uintérieur
de ce cercle aucune des n -+ 1 valeurs données:

Gy Gy = cty Ony OO,

Le calcul numérique des constantes qui servent & construire cette
fonction est assez long; mais si au lieu de calculer exactement ces
constantes, on n’en prend que des valeurs approchées, on aura con-
struit, au lien de F'(¢), une fonction Kleinéenne jouissant des mémes
propriétés.

Ce théortme a une premiére conséquence importante. Soit une
relation algébrique queleonque:

f@,y) =0
admettant comme points singuliers
Gyy Qg ¢+ ) An-

x = F()

F(¢) étaut la fonction définie plus haut; tant que § sera & Vintérieur
du cercle fondamental, # ne pourra passer par aucun des points
singuliers; si ¢ sort de ce cercle, x cessera d’exister. Il résulte de
la que y est une fonction uniforme de § qui n'existe qu'a lintérieur
du cercle fondamental et on voit aisément que cette fonction est une
fonction Kuchsienne.

Donc les coordonmées des points dune courbe algcbrique quelcongue
peuvent sexprimer par des fonctions Fuchsiennes d'un méme paramétre §.

11. Considérons maintenant une équation linéaire gquelconque:

n n—2 n—3

© TP T b P S P P =0,
Je suppose que les P soient des fonctions rationnelles de deux variables
z et y lides entre elles par une relation algébrique:

Faisons-y
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@ [(x,y)=0

et qu'on ait fait disparaitre le coéfficient de

]

’ 1_1 ce qui est toujours
possible. Soient:
Qpy yy - v vy O
les points singuliers de 1'équation (7) et les infinis des I. Faisons,
comme dans le paragraphe précédent:
z=F (.

On démontrerait par un raisonnement tout semblable & celui qui
précede que les » intégrales de Véquation (6) sont des fonctions ¢, (£),
@, (&), -+ -, 9, (¢) uniformes en ¢ et n’existant qu'a Vintérieur du cercle
fondamental. Ces fonctions, comme F'(§) d’ailleurs, peuvent s’exprimer
par des séries toujours convergentes ordonnées suivant les puissances
de ¢ — & et dont les coéfficients se calculent par récurrence.

12. Je dis que % fonctions:
P, (@7 q’z(g): B ‘pn(g)
sont des fonctions zétafuchsiennes, si elles sont uniformes et si elles
jouissent de la propriété:

® o () AL O+ AL R O+ R 0.

Les A sont des constantes dont le déterminant est Vunité, et les sub-
stitutions (g il
; g 7§+ ‘Yi

Les substitutions linéaires
yi= Ay + Ay, + o+ Alage

devront évidemment former un groupe H isomorphe & G.

Les fonctions ¢, ¢,, - -, ¢, du paragraphe précédent sont
évidemment des fonctions zétafuchsiennes, ce qui me permet d’énoncer
le résultat suivant:

Toute équation différenticlle lincaire & codfficients algébriques est
mtéyrable par les fonctions fuchsiennes et zétafuchsiennes.

Mais le procédé indiqué au paragraphe précédent n’est pas unique;
au lieu de substituer F'(§) & la place de « dans I'équation (6) on aurait
pu substituer une infinité d’autres fonctions fuchsiennes et on aurait
également obtenu pour les intégrales un systeme de fonctions zéta-
fuchsiennes. On aurait pu aussi substituer & la place de z une in-
finité de fonctions Kleinéennes, et les intégrales auraient été des fonc-
tions zétakleindennes, formées avee un groupe Kleinden comme les
fonctions zétafuclisiennes le sont avec un groupe Fuchsien. Le nombre
des integrations de l'équation (6) & l'aide des transcendantes nouvelles
est done infini,

sont toutes celles d’'un groupe fuchsien G.
group
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13. Nous ne pourrons dire toutefois que nous avons intégré
I'équation (6) que quand nous aurons donné une expression explicite
des fonctions ¢,, ¢,, - -+, @,; nous en avons une déja, il est vrai,
sous la forme de séries toujours convergentes et ordonndes suivant les
puissances de {— &,; ou bien encore sous la forme d'un quotient de
deux pareilles séries. Mais on peut en donner une expression différente
analogue & celle des fonctions Fuchsienunes & l'aide des séries @.

Soient (en reprenant les constantes A du paragraphe précédent)

1 : [
1,2, Az,2, v 0 vy (2

les mineurs du déterminant des A,

Cela posé, je considéere les groupes G et H comme donndes, ct
j’énvisage n fonetions rationnelles de &, H, (), H, (&), - - -, H,(§). Je
forme les 7 séries

O 0= [ B (55 ) bt (5 5 )+

i o ¢+ B; N
) | e e,

Ues séries sont convergentes pourva que s soit assez grand. Klles
D tel
jouissent de la propriété:

»; (yéj:f )=[ 1P Q) F AL () 4 A 2D, (O] (3 - 8y

Les » fonections:
®, (&

’ 0%
ot O(§) est la série du paragraphe (5), sont des fonctions zétatuchsiennes
et si Pon considérait un systéme quelconque de fonctions zétafuchsiennes,
on verrait que ces fonctions peuvent toujours s’exprimer rationnellement
par un certain nombre de séries de la forme O(g) et de séries de la
forme (9).

14. Je n’al pu donuer ici les démounstrations de ces théortmes,
je wai pu quénoncer des résultuts cn supprimant tous les raisonne-
ments intermdédiaires que je publierai prochainement dans un travail
de longue haleine. L’énoncé des résultats cux-mémes n'a pu étre
complet, je prie le lecteur de vouloir bien m’excuser.

Je ne parlerai pas ici des applications des fonclious fuchsiennes a
Varithmétique, et au caleul des intégrales abéliennes de 1o espece et
je me bornerai & résumer en ces quelques lignes les résultats de ce travail:

Si Uon emvisage une cquation différenticlle linéaire . coifficients
algébriques, on peut cxprimer la variable ndcépendante et les intégrales
en fonctions uniformes d'un méme paramétre .
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Ces fonctions uniformes pewvent d'une infinité de manicres s’cxprimer
rationnellement par wn cevtain nombre de scries a coifficients entiers ou
rationnels ™).

Paris, 17. Décembre 1881.

*) Die vorstehend abgedruckte Arbeit des Herrn Poincaré resumirt gewisse
Resultate, welche der Verfasser in einer Reihe aufeinanderfolgender Artikel in
den Comptes Rendus dicses Jahres mitgetheilt Lhat. s wird kaum nothig sein,
dieselben der Beachtung der Mathematiker noch besonders zu empfehlen. 1landelt
es sich doch um Functionen, welche geeignet scheinen, in der Lehre von den
algebraischen Irrationalitiiten den Abel'schen Functionen erfolgreiche Concurrenz
zu machen, und die tiberdies einen ganz neuen Einblick in diejenigen Abhingig-
keiten gewsihren, welche durch lineare Differentialgleichungen mit algebraischen
Cotfficienten bestimmt sind. Indem ich Herrn Poincaré im Namen der Annalen-
redaction den besonderen Dank dafiiv ausspreche, dass er uns vorstehenden Auf-
satz hat iiberlassen wollen, glanbe ich ihm nur in dem Punkte entgegentreten
za sollen, dass ich die von ihm vorgeschlagene Benennung der in Detracht kom-
menden Functionen als verfriiht bezeichne. Einmal nimlich bewegen sich alle die
Untersuchungen, welche Hr. Schwarz und ich in der betrefienden Richtung bislang
verdffentlicht haben, auf dem Gebiete der ,,fonctions fuchsiennes®, iiber die
Hr., Fuchs sclbst nirgends publicirt hat. Andererseits habe ich iiber die allge-
meineren Functionen, welche Hr. Poincaré mit mecinem Namen in Verbindung
bringt, von mir aus bisher nichts drucken lassen; ich habe nur gelegentlich Ilerrn
Poincaré auf die Existenz dieser Functionen aufmerksam gemacht (siehe Comptes
Rendus 1881, I, p. 1484). Letzterer Umstand ist aber um so irrelevanter, als sich ein
specieller Fall jener allgemeineren Functionen bereits anderwiirts bei Gelegenheit
in Betracht gezogen findet, niimlich in der Arbeit von Hrn, Schottky im 83ten
Bande von Borchardt’s Journal. Es werden dort (pag. 3461f.) Functionen be-
sprochen, welche sich symmetrisch reproduciren, wenn man cinen ebenen Bereich,
der von lauter getrennten Kreislinien begrenzt ist, an eben diesen Kreislinien
spiegelt. Uebrigens mochte ich auch auf die Dyck’schen Arbeiten im 17t und
18" Bande dieser Annalen sowie insbesondere auf dessen demniichst (in Bd. XX)
erscheinende Habilitationsschrift verweisen, wo (ebietseintheilungen der allge-
meinsten hier in Betracht komnien Art zu gruppentheoretischen Zwecken verwandt
werden. — Vielleicht ist es gut, diesen kleinen Bemerkungen noch eine allge-
meinere zuzugesellen und hei vorliegender Gelegenheit zu constatiren, dass alle die
hier in Frage kommenden Untersuchungen, und zwar sowohl diejenigen, welche
ein geometrisches Gepriige besitzen, als auch die mehr analytischen, die sich
anf die Losungen linearer Differentialgleichungen beziehen, auf Riemann’sche
Ideenbildungen zurlickgehen. Der Zusammenhang ist ein so enger, dass man be-
hanpten kawn, es handele sich bei Untersuchungen im Sinne des Hrn, Poincaré
geradezu um die weitere Durchfiihrung des allgemeinen functionentheoretischen
Programm’s, welches Riemann in seiner Doctordissertation aufgestellt hat,

Leipzig, den 30, December 1881,
F. Klein.
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