MEMOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES
PAR

H. POINCARE.

§ 1. Séries Thétafuchsiennes.

Dans un mémoire antérieur, jai montré comment il est possible de
former des groupes discontinus avec des substitutions de la forme:

) (z‘ ,_+_/1)

7iz + 0;
en choisissant les coéfficients a,, 3, 71, 0, de telle facon que les diverses
substitutions du groupe n'altérent pas "'un certain cercle appelé cercle
fondamental.  Je supposerai dans tout ce qui va suivre que ce cercle
fondamental a pour centre lorigine et pour rayon l'unité, de telle sorte
que son équation soit: '

mod. z = 1.

Je considéere un de ces groupes discontinus, dits groupes fuchsiens, que
jappelle . A ce groupe correspondra une décomposition du cercle
fondamental en une infinité de polygones normaux R, tous congruents
entre eux.

Je me propose de démontrer qu'il existe toujours un systeme de
fonctions uniformes de z qui demeurent inaltérées par les diverses sub-
stitutions du groupe ' et que jappellerai fonctions fuchsiennes.

A cet effet jenvisage les diverses substitutions de G comprises dans
la formule (1) et je pose pour abréger:
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;i Z + ,‘;,’ ~
———— = fi(2)
7z + 0

comme je lai fait an § 3 du mémoire cité. Je forme ensuite la série:

(2) Y mod. ((Z‘fi@)l,‘

Zd: dz
0 t

ou m est un entier positif plus grand que 1.

Je vais démontrer que cette série est convergente en faisant suc-
cessivement diverses hypotheses: ,

1° Supposons dabord que z soit intérieur au cercle fondamental:
il sera alors intérieur a l'un des polygones R, par exemple au polygone
R, qui correspond a la substitution de G qui a pour indice % et qui s'éerit:

(2, /i)

Soit:
fi(z) = fi[ fu(@)]

La substitution

(=, fu2)

fera partic du groupe G et correspondra & un certain polygone R,. Puis-
que z est supposé intérieur a R,, fi(z) sera intérieur a R,.

Supposons que l'on deécrive autour de z un contour trés petit C,,
enveloppant le point z et étant situé tout entier & lintérieur de R,; le
transforme de €, par la substitution [z, £;(z)] sera un certain contour trés
petit C;, enveloppant le point f(z) et situé tout entier a lintérieur de R,.

Afin d’etablir la convergence de la série (2) nous allons démontrer
successivement un certain nombre de lemmes.

Lemvme 1. La somme des surfaces de tous les contours C, est égale a
une quantité finie C.

En effet ces différents contours C; en nombre infini sont tous in-
térieurs au cercle fondamental; de plus ils n'ont aucune partie commune
puisque chacun d'eux est tout entier intérieur a l'un des polygones R.
La somme de leurs surfaces est donc plus petite que la surface du cercle
fondamental. Elle est done finie. GC.[Q. Hab:
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Levve 1L Le rapport de la plus grande @ la plus petite valeur que

: d fi 3o I . .
puisse prendre le module de —d_.; quand z reste intérieur a C, est plus petit
qu'une certaine quantité K indépendante de .

En effet on a:

d fi 1
dz (riz + 0)°
in y \ 1 S0 i) ’ .
Le module de == est donc égal & ——=— divisé par le carre de la di-
dz = mod. 7,
N N
: . 0 . — 04 -
stance du point z au point — . Les points sont les divers trans-
/[ /i

formés du point oo; ils sont done tous extérieurs au cercle fondamental
comme le¢ point oo lui-méme et ils ne peuvent étre infiniment voisins les
uns des autres que dans le voisinage de ce cercle.  Soient M, et m; la
plus grande et la plus petite valear que puisse prendre ce module quand

» reste intérieur a C.; soient @ et b la plus grande et la plus petite

0°?
N
- ; = = o
distance du point —— au contour C,; nous aurons évidemment :
/i
J[,‘ (lv'.:
m; b
0
- 1 ’ - o ~y -
Or tous les points —— sont exterieurs au cercle fondamental.  Soilent
/i

done A et B la plus grande et la plus petite distance de lorigine, centre
du cercle fondamental, au contour € . Ces deux distances seront plus
petites que 1 puisque € est tout entier intéricur au eercle fondamental.
On a alors:

a<1+ 4 b>1—8B

M; 1 4+ A\*
%E<(1—B)

D’ailleurs (1 + A)-: K est indépendant de . C. QE. D.

d’ou

1—B

Lexyve L On a quel que soit i

(\v

1
J
0

i

M < K®

~
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En effet soit 2z = x 4 iy; la surface du contour C, sécrit alors

C, = [[ds dy

et la surface du contour C,

U.fo[mod. (l‘lf'] dz dy
dz

les deux integrales doubles etant prises a l'intérieur du contour €. On

a donc
G [fm'f de dy > m? 0,

ou bien
Ci>—0

ou enfin:

2 C;
(!
=0

M<K
C. Q. F. D.

Rien n'est plus aisé maintenant que d’établir la convergence de la
série (2). Supposons en effet dabord m = 2; nous aurons a envisager

la série:
\J = (Ufi 2__ V ; 'l vz aNx— 4
(2) 2 mod. (5) = mod. (,. + u,)

Or nous aurons:

mod. (d*") <<
dz C

0

2
Les termes de la série (2) sont done plus petits respectivement que —

0 )
0

multiplié par le terme correspondant de la série E(J‘ dont la somme est
un nombre fini ¢ dapres le lemme I

La série (2) aura donc aussi une somme finie S. On a par conse-
quent a fortiori quel que soit ¢

mod. Ji <VS
(IZ
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On aura done pourvu que m > 2

(mod. (li)m< (mod. llfi)-AS'—‘J_-

dz dz

af,

oz

bl \ - ’ - m .
Clest a dire que chaque terme de la série v(mml. ) est plus petit que
L

m—2

la constante S 2 multiplice par le terme correspondant de la  série

V(mu(l. Ji) qui est convergente.
ya dz 9
La convergence de la série (2) est donc démontrée et il sagit ici,
non d'une semi-convergence, mais d'une convergence absolue puisque tous
les termes de la série sont positifs.
2°  Supposons maintenant que le point z soit extérieur au cercle
fondamental.
3
Si le point z est T'un des points T:"J, I'un des termes de la série
/i
est infini et la convergence est impossible.  Supposons done que le point

N
—N0;

2z ne se confonde avec aucun des points , je dis que la serie (2) sera

L

encore <_funvel'gcnte.

Considérons en effet un autre point 2z intéricur au cercle fondamental.

1
La serie

1£.(» m —
(22) S‘ mod. afz)\" _ 2 mod. (72, + &)
o (IZl
est convergente daprés ce quon vient de voir. Je dis quil en est de

meme de la série

@) v mod. (.‘ﬁ)m: V mod. (riz + ,},)“"“‘
o

dz ya)

)
= Y o Lo e 0
En effet nous pouvons trouver une limite supérieure £ de mod. (zl + ')
i

N
. 0
'); car les points ! ont un
7’1' 7‘[

module fini et limité et ils ne sont pas infiniment rapprochés du point z.

3
0

et une limite inférieure » de mod. (z +

On a donec:
mod. (?’,‘Z + ()\,>_2’“ R2m

mod. (yiz, + i)~ Fim
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Chaque terme de la série (2) est done plus petit que (ITT.)M multiplié
par le terme correspondant de la série (2%) qui est convergente.

La série (2) est donc aussi convergente.

3° Supposons maintenant que le point z soit sur la circonférence
du cercle fondamental. La démonstration précédente sera encore applicable
pourvu que le point z ne soit pas infiniment rapproché d'une infinité de

N
e — 0;
points &

- Clest ce qui arrivera si le point z appartient a4 l'un des
/i

cotés de la 2" sorte de l'un des polygones R. La série (2) est alors
convergente. Dans le cas contraire, les termes de la série (2) sont suscep-
tibles de croitre indéfiniment, de sorte que la convergence n'a paé lieu.

Les points de la circonférence du cercle fondamental se divisent en
deux classes, les uns appartiennent a l'un des cotés de la 2™ sorte de
I'un des polygones R; les autres, qui ne satisfont pas a cette condition,
sappelleront les points singuliers essentiels du groupe G, de sorte que la
condition de convergence de la série (2) pourra s'énoncer ainsi: le point

]

— 0;

2 devra ne se confondre wi avec aucun des points , nioavec aucun des

7
points singuliers essentiels du groupe G.

La série (2) deéfinit une fonction de z, mais cette fonction n'est pas
monogene, comme on le voit aisément d’apres la forme méme de la série.
La somme de la série (2) dépend également du groupe G et si on suppose
que les cocfficients des substitutions fondamentales de ce groupe sont des
fonctions d'un certain parameétre 7, la somme de la série (2) sera aussi
une fonction de ¢

Une petite digression est nécessaire pour me permettre d’exprimer
plus nettement ma pensée. Reportons-nous au § 11 du mémoire sur les
aroupes fuchsiens, paragraphe intitulé: Formation effective des groupes
fuchsiens, et prenons pour fixer les idées l'exemple I de ce paragraphe.
Dans cet exemple, il s'agissait de former les groupes fuchsiens de la 3™
famille, engendrés par un polygone normal de 2n cotés de la 2™ sorte.
Nous avons vu que les coéfficients des » substitutions fondamentales de
ce groupe ne sont assujettis qu'a des inégalités. Il est donc possible de
les exprimer en fonctions rationnelles de 3n paramétres arbitraires

Uy y Wey v o . Usgp
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assujettis seulement a étre réels et a satisfaire a certaines indgalités.  Les
coéfficients de toutes les substitutions du groupe sont alors, comme ceux
des substitutions fondamentales, des fonctions rationnelles des parametres
w.  De plus il est évident que tous les groupes diftérents que I'on obtidnt
en attribuant aux u différents systeémes de valeurs, sont tous isomorphes
entre eux.

Ce qui précede peut étre étendu au cas le plus général et, pour
¢noncer plus facilement les résultats qui vont suivre, je vais introduire
une définition mnouvelle qui nous sera utile dans la suite.  Considérons
deux polygones normaux £, et I ; je suppose qu’ils soient désignés de
méme dans le systeme de notation du § 7 du mémoire cité. Les cycles
de chaque catégorie seront en méme nombre dans R et R et ils se
correspondront un a un. Je suppose de plus que la somme des angles
de R, qui appartiennent a un méme cycle de la 1°° catégorie, est la
méme que la somme des angles du cycle correspondant de R'. Je dirai
alors que les deux polygones, ainsi que les deux groupes qu’ils engendrent,
font partie de la méme classe. Il est clair que dans ce cas les deux
groupes sont isomorphes entre eux.

Considérons donc une infinité de groupes appartenant a la méme
classe C et dérivés de n substitutions fondamentales, Prenons #» substitu-
tions quelconques et cherchons si elles peuvent étre prises pour les sub-
stitutions fondamentales d’'un groupe discontinu appartenant a la classe C.
Nous trouverons en général que leurs coéfficients doivent satisfaire o cer-
taines dgalités et o certaines inégalités. Ces coéfficients pourront alors
s'exprimer rationnellement en fonctions de p parameétres arbitraires

Uy Ugisnaors = Up

\

assujettis seulement a rester réels et a satisfaire a certaines indoalités. La
seule différence avec I'exemple T du § 11 cest que l'on a en général

p < 3n,
au lieu de p = 3n.

Deux groupes qui sont .de la méme classe sont en général de la méme
famille. 11 y a cependant des exceptions. Ainsi reprenons I'exemple I du
§ 11 que jai cité plus haut. Les groupes envisagés sont en général de
la 3™ famille; mais dans certains cas limités, ils peuvent se réduire i des
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groupes de la 27° ou de la 4™ familles. En général un groupe de la
27¢ famille ou de la 4™ famille peut étre regardé comme appartenant a
une classe formée de groupes de la 3™ famille qui ne se réduisent a la
2% et a la 4™ familles que pour certaines valeurs particulicres des
paramétres #.  De méme un groupe de la 6™ ou de la 7™ familles peut
étre regardé comme appartenant a une classe formée de groupes de la
5™ famille, qui ne se réduisent a la 6™ ou a la 7™ familles que pour
certaines valeurs particulicres des parametres u. Cette remarque nous
sera utile dans la suite.

Ainsi il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous iso-
morphes entre eux; les coéfficients de leurs substitutions sont des fonctions
rationnelles de certains parameétres réels w, assujettis a certaines inégalités.
Si Ton forme la série (2) a l'aide des différents groupes appartenant a
une méme classe, la somme de cette série sera évidemment une fonetion
des u; je dis que ce sera une fonction continue de ces parametres,

Il est clair que chaque terme de la série, étant rationnel par rapport
aux u, sera une fonction continue de ces parameétres; mais cela ne suffit
pas pour qu’il en soit de méme de la somme de cette série. Si nous
considérons en effet une série

S)=F(2)+ F,(z) + ........ + F.(x)+ .......

dont les termes sont des fonctions continues de x et quil est convergente,
la somme S(r) de cette série peut étre une fonction discontinue de .
Mais faisons une hypothése de plus.  Supposons que quand on a:

IV
Y

(3) @

on ait:
mod. F,(z) < C,

et que la série

soit convergente; on sait que S(z) restera fonction continue de x tant que
cette variable satisfera aux inégalités (3). Ce résultat est d’ailleurs facile
4 étendre au cas de plusieurs variables. Ainsi pour démontrer que la
série (2) est une fonction continue des u, il suffit de faire voir que I'on
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peut trouver une infinité de nombres positifs /A, (indépendants des u), tels

que la série M, soit convergente et que I'inégalité
L =

(mod. d‘i)m <

dz

soit satisfaite quels que soient les w, pourvu que ces parameétres restent
compris entre certaines limites qui peuvent d’ailleurs étre aussi voisines
que Ton veut du systéme de valeurs pour lequel on veut démontrer la
continuité de la somme de la série (2).

Pour démontrer cette continuité, je vais faire usage de certaines
considérations qui me fourniront en méme temps une démonstration nou-
velle de la convergence de cette série, ce qui ne sera pas inutile, vu
Iimportance de ce résultat. Je vais rappeler quelques-unes des définitions
du § 2 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Dans ce paragraphe javais
appelé figures congruentes deux figures qui sont les transformées 'une de
Vautre par une substitution lindaire a coéfficients réels. Posant ensuite

r=z+yV— 1

a9

Javais appelé L d’'un arc, Uintégrale

mod. dz
Y

v/

orise le long de cet arc et S d'une aire plane l'intéorale
) O 2

da dy

y‘_‘
prise a lintérieur de cette aire.

La L dun arc et la S d'une aire sont des invariants pour ces figures,
cest & dire que deux arcs congruents ont méme L et que deux aires
congruentes ont méme S.

Plus tard au § 12 du mémoire cité, jai envisagé des groupes de
substitutions qui n’étaient plus assujetties & étre réelles, mais A conserver
un certain cercle fondamental. Par une extension toute naturelle, deux
figures seront dites congruentes lorsqu’elles seront transformées l'une de
Pautre par une substitution linéaire conservant le cercle fondamental. 11

dcta Mathematica. 1. . 26
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y aura pour les arcs et les aires deux invariants analogues a ceux que
nous avons rencontrés dans le cas des substitutions réelles et que mous
appellerons par extension L et S. Par exemple dans le cas qui nous
occupe, le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon
I'unité.  Posons

z — /‘Ciw

Jappellerai L d’un are, l'intégrale

mod. dz
1—p*

rise le long de cet arc et § d'une aire l'intéorale
l o o

pdpde

(1—p*)’

prise & lintérieur de cette aire. On vérifie aisément que deux arcs con-
gruents ont méme L, pendant que deux aires congruentes ont méme S.
Considérons un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon p.

2 0 S
do pd‘ou = 70 :
1—p? 1—p
0 0

La L de son rayon sera:

La S sera:

R (Ao _ 1 140
1—p* 2 1—p
0
Nous appellerons cette quantité le R du cercle.
On a, en fonction de R:
ek — 1

p=e'”"+l
S = —(e?® 4 28 — 2)

Passons maintenant & la démonstration de la convergence de la série
(2), et supposons pour fixer les idées que le point z est intérieur au cercle

WP 2

fondamental; la démonstration s'étendrait sans peine au cas général.
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Nous décrirons autour de z un contour € que nous pourrons prendre
assez petit pour qu'il soit tout entier a lintéricur de 1'un des polygones
R, de R, par exemple. Quand les paramétres « varieront entre les limites
que nous leur avons fixées, les polygones R varieront, mais nous pourrons
toujours supposer que (| est assez petit pour rester constamment tout
entier a lintérieur de R,. Si nous considérons maintenant les différents
transformés du point 2z, c’est a dire les différents points L'{"i", chacun

1% 0;
de ces points sera contenu a lintérieur d'un petit contour €, situé tout
entier a lintérieur d'un certain polygone R, ainsi qu’on I'a vu plus haut.
Tous les contours C, seront congruents eutre eux et extérieurs les uns auw
autres.

Jappellerai o la § de € qui sera celle de tous les €. Si je con-
sidere maintenant diverses circonférences coupant orthogonalement le cercle
fondamental et les arcs de ces circonférences qui sont interceptés par C,,
la L de ces arcs restera inférieure a une certaine limite que jappelle A

Démontrons maintenant quelques lemmes.

Luvme 1V, Considérons les points transformés de z, c'est a dire les points

aiz + i
72 + 0;

qui sont intérieurs & un cercle C' qui a pour centre lUorigine et pour rayon

o e
(V= ey
U e B 41

le nombre de ces points est plus petit que:

T

" (o2(R'+1) —2(R'+2) __ 9
a(e + e 2)

En effet soit N ce nombre.
: L et B
Si un point L’\‘

o est intérieur au cercle ', le contour C; correspon-
7% 0

\

dant sera évidemment tout entier a lintérieur du cercle ¢” qui a pour
centre l'origine et dont le R surpasse de A celui du cercle €', c’est a dire
dont le R est égal a R' + A.

Il y a donc a lintérieur du cercle € au moins N contours C, dont
la S totale est égale a No.
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Or la S du cercle C" est
g(e“'“’ + e AE+) _ 2)
On a done:
N < 41(8-:(1:'4- D 4 o—2B+D __ Q)
YT

G0 B p

Lemve V.  On a identiquement:

1 — mod (”—'Z—-—F—m)2
1 1 " \7rz + o
mod. n—
(rz + o))" 1 — mod. 2*

En effet envisageons un contour infiniment petit C; déerit autour du

point z et le transformé €, de ce contour par la substitution

oz + ‘3,‘
2y, 7 »
7% + 0

Soient @, et o, leurs surfaces, on aura:

~ |2 -
d @iz + i
W; 7iZ + 0
— = mod. | — = mod. 5
@, dz (rz + 0y)

Les § de o, et de o, seront:

/‘ dz dy .- w, ‘
3 (1 — mod. 2%)* (1 — mod. z%)°

da dy T &
z SENIR ; =
1 — mod. ((fL_}-—’i') Jired i o (L+,{,)z
Jif Sk O 732 + 0;

Or ces figures sont congruentes et ont méme S.

On a done

aiz -+ ,?,)? 3

Ti% + (1\,

1 — mod. (

w;

@, 1 — mod. z*
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d'ou:
Il — mod (__a,s + ”;i)z
1 “\7iz + 4,
mod. = =
(r,z L (5,)' 1 — mod. 2?

C. Q. F. D.

Considérons deux cercles ayant pour centre l'origine et passant, I'un

- : 0.2 %

par le point z et l'autre par le point —i‘_\‘
7iZ + 0

Soit 4 le R du premier cercle et R' le R du second cercle. On aura:

e — 1 az + 5 e — 1
mod. z = ———— mod. S =
e2d + 1 Ji% + 0 [ 1
et enfin
1 6‘2.{ + (,~‘.’.4 + 2
mod. = = = —
(re + 0)* 8+ e+ 2

TusoreME.  La série (2) est convergente.

Décrivons en effet une infinité de cercles ayant pour centre commun
lorigine et dont les R croissent en progression arithmétique. Soient K,
K, oo .o d€, ... ces cercles, et soit nr-le B du cercle K,.

Eerivons la série (2) sous la forme suivante:

(2 bis) S U T T R
.On obtient le terme U, de la série (2 bis) en groupant tous les termes
. . : . TS :
de la série (2) qui correspondent a des points % compris dans la
]‘,.Z 0;

couronne circulaire situde entre les deux cercles K, | et K.
Comme les termes de la série (2) sont positifs, un pareil groupement
est licite et la convergence de la série (2 bis) entraine celle de la série (2).
Le nombre des termes de (2) groupés ensemble dans le terme U,
est, en vertu du Lemme IV, plus petit que

-—
i

(2 +1) 4 g=20r+d) ) < ‘_‘:e‘.‘(m‘%-l)
40 '

4o
Chacun d’eux est, en vertu du Lemme V plus petit que

( 8‘.’:1 SE e24 + 9 )m< (U‘:’A + e—24 + 2)m

e'.?(nr—r) + e—‘l(nr—r) + 2

6'.’.(n1'——r)
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On a done

U, <

z (e‘.!.l + c—'.’.‘l + g)me?l {-‘.’mre——n(m——-l)r
a

4

Pns«)ns:

i

4o

(62‘1 4 e—24 SL (,)me?l#—'.’mr = 'K
on aura:

K
(3) lr" = Z,rT(xlx—l)r
K sera une constante indépendante de » et le second membre de I'inégalité
(3) sera, puisque m > 1, le #™ terme d’une progression géométrique dé-
croissante.  La série (2 bis), et par conséquent la série (2), est done
convergente.

C. Q. F. D.

Voyons quelle erreur on commet quand on se restreint dans la série
aiz + 3
7iz + 0;
ayant pour centre lorigine et dont le R est (n—1)r. La somme des

1

termes négligés est égale a

(2) aux termes qui correspondent aux points intérieurs a un cercle

U ok Uiy F it
et par conséquent plus petite que

KC"( 1—m)r

1 — c(m«l)r

TutoreMe. La somme X de la série (2) est une fonction continue des
paramétres u.
En effet soit X' la valeur de cette somme pour certaines valeurs

de ces parameétres u.
Soit ¥ 4 A Y la valeur de cette méme somme pour des valeurs
voisines
w, + A wg, wg Ay, LS uwy + A

de ces mémes parameétres. Je dis quon peut prendre les A u assez petits
pour que:



8]
S
N |

Mémoire sur les Fonctions Fuchsiennes.

A< e
¢ étant une quantité donnée.
Soit Y la somme des # — 1 premiers termes de la série (2 bis)
5T, = oA S 3 7
Soit
DU e s et L
W v
=5 ] =1

Soit de méme X + A X ¥ 4 A Y, la somme des termes correspon-
dants de la série X 4 A Y; de telle sorte que

Sl o SERR ol ) W
On aura: ' ‘

Kcn(l—m)r I{g"\l—"‘)"

3 et T W \Y \! R
1 < 1 — e(m—Dr -1 2l A Exd = 1 — e(m—Dr

N()HS pourrons (101](' 1)1‘(31](]1‘(3 W ASsez gmnd pour que:

5 A b

L o

DN 2
2 <§

Or, une fois n choisi, X sera fonction continue des w; on pourra

donc prendre les A w assez petits pour que

A3 <

2| ™

et par conséquent pour que
AX<e
C. Q. E. D.

Considérons maintenant la série suivante

i% + 9i 3N\ —9m
(4) 6(z) :EH(——;Z - ’0\1_) (riz + 0)~2

Je suppose:
1° que Falgorithme H(z) représente une fonction rationnelle de 2z
dont aucun infini n'est situé sur le cercle fondamental, mais qui est d’ail-

leurs quelconque.
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2° que le nmombre m est un entier plus grand que 1. La fonction
H(z) aura un certain nombre d'infinis

(W Uy oo 5.0 o .

Si le point z se confond avec un des points

oy + /3g
riax + 0;

I'un des termes de la série est infini et par conséquent la série ne peut
¢tre convergente.

Supposons au contraire que cela n'ait pas lien. Nous pourrons trouver
un nombre positif M tel que T'on ait, quel que soit ¢

mod. H ((L—iz Sl

M
7% + ’;i) S

on pourra méme choisir M assez grand pour que cette inégalité subsiste
quand on fait varier les paramétres « entre certaines limites.

Je dis maintenant que la série @(z) que jappellerai série thétafuchsienne
est convergente. En effet nous aurons

mod. [H(u—’—i—')(,,z + 0,‘)—'3'"] < M mod. (yiz + 9;)="
7% + 0;

Le module de chaque terme de la série (4) est donc plus petit que
le terme correspondant d'une série convergente a termes positifs. Clest a
dire que la série (4) est convergente et que sa somme est indépendante
de l'ordre des termes.

D'ailleurs on démontrerait, comme pour Ja somme de la série (2)
que la somme de la série (4) est une fonction continue des parametres w.

§ 2. Classification et Propriétés Geénérales.

Ainsi la série (4) est convergente sauf pour certains points singuliers;
dans ces conditions elle définit une fonction 6(z) holomorphe. La fonetion
H(z) est essentiellement uniforme, mais elle cesse d'étre holomorphe aux

points singuliers pour lesquels la série (4) cesse d'étre convergente.
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Ces points singuliers sont:
1°  Les points

2| SO

ity + /
+

1
(

>

;‘:”A

i

cest a dire les divers transformés des infinis de H(z). Ces points sont
des poles dans le voisinage desquels H(z) est méromorphe.

N
— 0,

2°  Les points , cest a dire les divers transformés du point oc.

{
Ces points sont encore des poles dans le voisinage desquels  #(z) est
méromorphe,

On démontrerait ce double fait en remarquant que dans le voisinage
de ces points un des termes de la série (4) devient infini et que si l'on
supprime ce terme, la série reste convergente.

3° Nous avons enfin les points singuliers essentiels du groupe G,
cest a dire les points du cercle fondamental qui n'appartiennent pas i
un cote de la 2° sorte de 'un des polygones It.  Ce sont aussi pour la
fonction #(z) des points singuliers essentiels,

Voici maintenant la propriété fondamentale de cette fonction. Considé-
rons une substitution quelconque du groupe 7, par exemple:

S S L2 5]
) ( A_L)
xz + o

cherchons quelle relation il y a entre

,:)( oz + ,‘?l’

%2 + O

) et 6(z)

Le systéme des substitutions

oz -+ [
/-, TR
7iz + 0,

formant un groupe dont fait partic la substitution (5) sera identique au

systéme des substitutions:
arz + ;4- 2
(— + 4
%2 + o

i+ G y
il s + . 0;
742 + O

Acta Mathematica 1. 27
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posant pour abréger:

aiz + f3; ol axz + [
——= = fi2) — = = fi(2)
7i% + 0; 762 + O

ce qui permet d’écrire:

0(z) = SH[f. ()] s ;.;"4-(2);']]’"
az

V e ([.f:(_fl‘) m (]‘,“ m
Allt_ff(_,l)l("lj-‘ ) (’E)

N fi) —Vﬂ [filfe) (“ (i) )

1

ou:

On a dailleurs:

On a donc:

’], —m
(’(h)— U\ )( /l)
uz

ou bien:

a oz + l;" ANy N\ \9
(6 Ol —————| = 00 (nz + U
: (i‘kf =+ wv) 7 )

Nous appellerons fonction thétafuchsienne toute fonction uniforme de z
jouissant de la propriété (6). Nous classerons les fonctions theétafuchsiennes
de la méme facon que les groupes fuchsiens, a l'aide des proprictés du
polygone normal B correspondant.

On a vu que les polygones R, pouvaient se distribuer en 7 familles
et que la 1% la 2™ la 4™ la 6™ et la 7™° de ces familles se subdivisent
en deux ()l‘dl‘(‘< Mais tout groupe du 2% ordre de la 2™, de la 4™, de
la 6™ et de la 7™ familles est identique a un groupe de la 3™ ou de
la 5™ familles, on_a un groupe du 1° ordre de la 6™ ou de la 7™
familles.  (Voir § 9 et 11 du mémoire sur les groupes tuchsiens.) Nous
pouvons done toujours supposer que le groupe G n’appartient pas au 2°

me

ordre de la 2™, de la 4™ de la 6™ ou de la 7™ familles.
Cela posé, je dirai que la fonction 6(z) fait partie de la 1°, de la
3" et de la 5™ familles si le groupe ' fait partie de l'une de ces

familles et que la fonction @(:) fait partie de la 2™, de la 4™, de la
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6™ ou de la 7" familles si le groupe G appartient au 1% ordre de l'une
de ces familles,

De méme je dirai qu'une fonction thétafuchsienne est du genre p,
si le groupe (' correspondant est de ce genre.

Je puis également étendre aux fonctions thétatuchsiennes la classifica-
tion des groupes fuchsiens en classes dont jai parlé dans le paragraphe
precedent.

‘nvisageons dabord les fonctions de la 1" de la 2™ et de la 5™
familles. Les polygones R correspondants n'ont pas de cotés de la 2™
sorte, de telle manicre que tous les points du cercle fondamental sont des
points: singuliers essentiels.  Le plan se trouve divis¢ en deux parties, a
savoir lintéricur et lextérieur de ce cercle, par une ligne singuliére
essentielle; il faut en conclure, conformément aux principes actuellement
admis dans la théorie des fonctions, et mis en lumicére par les travaux
de M. Weierstrass, que le développement (4) représente deux fonctions
distinctes, selon que z est intéricur on extérieur au cercle fondamental.
La premicre de ces fonctions n'existera qu'a lintéricur de ce cercle et
admettra comme espace lacunaire toute la partie du plan qui lui est
extérieure; la seconde au contraire n’existera qu'a lextérienr du cercle
fondamental. Dans ce qui va suivre nous n'envisagerons jamais que la
premiere de ces fonctions; en effet la seconde d'entre elles, c'est a dire
celle qui n'existe qu'a lextérieur du cercle fondamental, peut aisément
par un changement de z en L se ramener a une fonction thétatuchsienne

P
n'existant qu'a Uintérieur du cercle fondamental.

Considérons donc une fonction thétafuchsienne n'existant qu'a lintéri-
eur du cercle fondamental et définie par une série telle que (4); nous
pouvons faire deux hypotheses:

Nous pouvons supposer quun ou plusieurs des infinis de FH(z) sont
intérieurs au cercle fondamental; alors la fonction #(z) aura des infinis
(sauf dans certains cas exceptionnels ou plusieurs infinis de cette fonction
espece ;

ere

se détruisent mutuellement) et nous dirons quelle est de la 7
nous serons certains alors que la somme de la série (4) n'est pas identique-
ment nulle puisque cette somme peut croitre indefiniment.

On. peut supposer au contraire que tous les infinis de H(z) sont
extérieurs au cercle fondamental; alors la fonction #(z) n'a pas d’infinis
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et nous dirons qu'elle est de la 2% espéce. La fonction #(z) peut alors
se développer en une séric ordonnde suivant les puissances croissantes de
2 et qui reste convergente tant que 2z reste intérieur au cercle fondamental,
c'est a dire tant que la fonction #(z) existe.

Rien n'empéche dans ce cas que la somme de la série (4) ne soit
identiquement nulle et nous démontrerons en effet plus loin que toutes
les fonctions # de 2 espece s'expriment linéairement a I'aide d'un nombre
fini d'entre elles.

Passons maintenant aux fonctions de la 3¢, de la 4° de la 6° et de
la 7¢ familles; les polygones I ont alors des cotés de la 2% sorte, tous
les points du cercle fondamental ne sont plus des points singuliers essentiels;
nous n'avons plus une ligne singuliere essentielle, mais une infinité de
points singuliers isolés. Il resulte de la que la série (4) an lieu de
représenter deux fonctions distinctes selon que z est intérieur ou extérieur
au cercle fondamental, représente une seule et méme transcendante qui
est partout holomorphe, sauf en certains points isolés. La fonction 6(z)
est donc une transcendante uniforme existant dans toute l'étendue du
plan et presentant une infinité de points singuliers essentiels.

On peut se demander quelle place elle occupe dans la classification
que M. Mrrrac-Lerrner a donne de pareilles fonctions dans sa communica-
tion du 3 Avril 1882 aux Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences
de Paris.

Les points singuliers essentiels étant en nombre infini seront infini-
ment rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 2%
espece; ceux-ci a leur tour <ils sont en nombre infini seront infiniment
rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 3™ espece,
et ainsi de suite.

Je dis que nous ne serons jamais arrétés et que nous trouverons
ainsi une infinit¢ de points singuliers de toutes les espéces. En effet si
nous avons une infinite de points singuliers de la n — 1° espece; il y
aura au moins un point singulier de la »° espece; mais sl y en a un,
il y en aura une infinité, car tous ses transformeés par les diverses substitu-
tions du groupe (¢ devront aussi étre des points singuliers de la »° espéce.

C. Q. F..D:
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Nous avons done affaire a une de ces fonctions que M. Mrrrac-
LerrLer a appelées du 2¢ genre.

Il semble dabord que toutes les fonctions aient des infinis, car elles
existent dans tout le plan et elles doivent avoir pour poles ceux de la
fonction rationnelle H(z) qui doit devenir infinie en quelque point du plan.
Mais il peut arriver que plusieurs des infinis de la fonction #(z) se dé-
truisent mutuellement; de sorte qu'on peut construire comme dans le cas
précédent des fonctions thétafuchsiennes de la 2° espéce; on en verra un
exemple au § S.

Parmi les points singuliers de nos fonctions thétafuchsiennes, il en
est qui doivent particulierement attirer notre attention; ce sont les som-
mets des polygones B qui sont de la 2% catégorie et qui appartiennent
a un cycle de la 3™ sous-catéegorie. (Voir le § 5 du mémoire sur les
aroupes fuchsiens).

Soit o un pareil sommet, il y aura parmi les substitutions du groupe
( une substitution parabolique de la forme:

e )
g s + /7
S —= (2 S

aome

Clest 1a la definition méme des cycles de la 3 sous-categorie.

Posons:
2 1

BEZE—a

)
~.
|

|
Ji@) —a

L

|

=i — ?‘i(‘t)

[¥%)

en conservant pour le symbole £(2) la signification qu'on lui a donnée
i g |

plus haut, cest a dire:

oz + /;i
7% + 0;

Silz) =
Definissons maintenant un symbole H, de la fagon suivante:

H(t I i\ [ — 2 |2
S ("*ﬁ)[—m*—]

Il est clair que H, sera l'algorithme d'une fonction rationnelle. On
trouvera alors identiquement:

¢ " _([',z m [,-'([ m [ dE\m
H(z) = EHU'(AJL.;—(Z)] — Elll[gl(l)](( Sdt )) ( )

dz
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Mais la série #(z) étant absolument convergente on peut en ordonner
les termes comme on le veut. Voici comment nous allons les ordonner:
Parmi les fonetions ¢ (f) on peut en choisir une infinite

0,(8) =1t, 0,(),-b,(&)y .- ...

de telle facon que toute fonetion ¢ (f) puisse se mettre d'une manicre et

d'une seule sous la forme:
oi(t) = te(t + 2hix)

I étant un entier positif ou négatit; ce qui permet d’ecrire:

k=w h=+4wo
dt\™ v “ | o b+ 2hin) |
(2 = | — 1) Qham —_—
B(z) (( 2) 21 H (.t + 2hi )l: i
=0 h=—w -

Considérons un nouvel algorithme I (i) défini comme il suit:
s [H "
H () = H [6:0)] ==
: '\ dt

d'on:
k=w h=+w
'Z mn \ !
H(‘.’.') = ( l{) S \ II’,((t + 2/{[7.)

e
k=0 h=—w

oz

Il faut d'abord eftectuer la sommation par rapport a h; or H'({)
est une fonction rationnelle de ¢ qui tend vers 0 quand ¢ tend vers linfini.
On aura donc:

=4 o
N = MRS
H' (t + 2hiz)=H";(e")
d
h=—m
H",(¢") désignant une fonction rationelle de ¢ qui tend vers 0 quand #
tend vers linfini. Il vient donc:
d{ m .,
0(z) = |5 V H" (")
dz ) L .

La convergence de cette serie est évidente, puisqu'on l'a obtenue en
groupant d'une certaine maniere . les termes de la série (4) qui est uni-
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formément convergente. De plus les termes sont rationnels en e et leurs
infinis ne sont pas infiniment rapprochés dans le voisinage de

4

e—=0 oude € —= oo
de telle sorte que l'on peut trouver une limite supérieure et inférieure
|

des modules des valeurs de e qui rendent infinie l'une des fonctions H”,.
Il suit de la que dans le voisinage du point singulier z = « la fone-

N 2w

tion 6(z)(z — )*" est holomorphe en ¢~ ou en ¢ selon que lon

approche du point o par Tintérieur ou par lexteérieur du cercle fonda-
mental.

En d’autres termes, « est pour la fonction @ un point singulier
logarithmique. .

Ainsi, si l'on envisage les différents sommets des polygones R, on
reconnaitra:

1° que les sommets qui font partie d'un eycle de la 17 et de Ia
3" catégorie sont pour la fonction @ des points ordinaires ou des poles.

2° qué les sommets qui font partie d'un eycle de la 3™ sous-catégorie
sont des points singuliers logarithmiques. '

3° que les sommets qui font partie d'un cycle de la 4™ sous-catégorie
sont des points singuliers d'une nature plus ¢levee.

§ 3. Zéros et Infinis.

Nous allons maintenant étudier la distribution des zéros et des infinis
de la fonction #H. Il est clair que si un point z est pour cette fonction
un zéro ou un infini, il en sera de méme de tous les points correspon-

A s | ~ . 1% % L )
dants 4 z, cest a dire de tous les points ” T2 De cette facon a tout
Ji? 0

zéro contenu i lintérieur du polygone R, correspondra un zéro contenu
dans chacun des polygones R, et que nous ne regarderons pas comme
réellement distinct du premier. De sorte que le nombre des zéros et des
infinis #éellement distincts de la fonction # sera le nombre des zéros et
des infinis contenus a lintérienr de R, si la fonction n'existe que dans
le cercle fondamental, et a lintérieur de B + I si elle existe dans tout
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le plan. Je rappelle que R, est le polygone symétrique de R par
rapport au cercle fondamental.

Cependant quelques conventions spéciales sont nécessaires, si I'on veut
pouvoir énoncer simplement le résultat auquel nous allons arriver au sujet
du nombre des zéros et des infinis. Il est d'abord évident qu'un zéro
double ou un infini double doit compter pour deux zéros ou pour deux
infinis; de méme pour les zéros et les infinis multiples. Mais outre les
zéros contenus a lintérieur de £ , il peut y en avoir qui se trouvent
sur le périmetre de ce polygone. Supposons qu’il y en ait un sur un
coté ab de la 1" sorte, il y en aura un autre, correspondant au premier
sur le coté conjugué de ab. Ces deux zéros ne seront pas réellement
distincts et on ne devra les compter que pour un seul zéro, ou, si l'on
veut, on devra compter chacun d’eux pour un demi zéro. Supposons
maintenant qu'un sommet de la 1 catégorie soit un zéro d'ordre p; les
sommets qui font partie du méme cycle seront au nombre de n par
exemple et chacun d'eux sera un zéro d’ordre p comme le premier.
Supposons que la somme des angles qui correspondent a ces sommets

D — . (Y > . § .
soit 'T, chacun d’eux appartiendra’ a » . K polygones différents, de maniére
< :

qu'on devra en quelque sorte le partager entre ces u. K polygones et

que la part du polygone R, sera un zéro d'ordre L]\' Il resulte de la
n.

o ’ ) ’
que les différents sommets du cycle représenteront seulement %, 76108
distinets.

I1 est facile d’étendre cette convention au cas ou l'un des zéros est
un des sommets de la 2% catégorie et appartenant a un cycle de la 3™

’ - 2 0 . . " .

sous-catégorie. Nous avons vu que si « est un pareil sommet, la fonction
~ peut se mettre sous la forme:

l],:
(2 . a)‘.‘m (/) [’,,,'1(/1—:)]

¢ ¢étant une fonetion holomorphe de e”“ 2 annulant pour
2 = U

c’est a dire pour:
Qim

e.iw D)= (_)
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-

u = 0 sera alors un zéro de la fonction rationnelle @(x). Supposons que

ce soit un zéro dordre p. Nous dirons alors que les différents sommets

du cycle auquel appartient o représentent p zéros distinets de la fonetion 6.
Ce qui précede sapplique évidemment aux infinis.

Occupons-nous d'abord des infinis. La série (4) devient infinie quand

(a2 + 1 . cu . 5
II('_’\) ou —— devient infini. Supposons d'abord que la fonc-
Jiz I 0; /n‘

7i% + 0;

tion @ n'existe qu'a lintérieur du cercle fondamental. Alors — -~
7i2 + 0;
ne peut devenir infini; de plus a chaque infini de H(2) intérieur au cercle

N

A o I, . 1.2 + ;’
fondamental correspondra en général un infini de l'un des ]I(%)
;‘ig 0;

qui sera intérieur a R .
Done:
Le nombre des infinis distincts de @ est égal au nombre des infinis de
H intérieurs au cercle fondamental.
Supposons maintenant que @ existe dans tout le plan.
A tout infini de H(z) intérieur au cercle fondamental correspond un
VAt ; az BN \
infini de I'un des H L’\’ intérieur a R .
Ji% + 0;
A tout infini de H(z) extérieur au cercle fondamental correspond un
- s y a2 SN O e \
infini de l'un des H '*'h\) mtérieur a K.
7iz + 0;
A Tintérieur de chacun des polygones R, et par conséquent & lin-

i

i

e . 0; .

térieur de R’,, nous trouverons un des points — % qui sont pour @ des
0? T

b\
L ) . ; . ()
infinis d'ordre 2m. Il y a cependant une.exception: les points — 2 sont
7i
les différents points correspondants de linfini; la surface de lun des
N\
., - - - e AL . 0;
polygones R’ contient le point oo et ne contient pas de point —=; le
: /i
point o0 n'est pas en général un infini de #. Nous supposerons, pour
éviter cette difficulté, que le polygone R, me contient pas le point co et
nous pourrons énoncer le résultat suivant:
Le nombre des infinis de # contenus a lintérieur de R, + R',, cest
a dire le nombre des infinis distincts de O est égal aw nombre des infinis
de H augmenté de 2m.

Passons a la recherche des zéros. Parmi eux il y en a qui doivent

Acta Mathematica. 1. IR
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d’abord attirer l'attention; je veux parler des sommets de la 1° catégorie
qui dans certains cas sont forcément des zéros d'ordre détermine.

Soit o un sommet de la 1 catégorie et o' son symeétrique par rapport
au cercle fondamental. Supposons que o fasse partie dun cycle et que

la somme des angles de ce cycle soit K . L'une des substitutions de ( sera:

A
z2—a Ltz —a
. ek — (* z)
(z—a' z—a') FAQ)

Nous aurons:

6(f,(2)) = 9(2)(?{; )—m

ou
d(ff————a,)
~ r £ ) "o 1_a
(9) O(f)fi— &)™ = 0(2)(z — )| ——+
z —a
d( —,)
z — a
Mais
= L Een=
LA z2—a

Remarquons de plus que mnous pouvons développer 6(z2)(z — o)™
i

7
=

0(2)(z — o)t = 01("—”,) Y ,(z_“,)P

z2—a A z—a

suivant les puissances de de facon a poser:

L’'équation (5) devient alors:

W e N

& — O Zg— 0

Cette identité exige que l'on ait:

A = 0 ou bien:

P

2izp 2mi=




Lo
2=
<o

Mémoire sur les Fonetions Fuechsiennes.
cest a dire:

(6) p+m=0 mod K.

Donc le développement de @, ne contient que des termes dont l'ordre

p satisfait a la congruence (6). Si done K mne divise pas m, z = a est
un zéro pour 6, et par conséquent pour 6.

Ce zéro est d'ordre au moins égal au reste de la division de m(K — 1)
par K; et si lordre de ce zéro differe de ce reste cest d'un multiple
de K. 1l y a exception évidemment si o est un infini de 6.

De méme nous avons vu que les sommets qui appartiennent a un
cycle de la 3™° sous-catégorie sont en général des zéros de la fonction 6.

Nous allons maintenant chercher quel est le nombre des zéros réelle-
ment distincts de mnotre fonction @ et pour fixer les idées nous supposerons
quil s'agit d'une fonction de la 1% famille. Soit ¢ le nombre des infinis
distinets, soit p le nombre des zéros réellement distincts, cest a dire le
nombre cherché; soit maintenant p, le nombre des zéros situés a Uintérieur
de R, en laissant de coté les zéros qui pourraient se trouver sur le
périmetre et sur les sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en
général, qu’il n'y a pas de zéro sur le périmeétre en dehors de ceux qui
sont sur les sommets; sl y en avait, on n'aurait qu'a considérer les zéros
situés sur les cotés comme des sommets séparant deux cotés consécutifs
du polygone situés dans le prolongement l'un de lautre. Supposons
maintenant que les sommets se répartissent en un certain nombre de
cycles de la 1°° catégorie C,, C,, ...... NG - .
les sommets du cycle O, soient des zéros dordre p, et que la somme des

SUPI)OSODS que tous

—
-t

angles de ce cycle soit de telle sorte que l'ensemble de ces zéros

)
doivent étre comptés, d'apres la convention faite plus haut pour i—'ﬁ
X i

zéros distincts. On devra avoir:

pi + m=0 mod. K,

= ol
P=poF 21{,-

Le probléme consiste a évaluer p,. Pour cela il faut prendre I'intégrale:

& (z)dz
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le long du périmetre de R, . La partie réelle de cette intégrale sera
nulle et la partie imaginaire s'écrira:

27:7:(1'0 = (1)

I’évaluation de lintégrale (7) présente ici une difficulté spéciale.

En effet la fonction sous le signe f devient infinie en divers points
du contour dintégration puisque nous avons vu qu'un certain nombre de
sommets de R étaient des zéros de A. On tournera cette difficulté en
décrivant autour de chacun de ces sommets comme centre des arcs de
cercle infiniment petits, raccordant les deux cotés qui aboutissent au
sommet considéré; il faudra décrire ces arcs de cercle a lintérieur de R,
de facon a laisser les sommets en dehors du contour, puisque nous voulons
évaluer p, cest a dire le nombre des zéros infériewrs a R,.

Il faudra donc évaluer lintégrale (7):

1° le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des
sommets.

2° le long des cotés de la 1°° sorte.

3° le long des cotés de la 2% sorte.

Il suffira dailleurs de calculer la partie imaginaire de lintégrale,
car nous savons davance que la partie réelle est nulle, et cette partie
imaginaire n'est autre chose que la variation de l'argument de 6.

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une fonction de la 1 famille, de
telle facon que mous n'ayons que des sommets de la 1° catégorie et des
cotés de la 1°° sorte. Soit 2z le nombre de ces cotés. ‘

Considérons d’abord un des petits arcs de cercle décrit autour d'un
sommet; supposons que ce sommet appartienne au cycle €, dont la somme

)

e

des angles est et dont tous les sommets sont des zéros dordre p,.

v
Soit A l'angle du sommet considéré. L'intégrale prise le long du petit
arc de cercle correspondant sera — p.2; prise le long de tous les arcs de
cercle décrits autour des divers sommets du cycle, elle sera:

_E-.I,i

Enfin T'intégrale (7) prise le long de tous les arcs infiniment petits

décrits autour des sommets de R, sera:
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O_V bi,
T il 9> .

i K

Il reste a évaluer notre intégrale le long des cotés de la 1 sorte.
Soient donc ab, a'l’ deux cotés conjugués de R,. Il faut calculer:

b a’ b b’
Gz ods [ odz Gz
O O e O Bl e

(3 & ’
a b a a

=

Soit (2, fi(2)) celle des substitutions du groupe ' qui change a'l’ en ab.
Nous aurons, dapres ce quon a vu plus haut:

1 df:\—m
8(f) = (')(z")( 4 )

dz
ou:
ko df;
LO(f) = LO — mL /i :
dz
Done:
{4 b’
AW O'(z) df,
J = e 2 — m d ]/—Ji
0(f) 6 dz
a’ a
Il reste donc a chercher comment varie la
-t W, If, : df :
partie imaginaire de LY ou I'argument de L N ¥
= dz dz N
- r \\\\*,—' /
quand z varie de @' a 0. N
Je rappelle que les cotés de R, ab, a'b N
. - . l)
sont des arcs de cercle; je vais mener aux points e
// ;\\
a, b, a’, b’ les tangentes aux arcs de cercle ab, AN
a'b'; soient ac, bey a'c’y U'c¢’ ces tangentes. . Soient —
. 1y / Ny
maintenant o, , ®,, o,, o, les arguments des quan- a b

tités imaginaires (¢ — a), (b —¢), (¢ —a), (b’ —¢).

Supposons qu'on opere de la méme maniere pour tous les cotés du
polygone curviligne R ; on obtiendra un polygone rectiligne P, de 4n
cotés, dont les cotés seront les tangentes menées aux cotés de R par les
sommets de £, et dont les sommets seront ceux de [ et les points tels
que ¢, ¢'; je désignerai simplement par les lettres ¢ et ¢’ les angles du



999

-

H. Poincaré.

polygone P, qui correspondent aux sommets ¢ et ¢. Outre les sommets
tels que ¢, le polygone P, admet 2n angles qui lui sont communs avec

R, et dont la somme est V
—

0
9

&L7T

, d’ou la relation:

i

N o N A
2 +";‘Pi = (4n — 2)m.

Nous pouvons ¢cerire maintenant:

arg.

arg.

df; o '
L ==L = pour z = a
az

df;

Gl 0w, — 0, pour z =0V
dz i

J =m(w, — o, — o, + o,)
c =w, — o, +7
=7 — o, - o,

J=m(c + ¢ — 2z

L’intégrale (7) prise le long de tous les cotés de la 1% sorte aura

donc pour partie imaginaire N7 ou bien:
= L

ol

(4n —

rnteerale (1)
L’intégrale (7)

d’ou la relation:

! m , m
2)mm — ‘2:“— — 2umx = (n — 1)2mx — AN

mz ¢ — 2nma

el [ ’ g2y
se reduit alors a: .
2,—.1'—1[111(71—1)_2&—;—'3]

et T N Vp,— + m
P, = q + m(n 1) 2 K

Ce nombre p, des zéros intérieurs a R, est entier a cause des con-

gruences:

pi+m=0 mod K.
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Exprimons maintenant le nombre p des zéros réellement distincts,
defini par les conventions faites plus haut; nous trouverons:

p=q+ m(n—l_Z%)

Ainsi T'exces du nombre des zéros distinets sur celui des infinis distinets
ne dépend que du nombre m, du nombre 2n des cotés de R et de la

9 -
somme El—' des angles de ce polygone.

1

Cette somme satisfait a l'inégalité:

2
i < 7(2n — 2)
d’ont
V 1
HK < n—1
%7 S, L V 1 Fie
et par conséquent p > ¢g. L’expression (n — 1_;4? est proportion-

nelle a la § du polygone R, .

Supposons maintenant que la fonction 6 soit de la 2° ou de la 6°
tamilles. Nous n’aurons toujours que des cotés de la 1°¢ sorte, mais outre
les cycles de la 1 catégorie C,, C,,.... C, .... que nous avions rencon-
trés dans le premier cas, nous aurons des cycles €', ('), ..... (", de la
2% catégorie et de la 3™ sous-catégorie. Considérons le cycle C';; divers
sommets de ce cycle seront des zéros; je suppose d’apres la convention
faite plus haut qu’ils comptent pour 7, zéros distincts. On aura alors:

- Pi
(8) P="n, +EJK Y
Il faut évaluer l'intégrale (7):
1° le long des arcs de cercle infiniment petits décrits autour des
sommets de la 1%° catégorie.
2° le long des cotés de la 1% sorte.
a0

3° le long des arcs de cercle infiniment petits deéecrits autour des
sommets de la 2% catégorie.
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La premiere partie de lintégrale se réduit comme plus haut a

. \»; \
2i=) Pi. la seconde a
Al K

Ny ol — _EL
= 2emm| n 1 78

Pour évaluer la troisicme il suffit d’étudier comment varie 'argument
de @ dans le voisinage des sommets de la 2% catégorie; a cet effet, il
faut mettre la fonction @ sous la forme:

2iv
(2 == (L) —2m d)[c,i(u—:)]

(¢ étant Talgorithme d'une fonetion holomorphe), ce qui est possible,
ainsi qu'on I'a vu plus haut. On reconnaitra alors que cette 3™¢ partie

de lintégrale se réduit a — 2[:“]1,.
|

Il restera done pour lexpression de lintégrale (7)

:Ziﬁ[m(n — 1) — VM - Eh,]

i K;
d’ou:
S ik ogy e NCEm L N
Po = ¢+ mn—1) 2 K le,
et

p=q + 'm(n == 1l —Vl)

Ay ¢

Nous sommes conduits pour l'excés du nombre des zéros distinets
sur celui des infinis distinets a4 la méme expression que dans le cas préce-
dent. Cet excés est proportionnel au nombre m et dépend en outre du
nombre des cotés du polygone R et de la somme de ses angles; ou bien
encore il est proportionnel a la fois a m et a la S de R,.

Supposons enfin que la fonction # soit de la 3™, de la 4™, de la
m¢ ou de la 7™ familles, c’est a dire existe dans tout le plan. Nous
aurons alors des cotés de la 19 et de la 2% sorte, des sommets de la
14 et de la 3™ catégorie et des sommets de la 2™° catégorie appartenant
a des cycles de la 3™ sous-catégorie. Nous allons chercher le nombre
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des zéros et des infinis distincts; ce nombre sera défini comme précédem-
ment. Cependant il y a une remarque a faire au sujet du nombre des
infinis distincts; ce sera en général le nombre des infinis intérieurs a R,
et a R, mais une difficulté se présentera si le point oo fait partie de
la région R'|. Dans ce cas il peut se faire que oo ne soit pas un infini
de 6, mais que tous les transformés du point oo par les substitutions du
groupe G soient des infinis de A. Le nombre des infinis réellement
distincts sera égal alors au nombre des infinis intérieurs a R, + R,
plus un. Pour éviter cette difficulté, je supposerai que le polygone R,
ait été choisi de telle sorte que le point oo mne fasse pas partie de la
région R .

Cela posé reprenons lintégrale (7); il va falloir l'évaluer le long
du contour de R, puis le long du contour de R, et ajouter. Soit 2
le nombre des cotés de la 1 sorte; [ celui des cotés de la 2% sorte;
conservons d'ailleurs les notations employées plus haut: p, et g repré-
senteront alors le nombre des zéros et des infinis intérieurs a R, + R .

Il faut évaluer l'intégrale

1° le 1011g des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la
1°% catégorie.

2° le long des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la
3™ sous-catégorie.

3° le long des cotés de la 17 sorte.

4° le long des cotés de la 2% sorte.

La premiere et la seconde partie de lintégrale seront égales &

— 2,‘;;(2% -+ 2/@).

La troisieme sera égale comme plus haut a EJ. Construisons un

polygone P, en menant par les différents sommets de R, des tangentes
aux cotés de la 1 sorte. Le polygone rectiligne ainsi obtenu aura
4n 4 1 cotés; ses angles seront de deux sortes: les uns seront analogues
aux angles que nous avons appelés plus haut ¢, ¢’; les autres lui seront
communs avec les angles de R, mais parmi ceux-ci les uns, dont la
27
K’
autres, qui seront nuls, correspondront aux sommets de la 2% catégorie;

somme sera S‘ correspondront aux sommets de la 1°° catégorie; les

Acta Mathematica. 1. 29
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les autres enfin, qui seront droits et au nombre de 2/, correspondront aux
sommets de la 3™ catégorie; d’ou la relation:

o
Ec +2;l—', +lz= (4n +1 — 2)z

Or on a trouvé plus haut:
VJ = ch — 2nmw
d A

on aura donc:

yay'e

V;:om,,(L_l_Vl)

Appelons enfin 271 la partie imaginaire de l'intégrale prise le long
des cotés de la 2° sorte; nous trouverons pour lintégrale (7) prise le
long de R,:

2iz(m(n — 1) —z%ﬁ —Ehi + I]

Il faut prendre maintenant l'intégrale (7) le long de R’;. Supposons

1 ére

que, d’aprés les conventions faites plus haut, les sommets de la caté-

gorie de R

, comptent pour ‘/_‘%} zéros distincts et ceux de la 2% cateé-

i

gorie pour Eh" zéros distinets. Nous trouverons pour la valeur de l'inte-

grale prise le long de R, en raisonnant comme plus haut:

2ia[m(n — 1) — 2 il VI

K;
ou en ajoutant les deux intégrales:

2ia(2m(n — 1) v Lk E% — E’“ — 2]111}

Lad 11

d'ou:

P, =¢q + 2mn — 1) _EP:’ Z. e EP 2: L E(h; + 1)

Mais si p désigne comme plus haut le nombre des zéros distinets,

on aura:
P=p +2§ +V" Yoo+ Y
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1
p=q+2m(n—1—27‘,—_)

Ainsi l'excés du- nombre des zéros distinets sur celui des infinis
distincts ne dépend que du nombre m, du nombre 2n des cotés de la

d'ou:

1 sorte et de la somme des angles de la 1°° catégorie.
Ce qu'il importe surtout de remarquer, cest que, dans tous les cas
possibles, le nombre des zéros et celui des infinis distincts est toujours fini.

§ 4. Fonctions Fuchsiennes,

Si une fonction F(z) est uniforme, si clle se reproduit par toutes les
substitutions d'un groupe fuchsien & de telle sorte que si

aiz + j3;
S
7% + 0;

est une substitution de ce groupe on ait identiquement:

p(?ﬂ) = F(z)
riz¢ + 0

si enfin le fonction F(2) n'a qu'un nombre fini de zéros et d'infinis réelle-
ment distincts, je dirai que cette fonction est une fonction fuchsienne.
Existe-t-il de pareilles fonctions? Il est aisé d'en former.

Considérons en effet deux fonctions thétafuchsiennes correspondant a
un méme groupe (¢ et a une méme valeur de l'entier m, leur quotient
sera une fonction fuchsienne. Il est aisé de généraliser ce procédé. Nous
dirons que le nombre m est le degré de la série A. Si nous envisageons
ensuite un produit de plusieurs séries telles que 6, le degré de ce monome
sera la somme des degrés de tous les facteurs. Si nous considérons un
polynéme entier par rapport a diverses séries #, nous dirons que ce poly-
nome est homogéne et de degré K si tous ses termes sont d'un méme
degré K; le quotient de deux polynémes homogenes de degrées K et K’
sera une fonction rationnelle homogéne de degré K — K'. Il est clair
que toute fonction rationnelle, homogene de degré 0 par rapport a diverses
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séries # est une fonction fuchsienne. Nous verrons plus tard comment
toute fonction fuchsienne peut s'exprimer de cette fagon.
Quelles sont les propriétés des fonctions fuchsiennes?

1° Les singularités sont les mémes que celles des fonctions thétafuchsiennes;
nous avons par conséquent des fonctions fuchsiennes nexistant qu’a l'in-
térieur du cercle fondamental et pour lesquelles toute la circonférence de
ce cercle est une ligne singuliére essentielle, et d'autres qui existent dans
tout le plan et dont les points singuliers, situés tous sur le cercle fonda-
mental, sont isolés quoique en nombre infini.

2° Le nombre des zéros distincts d'une fonction fuchsienne F(2) est
égal a celui de ses infinis distincts; il est égal d'autre part au nombre
des zéros distincts de la fonction fuchsienne F(2) — a, c'est a dire au
nombre des points réellement distincts pour lesquels F(z) prend la valeur a.
En conséquencé, le nombre des points intérieurs a E, (ou a R 4 R/)) et
pour lesquels F(z2) reprend une méme valeur est constant et fini.

.

3° Soient deux fonctions fuchsiennes F(z) et F, (z) correspondant a
un méme groupe fuchsien @, et supposé que la premiere reprenne p fois
et la seconde p, fois la méme valeur a lintérieur de R, je dis qulil y
aura entre F' et I, une relation algébrique. En effet a chaque valeur
de F correspondent p, valeurs de F|; toute fonction symétrique de ces
p, valeurs est méromorphe en I pour toutes les valeurs de F finies ou
infinies. = Toutes ces fonctions symétriques sont donc des fonctions ration-
nelles de F'; donc F| elle-méme est fonction algébrique de F.

C. Q. F. D.

4° Considérons maintenant toutes les fonctions fuchsiennes qui corre-
spondent a un méme groupe G. Entre deux quelconques d’entre elles
nous venons de voir qu’il y a une relation algébrique. Il suit de la que
toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement a 'aide de deux d’entre
elles que jappellerai z et y. Nous aurons d’ailleurs entre = et y une
relation algébrique

(1) ¢z, y) =0

quel est le genre de la relation (1) ou ce qui revient au méme celui de
la surface de Riemaxn correspondante? Pour résoudre cette question, il
faut se reporter au § 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe
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intitulé Classification en genres; dans ce paragraphe, je supposais que l'on
découpait la région R, (ou R, 4 R')) puis quon la repliait en la dé-
formant de maniére a recoller ensemble les cotés conjugués et a obtenir
ainsi une surface fermée. 11 est clair quau point de vue de la géométrie
de situation la surface fermée ainsi obtenue ne differe pas de la surface
de Riemany qui nous occupe. Il en résulte que le genre de la relation
(1) et par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer
rationnellement a 'aide d'une seule d’entre elles que jappellerai z.

On peut éviter ces considérations empruntées i la géométrie de situa-
tion. C'est ce que j'ai fait dans un travail inséré dans les mémoires de
I'Académie de Caen ol je détermine le genve de la relation (1) par le
nombre des cycles distincts que I'on peut faire décrire au point analytique
(7, ¥), mais on est conduit ainsi &4 une discussion assez longue.

5° Considérons la fonction fuchsienne que nous venons d'appeler =
et formons les deux fonctions suivantes:

/[ dae dx
(2) v, =‘/d_z v,=z‘/;{—z-

Il est clair que l'on aura:

d*z dx 5 (ri ’,r) g

ldw, ld%, _  difds dz*

ET&’ = v—l da® 4((1.6)

dz

On vérifie aisément que le troisitme membre de cette double egalité

-est une fonction fuchsienne de z; cest done, d’aprés ce que nous venons

de voir, une fonction rationnelle de z et de y, que jappellerai ¢(z, y).
Les deux intégrales de I'équation linéaire:

d’v

(3) a2t = ¢ v)

sont donc:
1

V= V= 7,

Ainsi la considération de la fonction fuchsienne z permet d'intégrer
I'équation linéaire (3) dont les coéfficients sont des fonctions rationnelles
du ‘point analytique (z, y). On voit que la variable indépendante x
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s'exprime par une fonction fuchsienne de 2, c'est a dire du rapport des
intégrales.  Quand on connait cette fonction fuchsienne on en déduit les
intégrales elles-mémes a l'aide des formules (2).

Dans le cas particulier ou le groupe G est de genre 0, I'équation
(3) pourra s'écrire:

2

(3 bis) :—;L—z = vg(x)
¢(r) étant une fonction rationnelle de » seulement; dans ce cas en effet,
nous venons de voir que toute fonction fuchsienne s'exprime rationnelle-
ment en x.

Cherchons maintenant quels sont les points singuliers de I'équation
(3) et comment se comportent les intégrales dans le voisinage de chacun
deux. En général, les intégrales seront des fonctions holomorphes de
ry il y aura deux exceptions qui nous donnent deux sortes de points
singuliers.

1° pour les points singuliers de la relation (1),  cesse d’étre fonc-
tion holomorphe de w, et il en est de méme des intégrales », et »,; mais
v, et v, restent fonctions holomorphes du point analytique (r, y). Nous
n‘avons donc pas ainsi un véritable point singulier.

2° pour les points (r, y) qui correspondent aux divers sommets du
polygone R,. Dans cette seconde espece de points singuliers, nous distin-
guerons 1° ceux qui correspondent a des sommets de la 1°° catégorie.
Dans le voisinage d'un pareil point singulier, les intégrales de l'équation
(3) sont réguliéres, pour employer l'expression de M. Fvems. Si nous
formons maintenant 1l'équation déterminante correspondant a ce point
singulier, la différence des racines de cette équation est l'inverse d'un
nombre entier. En effet le point simgulier correspond a un sommet de R,
qui fait partie d'un cycle de la 1°° catégorie et la somme des angles de
ce cycle est égal a ;_: , p étant un nombre entier; on voit aisément que
la différence des racines de I'équation déterminante est précisement })

Dans le cas particulier ou le sommet de R, envisagé appartient a
un cycle de la 1 sous-catégorie, on a p = 1, d'aprés la définition méme
de cette sous-catégorie. Par conséquent la différence des racines de I'équa-
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tion déterminante est l'unité. Un semblable point n'est done pas un point
singulier.

2° Considérons maintenant un point singulier qui corresponde a un
sommet de R, appartenant a un cycle de la 2% catégorie. Ce cycle sera
de la 3™ sous-catégorie, puisque, d'apres ce que nous avons vu plus haut,
on peut toujours supposer qu’il n'y a pas de cycle de la 4™ sous-catégorie.
Formons 1'équation déterminante correspondant a un pareil point singulier;
les racines de cette équation seront égales et les intégrales de 1'équation (3)
seront logarithmiques mais réqulieres.

3° Il faudrait envisager enfin les points analytiques (r, y) qui corre-
spondent a des sommets de la 3™ catégorie, mais on reconnaitrait aisément
que ce ne sont pas des points singuliers.

En résumé les intégrales de l'équation (3) sont partout régulicres et
(si on laisse de coté les points singuliers de la relation (1)) le nombre des
points singuliers de I'équation différentielle (3) est égal a celui des cycles
de la 2™ ou de la 3™ sous-catégories que présente le polygone R, (ou
les deux polygones R, et R').

§ 5. 1°"¢ famille; genre 0.

Apres avoir étudié les propriétés des fonctions fuchsiennes en général,
nous allons nous occuper séparément des diverses familles et des divers
genres entre lesquels se répartissent ces fonctions; nous commencerons par
I'étude spéciale des fonctions les plus simples; celles de la 1 famille
et du genre 0. {

Je rappelle d’abord quelle est pour de semblables fonctions la forme
du polycone R . Les cotés sont tous de la premiére sorte et au nombre

2 0 I
de 2n; les cotés de rang p et 2n 1 — p sont conjucués et par conse-
b te) o
quent congruents. Les cycles sont au nombre de » + 1; deux d’entre
eux ne contiennent qu'un seul sommet, le premier le sommet de rang 1;
le second le sommet de rang » 4 1. Les n — 1 autres cycles sont formés
de deux sommets, &4 savoir des sommets de ranc p et 2n 2 — p. (Clest
) g 1
I'exemple II du § 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens.)

Un cas particulier remarquable est celui ou le polygone R, est

symetrique par rapport a larc de cercle qui coupe orthogonalement le
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cercle fondamental et qui joint les sommets de rang 1 et » 4 1. Je
dirai alors simplement que ce polygone et symétrique.

Dans le cas qui nous occupe, le genre est égal a () et par conséquent
toutes les fonctions fuchsiennes s’expriment rationnellement a l'aide de
I'une d’entre elles que jappellerai z ou bien f(z). Cette condition ne
détermine pas complétement la fonction x = f(z). Si en effet toutes les
fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement a I'aide de z, elles s'expri-
ar + b
cx + d
stantes quelconques. Il faut donc pour définir complétement la fone-

ment aussi rationnellement a l'aide de , a, b, ¢, d étant des con-

tion x = f(z) simposer encore trois conditions. Voici celles que nous
choisirons. Soient a« , a,, a,,, les sommets de rang 1, 2 et » 4+ 1; nous
supposerons que l'on a:

'f((ll‘) =3() f(fl’) — il f((ln+1) = OO.

La fonction f(z) sera alors entierement déterminée. A l'égard de cette
fonction, je remarquerai ce qui suit. Si le polygone R est symétrique,
la fonction f(z) est réelle et positive sur tout le périmetre de ce polygone.

Jappellerai a;, le sommet de rang i; ce sommet formera avec a,,., ,

27

un cycle dont la somme des angles sera ==, 3 étant un nombre entier.

i
Enfin je poserai:

a; =ﬂal) :f(a?rl+2—t)
d’ou
a, =0 a, =1 pyy = OO.

1 2

Pour 2z = a,, les 5, — 1 premicres dérivées de f(z) s'annulent de sorte
que le développement de f(z) est de la forme:

f&) = ai + bz — @)’ + bz — )i 4 L

Pour z = «,.,, f(2) est un infini d'ordre j3,,, de sorte que le déve-
loppement de f(z) est de la forme:
b b
fa) = : b : + o

g 3 1
(Z—-an+1)""+l (z_an#l)""*l_*
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Nous avons vu que si l'on pose:

la fonction » ainsi définie satisfait & une équation

: d*v
(3 blS) (17 = vg(.l)
¢(r) ¢étant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction ¢(r).
On trouve aisément:

A P(z) " P(z)
(z—a,)(@—a)"....... (2 — a,)* Q*(x)

@(x) étant le produit (v —a,) (r —a,) .... (x —@,) et P(zx) étant un
polynome en x de degré 2n — 2.
Le polynome P(x) doit satisfaire aux conditions suivantes:

, 1 1
P(a) = — @*(a, (—— )
aS weEl e

Nous désignons par la notation @'(z) la dérivée de Q(z). De plus
9

le coéfficient de 2 * dans P(x) doit étre égal a

_(1_ 1 )
40 A

Voila donc # 4 1 conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire le

polynome P(r) pour que l'équation (3 bis) soit intégrable de la facon que
nous avons dite. Ces conditions ne sont pas suffisantes. En effet, le
polynome P(r) étant de degré 2n — 2, il reste dans ce polynome n -— 2
parametres arbitraires; mais dans ces n — 2 paramétres qui sont des
quantités compleres, je dois distinguer les parties réelle et imaginaire de
telle facon qu'ils équivalent & 2n — 4 paramétres réels. Or combien
avons-nous de parametres arbitraires dans le groupe G. Le groupe G est
defini par un polygone R de 2n cotés. Pour définir un pareil polygone
il faut en général 4n — 3 conditions. Mais notre polygone n'est pas
quelconque: en effet les cotés conjugués doivent étre congruents ce qui
fait » conditions; la somme des angles des divers cycles doit étre respec-

. , v 2 2m 2 O o
tivement égale a ==, 79 eeee z— & qui fait » 4+ 1 conditions. II reste
i 1 3 Pnt1
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donc en tout dans notre groupe G 2n — 4 parametres arbitraires. Dans
notre fonction ¢(r) au contraire nous avons 2n — 4 parametres qui restent
arbitraires dans P(r); nous avons en outre dans @(r) n — 2 parameétres
complexes arbitraires, a savoir a,, a,, ..... a,; cela équivant a 2n — 4
parametres complexes.  Done dans la fonction ¢(z) il y a 2n — 4 para-
metres arbitraires de plus que dans le groupe . Done pour que I'équa-
tion (3 bis) s'intégre de la facon que jai dite il faut, outre les conditions
énoncées plus haut, que 27 — 4 autres conditions soient remplies. Ces
conditions sont transcendantes et tres compliquées; leur étude trouvera
place dans un autre mémoire.

c'est a

a a

39 4y e n

dire les points singuliers de TI'équation (3 bis), Q(r) sera déterminé et il
nous restera les 2n — 4 parametres de P(z). Le nombre des parametres

Supposons maintenant que l'on se donne a

restés arbitraires est alors précisement le nombre des conditions a remplir.
Dans une question ol n'entreraient que des fonctions algébriques ou des
transcendantes simples, on pourrait conclure de la que l'on peut toujours
disposer de ces parametres pour satisfaire a ces conditions, et par consé-
quent qu'il existe touojurs une équation de la forme (3 bis) intégrable par
les fonctions fuchsiennes seules et ow les points singuliers a,, a,, ..... a,,
a,., sont donnés a Uavance. Mais ici nous ne pouvons nous contenter
d’'un pareil apercu et ce théoréme, fort important, exigera une démonstra-
tion spéciale que je donnerai dans un mémoire ultérieur.

Dans le cas particulier ou le polygone I, est symétrique, les points
singnliersh a8\ &, sl a,., ainsi que les coéfficients de P(x) sont réels.

Dans le cas plus particulier encore ou n = 2, I'équation (3 bis) se
ramene aisément a 'équation hypergéométrique de Gauvss. De plus nous
avons 2n — 4 = 0, de telle sorte que le nombre des conditions transcen-
dantes dont il a été question plus haut est nul.  Alors pour que z soit
fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut et il suffit que:

1 1
Py == ==
O 4( ,9?)
1 1
Pl)y=——|1— =
Bt

cotflicient de 2* dans P(x) = -——(1 —

B Pas B, ¢tant entiers,
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Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes,
Soit 6(z) une fonction thétafuchsienne jouissant de la propriété carac-

téristique
arz - /?k °
O( 228 ) — 6(a)(raz + ey
(;'kz T U\k) ( )(/,{ + 0k)
Reprenons la fonction fuchsienne f(z) = = et sa dérivée f(2), il est
clair que la fonction
O(z)
F@r

sera une fonction fuchsienne et par conséquent une fonction rationnelle
de 2. Nous avons donc pour l'expression générale des fonctions 6(2):

(1 ) ( dx ) 74 F(r)

dz

I étant lalgorithme d’une fonction rationnelle.

Parmi les fonctions thétafuchsiennes, nous avons vu qu'il y en avait
de deux especes; les unes devenant infinies, les autres rnie devenant pas
infinies a l'intérieur du cercle fondamental.

Quelle sera la forme générale de celles de la 2% espéce? Llexpres-
sion (1) ne doit devenir infinie pour aucune valeur de z. Dans ce cas

e A : . dx . \ 2 5 .
F(r) ne pourra devenir infini que si — devient nul, ¢’est a dire si x vient
az

en I'un des points singuliers z = a,,
Il suit de la que l'on doit avoir:

L=y coou &= @,

dx\™ ()
6(z) = (d—v) : T : % i T
2] (@—a,)(@—a,)*.... (@ — )

(2)

f,(r) désignant un polynéome d’ordre p. Exprimons maintenant que 6(2)
ne, deyvient infini ni peur 'z — g, Bl PEUr &= d;, - ... Di pour & — @,

ni pour r = oo; il viendra:

Aj<< m(l —%)

3 1
p<2Ai—'nz.(l+ = )

(3)

/171 +1
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Ces n + 1 inégalités sont compatibles.

Ces inégalités ne permettent pas de donner a p des valeurs aussi
grandes que l'on veut, de sorte qu'il existera toujours un nombre ¢ tel
que L'on ait constamment p < ¢ et que les inégalités (3) permettent ap
d’atteindre la limite ¢ — 1.

Supposons le nombre m donné; le nombre ¢ sera alors déterminé et
il est clair qu'entre ¢ fonctions thétafuchsiennes de la »® espece, il y aura
toujours une relation linéaire identique.

Si I'on se reporte a l'expression que nous avons donnée de ces transcen-
dantes dans le § I, on verra qu’il y entre une fonction rationnelle H(z)
renfermant un nombre infini de paramétres arbitraives. Il suit de la qu'il
y a une infinit¢ de fonctions rationmelles I, telles que la serie théta-
fuchsienne correspondante soit identiquement nulle.

Il existe donc une infinité de relations identiques linéaires entre ces
séries thétafuchsiennes. Nous les étudierons plus loin.

Yevenons A l'expression (2). Jusqu'ici nous avons supposé que les
nombres m, A, 4,, .... qui y entrent étaient entiers. Nils ne I’étaient
pas, la fonction définie par cette expression ne jouirait plus de Ja pro-
priété fondamentale des fonctions thétafuchsiennes, mais elle pourrait rester
uniforme. Pour cela il suffit que les nombres:

m(B— 1) — Af: T o A n)
et
MfBira + 1) — 2/‘.,‘9”1
soient entiers.
Il est clair que les » + 1 équations:

7"(/?[ = 1) == 2,/3,‘ = &;

(4)
m(Fns1 + 1) — 22.,9,,+1 = &n41

n

o les = sont des nombres entiers donnés fourniront toujours des valeurs
pour les ) et pour m, car ce sont des équations linéaires dont le dé-
terminant n’est pas nul.

Supposons done que dans les équations (4) on donne a tous les e
la valeur 0 excepté a s, auquel on donne la valeur 1. Portons ensuite
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dans lexpression (2) les valeurs de m et des 2 tirées des équations (4)
et remplacons dans cette méme expression #, par une constante. Nous
aurons deéfini une fonction X, qui est holomorphe dans tout le cercle
fondamental, ¢t qui n'a dautres zéros que le point a, et les points
correspondants.  Tous ces zéros sont d’ailleurs simples.

Ces fonctions X, X,, .... X,, X,,,, dont le role est trés important,
ont été découvertes par M. Harrmexy dans le cas particulier de n = 2.
On peut trouver entre elles et = certaines relations intéressantes. Consi-
dérons en effet les séries X, et X .,. Solent m, et m, , les valeurs
correspondantes du nombre m. Ces valeurs seront fractionnaires,

Soit en effet } une fonction uniforme quelconque susceptible d’étre
mise sous la forme

A r (di.-)u 7 st e

dz (¢ — ﬂl))"(,r — (12)A2 e (@ —a, ))‘"

K désignant un facteur numérique. Cette fonetion n’a d’autres zéros ou

infinis que les points o, o, .... a,., et leurs correspondants. Supposons
l 5 29 n+1

que ces zéros solent respectivement d'ordre ., 7,, ...y 11 va sans

dire que si «, par exemple était un infini j, serait négatif. On aura:

= e I 2 ]
Y=KX'X ... . X"

K étant un facteur numérique. On aura en particulier:

A —Bny1
=K XX

et

> w‘;' ,_/;1 1
z—a =KX 'X
i ] 7 n+1

les' K étant toujours des facteurs numériques: d'ont les relations identiques

A By Bn+41
KX'= EX) 4 o X"
Nous avons exprimé les fonctions thétafuchsiennes de deux manieéres
tout & fait différentes; soit par la série (4) § 1, soit par la formule (1)
de ce paragraphe.
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Nous savons donc a priori qu'il existe une infinité d'identités de la
forme:

V L% + ﬂ,' o NNOP Elr m i
28 B o e nONhE | He)

ou H et I sont les algorithmes de deux fonctions rationnelles.

Ecrire effectivement ces identités et en particulier reconmaitre dans
quel cas la fonction F' est identiquement nulle, tel est le probleme dont
il gagit maintenant de domner une solution aussi compléte que possible.

Mais pour y arriver, il est nécessaire d'avoir recours a des considéra-
tions d’'un ordre un peu différent.

Jusqu'ici nous avons toujours regardé le nombre m comme positif;
supposons le maintenant entier, mais négatif. Considérons en particulier
la fonction suivante:

s = (Z) el el [/8) — e
2 TN\E) (R =R ) — Rl e [0 — e

Je suppose que [ est un entier positif ainsi que les exposants g,
[yy -+ . €t que ces nombres entiers satisfont ainsi que le nombre p des
facteurs du dénominateur aux inégalités suivantes:

i > h(l — %:)

V <= ]l(l . )
== 55 + p.
H/’ /?u-i-l .

—_
flp
b

D'aprés ces inégalités la fonction A(z) ne peut devenir infinie que s
I'un des facteurs du dénominateur sannule. Il en résulte que les infinis
de cette fonction sont tous simples et qu'ils sont compris dans l'une des
formules:

(6) az, + B az, + 5 aizp + [
ri%, + (-)i’ Yi% Bge e Al 7i%p + 0
\ aiz + “?1
on B =
- 7iZ2 + (7,

représente une des substitutions du groupe G.
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Posons:
Fz) = [flz) — a,]" [f(z) — a,]™*...... [f(z) — a.]™
et
1 —
[fg) — Re)fe) — fle)] 2aae - [flz) — flzp)]
- 4, 4, 4,
= o e e W eSO

de telle sorte que:

4, + 4, + ...... Ay —40
A flz) + A,(z)+ ...... + 4,f(z) = 0

(7) A, =) -+ A, f5) Tt 54, 72 (20) =10
A7) + A, frz) + . + Ayfr=2ey) = 0
AP s g e e i + 4,77 (z) = 1

Le résidu correspondant a linfini:

azr + S
7% + O
g'éerira:
A,{- F(Zk )
[f (2 )+

(rize + 0;)—2tD

Il en résulte que l'on aura identiquement:

ArF(z) (rze + 0;)— 20+

8 4=V Y ; -

5 = Z-Lu[f'(zk)J"“ _ i e )
7o + 0

G(2) désignant une fonction holomorphe & lintérieur du cercle fonda-
mental.  Plus généralement, si ¢(z) est une fonction rationnelle de 2z
n'ayant pas d'infini intérieur au cercle fondamental, on aura:

- ¢(ai2k + ;5’1')
9) A2)g(z) = 2 et St 4 L + G(z)
el
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Je dis que dans les formules (8) et (9) la fonction holomorphe G(z) est
identiquement nulle.

Premiére démonstration.

Considérons un cercle C ayant pour centre l'origine et pour rayon r;
concentrique par conséquent au cercle fondamental.
Envisageons les diftérents polygones R,

]

qui sont tout entiers ou en
partie a l'intérieur de ce cercle.

L'ensemble de ces polygones formera une figure polygonale S ne
dépendant que du rayon r du cercle C. Considérons l'intégrale:

A(z)¢(z)dz

T

prise le long du contour de cette figure S. Le théoréme que jai énonce
pourra étre regardé comme démontré si j'établis que cette intégrale tend
vers 0 quand 7r tend vers 1, cest a dire vers le rayon du cercle fonda-
mental.

Pour cela je vais faire voir:

1° que le périmetre de S reste fini, quel que soit 7.

2° que le module de la fonction sous le signe j reste plus petit
qu'une certaine quantité M quand la variable reste sur le contour d'inté-
gration.

3° que M tend vers 0 quand r tend vers 1.
En vertu du lemme IV du

(70 2 I

1, le nombre des polygones R, qui
sont en tout ou en partie intérieurs au cercle C est plus petit que:

N = ’_‘(e‘l(R-L}.) + e—2B+1) -2)
4o

o et ) étant des quantités constantes et R étant defini par l'égalité:

eF — 1

P

|

Done a fortiori, le nombre des cotés de S sera plus petit que 2nN.
Considérons 'un de ces cotés appartenant a un polygone R, et soit [/, la
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longueur de ce coté; I celle du coté correspondant de R ; soit enfin

a2 3; s s : ;
(2, '—"'/') celle des substitutions de G qui correspond a R,, on aura:

riz + 0

0

L<l, H

H étant la plus grand valeur que puisse prendre

1
mod. ————=—
(riz + 0)°
quand la variable z décrit le coté [ .

Supposons que le polygone R, soit tout entier contenu dans un cercle
ayant pour centre l'origine et pour rayon

En vertu du lemme V du § 1 on aura;

Lo

6‘2.4 + e—‘.‘.—l +
8'21! +07'2[u' +

H <

)

Soit L le plus grand coté de R,. Le périmetre de S sera plus
petit que:
2nN .H.L
ou a fortiori que:

InrL Qe2(R+2)

(24 4 =24 4 2) S

Il sera done fini. ‘ ¢ Q) B

Nous devons évidemment supposer que xr ne se trouve sur aucun des

contours d'intégration. La fonction _¢) est alors une fonection ration-
g

nelle ‘bien déterminée et ne deyenant infinie pour aucune des valeurs de
la variable situées sur les divers contours d'intégration. On peut done
aisément trouver une limite supérieure M, que son module ne peut dépasser.

Nous pourrons supposer aussi que la fonction A(z) ne devient pas
infinie le long du périmétre de R, et nous pourrons trouver une limite

Acta Mathematica. 1. 31
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supérieure M, que son module ne peut dépasser quand z déerit le contour
de R,. Mais on aura identiquement:

1(”2_'*”"') — ‘1(2)_1\7,
732 + 0; (72 + 0:)*"

On en conclut que quand z décrit le contour de S le module de A(2)
est plus petit que:
ﬁIaH?h

et celui de la fonction sous le signe f plus petit que:
M = M,M,H>

D’ailleurs quand » tend vers 1, M tend vers 0, puisque M, et M,
sont des constantes et que H tend vers 0.
Le théoréme énoncé est done démontré.

Deuxiéme Démonstration.

Posons:

a + G
$ =5
D(z, a) = V “\ria + 0 1
i ae + B (ra 4 8)MH
z— —
i + (;,'

Si dans cette expression on regarde z comme une constante, @(z, «)
sera une fonction thétafuchsienne de a. Supposons d’abord que 2 et a
solent tous deux intérieurs au cercle fondamental; cette fonction théta-
fuchsienne ne deviendra infinie que pour @ = z et pour les points corre-
spondants, c’est & dire pour f(a) — f(2). Le résidu correspondant & I'infini
z = a sera égal a — ¢(2). On aura donc:

F@"" 6,[f@)]  F.(2)¢z)
flz) — fla) F (a) 6,[f=)][f ()]

(10) Oz, a) =

Dans cette expression (10) F\(a) designe le produit suivant:

[fla) — a," [fla) —a,J......... [fla) — a,]™
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,[f(a)] désigne un polynome entier de degré ¢ en f(a) dont les coéfficients
peuvent étre des fonctions de 2
Enfin les nombres 2, 4, ..... 2, et ¢ doivent satisfaire aux iné-
galités (3)
< 1
/,<(]l+1) 1 ——
s
(11)
)
JEay L h+](1+,—)+1
1 - ( ) /fn-{-—l
On voit aisément en effet que telle doit étre la forme de toute fone-
tion thétafuchsienne de @ n’admettant ancun infini distinet de Uinfini ¢ — 2.
En comparant les inégalités (3) et (11) on trouve:

}n’gﬂi _q< P

Je me propose maintenant d'établir 1'égalité (9) en montrant que G(z)
est identiquement nul, c’est a dire de démontrer lidentité:

Ay F(z;
¢(2)d(z) = N ‘—(:% D(z, z)
ol |[ ()]

ou bien:

V A F(z)
& flz) — flae) F (%)

F, (2)¢(2)
0, f(2)] [ (2)]"

¢(2)d(z) = t [ f(z1)]

Nous pouvons simplifier le second membre en supposant que l'on a:
A=
© Si cela n'avait pas lieu, on multiplierait F,(a) et 6,[f(a)] par

A

n

[f((l) - (11]’”"_)" {f(l/) — (12]‘”"_)'2 ,,,,,,,,, [/(/l) — (t,,]‘”‘”'

Le degré du polynome 6, {f(a)] serait alors augmenté, mais il resterait
inférieur a p.
On peut donc toujours supposer

A = p; et par conséquent [F(2) = I (2)

tout en continuant a supposer
PG
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L’identité a démontrer se simplifie alors et s'éerit:
z A F@)ge) _ 2 A G,[f@)] Fi2)elz)
tflz) — fl) [F@) fla) — flz) 6,(f2) [F)
Si nous posons maintenant

Oy [ f(z)] — 0,[f(2)]
Slz) — flzr)

P représentera un polynome en f(z,) dont le degré sera égal a g — 1 et

= P[fla)]

ne pourra par conséquent surpasser p — 2. L'identit¢ a démontrer se
réduit alors:

ZA‘P[ ) = 0

et sous cette forme elle est évidente en vertu des relations (7). Le théo-
reme énoncé est done encore démontré.

Cette seconde démonstration nous conduit tout naturellement &4 un
théoréme important relatif aux fonctions thétafuchsiennes de 2% espece. Soit

(12) EH (a,z + .‘f,)(;_‘z + 6')—-:(1.“)

7iZ + 0
une sériec ou I est l'algorithme d’une fonction rationnelle n'ayant pas
d'infini a lintérieur du cercle fondamental. On a vu que cette série
représente une fonction thétafuchsienne sans infini et peut étre égalée a
une expression de la forme:
w102 [f2)]

13 f'(2)] S
6, étant un polynéme de degré ¢ — 1 en f(z) et ¢ étant le plus grand

nombre entier satisfaisant aux inégalités (11).

Toute expression telle que (13) peut s'exprimer linéairement a l'aide
de g d’entre clles; donc toute expression telle que (12) peut s'exprimer
linéairement a l'aide de ¢ d'entre elles. Mais on peut faire deux hypotheses.

Ou bien toute expression telle que (13) peutétre mise sous la forme
(12) et alors toute expression telle que (12) ne peut s’exprimer linéaire-
ment a Paide de ¢ — 1 d'entre elles.

Ou bien il n'est pas possible de mettre toute expression (13) sous
la forme (12) et alors toute expression telle que (12) peut sexprimer
linéairement a l'aide de ¢ — 1 d'entre elles. ’
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Cette deuxieme hypothése doit étre rejetée.
Supposons la en effet satisfaite et soient:
G155 Gl 0,

les ¢ — 1 fonctions telles que (12

sexpriment linéairement.
Soient maintenant

) a laide desquelles toutes les autres

q valeurs quelconques de 2

satisfaisant aux conditions:

A, 6,(2) + 4,6,(2) + . ...... + A4,6,(2,) =0
A 0,(z)+ A,6,z) + ....... + A4,0,() =0

A6, 1(3,) + A,60,-4(2) + ....... + 4,6, 1(z,) =0

On aura alors quelle que soit la fonction H qui entre dans U'expres-

sion (12)

. Lk ";' o \—2

SOit (z flz g 'd
Tz 4 0
montre aisément l'identité suivante en reprenant la fonction @(z, z,) définie

) une substitution quelconque du groupe G5 on dé-

plus haut et y faisamt ¢(z2) —
(/)(”'3 w2 zk) — (yz + 0) “'"ll)(z, ZE =

72+ 0’

= 5 241
eS| aizr + 3 -
(vz + 0) - [ ( —————1I-1¥0
d : "Nrize + 0

Lz} + }?i
z _——

ri%e + 0; o

—2h—2 1
(rex + 0) : e
~ 20 L% + ‘il B
il || 55 (9

— 8 \—2h—2 L—{—ﬂ,
— 2,‘(;1“‘ + 01) H(lek + (’)\‘)

(15)

7

—~~
~
ol
+
S
~
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H(z) étant I'algorithme d'une fonction rationnelle ne devenant pas infinie
4 lintérieur du cercle fondamental.
Posons maintenant:

A(z) :2{4‘ D(z, zi)

Des formules (14) et (15) nous déduisons:

oz + ;' nw—2h
." (;‘2—-*_—/{;) == (;'2 + l)) ,.I(Z) —2)
Comme cela a lieu quelle que soit la substitution (z‘ L—T-ﬁ‘) que
: 72 + 0
I'on ait choisie dans le groupe G, il faudrait que l'on eut:
, de\="
.I(z)=(’lz) Fle)
F(x) étant rationnel en x.
Mais /A(z) n'aurait que ¢ infinis distinets, z,, 2,, ..... z,. Or il est

S 5 o . S (‘l,'j —0 > - =
aisé de voir qu'une fonection de la forme (l_) F(r) doit toujours avoir
oz

plus de ¢ infinis distincts.

Done 1'hypothése faite au début est absurde.

Donc toute expression de la forme (13) peut toujours étre mise sous
la forme (12).

Done toute fonction de la forme (1) peut toujours étre exprimée par
une série de la forme (4) paragraphe 1 pourvu que m > 1.

Comment maintenant, ¢étant donnée une série de la forme (4) § 1,
pourrons nous la mettre effectivement sous la forme (1).

On donne une série A(z) de la forme (4) et il sagit de la mettre

ll.l' m 1" :
A ()

Nous connaissons d'abord les infinis de #(z) et les résidus correspon-

sous la forme:

dants; mais cela ne suffit pas pour déterminer completement F(2); il reste
dans cette fonction rationnelle un certain nombre de coéfficients indéter-
minés. On peut d'abord calculer un nombre suffisant de valeurs de la
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série #(z2) pour avoir des équations qui permettent de déterminer ces
coéfficients. Tl est plus simple d’opérer de la maniére suivante. Con-
sidérons la fonction

) de\—m 3
E)gz)((l—;) = F(a)

Elle devient infinie, non seulement quand 6(2) est infinie, mais quand

dzx ; & "y
= est nul, c'est a dire pour:
z

. ’ de\—™ . . .
On développera alors la série (-)(z)(‘l— suivant les puissances crois-
az

santes de z— o, et on calculera les coéfficients de toutes les puissances
négatives.  Quand ces coéfficients seront connus, ainsi que les premiers
cocfficients du développement de z suivant les puissances de z — g, la
fonction F(r) sera aussi connue.

Mais pour trouver ces coéfficients eux-mémes, il faut caleuler un
certain nombre de valeurs de la séric 6(z) et de séries analogues. Il est
pourtant des cas ou cette difficulté peut étre évitée.

Reprenons la fonction

. de\—" F(2)
.'(2) — o . i : l ‘ | |
dz [Az) — fiz,)] [fl2) —f(z,)] - .- ... [f(z) — f(z)]
que nous avons étudiée plus haut; nous avons démontré I'identité suivante:
4, F(z; “i2p \I —2(h+1)
(8) A(z) = E 2 "VK ( :31 (_)Zx + 0)) i
EREGT o b
7%k 5E l;,

Différentions cette identité 2k 4 1 fois par rapport 4 z: il viendra:

N

(16) 1 @™ N\ AP - (ra + )
(2h + 1)! dz™*! [ f () | (~ L /3,)2“‘“’
Ti%k + ’;l

le second membre peut s'éerire:

NN ) (e — ) D
i [ fra) (= 0m + BIEHY
1iZ2 — &




248 H. Poincaré.

Remarquons que si dans le groupe G, nous avons la substitution
a0z + [ — 0z + [
(2' 7iz + 0; P e a;_)
(Pest a dire que l'expression préeédente peut s'éerire:

), nous aurons également la substitution inverse (z

—— V V ‘All'F(Z(-) (;')2 + ()‘)_?U‘*"n‘
4”—‘.’—‘(["-:(2"”-1:+I i m 2h+1)
7% + 0

Le second membre de lidentité (16) est donc une série de la forme
(4) § 1; il reste & mettre le premier membre sous la forme (1). Clest
la un calcul qui ne présente pas de difficultés. J'en indique le résultat
dans le cas de & = 1 et dans celui de 2 = 2. Soit

»\—h
.'(Z) = (:;—f) .'”(.1')

et solent A, A,, ete. les dérivées successives de /A par rapport a x. Repre-
nons maintenant 1'équation:
d*v

(3 bis) = = v¢(®)

et soient ¢, ¢,, ete. les dérivées successives de ¢ par rapport a z. On
aura dans le cas de & = 1

d*d- dz\*
7) Enhaie e e 1) n — Al =
(17) 0 (1, 24,0, 41&)(113)

et dans le cas de h = 2

A Ir\®
(IQ\ (—‘-’ = (l = 20"39’ _ 30“29’] o 18"1‘,[2 = 4"1-9”.'« + 64"1;"2 + 64-’09’4"1)((11)

’ dz dz

On peut trouver une infinité de relations analogues a la relation (16)
par divers procédés; par exemple en différentiant cette relation par rapport
aux divers parametres z,, Z,, .... &,.

Je vais maintenant poser un dernier probleme que je ne résoudrai
que partiellement.
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Considérons la série (4) § 1

elle dépend de la fonction rationnelle I et je la représenterai pour cette
raison par la notation:
b}

6z, H|

Comment faut-il choisir la fonction rationnelle H pour que @ soit iden-
tiquement nul?

La solution compléte de ce probléme serait sans doute tres com-
pliquée; mais on peut saider dans chaque cas particulier des considéra-
tions suivantes:

1° Si 'on a identiquement

on aura également:
6z, H + H,)) =0

2° Si la fonction rationnelle H pent se développer en une série
convergente de la forme suivante:

(S) l'-l III -*' 11'21{2 + ..... + ]rn I{u S o

,s -« k, sont des coéfficients constants et on H , H,, ... H, sont
des fonctions rationnelles telles que:

ou k , k

0z, H,) =0

Si la série (S) est convergente toutes les fois que z est intérieur au
cercle fondamental, on aura identiquement

8z, H)=0
3° Si I'on a identiquement:
6z, H) =0
et si, (g, fi—‘{) désignant une des substitutions de (7, on pose:

;' —2m
H (z) = H(;j——}'(;)(rz 3T

Acta Mathematica, 1. 39
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on aura identiquement:
8@, H) =0

Iin effet posons pour abréger:

a2 + 3 az + 2 — oz + 3 =
I\ = .f:(z) = l\ = .fl(z) : o 'fl l(;,')
72 + 0; 72 + 0 72—

la séric (4) pourra s'émettre sous la forme:

ol b )

6(z, H) =

z par f,(2) dans D'équation identique

6z, H =0

Remplagons maintenant 2

il viendra:

.z)l w2 o I

ce qui démontre lidentité annoncée.

4° Soit, pour reprendre les mnotations employées au début de ce

chapitre, o, 1un des sommets du polygone R, o/, son symétrique par
Une des substitutions de ' s'éerira:

rapport an cercle fondamental.
297
z — a, —z — a,
_ ey P —
(2—//.,. z——-a,)

. étant un nombre entier connu. Si nous posons:

11(2) = ( i )1, 1 r \2m

z— d, (z — o))

on aura identiquement:
8(z, H) =0

a moins que:
p+m=0 mod. /3,

En effet considérons les diverses substitutions (2, ) du groupe G, on
peut en choisir une mfinité

(2, @), (2, @), & @)y -... (2 @n) ...
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et de telle sorte que chacune des fonctions f,(z) puisse étre definie d'unc
maniére et d'une seule par une relation de la forme suivante

o 2hirx

= g &

’ ’
RS G

h étant un entier égal ou inférieur a B,. On aura alors:

6(z, H) = Z,M (d——ﬂ)m

i fi — a'r)l’+m ([Z
ou
8,
= P 2(p+m)iT
8(z, H) = Z 2 e ) (dV")"'e—ﬁT—
) T3 r \P+2 2
i e (g — o) T\ s
Or si l'on n'a pas
p+m=0 mod. /3,
on aura:
Ay

20 (p+m)irw
2 & ‘3'. = 0
h

1
On aura donce
Az H) =10

C. Q F. D.
5" Reprenons l'identité '
" . 4’1‘-I’Y(2‘~)
9 er(z-——S‘ D(z, zx)
( ) 9( ) ) ldy [f’(zﬂjh+l ( k
ou
aizr + /?i
V ¢ vize + 0 1
D(z, zt) = ) - : ——
- i + (yizx + 0))
rizk + 0
Faisons y successivement
g[(d) =1 et 90(“) — P

b étant une quantité constante extérieure au cercle fondamental, nous
obtiendrons deux identités de la forme (9).
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Multiplions la premiere par et retranchons en la seconde;

L
il viendra:
‘4 -1’1 Z
(19) Y. B Bl 0
i [ f'(z)]
en posant:
’I"(I)’ ”) e S‘ 1 - 1 2(h+1)
iy wat B (a4 0)"
7',’(11 + O‘i
Posons encore
d'.’h+1 q,' 1

o, &) = = 35 @+ 1)1

il viendra, en différentiant 2k + 1 fois la relation (19) par rapport a b:

Ay F(ZA-)

]h+l

(20) W T
QRACY)

@(’.I, 2‘-) = O

Or (b, z) est une fonetion thétafuchsienne de 4. Le premier membre
de lidentité (20) est done une série de la forme (4) § 1. Nous obtenons
done ainsi une série de cette forme qui est identiquement nulle quand o,
qui est ici la variable indépendante, reste extérieure au cercle fondamental.

Mais ce que nous cherchons, c’est une série de la forme (4) qui reste
identiquement nulle quand la variable indépendante reste intérieure au
cercle fondamental. Heureusement il est facile de passer d'un cas a

l'autre. Posons en effet )
1
,J —
2
On aura:
ab + 3 7 1
;'lb + ’;l ll’,Z + /?i
7z + 0%

oy o 7y 0 désignant les quantités imaginaires conjugées de a,, 3, 1:, 6.
”-'13 + /;'l

de sorte que les substitutions [z, =
T

) forment un groupe G' con-

~

jugué de .
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De méme en posant:

b- . (l,‘b + /94' o 3 ll',Z + f;’i
: 7ib + 0 ‘ 7z + 0
O aura:
db; 2? dz;
db ~ z? dz

Nous aurons donc:
1 db;\ ! ol dz; \"+1
B, a) i(’),«—ﬂ)2h+2(db) (1 _(,zi)'l"”(dz)

8, a)=7""0(z, a)

ou enfin

en posunt

: 1 dz; \"+!
Giza) = V __‘W.( )

ki (1 — az) dz
Nous arrivons a l'identité suivante:

Ay F(ZA- )

¢ )] e

Les fonctions @ sont des fonctions thétafuchsiennes de 2z, de sorte
que nous avons bien une identité de la forme cherchée. Mais le groupe
des fonctions @ w'est pas le groupe (, mais le groupe conjugué G'.

Passons done du groupe G au groupe G en changeant Yy— 1 en — V—1;

il viendra:

Lf/(zk)Jh‘lpl
: Ay F(z;) . e L] :
Dans cette formule [ ;iﬂ,] Z, désignent les quantités 1magi-
2k
A, Flz)

1 et de 2z et T'on a posé:

[f(z)]

(')'l(z, a) = S‘ : S :

AT T + 9 2h+’(‘ﬂ+’)’h42
;4+a,

naires conjuguées de
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de sorte que si nous posons:

“1‘-1'1(21-) ' 1
H(z) = ===

nous aurons identiquement

Az, H) =0 '

tant que z restera intérieur au cercle fondamental.
6° Supposons que l'on ait identiquement

8(z, H =0

et que H dépende d'un parameétre arbitraire A; on aura également:

dH :
9(2‘ —) — ()
g dA
En combinant de diverses maniéres les six principes qui précedent
on obtiendra une infinité de relations de la forme:

8(2, H) = ()

§ 6. 1°7¢ famille; genre quelconque.

Nous ‘nous sommes étendus sur les fonctions de la 19 famille et du
genre () parce qu'elles sont les plus simples de toutes et parce que les
principes généraux, une fois démontrés dans ce cas particulier, s'‘étendent
sans trop de peine aux fonctions de toutes les familles et de tous les
genres. Nous insisterons moins sur les autres fonctions fuchsiennes et
nous nous bornerons i faire connaitre les particularitées les plus remar-
quables qui les concernent. '

Lorsque le polygone R, tout en restant de la 1°° famille, n'est pas
de la forme simple étudiée dans le paragraphe précédent, ou m'est pas
- susceptible d'y étre ramené, les fonctions fuchsiennes correspondantes sont
de la 1 famille et de genre plus grand que 0.

Commengons par un exemple simple. Soit un polygone R, de 4n
cotés et tel que les cotés opposés soient conmjugués. Tous les sommets
forment alors un seul cycle, de sorte que la somme de tous les angles
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du polygone R est une partie aliquote de 2z. Supposons d’abord qu'elle
soit précisément égale a 27z On pourra alors exprimer toutes les fonc-
tions fuchsiennes dérivées du polygone R, 4 I'aide de deux dentre elles
que mnous appellerons = et y, et entre lesquelles il y a une relation
algébrique:

1) @, y) =0
qui est de genre n.
Reprenons T'équation (3) du § 4. Elle s'écrit:
= = v, ¥)

et 'on a identiquement:

"t

€ o (.l'
o

‘.)")4 o

)2

4
/)4

R

(

oz, y) =

pO|
S~
| o

n

en désignant par @', x”, ", les dérivées successives de x par rapport i 2.

Quelle est la forme de la fonction ¢(z, y)? Pour simplifier, je vais
supposer que la fonction y de x définie par 1'équation (1) ne présente
que des points singuliers de la nature la plus simple; c’est i dire que
toutes les fois que l'on a:

14
o JT
dy

on a, ou bien:

d) > d’¢ >
wiiile 22 () ~ 0
de = dy* —

(ce qui correspond pour la courbe algébrique ¢(r, y) = 0 & une tangente

parallele a Taxe de y et n'ayant avec la courbe gu'un contact du 1+
ordre) ou bien:

(ls,/' ) d’(r' 2 (l’(r/r dzc,' > rl’(/v >0
dz dady 3

(Fd}/" = dy* =

(ce qui correspond pour la courbe algébrique ¢(z, y) = 0 a un point
double ordinaire).



o
bt g

H. Poincaré.

Nous supposerons en outre que-si I'équation (1) est d’ordre r, on a

. i § e . . . 1, .
pour x infini, » valeurs finies et distinctes du rapport ¥ (ce qui corres-
g

it

pond pour la courbe ¢(r, y) = 0 a r directions asymptotiques distinctes).

Ces hypothéses ne restreignent pas la généralité; en effet on peut,
parmi les fonctions fuchsiennes correspondant au groupe (7, choisir d'une
infinit¢ de maniéres les fonctions = et y de telle sorte que toutes les autres
sexpriment rationnellement en x et y et ce choix peut toujours se faire
de facon a satisfaire aux hypotheses précédentes.

Reprenons maintenant notre fonction ¢(r, y). Il est clair que pour
les valeurs infinies de x, elle reste finie; qu'elle est finie également toutes

’

les fois que ' n'est pas nul. Or 2’ ne peut sannuler que si l'on a a

la fois

d$' = (]&" >
= = - 0
dy : de <

Les seuls infinis de la fonction ¢(r, y) sont donc les points singuliers
de l'équation (1) en n'y comprenant que les points singuliers ordinaires
et non les points doubles de la courbe (1).

Considérons T'un de ces infinis, et soient «, (3, ;7 les valeurs corres-
pondantes de z, de 7 et de z  On voit aisément que le développement
de # — a commence par un terme en (z— ;)% celui de y — 3 par un
terme en z—j et on en conclut que l'on a:

(5]

2 ) r =
) 9’("'~ Y= —— (pOlII‘ r=a, Yy = )

dax

lim. (y — ,5')"( 1

-~

Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer complétement la fone-
tion ¢(r, y). Celle-ci est assujettie en outre a un certain nombre de
conditions transcendantes dont l'étude approfondie fera T'objet d'un me-
moire ultérieur. Nous démontrerons de plus, dans un autre mémoire,
que si ces conditions ne sont pas remplies, mais si les coéfficients de ¢(r, )
satisfont a certaines inégalités, # n'est plus, il est vrai, fonction fuchsienne
de z, mais en est encore fonction uniforme (Kleinéenne).

De combien de parametres distincts dépend notre groupe G?

Pour définir un polygone de 4n cotés, il faut 8n — 3 conditions;
mais notre polygone R, mn'est pas arbitraire. Il est assujetti a 2n + |
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conditions, & savoir que les cotés opposés soient congruents et que la
somme des angles soit égale a 2z Il reste donec 6m — 4 paramétres
arbitraires. Mais on a vu, au § 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens,
quun méme groupe G pouvait étre considéré comme dérivé d'une infinité
de polygones différents et, en effet, dans le cas qui nous occupe, on peut
remplacer le polygone R par un autre R’ ayant ses cotés en méme
nombre et disposés de la méme maniére, mais ayant pour sommet un
point quelconque du plan; de sorte qu'a un méme groupe G correspond
une double infinité de polygones R, et que le nombre des paramétres
de G est de deux unmités inférieur a celui des paramétres de R . Le
groupe G dépend donc de 6n— 6 paramétres.

De combien de parametres dépend la relation (1)? Bien entendu, je
ne considere pas comme distinctes deux relations:

¢z, y) =0 ¢(& 7)) =0

si on peut passer de l'une a l'autre par une transformation uniforme,
cest a dire en remplacant £ et y par des fonctions rationnelles de = et
de y. La théorie des fonctions abéliennes nous apprend que ces para-
metres sont, pour une relation du genre 7, au nombre de 37z — 3. Mais
il s'agit de 3n — 3 paramétres compleres qui correspondent a 6n — 6
parametres réels; c’est a dire que le nombre des paramétres dont dépend
la relation (1) est précisément le méme que celui des paramétres du
groupe G. Sen suit-il que l'on puisse disposer des paramétres du groupe
G de telle sorte que l'on ait entre x et y telle relation algébrique que
I'on veut? Cest ce que nous démontrerons dans un mémoire ultérieur.

Dans le cas particulier de » = 1, nous n'avons plus affaire & des
fonctions fuchsiennes proprement dites. En effet, dans les polygones curvi-
lignes R, dont tous les cotés sont des arcs de cercle coupant orthogonale-
ment le cercle fondamental, la somme des angles est toujours plus petite
que celle dun polygone rectiligne d'un méme nombre de cotés. Pour
un quadrilatere, la somme des angles devrait étre plus petite que 2r.
Mais ici nous avons supposé que la somme des angles de notre polygone
curviligne de 4n cotés était précisément 2z Si l'on veut faire n = 1, le
polygone R devra devenir rectiligne, le rayon du cercle fondamental
deviendra infini et le quadrilatere R, se réduira a un simple parallélo-
gramme rectiligne; le groupe G se réduira alors 4 des substitutions de la

Acta mathematica. 1. 33
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forme (z, 2 4+ «) et les fonctions fuchsiennes qui en dérivent se réduiront
a des fonctions doublement périodiques. C'est dans ce sens que l'on peut
dire que les fonctions elliptiques sont des cas particuliers des fonections
fuchsiennes.

Supposons done # > 1. Le polygone R, peut présenter différentes
formes de symétrie. Il pent d’abord étre symétrique par rapport a un
cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental; dans ce cas, les
cocfficients des fonctions ¢(r, y) et ¢(r, y) sont réels. Supposons mainte-
nant qu’il soit symétrique par rapport a un point, ou qu’il puisse étre
ramen¢, soit par un changement convenable de la variable 2z, soit par
Papplication de la regle du § 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens,
a étre symétrique par rapport a un point: dans ce cas la relation (1) se
ramene a la relation hyperelliptique:

Yy:'=@—a)(@—a,)....{(2— azy)

Mais la réciproque n'est pas vraie.
Considérons maintenant une intéorale abélienne de 177 espéce:
& |

4) j (e, y)de

et remplacons x et y par leurs valeurs en z; il viendra:

a e (l."
/w&wm: 9(2) =2 4z = G(z)
7l i 5 dz
g(z) désignant une fonction fuchsienne de =z et G(z) une fonction uniforme
de 2z, holomorphe & lintérieur du cercle fondamental et cessant d'exister

a lextérieur de ce cercle.

N

e az + B v vate : .
Noit (2, %) une des substitutions dn groupe fuchsien; on aura
7i? 0;

identiquement:

(;(M/_{) — G(z) + K,

iz + 0

K, ¢étant T'nne des périodes de lintégrale abélienne.  Ainsi a chaque
substitution de notre groupe correspond une des périodes de l'intégrale (4).
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Mais on peut sc placer a un autre point de vue. Soit ab un des

cotés du polygone R ; on aura:
b .
[g(z):lz = G(b) — G(a)

G(b) — G(a) sera alors une des périodes de l'intégrale (4) de sorte qu'a
chaque coté de R, correspond une de ces périodes.
Si ed est le coté conjugué de ab, on aura évidemment:

G(b) — G(a) = G(e) — G(d)

Il en résulte qua deux cotés conjugués correspond la méme periode
prise en sens contraire et quaux 2n paires de cotés conjugués de notre
polygone, correspondra un systeme fondamental de 2n périodes de T'inté-
grale (4). Mais ces périodes ne seront pas les périodes normales.

Mais parmi les polygones équivalents a R, en vertu de la regle du
§ 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, il en est un qui présente a
cet égard une particularité remarquable. Considérons un polygone R/
de 4n cotés dont les sommets soient en suivant le périmetre dans le sens
positif':

@b il b e de (e Uiy ot (e

Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indifféremment
ce dernier sommet par les lettres d, et d,. Je suppose que le coteé
d._, a, soit conjugué de b, ¢, et que le coté a, b, soit conjugue de ¢, d;.
En d’autres termes le coté de rang 4p 4 1 est conjugué du coté de rang
4p + 3, et le eoté de rang 4p + 2 conjugué du coté de rang 4p + 4.
On voit sans peine que tous les sommets d'un pareil polygone appartien-
nent & un méme cycle et que le polygone R/ appartient au genre n.
Je suppose de plus que la somme des angles soit égale a 275 on voit
alors facilement qu'il peut étre ramené a un polygone tel que R par
lapplication de la regle du § 9.

‘nvisageons maintenant deux intégrales abelienmes de 1 espece.

(4) fg(m, y)de = fg(z)%dz = G(z)

~

Ly
(5) f 9,(@, y)dz = / 9,(0) 7= dz = G,(2)



260 H. Poinearé.

Posons:
ai.(l.tl‘_ & d.r:l — Gan G, -
g2)==0R = (I(z)afz— (a;) — i—1) = 4
4y o
bi dy J
dx x : Py
'(/(Z)E dz = — [g(z) e dz = G(b;)) — G(a;) = B;
* dz e dx - _ ,
_(/l(Z)adz = — gl(Z)E(IZ — GI(II,) —_— Gl((li—]) = A,‘
- "b;
b; d; I
da da 7 ; L ses)
gl(z\ad,; =— | 9,(2) iz dz = G,(b;) — G,(a;) = B';

Les périodes A, B,, A’;, I, des intégrales (4) et (5) correspondront
ainsi aux divers cotés du polygone R .
Si maintenant nous prenons lintégrale:

fG,(z)g(z)% dz

le long du périmetre de R, cette intégrale doit étre nulle et en déve-
loppant lintégrale, on trouve sans peine lidentité bien connue:

\1 (A;B; — B;A,) = 0
—d ;

ce qui prouve que les périodes A, B,, ete. sont les périodes normales.
Je mn'insiste pas sur ces considérations qui montrent quel parti on
pourra tirer des fonctions fuchsiennes pour I'étude des intégrales abéliennes.
Je suppose maintenant que la somme des angles de R, soit, non

> 27:' ’ .
plus 27, mais i [ ¢tant un entier.
)

Voyons quel changement cette hypothése apportera dans ce qui pré-
céde. La relation (1) sera toujours de genre n. La fonction ¢(x, y) jouira
des mémes propriétés que dans le cas précédent, avee cette seule diffé-
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rence qu'elle deviendra infinic pour r = a, ¥ = b; c'est a dire pour les
valeurs de x et de y qui correspondent aux sommets du polygone R .

On aura alors:

: 3 1 1 , ,

lim. (z — a)’¢(z, y) = —— |1 — = (pour z = @, y = b)

Les points singuliers de Véquation (3) sont alors ceux de la rela-

g |

tion (1) et le point a, b.

Considérons maintenant un polygone R, de la 1° famille, mais d’ail-

] 0 b

leurs tout a fait quelconque; soit 2z le nombre des cotés et p le nombre
des cycles. Supposons, que si 'on calcule la somme des angles apparte-
2r  2x 2
e Son "
19l ii-z I?I’

pour le 1, le 2% ... et le p° de ces cycles. Les fonetions fuchsiennes

nant aux différents cycles, on trouve respectivement

dérivées de ce polygone R, s'exprimeront rationnellement a I'aide de deux
Y8 0
d’entre elles que jappellerai x et y et entre lesquelles il y aura une

relation algébrique
(1) ¢, y) =0

de genre:
n—p+1

-

2=

Soient (a,, b,), (a,, b,), .... (a,, b,) les valeurs que prennent z et y
quand la variable z vient en l'un des sommets du 1, du 2% ..... ou
du p° cycle.

Jappelle (¢, d)) les points analytiques pour lesquels on a:

(ls' o (l(r,’ =
(1_!, —0 (l_T < 0

Jappelle (e, f;) les points analytiques pour lesquels on a:

/, ’
i _a_,
dx dy
Je conserve d’ailleurs pour la fonction ¢(r, y) que je suppose d’ordre

r, les hypotheses faites plus haut. Le nombre des points ¢, d; est alors:

rr—1)+ 2P —(r—1)(r—2) = 2r 4+ 2P — 2
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et celui des points ¢, f, est

=P

Fr—1)(r—2)
9

-

[équation (3) s'écrira:

d*v
T P )

La fonction ¢(r, y), rationnelle en » et en y, devient infinie:

1° pour & = ¢, y = d;; on a alors:
: dz\* - 3 | SN ]| gt
lim. (y — J,)’(@) oz, ) = — (1)0!11 r = C, Y — (],—)
2° pour r = a;,, y = b;; on a alors:
: : 1—g "
lim. (x — a;)’¢(x, ) = T (pour = = a;, y.— b))
v /j"

Les conditions auxquelles on doit assujettir le groupe G pour que
I'on ait entre x et y une relation (1) donnée et pour que les quantités
(a,, b) et les nombres entiers 3, aient des valeurs données sont au nombre
de 6F— 6 + 2p. Le nombre des parametres dont dépend le groupe
est aussi de 6 — 6 4 2p. Il ne s’en suit pas immeédiatement que 'on
puisse disposer de ces 6 — 6 4 2p parametres de fagon a satisfaire a
ces 6P — 6 + 2p conditions. Mais je deéemontrerai dans un mémoire
ultérieur qu'il en est effectivement ainsi et qu’il existe fowjours deux fonc-
tions fuchsiennes » et y qui correspondent a un méme groupe (7, entre
lesquelles il y a une relation algébrique donnée

d(x, y) =0

et qui pour p systemes donnés de valeurs (v =a,, y = 0b,), (v = a,, y = b,),...

(x =a,, y=">0,) voient leurs dérivées des 8, —1, B, —1, ... 3, — 1
premiers ordres s'annuler, (3, f4,, .... [, étant des nombres entiers
donnés).

Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. Leur forme géné-

rale sera:
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(6) (’—)F( )

dz

I désignant une fonction rationnelle de » et de .
Quelles sont les conditions pour que cette fonetion thétafuchsienne
soit de 2" espéce, cest a dire reste holomorphe 4 lintérienr du cercle

fondamental. La fonction F(r, y) pourra toujours s'éerire
Pz, v)

d’T' m ’ o o
(ﬂ) @ — a)" (@ —a)"..... (@ — ap)'”

Ayy Ayy oo A, étant les plus grands nombres entiers satisfaisant aux iné-

A= 'm(l — l)
i

On reconnaitra ensuite aisément quelles sont les conditions nécessaires

galités:

et suffisantes pour que la fonetion (6) soit de 2% espcce:
1” La fonction rationuelle P(r, y) devra se réduire a un polynome

entier.

2° Les p(r — 1) points d’intersection de la courbe ¢(r, y) = 0 avec
les droites # — a,, v —= a,, ... r = a, [en exceptant les points singuliers
W = y="17.) (@ = a;5 Y= b); o (r =a,, y="0,)] devront ap-

partenir a la courbe P(r, y) = 0; cette dernicre devra avoir un contact
d'ordre 2, — 1 avee la courbe ¢(r, y) — 0 aux points ou cette courbe
rencontre la droite o — @, (en exceptant toujours le point singulier » = a,,
v— b
Cela équivant pour le polynome P(r, y) a:
(r— 1)@A, + 4+ :u —}—/'.,,):(r—l)VX
L
conditions,

3° Le degré du polynéme P(r, y) devra étre an plus égal a:

2). + m(r — 3)

4° Considérons maintenant les points = = e, y = f;, c’est 4 dire les
points doubles de la courbe ¢(r, y) = 0; ils devront appartenir a la
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courbe P(r, y) = 0, et méme (puisque m > 1) étre pour cette courbe un
point double. Enfin les deux branches de la courbe P — 0 devront avoir
respectivement avec les deux branches de la courbe ¢ — 0, un contact
d’ordre m — 2. Cela équivaut pour le polynome P(r,y) a 2m — 1 condi-
tions pour chacun des points doubles = e, y — f, c'est a dire en tout a

(2m — 1)((’—_——'),(’_ﬁ - P)

conditions.

Un polynome de degré 2/ + m(r — 3) dépend de:

%[V,z ) 1] [2/ + m(r — 3) + 2]

—
parametres.  Mais si T'on tient compte de la relation (1) et si I'on a:
(7) E). + m(r —3)=7r

ce nombre se réduit a:

rEZ + ('m — %)r(r — 3).

Mais notre polynome est assujetti d'une part a (r — I)El, d’'autre
\ S — gt EESNE) ., .
part a (2m — ])[(’ 1)‘)(' SIS P] conditions. Il reste done dans ce

polynome:

(8) S/ + (2m —1)(P—1)

paramétres arbitraires. Mais ce n'est la qu'une limite inférieure du nombre
des paramétres arbitraires restant réellement dans notre polynome. Car
il se peut faire:

1° Que la condition (7) ne soit pas remplie. Alors I'expression des
parametres arbitraires restant dans notre polyndome n'est plus

E/'. + (2m—1)(P—1)
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mais:

(v}. + m(r — 3) + 1)(‘,‘& + m(r — 3) + ‘3) — (r— I)V/l —@2m—1) <('_1).___L2) — P)
aad e 2

DO -

et

Cette seconde expression differe de la premicre de:

3)—r + 2
Il en résulte que les deux expressions ne différent pas si 'on a:

21+(m—f’»)—r=—1 ou — 2

I'expression (S) ne cesse par conséquent de représenter le nombre
des parametres restés arbitraires que si lT'on a:

E/ + (m— 1)r —3m < — 2

Or cette inégalité jointe a m = 2, » = 3, entraine les égalités suivantes:

V,{ = ()

/

p

o

Mais ce cas ou l'on a r=3, P= 1, Y= 0 et on par conséquent
A

tous les 4 sont nuls, est précisément celui des fonctions elliptiques dont
nous n’avons pas i nous occuper.
2° On peut se demander aussi st les

(r — 1)2;. + (2m — 1)[”‘” D — 2 __ P]

)
conditions auxquelles nous avons assujetti notre polynome sont toutes
distinetes.  Voici comment on peut tourner la difficulté. Soit N le nombre
des zéros distincts de l'expression (6); le nombre N + 1 sera évidemment
une limite supérieure du nombre des parametres restés arbitraires dans
cette expression. Mais cette limite peut encore étre abaissée.  En effet
l'expression (6) s'annule quand la variable : vient en l'un des sommets
de R,; ce sont la des zéros qui ne sont pas arbitraires. Si donc N’ est
le nombre des zéros réellement distinets qui coincident avee les sommets

Acta mathematica. 1, 34
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de R,, nous devons prendre pour notre limite supérieure N — N+ 1.
Ce n'est pas tout. Si I'on considére une expression rationnelle en z et y,
admettant ¢ zéros et g infinis, la théorie des intégrales abéliennes nous
apprend qu’on ne peut pas choisir arbitrairement les g zéros et les ¢
infinis, mais que la connaissance des ¢ infinis et de ¢ — P des zéros suffit
pour déterminer les P derniers zéros. Or les N— N’ zéros qui restent
de notre expression (G) sont ceux de la fonction rationnelle:

P(z, v)

[F')]" (2 —a) (@ —a,)?. ... (€ — a,)'”

dont nous connaissons les infinis. Il en résulte que N— N — P d'entre
eux suffisent pour déterminer tous les autres et que nous devons prendre
finalement pour notre limite supérieure N — N — P + 1.

Or les principes du § 3 nous donnent:

N = ’m(n — 1 — Vl)

L‘ﬂ,—

N' = V Lol o })— A | mp — ‘mvl —%5

Ay i &l Ld

i B iplap il = Vo ik (@ HEE. 09)
e
cest a dire que notre limite supérieure coincide avee la limite inférieure
trouvée plus haut. Il y aurait exception dans le cas E/ ='0, P =1
cest a dire dans le cas des fonctions elliptiques dont nous n'avons pas
a parler.

Il résulte de la que toutes les fonctions thétafuchsiennes de la 2%
espece (aussi bien celles qui peuvent sexprimer par une série de la
forme (4) § 1 que celles qui ne peuvent sexprimer par une pareille
série) peuvent sexprimer linéairement a l'aide de E/ + 2m —1)(P—1)
d'entre elles.

Considérons maintenant une fonction de la forme:

dax\1-—m ! ‘
.l(z) = (g) F(e, )
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I’ désignant une fonction rationnelle en x et en y ct cherchons quel est
le minimum du nombre des infinis distinets d'une pareille expression.
Nous supposerons que les sommets de I ne sont pas des infinis de
notre fonction /(z). Pour que le nombre des infinis soit minimum il faut
que celui des zéros le soit aussi, il faut par conséquent que les sommets
de R, soient des zéros d'un ordre aussi peu élevé que possible.  Pour
réaliser cela, posons, ce qui est toujours possible:
(x — "’1))1 (x — (12))"" S op s = u,,))'l‘ (ﬂ,)m—l

dy
P(e, y)

F(z, y) =

les 2 étant précisément les nombres entiers deéfinis plus haut. Nous recon-
naitrons que pour que le nombre des zéros distincts soit un minimum,
il faut et il suffit 1° que P(r, y) soit un polynome entier de degré

2)‘ + (m— 1)(r — 3), 2° que la courbe P’ = 0 passe par tous les points

d’intersection de la courbe ¢ — 0 avec les droites v — a,, ©* — «a,,
x = a, autres que les points singuliers (r = @, y — b,) et que les deux
courbes aient en ces points un contact dordre 4 — 1. 3° enfin que la

courbe P — 0 admette les mémes points doubles que ¢ == 0; et de facon
que les branches qui se croisent en ces points doubles aient avec celles
de ¢ = 0 des contacts d'ordre m — 2.

En effet il est possible de satisfaire a ces conditions, car le polynome
P(x, y) contient comme on l'a vu:

1'22 + ('m — %)r(?' —_, 5

=]

parametres et nous n'avons a remplir que:

(r— 1)21 3 ('m L3 g)[(r— 1) (r— 2) — 2P]

conditions.
Il reste donc:

Zl + 2m—3) (P —1)

paramétres arbitraires dans notre polynome P(r, y). De plus on voit
aisément que si nos conditions sont remplies, le nombre des zéros distincts
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et par conséquent celui des infinis est minimum, car le nombre des zéros
distinets qui se confondent avec les sommets de R, est aussi petit que
possible et il n'y a pas de zéro en dehors de ces sommets. On trouve,
en appliquant la regle du § 3 que le nombre minimum des infinis est

I — S‘/ + 2m —2)(P —1)

=

Comme le polynéme P(z, y) ne dépend que de 2). + (2m — 3)(P—1)

parameétres il s'en suit que nos J infinis distinets ne peuvent pas étre
choisis arbitrairement, mais que la connaissance de J-— P d’entre eux
suffit pour déterminer les P autres. On ne peut donc en général deter-
miner la fonction A de telle sorte qu’elle ait ./ infinis donnés et qu'elle
n'en ait pas d’autres.

Quel est le plus petit nombre J’ tel que l'on puisse toujours déter-
miner la fonction 1 de telle sorte qu'elle ait J’ infinis donnés et n'en ait
J zéros et J — J

infinis distincts de plus que les fonctions de méme forme qui n'ont que

pas dautres? La fonction 1 admettra alors J’

J infinig, et par conséquent elle contiendra 2J" — 2J parametres de plus
quelles, ou en tout

o —oF + YA + (2m—3)(P-—1)
il
ou, en remplacant J par sa valeur:

‘.3J’—-2/'.—(2m— H(P—1)

on doit donec avoir

2J’—Z-/'.—(2m—1)(1’*—1)\_;_.1’+1

ou
9) J';E).+\2m—l)(l’—l)+l

Voila donc la limite inférieure cherchée du nombre .J.
Maintenant nous allons pouvoir résoudre une question importante qui
se pose tout naturellement. Nous avons vu que toutes les expressions
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de la forme (6) qui nont pas d'infinis peuvent sexprimer linéairement a
l'aide de 2/ 4+ (2m — 1)(P — 1) d'entre elles. Les séries thétafuchsien-

nes de la forme (4) § 1 et de la 2% espeéce pouvant toutes se mettre
sous la forme (6) pourront donc sexprimer linéairement a laide de

2)‘ + (2m — 1) (P — 1) dentre eclles. Mais nous ne savons pas encore
si toutes les expressions de la forme (6) qui n'ont pas d'infinis peuvent
sexprimer par une série (4) § 1. Dans le cas ou il n’en serait pas ainsi,
toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2% espece, s'exprimeraicnt
linéairement a l'aide de 2/ + (2m — 1)(P — 1) — 1 d'entre elles. Je

vais démontrer que cette hypothese est impossible.

En effet, nous avons vu dans le paragraphe précédent (pages 244 sq)
que si toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2% espece s'expriment
linéairement a l'aide de ¢ — 1 d'entre elles on pourrait construire une

l‘/, 1—m y
.n;.-):(z—lz'-) F(z)

F(z) réprésentant une fonction fuchsienne de z admettant ¢ infinis donnés

fonction

et. n'en admettant aucun autre. Done si 'hypothese faite au début était
possible, on pourrait construire une fonction .(z) admettant J' — ZZ i

+ (2m — 1)(P — 1) infinis donnés et n'en admettant aucun autre. Le
nombre J ne satisferait pas alors a linégalité (9) ce qui est contraire
a ce quon a vu plus haut.

In conséquence, toute expression de la forme (6) qui n'a pas d'infinis
peut se mettre sous la forme d'une série (4) § 1 de la 2% espece; done
toute expression de la forme (6) avec ou sans infinis, pourra se mettre sous
la forme dune série (4) § 1 de la 1°° ou de la 2% especes.

Passons & une propriété importante des fonctions de la forme A(z).
Ces fonctions auront toujours une infinité d’infinis; soient 2, 2,, .... 2 ....
ces infinis, que mnous supposerons tous simples pour fixer les idées, 4,
;e

nelle n'ayant pas d'infinis & lintérieur du cercle fondamental. On aura

A; (2
Ayl = Y, TEE

Zi

A,, les résidus correspondants. Soit ¢(z) une fonction ration-

identiquement:
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Cela se démontre de la méme manicre que dans le paragraphe précé-
dent; la premicre démonstration peut se répéter sans qu'on y change un mot;
la seconde demanderait pour étre appliquée quelques modifications légeres.

Les divers termes du sccond membre de l'identité précédente peuvent
étre groupés d'une manicre plus avantageuse. Soient en effet ¢ le nombre
des infinis distincts de A(2); 2, 2,, ... 2, ces infinis; 4,, 4,, ... 4, les
résidus correspondants, nous pourrons écrire:

(ll,Zk + 1?,‘)

i 3

) TR T S

(10) d@)gle) =0, 402, sz + )
—— (?—iz‘. + 0,)
7i% + 0;

2m
z —

s S oz + /9' .
Dans cette formule on désigne par la notation (;-', ﬁ) les di-
/i i

verses substitutions du groupe G. En différentiant la relation (10) 2m — 1
fois par rapport a z, on arrive a une formule tout a fait analogue a la
formule (16) du paragraphe précédent. Le premier membre est une
expression de la forme (6) et le second membre est une série de la

forme (4) § 1.

§ 7. 2M¢ Famille; genre 0.

Considérons un polygone R dont les sommets, au nombre de 2n,
sont tous situés sur le cercle fondamental et dont les cotés sont des arcs
de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Tous les angles
de notre polygone sont donc tormés par deux arcs de cercle tangents
I'un a l'autre et par conséquent, il sont tous nuls. Je supposerai que les
cotés de rang p et 2n 4 1 — p sont conjugueés; les cycles seront alors
au nombre de n 4+ 1, dont deux formés d'un seul sommet, le premier du
sommet de rang 1; le second du sommet de rang n + 1. Les n— 1
autres cycles seront formés de deux sommets, a savoir des sommets de
rang p et 2n 4 2 —p.

Jappelle S, la substitution qui change le cote de rang p en celui
de rang 2n + 1 — p. Nous aurons ainsi » substitutions S, S,, ..... §,
qui seront les substitutions fondamentales de notre groupe G.
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Je définis ensuite les substitutions S, ..... S, par les égalités
sulvantes:

’ — U y — ’ =1
S2 — S__,Sl 1. S 5= SA S._. 1, ----- ‘j i SnSn—l
et je pose pour plus de symétrie dans les notations:
S’l — S’l 5 AS’,,+1 = S,,,..‘_]

Jappelle maintenant «, le sommet de rang i; il est clair que a; sera
I'un des points doubles de §';. Je supposerai que les n + 1 substitutions
s S, sont paraboliques. Cela mne serait pas possible si les
2n points a, étaient choisis arbitrairement sur le cercle fondamental. Il

faut qu’il y ait entre cux la relation:
(1) (g — &) (g — a3) o . .. . (agp— @ap—1) .- .. - . (tton — t2p—1) =
= (a3 — &) (15 — aq) . . ... (a2p41 — @2p) - oo ot (y — asy)

Dans ces conditions notre polygone R, est du genre 0 et du 1 ordre
de la 2% famille; notre groupe G et les fonctions fuchsiennes qui en
dérivent sont du genre 0 et de la 2% famille. Nous pourrons, comme
dans le § 5, choisir parmi ces fonctions fuchsiennes une d’entre elles que

jappellerai » = f(z) et en fonction de laquelle toutes les autres s'expriment
rationnellement. Pour achever de la définir, je supposerai que lon a:

Sle,) =0 fla)) =1 Seny1) = 0
Je l)nserni en outre comme dans le § 5}

; zf(’/»:) :f(’l‘-’"*?‘i\)

d’ou

Si Ton pose

vzvg

v satisfait a4 une équation linéaire:

. d*v
(3 bis) Ta= e
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¢(r) étant rationmel en x.  Quelle est ici la forme de la fonction ¢(r)?
On trouve aisément:

P(z)

Q)]

9r(,r) -

Q(zr) étant le produit (r —a,)(r —a,) .... (r — a,) et P(r) étant un poly-
nome entier de degré 2n — 2. Le polyndme P(r) doit satisfaire aux
conditions suivantes:

Play) = —‘ITQ'?(“;)
et

coéfficient de z*"* dans P(r) = —1—

Ces conditions ne sont pas suffisantes -pour que x soit une fonction
fuchsienne du rapport des intégrales de I'équation (3 bis). Il faut en
outre assujettic P(r) a 2n — 4 conditions transcendantes. :

Nous démontrerons dans un autre mémoire que l'on peut toujours
choisir le groupe G de telle sorte que les nombres a,, a,, .... a, aient
des valeurs données quelconques.

Dans le cas particulier ou le polygone R est symétrique par rapport
au cercle qui joint «, a a,., en coupant orthogonalement le cercle fonda-
mental, les coéfficients de la fonction rationnelle ¢(r) sont tous réels.

Si de plus n = 2; f(z) se réduit a la fonction modulaire %>

Voyons comment se comportent les intégrales de l'équation (3 bis)
Les inte-

n*

dans le voisinage de l'un des points singuliers a,, a,, .... «a
arales seront réguliéres et logarithmiques, pour employer les expressions de
M. Fucnus et de ses disciples. Les deux racines de I'équation déterminante

1 S5
seront 5; de telle sorte que les intégrales pourront se mettre sous la forme:

v, = (@ — “-’)%P: + Q;log (z — ay)]
et
il
v, = (z — a;)° Qs

P. et . étant des fonctions holomorphes en # — @, dont la 1°° s'annule
et la 2™ ne s'annule pas pour & = a,.
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Pour ©# = o0, on a de méme:

1
D/

v, = @*(Ppy1 + @ny1log z)v,

r

7

’ . ]' .\
1 et @, étant des fonetions holomorphes en =0 dont la premicre

Jannule et la seconde mne sannule pas pour = OO.
Exprimons maintenant dans le voisinage de chacun de ces points
singuliers, z en fonction de x#. On devra avoir dans le voisinage de # — «a;:

;‘Qi + ‘fl[(;),‘ log ((L' = (l,‘) + P,’]A
Qi + Qi log (x — a;) + P

Ay 1y Ny g Ctant des constantes convenablement choisies.  Supposons que
la substitution &', s'éerive

et posons:
L’:V———l

p(:»—ai) i =t 7

. 1

exprimons ensuite que z se réduit a4 a, pour x = @, et subit la substitu-
tion S, quand log (r — @,) se change en log (x — «,) + 2:‘/—— 1. . Nous
verrons que la relation qui précede peut s'éerire:

27V — 1

P e

Ji

étant une fonetion holomorphe en # — @,. On tire de la:

@', étant une fonction holomorphe en (r — a); le développement de (),
suivant les puissances de (z —@,) commence par un terme en (r — a)
dont le coéfficient ne peut jamais étre nul.  On tire de la:

. = a; + O()

&, désignant une fonction holomorphe en # et dont le développement
suivant les puissances de cette variable commence par un terme du 1°F

Acta mathematica. 1. 35
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degré dont le coéfficient n'est jamais nul.  Telle est la forme de I'expres-
sion de = en fonction de z dans le voisinage du point singulier z = a,.
De méme dans le voisinage de z = a,,,, £ = o0, on aura:

1
; = (1)n+1(tal+l)

[/

vant les puissam-vs de cette variable commence par un terme dudS

.., déigne une fonction holomorphe en 7., et son développement sui-
degré qui n’est jamais nul. On peut encore écrire la relation précédente
sous la forme:

1

.'Zz—y'.f,px.
L AT (tat1)

J" désignant une fonction holomorphe de #,., ne sannulant pas avec cette

: : ., Oz
variable. Quant a la dérivée 7 elle pourra se mettre sons une forme

analogue. Dans le voisinage de z = a,, on aura:

daz ne .—1_211(1)"(11)

dz (z — a;)

@', étant une fonction holomorphe de 7, qui ne sannule pas avec cette

variable. De méme dans le voisinage de z — «,.,, on aura:
da 1 ¥'(t,eq)
dz (z — @n11)® tana

" désignant une fonction holomorphe de #,., me sannulant pas avec
cette variable. i

Passons maintenant a 1'étude des fonctions thétafuchsiennes.

Toute fonction représentée par une série de la forme (4) § 1 pourra
toujours se mettre sous la forme suivante

@) (&) 7

F désignant une fonction rationnelle de z.  Mais la réciproque n'est pas
vraie. En effet nous avons vu au § 2 que toute série de la forme (4)
§ 1, peut dans le voisinage de z == 2, se mettre sous la forme:
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1

(.2 — B al_)'.’m

R(t;)

R désignant une fonction holomorphe de ¢, qui saanule avec cette variable,
Il en vésulte que pour » — «, la fonction (r— a)"F(x) doit sannuler
et que quand r augmente indéfiniment, »" F(r) doit tendre vers 0. Telles
sont les conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire T'expression (2)
pour pouvoir représenter une série de la forme (4) § 1.

Nous les appellerons les conditions A.

Supposons maintenant que la fonction (2) n’admette pas d'infini a
I'interieur du cercle fondamental. F(r) devra étre de la forme:

1l(z)

((‘2)1“. con (@ — ay, )

(@ — al)}" (2

[l(r) désignant un polynome entier en o Mais a cause des conditions A,

les nombres A, A, .... A, sont au plus égaux a m — 1 ct le degré de
/l(r) au plus égal a n(m — 1) — m — 1. Par conséquent toutes les séries
thétafuchsiennes de la forme (4) § 1 et de la 2% espéce s'expriment
lin¢airement au moyen de n(m — 1) — m d’entre elles.

Mais nous ne savons pas cncore si toute expression de la forme (2)

nayant pas diinfini et satisfaisant aux conditions A peut se mettre sous
la forme d’'une série (4) § 1; ni par conséquent si toutes les séries de
cette forme et de la 2% espece ne peuvent pas s'exprimer linéairement a
l'aide de n(m — 1) — m — 1 d’entre -elles.

Pour reconnaitre il en est ainsi, considérons une fonction de la forme:

Alz)= (d”‘)l_ml«'(..-)

dz

I désignant une fonction rationnelle et cherchons quel est le minimum
du nombre J' de ses infinis distincts, a supposer qu'elle tende vers 0
quand z tend vers a,.

Nous pourrons écrire:

lﬂ('r) i (.0} oA ((‘l)m—l (‘,:', " a,)m—l AN (J/' 1y (l,,)m;lll(:l’)
’ D(x)

IKr) et @(r) désignant deux polynomes en x. Pour que A(2) tende vers
0 quand z tend vers a«, il faut et il suffit que
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D(a,), Ma,), ..... Pa,)

ne soient pas nuls et que le degré du numérateur surpasse au plus de
m— 1 celui du dénominateur. Or le degré de @(r) est le nombre J’
des infinis distincts de A(z). On a done:

J' 2>2nm—1)—m + 1

Je dis alors qu'il est impossible d'exprimer linéairement toutes les
séries de la forme (4) § 1 et de la 2% espéce a l'aide de n(m — 1) — m — 1
d'entre elles; car, si cela avait lieu, on pourrait construire une fonction
de la forme A(z) ayant n(m-— 1) — m infinis distinets, ce qui ne se peut
pas comme nous venons de le voir. On en conclura donc (comme dans
les deux paragraphes précédents) que toute expression de la forme (2)
satisfaisant aux conditions 4 peut étre exprimée par une série de la
forme (4) § 1.

La formule (10) du paragraphe précédent sapplique aussi aux fone-
tions qui mnous occupent. On la démontrerait comme dans les deux
paragraphes précédents; la premicre démonstration demanderait quelques
modifications légeres, la seconde peut sappliquer sans qu'on y change
rien. Toutes les conséquences que nous avons déduites de cette formule
(10) dans les deux paragraphes précédents, et entre autres la formule (16)
du § 5, sont encore vraies dans le cas qui nous occupe.

On voit aisément comment on étendrait les principes qui précedent
aux fonctions de la 2% et de la 6™ familles et de genre quelconque.

Nous pouvons done passer a l'étude des fonctions fuchsiennes qui
existent dans toute I'étendue du plan.

§ 8. 3"™¢ Fawmille.

Parmi celles-ci les plus simples sont celles de la 3™ famille dont
nous allons parler d’abord.

Supposons qu'on nous donne » paires de cercles (¢, et ¢')), (¢, et ¢',),.....
{c.hetich):

Je suppose que ces 2n cercles soient tous extérieurs les uns aux
autres, qu'ils coupent orthogonalement le cercle fondamental et soient par



Mémoire sur les Fonetions Fuchsiennes. 277

consequent symeétriques  par rapport a ce cercle. Je suppose que lon
considere n substitutions S, S,, .... §,, telles que S, tout en conservant

’
it

le cercle fondamental change ¢, en ¢,. Le groupe dérivé des substitutions

S, sera un groupe fuchsien & dont le polygone générateur R, se com-
posera de la partie du plan qui est intérieure au cercle fondamental et
extérieure aux divers cercles ¢ et ¢. Le polygone R, aura 2n cotés de
la 1% sorte, formés par les arcs des cercles ¢ et ¢ intérieurs au cercle
fondamental et 2n cotés de la 2% sorte formés par les arcs du cercle
fondamental extérieurs aux différents cercles ¢ et ¢. Tous les sommets
de R, sont de la 3™ catégorie. Quant au polygone R’ symétrique de
R, par rapport au cercle fondamental, ce sera la partie du plan qui est
extérienre a la fois au cercle fondamental et aux cercles ¢ et ¢. Le
groupe (7 et par conséquent les fonctions fuchsiennes qui en dérivent
seront de la 3™ famille et du genre n.

Toutes ces fonetions fuchsiennes pourront s'exprimer rationnellement
a laide de deux dentre elles que jappellerai = et y et entre lesquelles
il y aura une relation algébrique de genve n:

(1) o, y) =0

Si P'on pose de plus

'S

la fonction v satisfera a T'équation (3) du § 4, & savoir:

d*v

(3) T ve(e, y)

¢ eétant rationnel en x et en y.

Le groupe ' ne dépendant que de 3n — 3 parametres réels distinets,
on ne peut en disposer de maniere que la relation ¢(r, y) = 0 soit quel-
conque. Combien, en effet, reste-t-il de parameétres arbitraires dans une

relation algébrique de genre n:

(1) ¢, y) =0

lorsqu'on convient de ne pas regarder comme distinctes de cette relation
celles que l'on en déduit en y remplacant = et y par des fonctions ration-
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nelles de 2" et de y. On sait quil reste 3n — 3 parametres que l'on
appelle les modules de la relation (1) et qui sont pour ainsi dire des
invariants a 1'égard de cette relation et des opérations qui consistent a y

et . En nous

’

remplacer x et y par des fonctions rationnelles de r
proposant d’obtenir entre nos deux fonctions fuchsiennes et y une rela-
tion algébrique  downée, mous nous imposons donc 3n — 3 conditions
compleres qui équivalent i 67 — 6 conditions réelles.  Ce nombre surpasse
de 3n— 3 celui des paramctres dont nous disposons. Ainsi le premier

membre de la relation (1) est assujetti a 3n — 3 conditions réelles, il est
aisé¢ de les trouver.
En effet, on peut supposer que l'on fasse une opération qui consiste

a changer z en son symétrique par-rapport au cercle fondamental. Cela

revient a changer ‘/—w_l en — V— 1 et a faire ensuite un changement
linéaire de variable. On change ainsi R, en R, et réciproquement de
sorte que le groupe ( et le systeme des fonctions fuchsiennes qui en
dérivent ne changent pas. Les 3#n — 3 modules de la relation (1) ne

changent donc pas non plus. Mais quand on a change V’— Jifen =ty =Ege
ces modules ont du se changer en leurs imaginaires conjugués; puis, quand
on a fait un changement linéaire de variable, ils n'ont pas changé. Par
conséquent les 3n — 3 modules de la relation (1) ne different pas de leurs
imaginaires conjuguds, ils sont donc réels.

Il en résulte qu'on pourra toujours choisiv » et y parmi les fonctions
fuchsiennes dérivées du groupe G de telle sorte que fous les coéfficients de
la velation (1) soient réels. Alors les coéfficients de ¢(r, y) seront aussi
tous réels. _

Je suppose de plus que lon ait choisi = et y, ce qui est toujours
possible, de facon que la relation (1) satisfasse aux conditions que nous
avons imposées a la relation (1) du § 6, au commencement de ce para-
graphe (page 255). '

Cela posé, la fonction ¢(r, y) satisfera aux conditions suivantes:

1° Quand = devient infiniment grand du 1° ordre, elle devient
infiniment petite du 4° ordre.

2° Les seuls infinis de la fonction ¢(r, y) seront les points singuliers
de la fonction y de x, définie par la relation (1) en n'y comprenant pas
les points doubles de la courbe algébrique ¢(x, y) = 0. Si T'un de ces

points est x = «, y = 0, on aura:
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] [ dz\? 3
lim. (y — b)*| — | «(z, v) = — —
2 "\dy )’ : 4

pour ¥ = a, y = b.

Ces conditions qui, on le remarquera, sont les mémes que celles que
nous avions trouvées dans le premier exemple, examiné au § 6, ne suf-
fisent pas pour déterminer la fonction rationnelle ¢(r, y). Celle-ci est en
outre assujettie & » conditions transcendantes.  Voici sous quelle forme
on peut présenter ces conditions transcendantes:

La fonction ¢(r, ) devra étre choisie de telle sorte qu'en faisant
décrire au point analytique (r, y) » eycles convenablement choisis (corres-
pondant & n périodes convenablement choisies d'une intégrale abélienne
de 1 espece /'g(.r, y)dr) on voic revenir les intégrales de I'équation (3)
A leurs valeurs initiales.

Passons maintenant 4 l'étude des séries thétafuchsiennes:

, \' L% 3
) — 7| % + i - N —2m
( (Z) / iI[(;'l’Z + f;,‘ (71 + "l)

cest A dire a Vétude des séries de la forme (4) § 1, et d’abord cherchons
comment il peut arriver que la fonction définie par cette séric ne présente
aucun infini en dehors des points singuliers essentiels.

En général la série A(z) admet comme infinis, ainsi qu’on I'a vu au

§ 3: 1° les points correspondants du point o0, cest a dire les points

=
0;

i

~
~

2° les infinis de la fonction H(z) et les points correspondants.

Supposons  pour fixer les idées que la fonction H(z) ne devienne
sy, : 0; : o
infinic pour aucun des points — —. Quelle est d'abord la condition pour

Ii
N

que les points —1 ne soient pas des infinis de #(z2)? Pour cela, il faut
T
et il suffit que le degré du dénominateur de la fonction rationnelle F{(z)
surpasse de 2m unités celui du numérateur.
Considérons maintenant un infini « de la fonction H(z) elle-méme.
Dans la série 6(2), le terme
H(z)
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(correspondant a o, = 1, 6, = 1, f, = 0, j; = 0, c’est a dire a la substitu-
tion unité) deviendra infini pour z — a. Pour que #(z) reste fini pour
z = a, il faut donec qu'un autre terme de cette série devienne infini, de
facon que la somme de ces deux termes (qui séparément croissent indé-
finiment quand 2z tend vers «) tende au contraire vers une limite finic.
[1 faut pour cela que parmi les infinis de H(z) il y en ait un antre
2:=b; tel que:
_aa+f

ra 40

T) étant une des substitntions du groupe . Il est clair aiors
i 0 =

que le terme:

(~ oz + /’?

az —+ ,'? 25 an—2m
II(/:—_{_—“\)(/' + 0)

deviendra infini pour z = «. Mais il faut que la somme de ce terme et
du terme 7{(z) reste finie pour 2= a. Soient donec A4 et B les résidus
de H(z) qui correspondent & z = a et z = b On aura:

A

(S——N(/

H{z) = + H(2)

I{(IL’J + /’f) o 4 l))—?”l _ B (; a + ’;)‘.’—?m h H,l (Z)

Z—

'(z) et I (z) ¢tant des fonctions rationnelles de z qui restent finies pour
z = a. On devra donc avoir:
A+ BGa + 0" =0

Telles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes pour que 6(2)
reste fini pour z = @ et par conséquent aussi pour les points correspondants.

Cela posé, voici comment il faudra §'y prendre pour construire une
fonction #(z) qui n’admette aucun infini. Prenons une fonetion ration-
b,, et

ayant pour résidus correspondants s B, A5 B SRR R 4,, B

nelle H(z) admettant 2p infinis «,, b, a,, 7% ok A ST BRI T a,

re
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Je suppose de plus que T'on ait:

_aa, + B, y %l + /3’
: 7‘10'] + '?l ' ’ r‘.lﬂZ + 0\2

= ap”]) + ﬂp

N
77 t+ 0p

(z oz = /?I) ( 4,z + /?-z) ( p% = /;1’)
R EATD O ] Z, ——‘*\ a¥ Wslrs lSEve oMt 2’, T ST
Ji% & 0, 2% + 0, p? + Op

¢tant p substitutions du groupe G. Jassujettis de plus les 2p résidus i
deux systémes de conditions. D’abord:

Y gy & sEradieN il

Ah+B+ A5+ B+ ... + 4, -+ By =0

Avay + Biby + Asas + Boby + . ... .. + Aya, + B,b, =0

Asai £ Bib; 4 Myal E Bob B e + d,a; + B,bl =0
R R R e e S i e e

pour que le degré du dénominatenr de FI(z) surpasse de 2m unités celui
du numérateur.  Ensuite:

—2m

Ay + Bi(yiax + o)’ =0 (lei—rlow 2 = UL r)

hour que @, et b, ne soient pas des infinis de 6(z).
| K k
Ces p 4 2m — 1 conditions seront compatibles pourvu que:

p>2m—1

et si elles sont remplies, la série #(z) formée a l'aide de la fonction

H(z) = V[ B“, ]
— Z— Qr Ci——"{0)

n'aura ancun infini. Je dirai alors qu’elle est de la 2% espece, de sorte

rationnelle

que mnous avons ici, comme dans les trois paragraphes précédents, la
distinction entre les deux espéces de séries thétafuchsiennes.

Acta mathematica. 1. 36
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\

Toute série de la forme #(z), & quelque espéce qu'elle appartienne,

peut se mettre sous la forme

(2) ((lmv) 147(‘3, ?/)

dz

F(r, y) désignant une fonction rationnelle d'z et d'y. Celles des fonetions
de la forme (2) qui n'admettent pas d'infinis, sexpriment linéairement,
ainsi qu'on I'a vu au § 6, & laide de (2m — 1)(mw — 1) d'entre elles. I
résulte de 1 que toutes les séries H(z) de la 2% espece s'expriment linéaire-
ment 4 laide de (2m — 1)(n — 1) d’entre elles. Il nous reste a démontrer,
comme dans les trois paragraphes précédents, quiil est impossible de les
exprimer linéairement a l'aide de (2m — 1)(n — 1) — 1 d'entre ellex.

Posons pour abréger:
qg=02m—1)(n—1)

Supposons que toutes les séries ((z) de la 2% espece puissent s'ex-
primer linéairement a l'aide de ¢— 1 dentre elles que jappellerai 6,
A M, .

En effet choisissons aw hasard ¢ points, 2z, z,, .... z,5 on pourra

je vais montrer que cette hypothese est absurde.

tonjours trouver ¢ nombres 4, A4,, .... A, tels que:

A] H)(E]) + A-_) (')1(»2'-_1) e T e + Aq (;’1 (2,7) — 1)
A1 05(z) + A Bo(z) + ..o . . + A4,0:(z,) =0
4160, 4(z1) + 420, a(z2) + . ... ... + 4,6, 4(z,) =0

et par conséquent tels que:
(H) A, 6(z1) + A26(22) + ... ..... + 4, 6(2,) = 0

A(z) désignant une série quelconque de la forme (4) § 1 et de la 2% espece.

Soit » un nombre entier plus petit que 2m. Je pourrai toujours

former une fonction @ (z) qui satisfasse aux conditions suivantes: elle
)

nadmettra d'autre infini que les points 2 — — %6, ces infinis seront d'ordre
7
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2m — p. Dans ces conditions le point z — ou n'est pas un infini de notre
fonction 4,(z), c'est pour elle un zéro d'ordre p.

Je suppose que:

lim. 2"6,(z) = 1 pour z — oc
lim. 2" [%0,(z) — 1] = 0 pour z = O

Ces conditions ne suffisent pas pour définir complétement la fonction
f(z), car si @(z) est une séric de la forme (4) § 1 et de la 2% espece,
0(z) + H(z) y satisfera comme @,(z). Mais nous clluisimns'pour notre
fonction #,(2) une quelconque des séries de la forme (4) § 1, qui satisfont
aux conditions énoncees.

Considérons une série quelconque de la forme (4) § 1 et de la
17 espece.

% ) . .
U 2 — \ i/l.d—+ﬂ_l .20 aN—2m
I( ) —‘,ll(h: I (f)\' (7l~ + 0))

Supposons que la partie entiere de la fonction rationnelle

Z"H(z)

se reduise a:
2m

Bq) + Blz + B'_’L"B + ........ + ]}-_r,,,..‘i

on verra aisément que le point z = o est pour la fonction théta-

fuchsienne

¢(3) ==y BUHU(E) — b,lﬂl(z) o ‘B‘JH.!(:‘) S RORO AR == j"‘.‘I/LH‘.’lu(Z)

un zéro d’ordre 2m au moins et par conséquent que cette fonction théta-
; - - B e 0;
fuchsienne ne devient pas infinie pour 2= — =

‘ 7i

Cela posé, envisageons la fonction suivante

—
(I)(z (L) = > _—1—‘ (;‘1’1' + ()\')—Qm
il | a2 4+ 3

z D
Tia’ + 0;
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Considérée comme fonction de z, elle n'a dautres infinis que les
points

a + 3
7ie + 0;

c'est a dire les points correspondants de a.
Considérée comme fonction de @, c'est une seérie thétatuchsienne et

elle admet comme infinis:

. 0% % v . )
1° les points @ = "—+i?, c'est a dire les points correspondants de 2.
7iz + 0
. 0 \ ; ;
2° les points @ = — =, cest a dire les points correspondants de
Vi
a = oo. Ces points sont des infinis d'ordre 2m — 1. Quant au point

@ = oo lui-méme, cest pour notre série un zéro du premier ordre.
Cherchons la partie enticre de la fonction rationnelle

2m

4 =
nous trouverons:
.
O DD 2 9m—3 Im—2 — =
R (w.m 1 + f-.'(l«-m 2 + Z,(b-m 3 + ..... + 2 m o + Z‘Zm l)

On en conclut que la fonction thétafuchsicnne:

Qz, a) = O, a) + 2" '0(a) + 2" “th(a) + .. . .. + 2y o() 4 Bom_1(a)

3
0y

T
En conséquence elle naura d'autre infini que les points

n‘admet pas comme infinis les points ¢ — —

(78 + l;i
(ll p— _\‘
viZz + 0;

le résidu correspondant sera:
o (7& 4 ’;x)'.'m—'l
v . oz 1 Sk :
Soit (2, “ T 7) une substitution quelconque de motre groupe @,
7% + 0 ¥
La fonction:
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(% + a>"'"“'-’.2(L ci? )

(2
72 + 0’

sera comme 2z, a) une fonction thétafuchsicnne de «; elle n'admettra

comme elle dautre infini que les points

et avec les mémes résidus; done, on pourra écrire:

az + ﬂ

(6) (7 o) ) (e
4 ) 72 + 0’

((,) — _Q(z_ tl) = Ba)

H(a) désignant une fonction thetafuchsienne de a, susceptible d'étre mise

sous la forme (4) § 1 et de la 2% espece.  Posons maintenant:

-

(7 : Mz) = A Xz, 2,) + A, Lz, 3,) + ..... + A, 9z, z,)

En rapprochant les équations (5), (6) et (7) on trouve aisément l'iden-
tité suivante:

2 3 2im—2 uz + /;J ) %
(D)

: : Al v+ A o ;
qui a lieu pour toutes les substitutions (K, = _:_ﬁ\) du groupe G. I suit
7% 0 -
de la que /A(2) peut se mettre sous la forme:
dx\1—m
(8) (———) Kz, v)
dz

F(r, y) désignant une fonction rationnelle de = et de y. Or la fonction
A(2) admet ¢ infinis distinets 2, 2,, ..... 2, qui ont été choisis au hasard,
et n'en admet pas dautre a distance finie.  On pourrait donc construire
une fonction de la forme (8) admettant ¢ infinis donnés et n'en admettant
pas d’autre.  Or nous avons vu au § 6 que cela était impossible.  Done
Ihypothese faite au début était absurde.

On en conclut comme dans les trois paragraphes preécédents:

1° que toutes les séries de la forme (4) § 1 et de la 2% espece ne
peuvent s'exprimer linéairement a l'aide de ¢ —1 d'entre elles,
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2° que toute expression de la forme (2) qui n'a pas diufinis peut
se mettre sous la forme (4) § 1.

3° que toute expression de la forme (2) peut étre exprimée par une
serie de la forme (4) § 1 (pourvu que m > 1)

4° que toute fonction fuchsienne peut ctre eégalée dune infinite de
manicres au quotient de deux séries de la forme (4) § 1.

Considérons la fonction:

Supposons qu'elle admette une infinité d'infinis 2, 2,, ..... e
avec les résidus 4., 4,, ..... P e Supposons de plus que Ton ait:
i Nl ) h—1
Me) ' ="Byz" - Bpqa T i + Bz + (2

A,(2) tendant vers une limite finie quand z croit indéfiniment. "On aura

identiquement:

h—1

) A= Bid + B .. Bt Y-

Cette identité se démontre de deux manicres comme lidentité correspon-
dante du § 5.

Un cas particulier bien remarquable est celul de » — 1.

Dans ce cas les substitutions du groupe ' se réduisent a:

az + b puz + b
. K —
cz + d ez + d

a, by ¢, d étant des coustantes, K étant un nombre réel positit et plus
grand que 1, et l'exposant p pouvant prendre dans les diverses substitu-
tions toutes les valeurs entieres positives ou négatives.

Voici comment on peut former les fonctions fuchsiennes dans le cas
qui nous occupe. Soit f(£) une fonction doublement périodique admettant
les periodes 2iz et log K. La transcendante ]"[luq ('_'LLI’)] sera alors

b S \ez + d
une fonction fuchsienne.
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Posons par exemple:

g 1z b z
v = sn | log Soxh .y = en [log = + %) an log Satel
Sez + d . ez 4+ d 5 ez 4+ d

Les expressions de la forme

(2) (’%)F(' Q)
pourront s'éerive:

) _az + b
(10) J (log 0z + '1)

(&) désignant toujonrs une fonetion doublement périodigue.

= /

Les séries 6(z) de la forme (4) § 1 deviendront dautre part:

I\v ,“i(.’ Ki("z + ]'
e ez + d

H‘ ((.2 + '])Zm

(11)

¢ ¢tant I'aleorithme d'une fonction rationnelle.
Fgalons les expressions (10) et (11) et faisons y:

az + b e
- —0
cz + d

il viendra:

P e

On obtient ainsi le développement d’une fonction doublement pério-
dique de & suivant une série dont les termes sont des fonctions ration-
nelles de e~ Si au lieu de & on avait pris pour variable indépendante
B—YE V—-—], le premier membre serait une fonction doublement pério-
dique de 7, et dans la série du second membre, tous les termes seraient
des fonctions rationnelles de siny et cosz. Nous retrouvons par une voie
détournée un résultat auquel Jacosr est parvenu directement et dou il a
tiré tant de belles conséquences.
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Voyons maintenant ce que devient la formule (9) dans le cas parti-
culier qui nous occupe.

On a:
A(z) = (az + b)"(ez + A)" (8

() étant toujours une fonction doublement périodique.

On a d’autre part dans le second membre:

1° un polynéome du degré % en z; mais il est aisé de voir que dans
le cas général, c’est a dire a moins que:

loo @
Sfllog — )=
le degré I me peut dépasser 2m — 2. On pent donc le regarder comme
un polynodme homogene de degré 2m — 2 en (az + b) et (cz + d). Si
on le divise par (az + b)" ' (cz 4+ d)™', il prendra la forme suivante:

Pm—l(eé) + le—](e_e)

., et . désionant des polynomes de deoré m — et en e°
P, , et P, , désignant d 1 le degré m 1 en e et en €

A ) ‘
2° Un ensemble de termes y —% que I'on peut grouper de la facon

L‘ Z — %
suivante; soient 2, 2,, ..... z, les ¢ infinis distinets de A(z) et supposons
qu’il n’y en ait pas d’autre; soient 4, 4,, ..... A, les résidus corres-
pondants; soient &, &, ..... g, les valeurs correspondantes de & Grou-

Ay . )
pons ensemble tous les termes de la forme ——f_ qui correspondent a des
e — 2

infinis qui ne sont pas distinets de z = z,. Leur somme sera:

N ce’ —a K"
A,, (l'ff” — (l) i

Ldi(cK'e®r — a)™ et — K'e'
/

Comme on a dautre part:

(az + L>m—~1((.2 i (I-)m—l s “(m—l)E((‘p: i n)‘.’-—?m

on trouvera pour la fonetion doublement périodique f(&) T'expression
suivante
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.f“:\ = Pm—l"ﬁ-) + le —11'375) +

p=q i;i—‘w u‘.- 2, 2m—1 K"ueu—m)f
I3 2 S d
+) Ay (ce’r — a)™ ) e —]
/ A S >l ¢
- 2= \eKe?—a] & — Kle*

§ 9. 5™M¢ Famille: genre 0.

Je crois inutile de multiplier davantage les exemples. Ceux que jai
étudiés jusqu'ici suffisent en effet pour faire voir comment on doit appli-
quer les principes généraux a chaque cas particulier.

Je veux cependant, sans traiter complétement les questions qui les
concérnent, dire quelques mots de certaines fonctions remarquables de la
5™ famille. _

Considérons un polygone £ limité de la fagon suivante: Il aura 2u
cotés de la 17 sorte et 1 coté de la 2% sorte; je suppose que ses som-
mets soient en suivant le périmetre dans le sens positif o, o, «,, .....
O T I Ty el ik don %,. Je suppose que le coté am,,., soit de la 2%
sorte et les autres de la 1" sorte, de telle facon que les cotés o o, et
%y Oony O %, €6 050, 1, G0, €6 Ay 1%y 5y oi.en. Y, PP 1 F TS, S PRMPNPO
et enfin o, x4, et a,,,%,,.,, solent conjugucs et par conséquent congruents.
Si on laisse de coté «, et a,.,, tous les sommets seront de la 1°° cate-
gorie et se répartiront en n cycles fermés. L'un des cycles ne comprendra
que le sommet o, ; les autres seront formés respectivement des sommets
etity, 1, dy et Tand et NI Nenifin e, . et? ot R dé isotte gite

a, et a,, o

1 =
les angles curvilignes a,, a, + a3, %, + %, 1y 0. - .. %, 1 + %,., devront
étre des parties aliquotes de 2z Quant aux angles «, et «,,,, ils seront

ere

forcément droits puisque les cotés de la 1
I
pent orthogonalement le cercle fondamental, dont le coté aa,,., n'est

SOl‘t(,‘ ’1“,,]’1” Cr a,,+11,,4_>_v C‘)ll‘

qu'un arc. Nous construirons ensuite un polygone [, symétrique de R
par rapport au cercle fondamental. Jappellerai o', le sommet de I
qui est symétrique de «, par rapport aun cercle fondamental.

On voit aisément que le polycone R, est de la 5™ famille et du
genre 0, et qu'on peut s'en servir pour définir un groupe fuchsien et

dcta mathematica, 1. a7
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une infinité de fonctions fuchsiennes. Celles-ci peuvent toutes s'exprimer
rationnellement a l'aide de l'une d'entre elles que jappellerai:

z = f(2)

Comme on peut choisir d'une infinité de maniéres parmi nos fonc-
tions fuchsiennes une dentre elles a l'aide de laquelle toutes les autres
sexpriment rationnellement, la fonction » = f(2) ne serait pas complete-
ment déterminée si nous n'ajoutions quelques conditions de plus.

Soient 3 et 7 deux points du coté de la 2 sorte a,a,,,; je supposerai
que l'on a:

flan) = flanpr) =0 B =1 Siy) = co.

Je poserai ensuite:

fla) = a; M) = a;

> r4 R > - L
Le polygone R, + R, étant symétrique par rapport au cercle fonda
mental, on peut voir par un raisonnement analogue a celui du paragraphe
précédent que les nombres «, et @', sont imaginaires conjugués.
Posons maintenant

la fonction v satisfera a une équation différentielle de la forme (3 big)
§ 4 puisque le groupe fuchsien correspondant est de genre 0. Cette
équation, comme on le voit aisément, peut s'écrire:

d*v P(z)

=gy

Q(z) étant le produit (zx —a,) (x — @) (*+ —a,) (@ — @) .......
(r —a,,) (r—a,_ ) et P(x) étant un polynome de degré 4nm — 4 en wx,
ayant tous ses coéfficients réels.
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§ 10. Résumeé.

=

‘n étudiant les exemples précedents, j'ai rencontré différents résultats
qui sont communs a toutes les fonctions fuchsiennes. Je ne crois pas
utile d'en donner la démonstration dans le cas le plus général; car elle
ne differerait pas de celles que nous avons données dans les divers cas
particuliers et je serais entrainé a des redites sans intérét. Je me bornerai
done a les énoncer ici sous forme de résumé.

Formons avec une fonction rationnelle quelconque H(z) la série
theétafuchsienne

V aiz + /91‘ £ SN—2m a1
(1) /_“H(——T'z T O\i)(,,q + o) = 6z, H(2)]

Cette série pourra toujours se mettre sous la forme

(Q)F(& )

dz

I(x, y) désignant une fonction rationnelle de ces deux fonctions fuchsiennes
z et y, a l'aide desquelles toutes les autres s’expriment rationnellement et
entre lesquelles il y a une relation algébrique:

(3) dx, y) =0

Pour qu'une expression de la forme (2) puisse se mettre sous la
forme (1), il faut qu’elle s'annule quand #z vient en un des sommets de
la 2% catégorie du polygone R, .

A cette condition, toute expression de la forme (2) peut se mettre sous
la forme (1) pourvw que m soit un entier plus grand que 1.

Il en résulte que toute fonction fuchsienne peut se mettre d'une
infinit¢ de maniéres sous la forme du quotient de deux séries telles
que (1).

Les séries de la forme (1) sont de deux especes: celles qui ont des
infinis et celles qui n’en ont pas. Ces derniéres peuvent s’exprimer linéaire-
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ment a l'aide d’'un nombre fini d’entre clles. 11 y a done entre les séries
thétafuchsiennes de la 2™ espece une infinité de relations linéaires.

Voici une de ces relations qui peut servir de point de départ pour
trouver, sinon toutes les autres, au moins un grand nombre d'entre elles.

e /7] 5 : . )
Soit (4 '_:::’\) une substitution quelconque du groupe G. On aura
72 0

[ 1 oz 4- i; N — 2
(.)Lz‘ I[(’-‘) =5 Z, l{ ;‘z _1:‘7; (;'Z + U)

Considérons maintenant une fonction de la forme suivante:

L[J' 1—m ;
A(z) = ((_Ij) (e, )

Flr, y) désignant toujours une fonction rationnelle et m un entier plus

identiquement :

y
1.

arand que 1. Je suppose de plus que cette fonction s’annule quand 2
vient en un des sommets de la 2% categorie de R, .

Soit ¢ le nombre des infinis distincts de /(z); soient 2, z,, ..... 2
ces infinis distinets; A, A4, ..... 4, les residus correspondants; soit ¢(z)
une fonection rationnelle quelconque de 2 wayant pas dinfini a Iintérieur
du cercle fondamental.

On aura identiquement:

AiZy +[?|

tegize Ayl oo

‘4) ",;_.)9,(\2):? V / i~k ]
il ed

ULiZr + "f,
k=1 1=0

7%k + ”‘:

2m

(rize + 0i)

si les fonetions fuchsicnnes n'existent qu'a linterieur du cercle fonda-

mental, et

P

=qi=m,

. (%) \' ‘4k ;
A ey i NNVl e i) PTG pos
( Doy /j,zk"*"lf'(/  + 0) + L'(2)
k=11i=0 # iRk -+ 17,

(P(z) étant un polynome entier en z) si les fonctions fuchsiennes existent
dans tout le plan.
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Il en resulte que toute fonction fuchsicnme peut dune infinite de
manieres s¢ mettre sous la forme du quotient de deux series telles que

(4) ou (4 bis).

§ 11. Historique.

Si on laisse de coteé les fonctions doublement périodiques, les premieres
tfonctions fuchsiennes qui aient été signalées sont les fonctions modulaires.
Elles se présentaient pour ainsi dire delles-mémes dans 1'étude des tran-
scendantes elliptiques, et leurs proprietés principales, en particulier celles
d’étre uniformes et d'admettre une ligne singuliére essentielle, ont éte
remarquées depuis longtemps.  Doailleurs les travaux dont elles ont ete
Iobjet et les résultats remarquables obtenus dans ces derniers temps par
MM. Hervrre, Depexisp, Fuens et Kneiy sont trop connus pour que jaie
besoin d’insister.

Mais il est unc autre catégorie de fonctions fuchsiennes dont l'exi-
stence a ¢té signalée des 1872, Ce sont celles auxquelles donne naissance
I'équation hypergéométrique de Gauvss; ces fonctions ne sont qu'un cas
particulier de celles que nous avons étudices dans le § 5 et on les obtient
quand le polygone R considére dans ce paragraphe est symétrique et se
réduit & un quadrilatere.

Dans un mémoire inséré au Tome 75 du Journal de Borchardt,
M. Scuwarz annonce sans démonstration que ces fonctions sont uniformes
et admettent un cercle comme ligne singuliére essgentielle. C'était du
méme coup annoncer la discontinuité du groupe correspondant, comme je
lai déja fait remarquer dans Thistorique du mémoire sur les groupes
fuchsiens. Malhcureusement, détourné de ce sujet par d’autres études,
M. Scuwarz sest borné aux quelques lignes qu'il avait consacrées i ces
transcendantes et n’a pas poussé plus loin ses recherches.

Dans un autre ordre d'idées, M. Scuwarz avait obtenu d’autres ré-
sultats qui se rapportent indirectement a notre sujet. Dans divers meé-
moires insérés aux Tomes 70 et 74 du Journal de Borchardt et aux
Monatsberichte de 1'Académie de Berlin, M. Scuwarz a démontrée d'une
maniére rigoureuse le principe dit de Diricurer et la possibilité de I’ Ab-
bildung du cercle sur une figure plane quelconque et en particulier sur
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un polygone limité par des arcs de cercle. S'il avait connu les condi-
tions de discontinuité des groupes, il aurait pu étre conduit ainsi a
démontrer lexistence des fonctions fuchsiennes dans le cas particulier ou
le polygone R, est symétrique.

Jaurais done pu me servir de ces reésultats, mais jai préferé suivre
une autre voie:

1° parce que je n'aurais pu démontrer ainsi I'existence des fonctions
fuchsiennes dans le cas, ou le polygone R, n'est pas symeétrique.

2° parce que les développements en séries dont jai fait usage me
donnaient non seulement la démonstration de lexistence de la fonction,

mais son expression analytique.

Paris 23 Octobre 1882.




NOTE SUR LES INTEGRALES EULERIENNES.

Extrait d'une lettre adressée a M. Ch. Hermite
PAR

L. BOURGUET
a PARIS.

On a d’apres M. Heive:

1 )
Ela)=—— 2 e dx
i 2¢ SIn ax

L'intégration étant faite le long d'un contour qui contient l'origine
et qui s'é¢tend indéfiniment vers les x négatifs, le contour pouvant ne pas
étre fermé.  Prenons pour contour deux droites inclinées d'un angle «
passant par lorigine et un petit cercle autour de lorigine. L'intégrale
le long du petit cercle est nulle pour a ayant une partie réelle comprise
entre 0 et 1. Llintégration le long des deux droites donne

1 —1 pcosa - -
I(a) = — /;a ¢’ " “sin (psina + aa)dp
sin ax
.
0

qui peut aussi se mettre sous la forme

s
»
[v 3 1 .a—1 pcota - A
(a) = = : = p e s (p + ua)r]p
SIn az (Sin «)

0
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i

Cette formule est vraie pour toute valeur de o —

)

Si on fait o = g, elle devient
o) = “si Tdp;
=~ sinaz | ” B O
'0
si on fait o = 3;, elle devient
N (‘é)a ' a—1 —p . 3(17:
['(a) = ey E sin (‘n + 1 )dp
0

si on fait a = 7, elle devient

wn
. e
INa) = / ‘I;“ e ‘"d’u .

0




