FORMES CUBIQUES TERNAIRES ET QUATERNAIBES
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L’étude arlthmethue des formes ‘homogenes est une des questlons ]es
plus mteressantes de ]a theome des nombres et une de ce]]es qur ont le
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auxformes uadratl ues deﬁmes d'un‘nomhre uelcon ue de varlables et
q (I q ‘l
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de Memou'es parrm lesquel' no'u.é iéit":érons on rgmarquahle travall de'- |
MM Korkine et Zﬂlotareff msere dans ‘lés)‘Tomes VI et XI des Mate-

TG i e ey

matische Annalen’ et auquel nqus ferons de nombl‘eu‘ ‘ 'empruuts. L ot
Generahser une 1dee ausm utlle trouver des formes Jouant danb le cas

quadran ues deﬁn:es, tel est le probleme qul 5 posc naturellémenf; et que'

M. Hermue a i'esolu de la facon Ia plus elegante dans dlv rs Memolxreb in-
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seres dans les Tomes 42 et 47 du Journal de Crelle. - LT
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300 H. POINCARE.

M. Hermite s’est borné a V'étude des formes quadratiques définies ou
indéfinies et des formes décomposables en facteurs linéaires; mais sa mé-
thode peut s'étendre sans difficulté du cas le plas général. Je crois que
cette, ggqeral;satlon pfut conduire a des, resultats mteressgnts ot qgg ce
qui h'a Qéréiaking ¥ entreprendre’ce travail. Lt

Ce n'est pas la premlére fois, d'ailleurs, quel on tente l'application des
procédés de M. Hermite 'a ‘tiné forme’ que]conque, et je dois citer i ce sujet
un remarquable théoréme de M. Jordan (Comptes rendus des séances de
I’ Académie des Sciences, 5 mai 1879), dont je donnerai dans ce Mémoire
_une démonstration nouvelle.

Les résultats auxquels je suis arrivé s’appliquent & une forme quel-
conque; mais, ne voulant ipad $hdrifier'la cldrté h)a’ généralité, je me suis
restreint aux formes qui sont les plus simples parmi celles que M. Hermite
avait laissées de c6té, On verra aisément, d’ailleurs, guels sont ceux des
théorémes qui s’étendent au.cas 'le-plus général et comment on devait
faire pour les généraliser. |

P

Les p]us s:mples de toutes ]es formes, apres les formes quadrathues et

les formes decomposables en, factenrs ]mea:res, sont ]es formes cubtques
ternalr'es Mais si je m’étais borne a envnsager un cas ausst Part;culler, hlen
des resultats lmpor'tgnts seralent resiggg._ dans_l ombre c est ce qm m a de—
termlné a dlre quelques tpots f!es fqrmes&ubxqueq quaterpalres. Je n'ai H

,,,,,, 1iF) i)

: pourfant en falre une etude aussi compléte  que des fﬁrme% a trois vamal?les
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eu aenvlsaggr un nombre tres cons1derable de caq partlcuhers et que ] au—
[ tiafne alus; a des longuem:s mutlles mon but n etaut (Iue 'de

‘51 o "‘5$r§3.. 1z

'rtlcqlarltgs propl;'es aux formes qu:aternalrﬁs 'y
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.........

| trss?(iqn;é‘ldératlons ont mﬂue sur ma” ,chmx, Ces formes ont éte en eﬂ“et )
au point de vae : algebnque, lob]et Fle travaux trés mteressan}s et tres
complets et grﬁce'au llen etrmt qu1 rapprqchelAlgebre superleure de
I’ Arithmétique supérieure, ces résultats m’ont été d’un grand secours.

Parmi les Mémoires auxquels je renverrai, je citerai : = =
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e II.! — DEFIH[TION‘S.
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1és memes quand meme les mdetermmees seralent represent_ ar
ded lettres dlfférentes Nous representem § une subshtutmn Linéaire

J,—‘: ;Eq ""‘@ Ez '{“7123_{—3 E" SR e b
i, = AEZJV 2£z+?22a+3 Eu R
o o Ta= %E.'i‘ﬁuiz'i-mis ”";""js,-*‘g? n R

omm ., 1dent1qneq quand lesrcoefﬁc:ents
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Dans tout ce qui va suivre, nous désignerons indifféremment les an-
'clel‘mes et les nouvelles varlabies soit par x,, .z'z, .703, z, et £,, Ez, f,, 'E o
soit’ par Ty ¥y 2,1, et g,m, O, 7. C : ‘

-Si dans une forme F; homogene en x,; T,; Ty, L,, 0N f‘a1t la subsmu-,',!
tion Ty on’ abtlent une fovme en E,\, 22, E,, éf“ que nous repre-entemnsi"—'
; par la notatlon : - ‘ : AR

1¢ Cahier,




L E*"“”“*”!“"b*”ﬁ ""'*”3"‘ df”“ e il
e | & = dyn, + b-a"al"‘f:‘a-”é +d2”4’ . 3
e S E : = ayn; =Bty - €n, +d, Sy
E _._a,,n +b n3+c n,—l—d n,,
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qui. deﬁm;ssent une nouvelle transformatmn T’ , OIL obtlent quatre eqnaa

tions l,mealres entre Ejs Lay oy Ly Ny Mgy Myy 0. Ces re]atlons deﬁmssent
une autre Sl.letltl]thI] Tinéaire que nous désignerons par la notatlon

T T’
oowdl e yooan N P A -;_ e Z

Ces operatlons auront donc pour symbole le 51gne méme de la- multlph-
catlon fToutef'ms, 1l f'aut remarquer qu elles ne sont pas commutanves,
¢ est-a-dlre qu on n a pas ' ; R

H H-P‘.,x.

mals qu "elles sont assoelatwes re est—a-dlre que l’on a

T'(T’ T”) (T. T’)T”
@mﬂwmv

I Y, e‘_v transformatlon _,T';sera umta:re si elle a pour. determmant 1. elle |
‘sera reelle si-s€s coefﬁclents sont reels, entnere si ses coeﬂiclents sont. en- :

tlers .

Deux formes seront algébrzquenwnt equwalente.s' ou du méme t_ype i

i

Elles _Sercmt ré,eltement gqmmlegzgeé' pu durmémeu souﬁ.,.
vent derwer d une meme trmsxeme par des subsmut:ons reeiles et umtau'esb

"Vhomu’a dans chaque tg pe ou élans chaque sous-type, pour le repre-



Pommss CUBIQUES, TERN"' THES 2F'r QUA’]"EBN’AIRES.

- senter, ge, des foriries de céitypeioh de cé sousstype que ¥ on.appellei"a la, y
fbrme canonique. Nous des:gnerons generalement cette canonique par:la
lettre H. Le choix de la forme H ést'a & peli prés arbitraire; toutefois on sera
conduit, dans la plupart des cas, ‘QhOlS}I“dezPPCfGIT?DCQl?fQIZ"!Ql?;Plus
sunple dutype conmdere.’ , R R o
Disons quélques mots mémtenant du laiigage geometrlque donf il sera
fait plusieurs fois usage dans ce travail.! Sil'on considére z,, z,, x, comme

les coordonnees tmlateres d'un pomt du plan si F est une f'orme homogene

BYIIER SRERTHYG wEty Jid

en:x:,,m .'x: -:equatmn , » L T
: Sl T . ooy F'=0 AR RS I ‘."F-a“’ ‘-‘i;e.-uur‘aia:u -

définit une courbe plane. G.. Nous dirons habituellement que la forme F
- représente; la-courbe :C..De mél’ne,tsi' &y 5.8y, Ly, Lji5O0L les:coordonnées -
tetraedrlques d’un point de I'espace, nous dirons qu’une forme F, homogéne
par rapport a ces quatre varlables, represente la- surface dont I equatlon'
est )

F=o.

Enwsageons, dans les equatwns (1) &, m,, Xy T, comme les coordon-
nées d’un point de 1’ espace £, 8., 2., E.. comme les coordonnées d’un
autre point. A ‘ L

~ Les equatmns' (1) deﬁmmnt alors une relatwn homalogzque entre deux
points de I espace, de telle sorte que la conualssance dé I'un de ces points
puisse permettre de. déterminer I'autre. Le point (£,; £,, £,, £,) sera. le
transforme du pemt (ar:, ; mg, x & x_,) par la transformatlon T; on appell-era
mées de tous les pomts de uette courbe ou de cette surface.

Tlest clair : ' ‘

° Que les transformées d’une droite ou d un plan sont une dro1te on
un plan H ‘ .
2° Que la transformée de la surface F = o est la surface F.T =o.

* Nous disons que T reproclult un pomt une droite ou an- plan une
courbe ou ungsurface, quand ce pomf cétte droxte, ce plan, cette cotirbe

1lr :
: o

et cette surface sont leurs propres transformees.
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- La substitution -
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“Soit la transformation
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- Envisageons I’ equatlon
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- La considération des raeifnés de ceﬁe équation nous conduira i classer
les transformatlons T en quatre cag,tegorles. '

1] mnbre entier reel queleonque.

T serg de ] ‘deuxleme categone si les racines de. l’equatmn (3) sont.

FiER st

dnatnnct@a, amau% que lem*s ca#resa, qui soni § 1’, 31 et"'g, nefsleht pas tous dif-
férents entre eux. - -

2. T-sera de la trolsleme catégorie si les racines de I’ equatmn ( 3) ne sont
pas toutes dlstmctes, mais si T pent étreregardé comme une pulssance
entlene d’une transformauon de la deuxleme catégorie.

~Enfin T sera de la quameme categome si les racmes de r equatmn (3) ne




une. pmssance entl‘v_re d’une transformatmn dedmaﬂ&uxleme; mégﬁrler ) aginh

Supposons que I'on se propos¢ de re‘chercher les plans reproductlbles ;
par la transformation T. X , S

- ti" 32 s Hdees 't sl i Bl W P i sl ey gy LR EE M R A

' u,x, +ugw +usaf: —}—ux == 0 :

e w3

'un tel plan on devra avoir

WEITH T
mm—l—ugug+uso¢3—i-u,a4 u"ﬁ, +u2ﬁ2+"553+“45¢ | |
(4) . 2y ] ug . L bl
4 ( ‘ _ llq?l +H2?2+ua)’a+u4 ¥a o ;%534‘4%".232“?'“’3334—!1‘34 _A
] ' ‘ T uy ‘ .

1l est clair que A ’déiri'a sétlsf%u'e a l'equatluﬁ (3) et qUe, reclproque-
nient; it Fol ’egale \danis Tesféquaﬂtlons‘ 4Y; X al’uhe des racines de l’éilua- '
tioi' Y 6 E”'uarhouil'u-. dbﬁneront pbur Tes o &4l moins o’ sYsteme”de”v”h-
leurs.et deﬂmront par consequént ab moms ‘an* plan reproduétxble par Ta
| transformatmn F. otpdio s Domdio bl sl o LA
| Supposons que T soit dela prem:ere ou 1dela deuxiéme catégorie, ¢ est-
a-direqnel’ equatlon (3) ait quatre racmes dlstmctes, A, , A,, A, et A*. Il y
 gara alors: quatre, p]an “reprodq ctibles par'T, * - S
Imagmons quel on fasse un changement de’ coordonnees Sen prenant
pour nouveau tétraédre de référence le stetraedre formé par ces guatre

‘ R
Ple YD w A A Totate 41"3'.

p]ans. Il est clau' que la transf’ormee de T par 2 sera

spacl,iyiienitg b Lo Tt o SN 1S P
i .

- ©

i

et .sera par consequent canomque, et mous l'ecnrons que‘lquetms, pour

abréger, (A, A,, A, A,). SR S R S
. - Il suit de la que T est de la premiére ou de la deumeme categorle on
- peut ﬁho‘iﬁli‘ iBde: te“é’ﬁﬁi‘l’é que i singeydttechus Lt A ’

s‘*-"’[‘ s - . sl sbaing

soit canonique.




"-r etant de Ia deuxleme categorle et m étant un entler po‘ntlf : smt, p@ur

g ﬁxer les idées,
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Lesftransformatmns* ternaires’ de la tmmeme categorle se c]assent en
deux types : ' o |

» L '.')S L 0o R 3 . .
P A A RERFRRE AL FEFe IS ]

‘“"Ii.fl P '.- pe Q : Q 0 o

I’ype B. S ..a'iii()",;{:r-if._--{ w

e 2 R
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mais nous devons remarquer qne la substltutlon unitaire du type B est
Ja. aubstltutlon umte, L est—a—dlre celle qui lalsse toutes lﬂs formes mal—

| seconde categorle e e e s a0

Type A' L (oc, A,é; {3), : Type B’ (&,’?(l'.a;;‘";\g'bc); R

SEtant: des racines m‘é‘“"“ de l’ linlte. : _ : |
O’ ticiive de meme pour les. transformatnons quaternalres de ]a troj= -

siéme c'ltegorle (uatre types :

TD’PGC-,---‘(_“’ 2B, 7) TypeD.... (a, a,@, 8),
TypeEe... (waaf)y TypeFoo (@ ua),

auxque]s correspondent pour la deumeme categorle quatre autres types .

,%&pe C.... (&%a s,w),- TprD’ -‘(“’“" # n6),
T.Tpe E’. Foee (ﬂt, Aoy Aya, :3) _Typ'? F.. oo (@2, A _7\3.4),

Ay Ags 7\ etant des racines m‘“’"“ de l’umté

- La question qui se pose est de trouver Jes pomts, les drmtes et les plans
reproductlbles par la transformation T et de discuter —mmpletement le

probléme, mais il suffira pour notre objet de faire cette discussion pour
L¢ Cahier. ‘ ‘ ‘ a2y




%10 . -i.ri;i; LRI e iy POINCARE.

les transformatlons femalres, les resultats dev‘ant s'éteridre ‘aisément aux
transformatlons quaternalres. . .

Appelons triangle prmupal le tnangle de référence auquel il faut rap-
porter les, équations -de T pour réduire cette transformation a la forme
* canonique; on verra aisément :

1° Quesi T est de la premiére ou de la deuxiéme catégorie, les seuls
points ou droites reproductibles sont les sommets et les cotés du triangle
principal;

2° Que si T est dela tr0151eme categorle et du type A, les points repro-
ductibles sont le sommet x, = z, = 0, et.les points du cdté z, = o, pen-
dant que-les. droites reproductibles sont: la droue x, == 0 et les. dmll;es
qul ‘passent parle sommet x, =, = 0; e

3> Quesi T est de.la troisiéme catégorie et da type B tous les pomts
et toutes les droites sont reproductibles. IR W

Supposons que T soit de la _premiére categorle aucune de ses puis-
sances entiéres ne sera de la troisieme catégorie, d'ou il suit que, si 7,
est un point quelronque non reproductible; si est le transformé de Tos
=, celuide =,; etc.,. 1] ne pourra jamais se fau:e que , se confonde avec

Donc :

Con

ST est de la premr.ere catégorie, sauf les sommets dy triangle _prm-
cgpal (ou “dans le. cas des transformatlons quaternaxres les Sommet& du;
tetraedre) tous les points ont tne mﬁmté de tramy‘ormes sutéessi ﬁ .

de f’aqmi ¥ ramiener 5 T i b forhne Ia | plus. ‘snmp
Ainsi les’ tramformanons ternaires de Ja- quatrieme: eategome S€. parta- :
geront en deux types, dont je c!opne ici les formes les plus simples |

: - PR LS B P I 4 i T
i - R e e - S N I S

SR AR U R N LN
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Il ne peut y airon' d exeeptlon que pour ies types A,, C Vs D,,'E ; 8

5 , Or toute pmssance entidre d’ une tmnsformatmn de quatrleme categﬁrle
~ est elle—meme de cette catégoriey it cvion ’ '

Fray

FOETL Ll E "r A

~."Done, 5i'T est dela gquatriéme categone, .s'acgf un nombre _ﬁm de pamts
reproductzb[es, tous les points ont une infinité de transformés successi ﬁ'. -

Il ne peut ¥, avoir dexceptlon que pour les tvpes A,, Cl, D E -31

H
it L




IV. — CLASSIFICATION DES FORMES.

Les formes -cubiques ternalres representent des courbes du troisiéme

ordre; nous les diviserons en sept familles.

Les quatre premiéres_familles comprendront des formes non décompo-’
_sables en facteurs, qui représentent des courbes indécomposables.

Parmi elles, les dewx premiéres famillés. comprendront des formes
4 discriminant différent de 0 ‘qui représentent des courbes sans point
‘ double, ¢ "est-a-dire des courbes de troisi¢me ordre et de sixiéme classe. o

Les formes Peuvent toujonrs s’ écrire de la fagon suivante :

o XYL+ XY+ 2,

X, Y, Z étant des formes linéaires en x,, z,, z,; de sorte que la- forme

canonigue qui servira & définir chaque type ou chaque sous-type de ces
deux familles sera ' -

(5) | | | Gaca:yz-i—ﬁ(x +_y z%).

On demontre en effet (voir un Memolre de M. Hesse inséré dans le
‘tome 28 du Journal de Crelle), qu'une courbe G du troisieme ordre et de
le sixi¢me classe a neuf points. d inflexion dont trois toujours réels et six
A tou;aurs imaginaires, Ces neuf pmnts d'inflexion se distribuent. de -quatre
- maniéres différentes sur trois. droites, et ils se dlstrlbuent d’une maniéreet

d’une seule sur trois droites réelles. Sil'on prend ces trois droites pour

de telle sorte que si F est la forme qul représente la courbe C on pourra,
toujours poser -

P eam B ey '-t-fz")*z,

" 2 étant une substitution & coefficients réels.



o ] a8

deuxleme famﬂl ést’ reellemerit equlfa ! (5)- |
‘MaititeAant; ' parmi’ ées e ~ ‘;"‘eh‘.i pllfsl ”’ﬁ‘“r
comment j'y suis condmt)“”"“ RN '
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® Une premiere famille, composee des formes qui ne sont pas décom-

| posables en une somme de trois cubes; ‘ _

g Une, deuzxiéme- Jamille, : compo;ge des . formes, qm .sont; decompo-«

sables en une somme de trois cubes. B Copans e

Les formes de la troisiéme famtlle auront le dlscrlmmant nul, mais

tous leurs mvarlants- ne seront pas nuls ¥la fois; elles reprebenteront des

courbep du treisieme ordre et de la quatriéme classe, . . .. .. . -;'
On démontre que ces courbes ont trois points & mﬂexlon dont un seul
est reel et que ces trols pmnts sont: sur une meme drmte reelle,. s

- SiT on prend pour former le tr:angle de reference cette droite.et les

deux tangentes au point double, on, trouve que lequatmn de la conrbe
peut étre mise sous la forme '

uays-+B(a* + %) =o
On en conclut que, si F' est une forme de la troisiéme, elle sera algébri-
quement eqmvalente a I'une des formes - o o ‘ |
© 6asys + (s +°);
ou par conséquent qu’elle sera réellement équivalente 4 I'one desr formes

' bazyz +8la* +9°),
ou a 'une des formes .

(7) | '3aw*z+3ocy“z+ﬁm“—3ﬁ@’,

selon que les tangentes au point double de la courbe G sont réelles ou bien
imaginaires conjuguées. _

~ Les formes de la quatrwme falmlle seront celles dont tous les mvanants
sont nuls. Elles pl‘esenteront une courbe du tr0151eme ordre avec un pomt
de rebroussement, et cette courbe sera de tro:sneme classe. '




'

" de sorte que: toute forme de- la quatméme famllle sera’ reellement equlva-
>lenteala canomque ' ST B A

[ 3:i'f\: e

Les trois dermeres'famzl[e comj rendront des formes :decdmposables

en’ faciénrs! .
‘ Les fornies” de Ta" cmquwme fa,mzlle representeront nne comque S ét

1

‘ une drolte D non tangentes entre elles - (' B '_ TR

aSe aux pomts ou cette comque rencontre D ieqhatlon.dé ]a émlrbe |
deco-mposable pourra s'écrire -

e ‘:‘u’. S i b‘-z(%a -+ @wy) S b’ ey el L

i de sorte que ]es formes de la cmquleme famille seront algehmquement
. eqmvalentes 3 ]a canomque

R IS
viomdy I 44




i ]a canomque

( f)

d'ou

(12)

P

Calculons de_me,me '
T S N SR

il vient




on trouve

eIy g
- i

,‘, ri' ;

,- :‘cuier pour l“és foﬁﬁes q i n - S en |

& fygie

) o’per'atlon q‘u ﬂ appelle 1;operatmn 3 ( jWathemdtwche Af:?ﬂﬂd{eli,i
P é-[l-g) - 7 ) : ST R AT BN T

Soit 8(f)un mvarlant ou un covanant que]conque de la forme j; on
' 'conwentdmmre Lo DL TR ENTR

[ f)] ‘dif@)[f—l*AA(f]l pourA_-_n.

a R
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Poso s’en effet

(13) |
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nog (St e

?15*3;{?‘»&3:3;3?@5;5
" mémes’ Qus dmgp's'tonté is remai?quei‘— qbé S*—-;o ( ‘ % C ? Joum.-
deCrelle t. 39, 2 153). |

‘Jf ¢ 0 Sy LII . - . Y

El B . ! 5‘,
Formes de la tromeme famzlle. ;
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V. — TRANSFORMATIONS SEMBLABLES.

Nous allons maintenarit nous occuper de rechercher les transformations
qui reprodument une forme donnée; mais: posons d’abord le probleme
de la maniére suivante :

Emnt donnde une tramformatzon lméazre T, trouver les ﬁlrme.s'

qu'elle reprodmt AmE g e S b esene

, Nous ne supposons pas et que les coefficients de T soient: ﬁent:ers, de )
: sorte que le probléme qui nous occupe en ce moment est purement a]gé-

par T; donc, pouré ver ﬁtou{es"‘leﬂ, formes rep?‘oduetxbles par T :l suﬂ‘it ,
- de trouver toutes les formes repnodncnbles par$ "s et de leur appliquer la
trans'formatxon 3.
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par la transformatmn S ce terme dev:ent

-elh iy +1¢sn&z+hm+mﬂn '("1 m +vgm,+v.mg+y4m‘)
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‘Done Ia condlt:on nécessaire et sufhsahte pour que F soit reproduc—
tible par la transformauon S, c'est que cette forme satisfasse i I’ equatlon_
différentielle (16). L

bupposons maintenant que T'on n'ait pas & ia{ fj'éil;” e A
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la condmon précédente reste necessalre, mais n’est plus sufﬁsante.
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Alors, sila’ transformatlon T est reelle, ce que nous supposerons on
aura, par exemple, ' . S

et, par consequent

"’:”‘.beii;f“‘-'i Te ';Qf =.-,Lul, e g o SR .-.:;,-w.; - i‘* et iy i
° Siy, etr, sont comum: qsurablgs avg zvr, l,a tnanﬁformanoqﬁ e,-st dg

- 'f la deuxwme categorle. c 3 : _ |
. ./2° Biy, etv, ne sont pas commensurables avee 271, Y equatlon (17) ne
pourra étre sat:sfalte, si el]e peut l’etre, que si un nombre entler égale

(mod 27:-.;
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‘ S’ll y ena, on v:ent de vow que ce sont les fcrmes qm'satlsfont a ,équ‘a ‘
tlon (16) et qul ‘en méme temps, sont reproductlbles ‘par une.ou deux smb- ir

‘par S. Scuent FirYas y,,, y‘ ]es nouvelles Varlables, 'S qs, q,, 9 les :de ]
vées dé F par rapport a.ces-nouvelles vanables les y seront liés aux 2
les ¢ aux p par des équations lmealres de sorte que par la transfur"
tion Z, l’equatlon (16) dewendra o

( lyu "”b 3’2+6,3’3+d}',)
+q2(a2y4 +b2y2—i €y ¥ —-|-d2y,,)
)
)

(18) I
o - +Qa(aafu+b3ya+cays+daya
l+q4( ,3’.—!—543"2-!—04)’3—#443’4

‘sante. ‘ S . it ST
. 8i Tn'a pas sa canomque ree]le Jl pourra se presenter deux cas. -

Daus le premier cas, les formes reproductlbles par T devront en outre
etre reproductlbles par une ou deux sub%tltutlons de ]a deumeme éate-j ‘
' Dans le second cas, ll n’y aura pas de forme reproductlble par T

2° Formatzon de,s' fbrmes repmducnblg&

Proposons-nous de former toutes les Formes cublquea hmazres, ternalres
. et quaternmrea reproductibles par une transformatmn canonique reelle de
- la premiere catégorie, ainsi que les t,ransformatxons correspondantes Voml -
quel est le procédé que nous emploterons. . R e '

- Nous chmslrcns dans la forme cublque temalre ou quatemairela plus',
' L" Cabzer T : - B . ‘ , v



- de cette mamére toutes les cbmbmalsons ppssables, en: excluant teutefms :
-"‘*UIO Les%combmalsoﬁs ‘i com:lnmramnt a une forme hmawe (&'l $agit

ldes formes temalres) ou a une forme tema:re (s ils’ ‘agit. des formes qua-
f~-‘_;_‘i_,terhalres) ey Lo :

- 8% Ligs: combmalsons qu’on pourralt dedulre des combmalsans de]a obte*

" nues par des permutations.¢ntre les variables; | e

' ++3° Les combinaisons qui- conduiraient i une: forme reproductlble par
: iransformatlon de ]a dewueme ou de la tmlmeme categone. '

"Si, dans une combinaison, on trouve i la fois les deux term es

3 2 .8
.:L't _ et x,,




thI'lS.I_ - |
On arrlvera NS au Tableau suiv'a,ilt.

Forme.'sj binaires, -

ey,




jformatmn." = . A ,

| ) Ecrlvons mamtenant dlverses formes quaternalres qm qont reproduc-
tibles par deux transformatlons canoniques, par les pmssances de ces
| transformatlons et par les prodmts de ces puissances. Il est aisé de trouter;
: "toutes les formes qm satlstnt a cette condmon ce sont : -

. &+

| x’y—_r-mzt

w'*‘j—kyzt .

De ce qm precede, _nous tlrerons le resultat suwant
Les formes cubiques ternaires reproductlbles par une transfmmatmn ‘

: de la_premig¢re catégorie sont celles ‘de la: quatmeme, de I cmquleme,
_-et celles de ]a suueme famllle. (Il faudralt alouter celles de la septleme,




repmducub]e par 54. | LR e |
Sl M,, ,42, ,us, ,u‘ sont reels, toute Forme reproduetlble par S devra~

Il est alse d'allleurs de frouver les formeb reproductlbles par

S——(Mn M:ﬁ’: 3 Juq)

II sufﬁt en_ effet de construu'e toutes les formes en x,, a:a, wﬁ,_ r‘epmj‘-“

puls d’y remplacer .'L" par‘une fonctlon homogene quelconque de degp@ mo

enx etenx

H faut (:hefcher'leh formes binaires reprbdi;pftibles par

1,65 seules: formes binaires sattsfals ant;a cette condition sont:: -

('vmr le 'lableau des formes reproductlbles)

R R
i



| Il suit de la que les seu]es formes cublques ternan'es, reproducubles par.
une transformatlon de la troisiéme categorle et du type A, sontles formes
de Ia septleme famllle. |
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4" Tran;fbrmatwns semblables de la deuwzeme categbr:e. R

.:;!,w-»wr..&f Cairiien wernt e i A

Nous ne nous occuperons, dans ce qul Ssuity: que des formes cubaquﬂs .
.- ternaires. Si une parellle forme est- reproductlb]e par une transformation.
g de la deuﬁneme categome et du type A/, elle sera reproductible également
par toutes les  puissances . entiéres de cette substitution; elle le sera. donc |
par une transformatlon de la troisiéme categone et du type A. Par con-
| sequent, elle sera de. la septleme famllle, et, en ce qui. concerne les formes
Con51derons mamtenant une cublque ternalre repmductlble quf ;uznﬁ-
transformatlon de la deuxitme catégorie et du type B'. ’
- Si cette transformahon est réelle, sa canomque sera d’une des tr01s
' formes L { *f e : j‘

. N in‘, tVi, ) 2
TR STE RO : -t
o | (L w,, i )
gLl A e e .
. . N 0 ) )
( ! sp

Sl ]a canomque est. de la premlere forme, et s1 vy ”"‘ ést un des o
""" enig ”],'J.epméume f@n:glemfa T AT
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Soitd ‘abord

g La congruence




de sc 'orte qu¢ les for@es 'reprbductib]es par

cig
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" elle conduit & la congruence

—m,)+7m,=0 (moda),

= sr, ON aurait <

—mm o (moda),

forme proposée devrait étre, reproductible par




Une parellle somme devralt &onc dtre mdependante de % et,
quent, de la septieme famille. ‘

Qn ar'rlve au meme resultat en f’alsant V’ =

Or, si 'on fait
i

&= e‘?'E,.'

z*, xyz, 2, y° se changent en

—2t,  —uwmys,
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6““'3”’3 +7 C (w-"f +,y.?,+_;3)'

]reprodulsent egalement la fo:-me
"w +;r —r.”._“ )

i







pour la deumeme.
" Ces substltuhons reprodmsent egalement

Les mémes prmclpes permettent de demontrer sans peme que les formes
de la quatneme famlile ne sont reproduct:bles par aucune substltutlon:

el“]e est reproductrble pal‘ ’ Sﬂtransformamons smvantes de ia deuxwm- ca
tégorle . ’-.,' e . f Lo S L

A etant une qua“t‘té quelconque, ces tt'ansformatlons s’écnmnt avec-lé‘f‘:
mode de notatlon habituel




- Toutes ces transformations sonit le produit de la transformition-unicue

par l une des substltutlons de. ]a prenuere eategone qui reprodmsent la
forme proposee.

'7 _5-0' Transfarmqéioii& 'semblables de ld _quatriéme cdte’gorie.

-

Nous ne nous Occuperons que des types A,, B et E,, ce que nous
dlrcms de ces types Y etendant sans peme aux types G,, D,, F, .

| SG]’[ F une forme llomogene en T, iy el ac et reproductlble par la trans-

formatlon o
PN X () i gt
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A a3 —} A x ;—a—Atm 1—2B L, 2, ':+2Bw.x .:c+ gB;a:;:
la forme quadratxque generale. Par la transformatwn en questlon, elle
dewent

RS

Mg AE A B
ok 4 aA BEE 4+ aB gL + 0B,y
+~ A + APE -+ aB, 051.,22
S ok AEL sts

+2AnEg§3
L e oA ;+2B aé 23»,

AP P




' ee‘qm condmt aux relatlt)ns

A, a:.+A ﬁ7+Bi(ﬁ+“7)+Bz'y_o,
A, 4 AL +234“{3+3B2_ﬁ+2‘@3“_____;0,
A572+'2B,fygo,.‘ |
“ VA:,.'J’ =o_,f

Aﬁ+Ba:o

“En général yLo; ona donc

7 A—B__o,r

8 ,et les equatrons precedentes se redulsent a

i

, ) Aa,—t—Bz'y‘;—:o,
"1:'(20) o AR +2B(3—I—2B7.—0.

‘A est d(mc arbltran'e et des deux equatlons (20), homogenes en Aﬂ, B,,’
B, on pourra tougﬁurs tirer des valeurs de ces quantltes, car:! Eles equatmns :
'-';homogenes ne sont jamais 1mp0551b]es. o T s e
" Soient donc Az, B,, B, trois quantités qui satlsfassent aux equatlons
:',(20) ; pour qu'une formé uadrathue soit reproductxble par ]a transfor-




5 reproductlble par Ia méme transformatlon. o o
' Consxderons I une: quelconque des ceurbes du deuxxeme ordre

VA‘,w —|-A .m + nBzml ;t:s' —Jr- zB,m,:cg =.o,*

ou A, est un paramétre arbltralre et ou Ay -B B ont ]es valenrs tirées
des equatlons (20). Par chacun des pomts m de la courbe C, on pourra "
faire passer une de ces coniques; comme des comques sont re productlbles
les transformés succe331f's des points. m sont la fois sur la courbe Get sur
la conique qui passe par m. Mais le pomt m a une infinité de transformesk _
successifs, tandis que la courbe G et la comque, qui sont algébriques, ne
peuvent, 4 moins de se confondre, avoir une infinité de pomts cominuns,
Done la courbe G se réduit 4 nn. certam nombx‘e de ~coniques reproduc‘
*tibles. - I - L o
La conbéquence est que . la forme 1* est fonctlon homogene de & et

Azl +aB,x,x, + zBs.r{ x,.

E]le satlsfalt don(' al equatlon dlfferentlelle -

dF CaF . AR

x o T e

1
B,x, + B,x, Az, + Bz, B,z

ou

. (Azwa + Bsxl.) ﬂ — B 2 dx; "M 0.

-

Conseguence. — Tmlte forme reproduchble par ane transformatlon de;
la quatriéme Lategorle et du type B, satisfait & une équation aux différences
partlelles,- lmeame et homogéne par rapport aux variables x,, z, et x,,

| ‘ dF dF dF
ainsi gqoe par !'appm't anx. de' ivées partlelles dz,’ dr,’ dxy

Les setiles formes cublques qul satibfassent a cette condition sont celles.

de la snxnemefamlﬁe. S e o o
f Cahicr. . R . R - ‘ ‘ 3!




_el: par conséquent absolument reProductlb]e par e

1




) FORMES cumans, . IRESET QUATERNAIRTS.

- Ge: resultat 56 genarahse sans pelne et s’éfend ‘anx types D,, G, ot
Toute forme reproductible: par tine transformatlon de la quatrie
tegorze satisfait & une equatlon aux dlfferences partlelles. o

6e Transﬁ)rmatwns semblables szmulmnees

. Supposons qu une forme smt reproductlble a la fois par deux transfor- .
matlons SetS,;elle sera reproductlble ega]ement par tous les prodults des )
pmssances de S et de S,; tels que ' ' o

wysys -

On pourra donc former un groupe de transformatlons smnblables SJmul-
.. tanees qui reprodmsem; la forme proposée. - ;

| Supposons que S et que S, sment de ]a pfemlere ou de la tromeme ca-
tégorie et-que S soit canonique, on peut, en effet, ‘toujours ramener le cas.
général & ce cas particulier, & moins que S et que S, ne sonent de la
deuxiéme catégorie, ce que nous ne supposerons pas. |

Si p,, Par Py P, Sonit les quatre dérivées partielles de la forme proposée
' par rapport aux vanables Xy, Ly Byy X5 f devra satlsfalre anx equa—
tlons d:fferentlelles ' h : |

e a,x,p,-1—5135‘2]92—{—(‘-133}71—?-({55‘,,]7&—0
‘.(a,x,—l—b,xz—}—c‘.ra—l—d,x‘,)p,
: ' + (a,2, + b,x, —}—é,,.cc +dm)p
Lo e (@@, + b,@, 4 0y7, + dyw ) p,

+ (d,x, +b,x, ey —E— dﬁ.x )p“_o._

Ceci va nous permettre de former d'une. autre maniére le groupe des -
transformations semblables SImultanees qui repmdulsent S en effet, en
prenant les crochets des deux équations (2.2) (qui sont des equatlons simul -
tanées aux dérivées part:elles du premier ordre) puis prenant encore. les
crochets des nouvelles equatmns obtenues, on obtlent de nouvelles equa-,f

- tions aux dérivées partlel!es, qu’on peut ajouter entre elles aprés les avoir
mlﬂtlphees par des coefficients que]oonqueq On obtient ainsi une mﬁmte




tions: keﬁmssent par consequent de nouvelles transformatlons qurfrepro-
‘dmsentf St
Prenons done les eroehets des deux equatlons (22) nous trouverons

'_f_(,:'-.;:[b‘(' a).:v T (e— o), - d,(d— ) ]p, |

s —!—[a2 b)a? —1—-0( b).% —}—d d b) ]p2
—I——[a a—m—c)x‘ —I—b(b—c) ( )'”]Pa
- —[—[a (a—d).:v —I—b(b ([).70 +(‘( d).: ]p*.

(23) )-

" Prenons encore les croehets de la premlere des equat:ons (22)2 et de
equatlon (23) et neus obtlendmns une nouvelle equatlon (2[;) qm ne
'-‘?dlfferera de ]’equatlon (23) que parce que les facteurs entre parentheses
(b— a) (c ea), (d — a), ... . seront remplacés par (b- q) , (¢ —a)?,
(d--a) I ' L

~Pour que les equatlens (22) soient eompatlhles, il faut que lequatlon
(24) s0it une consequence des équations (22) et (23). y

Supposons done: qu’on ajoute les équations (23) et (2[;) apres]es avoir
- respectivement mu]tlphees par des coefficients convenablement chms‘:s on
obtiendra une equatlon résultante (25), et on aura toujours pu s’arranger
- 'de fagon que dans cette eqUatmn (25) le coefﬁclent de :vs P par exemple,

“Soit. nul. . e T e T
- Le p premler cas qu1 peut se. preaenter, © est que l’equatlon (25) eré-

" duise &




_ la premlere des equatmns (22) I est: cla;r que dans (27) le coefﬁcle.nt de
-2, p, est nul. On ajoutera ensuite les equatlons (35) et (a7), ‘aprés les
>avmr multiphees par des constantes telles- que dam L équatlon resulta.nte”_' B

(28).le coefficient de z, p, soit nul. AT I A

Si T equatlon (28) est une, 1dent1te, on est ramené au premler cas, 4 la'f.f

condltmn de remplacer les’ equatmns (23) et (24) par (25) et (27)

opération que sur (25) et ainsi de smte I est, dalr que, apres douze ope-
rations au plus, on arrivera a une 1dentlte.- - . AR
Par conséquent, tous les cas possnbles peuvent sé ramener au premler‘
cas, et I'on peut tou_]ours supposer que’ les equatlons (26) sont Satls—i
Cfiites, _ \ o
- Dans ce qui va suivre, nous dirons, pour abreger, en parlant des dlffe-;- '

rences a — b, a —c, a—d, b—c,b—ec, ..., les a — b, et,e_»n.ﬂparlant.- B
des coefficients b,, Cordyy @y, by oonyles by. ' o
Les equatlons (26) peuvent étre satisfaites de. d:fférentes iacona. :

Premzere hypotbese |

/Tuus les a— b sont dlfferents entre eux; il faut alors que tous les b
soient nuls, excepté un, &, par exemple..
Alors I ‘équation (23) se réduit a

On en conelut que toute forme réprodiietible 4 1 fois par les deax. trins-
formations proposées ne contient pas x, et est par conséquent reductlble o
aux formes ternaires. ' :

La premiére hypothése doit donc étre re]etee

Dans les deux1eme, troisieme et quatneme hypothebes ‘on’ supposeraf
que deu& des a - b sont égaux: entre eux. .. -




b almrsi' que tﬂus les by :scnent nuls exeepte b et o, on. blen excepte

20, a,Z0,

2P2+aﬂpa""’"'0!

F:: f'oncmon generale de .:z:, ) &, et @, m2 — @, &




x“+m(mx +Aw)

. Quatriéme hypothése, :-'

¥ "Tﬁuwles b 8 annulent exe:epte v et da.g
L equatlon (23) s’éerit

| ba:p,—{-—dmpst—u

7 eta pom mtegrale genera]e

.Z'

A etant une constante. " ,' o R
'On obtiendra donc les formes cublques non decomposables en facteurs,
et sansfalsant anx condmons proposees, en ecrwant BT '

Er,“+.z: (.:c ;r; —+—7\.1 w&)
‘x -l-m(.r x; +Mv a:)

La seconde de ces formes se dedmt de la premlere par une permutatmn
d’indices. . : - .

© :Dansles cmqmeme et sixitme h’ypqtheses, an supposera que trms tdes.
a— b sont égaux entre eux. T




b m2pn:“}'cz sPa’l"ddf Pa-—'oa

. T
s

F= fonctlon arbltmlre de .:c“a:&.z -+ Az P XLy T T, BTy v,

| 7\, . et v étant des constantes

On conclut de Ja que la seale forme cublque qul soit reproductlble ala
fois par la transformation qul correspond a Téquation (23) ‘et par-une
transformatlon canonique, et qu1 de plus he smt pas deeompasahl. emfa‘c,—
- .“teurs, est la: smvante : .

hhz,‘—}—#m&mg.x,n + rad.

Si&riépée hypolﬁé‘se.




& zém_e lzypnzlw_qg;;?‘ -

AP R

Tous les b, sont nuls, sauf' b5, d et d,. _ , : -
Lequatmn (23) secﬂt L e T

SR ..——.._ foh_(;tion‘a'rbitrairg de x,, x, +-v,, B0, - Ax, + pr, st

A, 1t et v etant des constantes. ‘ « _
On conclut aisément qu'il s exlste pas de forme cublque mdecompn- o
sableet reproduqtlble ala fms par, les deux transformatmns prt:urposeesm L

Huitiéme ﬁypotkéi’e.

Ca—c=b—

N

1 éguation’(23) doit alors se réduire 3

C, X, py + du“ﬁP; -+ Qéxapz +1‘121"a]72= 0,

eta pour-'intégrale‘vgénéral_e R

- F = foqction. .épbitragire _dc;f‘, x, &y ‘?t_ffl}", -i‘_a + M". a:,, —|- ,e_c_lzé;a;:_,; fz—fv._'ng* S

B S

(23), et par une transformatwn canomqu‘ _
aanmm devons fmre d’abord ;ane: remarque lmportante surwla;.sgcgnde-

]des=-equat1qns-(22) cest que, snlon mult;phe l’equatmn (23) par un ca‘eff.' :
L Cahier. o - B




ﬁelent eenvenable, puls qu on la retranche de l’equa’n on (22) 11 went

'-‘3".". 1% 4 o

a xp{+bxﬁp2—t—c &9P3+dw Py =0,

de sorte quel on dmt avoir

LT ety

.
. M f LY
Conatiegpiye

A moms que la forme F ne soit reproductlb]e a la fois par deux transf'or—
" matlons canomques qul ne sment pas des pulssances d une méme substltu-

ii zﬂ)

tlon.
- Tout ce qul precede suppose que ]es équations (23) et. (24) ne se ré-
" duisent pas i des 1dent1tes. Voyons ce qul arriverait si parellle chose avait

i ) .
2SO TP Los
55 .:!.:uﬁt_}'

otk [N T

lleu. :

Pr“emmre k)fpatizese. v

'1 or es Ies quanm:es a, 5 ¢, d sont dlfferentes entre’ el]es
Dans ce cas, rons ]es b dowent etre ““]Sa et I'équation (22) se redunt a

.

a xipi + b xzpz

sz p?} —!“"‘d .’,'lf&P‘i — 0., . .. ; !'g‘.'k?

Pdl‘ consequent les deux transtrmatmns pmposees sem: canomques, et
* I en avu p]us haut !e I‘ablean des formes eublques gua;.ernagge; qus?nt

.‘ ; i':»“‘f é;ry;i??;

‘v{ xii’ ?:

teifieTi “r

..:,_g ‘,, . B




. FORMES' cunlquzs ¥

la ramerner ¥ la forme canomque par un changeinent lindaire de vanables,f E
et I’'on voit aisément que, aprés que Ccé, changement est effectué, la transfor- _‘ '
mation qui correspond 2 la premiére equatlon (22) reste canomque, et
pat consequent on est amene au cas precedent. AFSETE IR TN TR
S, 'on suppose, an contralre, que la transformauon qm eorrespend a, la
seconde équatlon (22) est de la quatridme catégorie) elle sera évidemment

- dy type.C, et par conséquent.Ja forme F réductible aux formes ternaires.
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o Quatrieme’ kypothese.
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*" Dans la troisidine et la quatrieme hypothese, 8 la i:ransfermatmn T, qoi: -
correspond. i Ja deuxiéme. équatlon {22}, st de la premidre.ou.de la, troi-
siéni¢; catégdrie, on ralsonnera ¢comme dans la deu;u‘eme hypothese et.on,
arrivera auw méme résultat. | ! 3

Dzmse la troisiéme -hypothése, si eette. transformanon T; est de la qua-
tridmes eatégorie; elle est:du type Dy et par eonsequent la fox;'me K estorés
ductlbleaux formes binaires. /iy b niled Do el

;> Dans:da qnameme hypothése,-si. T est. de la quatrleme categome, elle
est du. type: E;; mais toute forme-qua_ternaxre reproductible par une trans-
formation du type E,: est'décomposable en facteurs. . " Laitad o
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* H.POINGARE. L

o N _RESUME. =

On a vu plus haut le Tabléau des formes 'cubiEIuee quaternaires repro-
ductibles par deux transformations canomques qm ne sont pae les pms—
saficés d’une méme substitution.’ ' -

Nous allons’ donner maintenant, en nous ‘appuyant sur. ‘Tes consulera—' |
tions precedentes le Tableau des formes cubiques quaternaires qui ne sont
ni reductlb]es aux formes ternalres, ni decomposables en facteurs, el qui
sont reproductlbles par deux transformatlons de la premiére, de la troi-
sitme oun de la quairiéme catégorie, I'une canonique et I'autre non cano-
'niqi]e; , T
' ) A-xie, +x,xl,
a2, 2,28
xy 4+ 2,x}  + X,

11 faudrait, bien entendu, ajouter les formes qu’on peut déduire des pre-
cédentes én affectant chaque terme d'un coefficient quelconque, et toutes
celles qu’on peut en déduire par des permutations d’indices,- -~ :

“En’ce qui concerne Jes formes. terhairee, la longue discussion qui pré-
~dede n’est pas necessatre en effet, consrderons des formes de la quatr:eme}

R rebl;'eussement et un pmnt d mflexmn foute Sl]hstltllt]()ll qui- reprodmt la
4 ‘forme dormee reprodulra ausm les pomts smguhers et les tangentes en ces

es ~.eanbn1qne, ¢ est que le tmangle est ]e trlangle de reference, et s’ il ¢st
e trlangle de reference, toute transformation de la premiere categome qul
| ﬁle reproduit est canonique.

7 Donc une forme de la quatrieme famille ne peut étre reproductlble ala
, fms par deux transformatlons de la premiére catégorie, 'une canomque
B 8 utre non canonique; et, d'ailleors, nous avons vu qu'une pareille
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