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· `'aI. – Introduction. ' ':J

L'étude arithmétique des formes homogènes est une des questions les
plus intéressantes de la théorie des nombres et une de celles qui ont le
plus occupe les géomètres. Les divers problèmes qui se rattachent à la.J~n~u~iK~théorie des formes quadratiques binaires ont été résolus depuis longtemps,
g"rï~!~I tir ihoîidIl,l;té,àUit~ ét'I~'~bl~tibri,i~ri~étéjdé¥êli&p''pi~'a~n~¡ d~~grâce a la notion de réduite, et la solution en a été développée dans des

Ouvragesaujourd'hui classiques. La notion de réduite s'étendait sans peine
aux formes quadratiques définies d'un nombre quelconque de variables, et
les questions relatives aces formes ont été traitées dans un grand nombre
de Mémoires, parmi iésquels nous citerons un remarquable travail de
MM.Korkine et Zolotareff, inséré dans les Tomes VI et XI des Mate-
matisc/ie Annalenet auquel nous ferons de nombreux emprunts.
Généraliser une idée aussi utile, trouver des formes jouant dans»te cas

général le mêmeroi que les réduites remplissent dans le cas des formes

quadratiques définies, tel est le problème qui se pose naturellement et que
M Hermité a résolu de la façon la plus élégante dans divers Mémoiresin-'V~M~I~ ',o.
sérés dans les Tomes 42 et 47 du Journal de Crelle. `,i;~
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M. Hermite s'est borné à l'étude des formes quadratiques définies ou
indéfinies et des formes décomposables en facteurs linéaires mais sa mé-
thode peut s'étendre sans difficulté àù cas le plus général. Je crois que

cette.gçrçériiJjgatiOjn?pent«conduire?à, des résultats intéressants, et ^'es^ce
qui m'a5détjrniihî à*khtrep^rehdrèW travail. '• "' v M'f

Ce n'est pas la première fois, d'ailleurs, que l'on tente l'application des

procédés deM. Hermite à lind forme quelconque, et je dois citer à ce sujet
un remarquable théorème de M. Jordan (Comptes rendus des séances de
VAcadémiedes Sciences, 5 mai 1879), dont je donnerai dans ce Mémoire
une démonstration nouvelle.
Les résultats auxquels je suis arrivé s'appliquent à une forme quel-

conque mais, ne voulantpas sacrifier' la clarté à la généralité, je me suis
restreint aux formes qui sont les plus simples parmi celles que M. Hermite
avait laissées de côté. On verra aisément, d'ailleurs, quels sont ceux des
théorèmes qui s'étendent au cas le plus général et comment on devait
faire pour les généraliser.
Les plus simples,de toutes les formes, après les formes quadratiques et

les formes décomposables en facteurs linéaires, sont les formes cubiques
ternaires. Maissi je m'étais borné à envisager un cas aussi particulier, bien
des résultats importants seraient restés dans l'ombre c'est ce qui m'a dé-
terminé à dire quelques mots des formescubiques quaternaires. Je n'ai pu
pourtant en faire une étude aussi complète que des formes à trois variables
non pas que cette étude présente plus,de difficulté, mais parce quej'aurais
eu à envisager un nombre très considérable de cas particuliers et que j'au-
rais été entraîné ainsi à des longueurs inutiles mon but n'étant que de
mettre en lumière quelques particularités aux formes quaternaires,
j'ai préféréme borner un petit nombre d'exemples.
Outre ta simplicité des formes cubiques ternaires et quaternaires, d'au-

très considérations ont influé sur mon choix. Ces formes ont été eneffet,
au point de, vue algébrique l'objet de travaux très intéressants et très
complets, et, grâce au lien étroit qui rapproche l'Algèbre supérieure de

l'Arithmétique supérieure, ces résultats m'ont été d'un grand secours.
Parmi les Mémoiresauxquels je renverrai, je citerai
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UnMémoirede. M. Hesse sur les: courbes du troisième ordre {Journal

4~i~f;~de Crelle, t. 28) Y~i'- >
Deux Mémoires de M. Aronhold sur les formes cubiques ternaires

(Jpurnzzl ,de` 1 et
y >.

(Journal de Crelle, t. 39 et 55)
Un Mémoire de M. Clebschsur les formescubiques,ternaires (Mathema-

tische Annalen, t. VI)
Un Mémoire de M. Steiner sur les. surfaces du troisième ordre (Journal
de' Crelle, ï. 53) et enfin deuxMémoiresde M. Glebsch, intitulés Ueber
die ftomogane Functwnen drkten Grades, etc. (ibid., t': 58) et- Ueber j:
Knotenpunkte, etc. (ibid., t. 59).

II – Définitions.

Nous regarderons deux formes commeidentiques quand les coefficients'L,' ')- -l' 0"> "J",?;u-r;)I;<seront les mêmes, quand même les indéterminées seraient représentées par
des lettres différentes Nousreprésenterons une substitution linéaire

[ = «,ç. -+-01 S. + ?i £.+/.§«.

] x* = «,?, + -,?,?, -+- ?,Ç, -t- S,?,,
«". = «» I. -t" & Ht -+" T'a Ça- -+- S, ?»»

l tr~= a,?~~2,?~~aI~# 4

par la notation
J3, 7, <

T = a?
^2 8a •

P-' ag 1'h''a. i's ~g
·

V: '>; l.^Vi3* .À.^ ' -j, ->. '•>

Dans tout ce qui va suivre, nous désignerons indifféremment tes an-
ciennes et les nouvelles variables soit par x,, xa, xa, xt et §,,§,, ?,, £,,
soit para;, y, z, £, et f «, £, t.
Si dans une forme F, homogène en a?,, a7a,.r8, a;4,on fait la substitu-

tion T, on obtient une forme en £, £a, £s, Ç, que nous représenterons
par la notation F.T. <

F.T., a :tU
L* Cahier.
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Si dans les équations(i)-on fait les substitutions linéaires

§, = a, m,+ bi m2+ c, «, + d, nt

g2 = a2n, -+ 6,m, -+- ca«3 -+- <£,«,, 7

~=0!)-~M,-)-C,M,-+-r

qui définffsseivtune nouvelle transformation T', on obtient quatre éqpiat
tions linéaires entrer; a;2, a?,, a?4,m,,«2,«3, «,. Ces relations définissent
une autre substitution linéaire que nous désignerons par la notation

r.J T. T'.

Ces opérations auront donc pour symbole le signe même de la multipli-
cation.' toutefois, il faut -remarquer qu'elles ne sont pas commuïàtives,
c'est-à-dire qu'on n'a pas-).î.ï, .

;t.T'=T'.t, 1 '

mais qu'elles sont associatives, c'est-à-dire que l'on a

:' T-ÇT-T") = (T.T')T",

F.(T.r)==(F.T)T'.

Une transformation T sera unitaire si elle a pour déterminant i elle
sera réelle si ses coefficients sont réels, entière si ses coefficients sont en-
tiers.
Deux formes seront algébriquement équivalentes ou du même type si

elles peuvent dériver d'une même troisième par des substitutions uni-
taires. • ,'t: ~4;
Elles seront réellement équivalentes ou du même sous-type, si ellesp,eu-

vent dériver d'une même troisième par des substitutions réelles et unitaires,.
Enfinelles; seront arithmétiguement équivalentes pu simplement équiva-
lentes ,oude la mêmeclasse si elles peuvent,dériver d'une mêmetroisième
par des substitutions entières et unitaires.
Onchoisira dans chaque type ou dans chaque sous-type, pour le repré-
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senter, une des foriries de ce1 type ou de ce sous-typeque l'on .appellerala

forme, canonique. Nousdésignerons généralement cette canonique par la Sa~
lettre H. Le choix de la forme H est à peu près arbitraire; toutefois on sera
conduit, dans la plupart des cas, à choisir,de préférence la forme la plus 3~
simple du type considéré. 'c, ¡;
Disons quélques mots maintenant du langage géométrique dont il sera •-

fait plusieurs fois usage dans ce travail.' Sil'on considère xK x2, x%comme
les coordonnées trilatères d'un point du plan, si F est uneforme homogène '$~
en x,, x1,a; l'équation,~f 'o. 1:<F = o 'j", :"H"1j~~t;1 >-

définit une courbe plane C. Nous dirons habituellement que la forme F

représente la, courbeC- Demême,si a; x3, x,, xt sont les coordonnées S~!
tétraédriques d'un point de l'espace, nous dirons qu'une forme F, homogène
par rapport à ces quatre. variables, représente la surface dont l'équation
estest •.. 'S~

F = o. '4~

Envisageons, dans les équations ( i ) x, #, x3-x ĉomme les coordon-
nées d'un point de l'espace; £,, i^, .£,, |4 comme les coordonnées d'un

autre point.
Les équations (i) définiront alors une relation hom&logiqueentre deux

points de l'espace, de telle sorte que la connaissance dé l'un de ces points
puisse permettre de déterminer l'autre. Le point (£,, g2, g,, £4) sera. le
transformé dupoint^a?, x^,xt, xt) par la transformation T,; on appellera
de même transformée d'une courbe ou d'une surface le He,i>des transfpr-
niées de tous les points de cette courbe ou de cette surface.
Il estclair
1° Que les transformées d'une droite ou d'un plan sont une droite ou

un plan; 'S~
2° Que la transformée de la surface F = o est la surface F. T ==o. ~$
Nous disons que T reproduit un point, une droite ou un plan, une

courbe ou une surface* quand ce pôintj cette droite; ce'planj cette bourbe
et cette surface sont leurs propres transformées.
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Nous; dirons que T: reproduit; la forme F quand on aura identique-
ment .

F.T = F.,

Tl faut remarquer que Tpeut reproduire la surface F =repro-

duire la forme F; c'est ce qui arrivera quand on aura identiquement

~i. F.T = «F •

(s: étant une constante différente de i)>

Supposons que l'on change le triangle ou le tétraèdre de référence, si

x, x3, x3, ,vt, Z, ?3, £4 sont les anciennes coordonnées de deux, points
met m' si yKi y%>y,, yt, «,, j^, »s, «4 sont les coordonnées nouvelles de
ces deux mêmes points, on auraentre ces diverses quantités des relations

de la forme

~e~

X2= o2 ,r, -+- h2 j2 + ciy1 -+ d2y,,

x* = azT<+ èa,ra + c»r» -+- rf3.r4

'–– ~<.=~~+~C~-t-

(a) ••••' •

?, – a, n, -b, «2 -t-e, «, -hdt »,,

?2 = «2 «i + ^2 «a + c\ «3 -+- d2 m, v

1 £, = «4 », + è, m2+ c, ti, -h d, »,

Soit S la transformation linéaire

a, b, ct d, 'f-i --M

,»• as bj, c, d, <

aa ès c, rfs

a, *4 c, -rf,

cette substitution définira le changement de coordonnées que l'on vient

d'effectuer.. N
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-II es tclair que la courbe ou la surface qûi| dans l'aricieiï système de coor-

données, avait pour "équation1 •* ~'a~T =•' -" ' iU'

• F
=

o J
aura pour équation nouvelle t.

` F.S = o.

Nous dirons que le changement de coordonnées défini par la substitu- 3.
tion S transforme F en F, S. i%
Supposonsmaintenant qu'on élimineles x et les entçe les équations ( iJ

et (a), puis qu'on résolve les quatre équations restantes par rapport aux a
Jn y*->J»» y* alors exprimés en fonctions de «,, «2,et mi par S

quatre équations de la forme ?

y\ = A, n, -+- lî, «a -f- C, h, -+- D, »,

`~_

y3 = A2*i, + Bjïij. '+ Ca«3 + D;,»!

y, = A3», + B.Hj, + C3«3-4- Dj»^

r. = A4»i-+- B4»iaH-C.«, -HD4«,.
La substitution .=' 'S

~M;; A, B, C( D, .f.

'T~

t
A2

."2

B$ C2 I)s 1

:a

A, B3 C, D,

A4 B, C4 D,

s'appellera la transformée de T par le changement de coordonnées S. Il
est clair d'ailleurs que

"T~ `·,tÉ

Par conséquent, si T reproduit la formeF, 2 reproduira la forme

F. S,
car .i.

a.=F.S.2=F.S.S-T S = FT.S = F.S.
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III. – Classification des transformations.

Soit la transformation
a, ft y, £;- ^l î.i;j-- ;>.<

T__ «V
& ">2 ^»

«4 (3* >< Si'' ;?" ' K;-r;î
nous dirons qu'elle est" canoniquesi l'on a '+

"– >7r=^ f='^ =!4>^i§3e* «^tiif Jûi/ ki: ^^f 4;== yt = a. :>

Envisageonsl'équation
w

a<~ ^i*•. -iv. •

(3) *x?-T*$-. /k-^o.

»«' 74 <$! –A

La considération des racines de cette équation nous conduira à classer
les transformations T en quatre catégories.
T sera de la première catégorie si les racines de l'équation (3) sont

toutes distinctes et si de plus les puissances/nieme"desracines de cette équa-
tion sont également distinctes, métant un nombre entier réel quelconque.
T sera de la deuxième catégorie si les racines de l'équation (3) sont

distinctes mais, si leurs puissances m1™'5'ne1e sont pas, w^étant un nombre
entier quelconque,par exemple! si les.jraeinés de l'équation (3) sont 1,
– 1 a et 3, T sera de la deuxièmeparce que ces racines sont
distinctes^mais"que leurs carrés, qui sont 1 j r, 4 et g,ne'sontpas tous dif-
férents entre eux. y >,|
T sera de la troisième catégorie si les racines de l'équation (3) ne sont

pas toutes distinctes, niàjssi/J1 ptutjêtre,srfgajfdé conaine une puissance
entière d'une transformation de la deuxième catégorie.
Enfin T sera de la quatrième catégorie si les racines de l'équation (3) ne



FORMESCUBIQUES, -'TERNAIRES <KT QUATERNAIRES.

sont pas- toutes distinctes et si ,• de 'plus-, T ne peut pas être regardé' domine
une puissance entière d'une transformation de la deuxième;catégorie. "'<»

Supposons que l'on se propose de rechercher les plans reproductibles
par la transformation T.
r~S~it1;r; :")')! '3; fi' ,if'! i~'t! ,,¡- !:i 'ii' 1:1

u,x, -h «,«, + «s^3 H- utxt – o0 ;,¡ d

un tel plan on devra avoir

M,6f, -)- ffji<'2 + t<si!(!t4- ~N4 M, -')-MsP: -t-M~s + M<j3j

(4) :• Il :
(4)

(
«<7i + Uaya+ ;tta)!i + U,f, 4- «j S3 +- ua S, -+ ut St ~4,

)J(;

l, Mt ua'
l',

ut v À

Il est clair que devra satisfaire à l'équation (3), et que, réciproque-
ment,si l'on égale, dansles équations(4) h à l'une des racines de l'équa-
tion (4)> ces' équationsdonneront pour les u au moins an système de va-
leurs,et définiront par conséquent au moins un plan reproductible par larL
transformation F. '– "– 'ij. `

Supposons que T soit de la première ou de la deuxième catégorie, c'est-
à-dire quel'équation ( 3) ait quatre racines distinctés, À. t À3et À., Il yà-dire 'quel'équation (3) ait quatre racines distinctes, A( Aa /\a et A4. Il y
aura alors quatre .pjans tèpro^tficMbjes1par! T. r

Imaginons que l'on fasse,un changement de' coordonnées 2 en 'prenant
pour nouveau tétraèdre de référence le itétraèdré formé par ces quatre
plans. Il est clair que la transformée de T par 2 sera

i:J .- • .>:• -)il!.Ï!V- i!i>•i.-JÎ/ ,i- :\i,<\i \\l ;i:,f\
A. O oo o ot.·:
' O X, o o

o o A^ o
o o o A4

et sera par conséquent canonique, et nous l'écrirons quelquefois, pour
abréger, (A,, Aa,A,, \).
H suit de laque T est de la première ou de la deuxième catégorie; on

p«ut*e1ioîsit'i2ldéitelte'^eirt»1SqfUe:H':i-1>*i;fî:|•«*"''ï.; '•"•»•> ^w"(|i»fii'
;2"'T.2 -t-.u'Kuiil-ttio«

soit canonique..
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Je dis qu'il en est de même si T est' de la troisième, catégorie; en effet,
dans ce cas, won pourra poser s g ï Y

.;• T=V\ a ¡'

t étant de la deuxième catégorie et métant un entier positif; soit pour
fixer les idées,

on aura
'"ri' 'd

T = T3 = T.2.2-<.T.2.rlT,T~

d'où
C.~ ~W'z)~

Sidonc2~(T2,estcanonique,2~'T.2leseraégalement..
Les mêmesconsidérations vont nous permettre de définir les puissances

entières, fractionnaires, incommensurablesou imaginaires d'nne transfor-

mationde l'une des trois premièrescatégories.. # z.
En'effet,soit d'abord une substitution T canonique

A, 000 o ',a :'x L~,f~'à°~F

T=
o A,o oo = (a(,A2, a,, aJ.

ap.o O O xf.-A4 a1 ·

Soient l'une des valeurs du logarithme deA,, //2, t*3,p, une des
valeurs des logarithmesde A2,A3,A, T"sera, par définition la substitution

eav* o o o

o é1*' o o'

/~at~y;P··> > PBWi

`'

f gaWr

000 e"

Supposonsensuite une substitution non. canonique;; .on pourra, l'écrire
sous la forme s
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Tétant canonique,et sa puissance«ièmesera, par définition, ;~S

S \T\2.

Les transformations ternaires de la troisième catégorie se classent en
deux types
-).f. «00 «00

Type A o a. o Type B. oo a o

oo/3 boa a:

mais nous devons remarquer que la substitution unitaire du type B estt ?
la substitution unité, .c'est-à-dire celle qui laissetoutes les formesinal-
térées. :i-~
A ,ees deux types, correspondent deux autres types appartenant à la

secondecatégorie

Type M (a, A,«, |3), Type B' («,«,«),

A,et A2étant des1racines mlimsde l'unité. -ë
On trouve de même pour les transformations quaternaires de la troi-

sième catégorie quatre types

TypeC. («,«,p,?), TypeD. («, «, /S,p),

TypeE. (a, a, «, |S), Type F («,«,«,«),

auxquels correspondent, pour la deuxième catégorie, quatre autres types

Type C («,A,«, J3,?), Typeïï. («,«, /J,A,|3),

TypeE' («, A,«,A2a,(3), 7>/>c F' (a, *,«, A2«,Asa),

A, A2,jetant des racines /ra"aiM!sde l'unité.
La question qui se pose est de trouver les points, les droites et les plans

reproductibles par la transformation T et de discuter complètement le g!
problème, mais il suffira pour notre objet de faire cette discussion pour
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les transformations ternaires, les résultats devant s'étendre aisément aux
transformations quaternaires.
Appelons triangle principal le triangle de référence auquel il faut rap-

porter les, équations de T..pour réduire cette transformation à la forme

canonique; on verra aisément

i° Quesi T est de la première ou de la deuxième catégorie, les seuls

points ou droites reproductibles sont les sommets et les côtés du triangle
principal;
a° Que si T est de la troisième catégorie et du type A, les points repro-

ductibles sont le sommets,•=' t= .6, et les points du côté à?3=o, pen-
dant que les droites reproductibles sont la droite <r3 =o et les droites

qui passent par le sommetx, = xs = o
3° Quesi T est de. la troisième catégorie et du type; B, tous les'points

et toutes les droites sont reproductibles. ,r

Supposons que T soit de la première catégorie aucune de ses puis-
sances entières ne sera de la troisième catégorie, d'où il suit que, si T0
est un point quelconque non reproductibley si T, est le transformé de, t,,
t2 celui de T,,etp., il ne pourra jamais se faire que tm se confonde avec
T Donc

Si T est de lu première catégorie, sauf les sommetsdu triangle prin-
cipal (ou, dans le cas des transformations quaternaires, les sommetsdu

tétraèdre), tous les points ont uneinfinité de transformés successifs.

Passons maintenant aux transformations de la quatrième catégorie; on
ne pourra jamais les réduire à la forme canonique, mais on peut choisir 2
de façon à ramener2~' Tl à sa forme la plus simple.
Ainsi les transformations ternaires de la quatrième catégorie se parta-

geront en deux types, dont je donne ici les formesles plus simples

.• >n' :i' -^i,-.0 >& :> « ,0 '• O

Î>^A, o et o lypëh, |S « o
' ••• o y •• ;- y• :$ K
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Les transformations quaternaires se diviseront en quatre types .SS

s.« O O O >, « O O O

TypeCt“'oFSt>o.1TypeDy<xoo
0070 o .<. – oojso

o o 5' y o o <? v|3

& 00 .0 < oc o :iO p

0S00 o Saroo

TypeE, o y p o TypcT, y b oc, o

0 0 5/3 s ô a

On voit aisément que les seuls points reproductibles sont les suivants

Type A, xî=x3 = o, oet=xi=o,
TypeB, x,=xî = o,

Type G, xt=xî = x)=o, x1=x,=xi – o, xi=xi=x'i = o.

TypeD, xi=xi=x> = o, xi–x,=xi–o,

TypeE, x,=xt = x!l = o, xil=x3 = xl = o,

Type F, x, = xt = 'x, = 0.

Il ne peut y avoir d'exception que pour les types A,, C,, D() E(, si

u=- <Or toute puissance entière d'une transformation de quatrième catégorie
est elle-mêmede cette catégorie. .?'

Donc, siT est de la quatrièmecatégorie, sauf unnombre fini depoints
reproductibles, tous les points ont une infinité de transformés successifs.

Il ne peut y avoir d'exception que pour les types A,, C(, D(, E, si
a'" =J3"1,et alors le lieu des points qui n'ont pas une infinité de transfor-
més successifs est une droite ou un plan.

,c;.
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IV. – CLASSIFICATION DES FORMES.

Les formes cubiques ternaires représentent des courbes du troisième

ordre; nous les diviserons en sept familles.
Les quatre premièresfamilles comprendront des formes non décompo-

sables en facteurs, qui représentent des courbes indécomposables.
Parmi elles, les deux premières familles. comprendront des formes

à discriminant différent de o qui représentent des courbes sans point
double, c'est-à-dire des courbes de troisième ordre et de sixième classe..
Les formes peuvent toujours s'écrire de la façon suivante

• «xyzh-x'-hy^+z3,

X, Y, Z étant des formes linéaires en x,, x^, xa; de sorte que la foriue

canonique qui servira à définir chaque type ou chaque sous-type de ces
deux famillessera

(5) f>axyz-t- p(x* +J3-H33).

On démontre, en effet (voir un Mémoire de M. Hesse, inséré dans le
tome 28 du Journal de CreUe), qu'une courbe G du troisième ordre et de
le sixième classe a neuf points d'inflexion dont trois toujours réels et six

toujours imaginaires. Ces neuf points d'inflexion se distribuent de quatre
manières différentes sur trois droites, et ils se distribuent d'une manière et
d'une seule sur trois droites réelles. Si l'on ,prend ces trois droites pour
former le triangle de référence, l'équation de la courbe.C sera de la forme

:&=~ Y'-i~ "t~ -> n 'c.~

.-– 6<xxyz-hp(x* -t-y* -+-z') = o, -v'

de telle sorte que, si F est la forme qui représente la courbe C, on pourra
toujours poser

F = 6«xyz- /3(*3 -+-/• -h z'jl,

Eétant une substitution à coefficients réels.
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II suit de là que toute formé' cubique' ternaire de la première ou de'la
deuxième famille est réellement équivalente à une formé telle que(5). 10q

Maintenant, parmi ces formes, je distinguerai (et l'on verra plus loin
comment j'y suis conduit) 'Ji) .)'

i" Unepremière famille, composée des formes qui ne sorit pas décom-

posables en une somme de trois cubes
a? ~7/!C, ~~PM~.M!~ s composée des .fbrH)jeSiiqu!j;son!Edecompo~

sables en une somme de trois cubes. • ^)S!V,u: ,- -à
Les formes de la troisième famille auront le discriminant nul, mais

tous leurs invariants ne seront pas nuls la fois; elles représenteront des
courbes du troisième ordre et de la quatrième classe.
On démontre que ces courbes ont trois points d'inflexion dont un seul

est réel, et que ces trois points sont sur une.mêmedroite réelle,
Si l'on prend pour former le triangle de, référence cette droite et les

deux tangentes au point double, on trouve que l'équation de la courbe
peut être mise sous la forme

6«xyzH-0(#*-f- j8) ==o.

On en conclut que, si F est une forme de la troisième, elle sera algébri-
quement équivalente à l'une des formes

(6) S«xyz + ${x>+f),
- ••

ou par conséquent qu'elle sera réellement équivalente à l'une des formes

6axyz-i-p(x*-hr*)> '•

ou à l'une des formes

(7) 3««2z + 3«72z-|-pa;a – $$xy\

selon que les tangentes au point double de la courbe C sont réelles ou bien
imaginaires conjuguées.
Les formes de la quatrième famille seront celles dont tous lés invariants

sont nuls. Elles .présenteront une courbedu troisième ordre avec un point
de rebroussement, et cette courbe sera de troisième classe.
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I Cescourbesont un seul point d'inflexion, qui est toujours réel. Prenons,
pourformerle triangle de référence, la droite qui joint le point d'inflexion
au point Fde rebroussement et les deuxtangentesd'inflexion et de rebrons-"lr_ i.}h;. ,1 '}. ,1_~i"w '?J1:'~Jf< o. JO}' i".¡,
sement. L'équation de la courbe pourra s'écrire

("1
z~:+,~p<o~°,za-hxy2 = o, o,

de sorte que toute forme de la quatrième famille sera réellement équiva-
lente à la canonique

(8) z> + w>.

Les trois dernières famille comprendront des formes décomposables
en facteurs" v. > '4¡il+,f,

Les formes de la' cinquième famille représenteront une conique S et
une droite D non tangentes entre elles.
Prenons, pour former le triangle de référence, la droiteDet les tangentes

à S aux points où cette conique rencontre D l'équation dé lu courbe

décomposable pourra s'écrire ,• .s

-;i~ ~(~+~)~0,

de sorte que les,formes de la, cinquièmefamille seront algébriquement
équivalentes à la canonique

(9)- fiz*- -±-.6«xyz, L.~H. 1

et réellement équivalentes à la canonique

S~S~ |3«3+ _6«xyzs ~'T"
ou à la canonique ."i't.~C–r~

(io) -3«xi<à.rh3«x3z, ..ic
.1' t~

selon que la droite D rencontrera ou non S. j.
r.U_,i{i,J--><?¡.J~¡J;t\{_¡,> '{' -)'J" '1 droit~,i, et,qne co-Les formes de la sixième famille représenteront une droite Det une co-
nique S, tangentes entre elles. Prenons pour triangle deréférence la
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droite D, une droite Hpassant par ,1e point de contact de D'îet'de S et la

tangente à S au point où cette conique rencontre H. ,<

L'équation de la courbe décomposable pourra s'écrire

<*?(*? + ?xf) = °i •

de sorte que les formes de la sixièmefamille seront réellement équivalentes
à la canonique

(u) 'Auyz* -+- 3pxy\

Enfin la septième famille se composera des formes décomposables en
facteurs linéaires, dont M. Hermite s'est occupe.
Avant d'aller plus loin,ptus il y a lieu de dire quelques mots des principaux

invariants et covariants de ces diverges canoniques.
Nous désignerons, suivant l'usage, par A('/) le hessien de la forme f.
Soit à calculer

~(6a~x~R~S+y~8+~N$)'û(6aayz •+- $x%-+-yy3 -hSz3);

nous trouverons aisément ) h

j 6ax 6«î 6aj
36a = 6az iiyy 6otx

6uy G«x r6«2
d'où

(u) ± = 6(py%-h2*i)jcfz – 6aspa;s = – 6asyj' – 6«!4z».

Calculons de même
"

A(«z-h3j3a7');
il vient

o 6j3j o

36a = 6j3j 6£x o
o 'o 6«z '-

d'où

A = – 6«p,izy\ •. • -
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Si l'on veut avoir ~T~

on trouve .i.h~

o 6j3j o

36a = 6(3j é$x 6«s

:^<^> ' i – •>- –'• o Gaz &af

1 ou

.d~:–~a:j5~.

5t. Aronhold a'défini deux invariants des formes onbiques ternaires qu'il i

a appelés et {Journal du 'Crelle, tome 39; pi 102) et que je vais cal-

culer potir lêS formés qui nous occupent. ), 1"

Pour faire ce calcul, je rappelle la définition que Clebsch a donnée d'une

opération qu'il appelle e l'opération S (Mathemâtische Jinnàleri, t. VI,

P- 449)- "0" ÚC"
Soit Q(f) un invariant ou un covariant quelconque de la forme, on

convient d'écrire .1

~(~)]~ pour À = o.

M. Clebsch arrive aux deux formules suivantes

J|>(/)]=iS. i*(S) = T

{Mathemâtische. Annalen, t. VI, p. 45o et 4^i).

Mais si l'on remarque que ce que M. Clebsch appelle S et T, c'est ce

que M. Aronhold appelle 6Set 6T, on sera conduit à écrire

Î[A(/)J = 3S. (S) = T. T.

Or, en se bornant aux trois canoniques

6xx/z -+- (3a:1 -f- >js + Ss3, «z3 + 'à$xy\ 3«/zs +- 3|3^r%'
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la première des formes devient "».' t -• o

et est par conséquent reproduite.
Or les équations (i3) définissent une transformation

° °

H== O 2 O
O O I

dont le déterminant est |; on doit donc avoir

T[/.H] = £T[/|.

Or les deux formes/" et /.H sont identiques. Donc

S[/.H,H.S[/].

T[/.H] = T[/];

on déduit de là
~Y. 'S(/)=T(/)=O. C.Q.F.D.

Une démonstration analogue est applicable à la forme »,0

' 3«yz* -h'ïpxy\

•qui se reproduit quand oh pose

Appliquons maintenant la formule (12) aux formes (5), (6) et (g), en
faisant successivement v ' ;t *-•
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Remarquonsensuite que, ai K est la substitution linéaire

de telle sorte que v:

"7=
"7= °

'Drg.E~3.

“ s -v t v <î1 -l

`.
,v).t.

O O (1 I

r

Le déterminant de K sera égal k – or on aura identiquement

d'où ~<; ' V

1
A(3«f Ç+ 3n'Ç+ 4?3- 34^

=(–I-)3[A(6«.rrz+̂3+̂j3)K],

sf3«?jç+3««2ç+|=ç»-34ç»1W(-»)4S(6«*y»+P*>+fir*)»

T( 3«f C+ 3m1 Ç+ 4 ?- 3 4-£>2>) = (- 0eT(6«ajz +
|9ar» + ^j')'.V2 V2
P

De même, soit
~f=~~za+GfR.J^z,

w:

~P3 a `

on aura identiquement
f ~3 .T'~f c, :;T~ v4: ~t2~c

d'où

A(«) = (-*y[A(/).KJ, S(f) = (- i)*S(/),r Ï(<P)= (-i)'T(/).

Oit arrive ainsi aisément aux résultats suivants. • ¡, a.
tr.t
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Formes de la première famille.

La canonique $}'

(5) 6oc,tyz-h^{x3-hy3 + z')
•i:«!^ Iifl

donne ?\

A = 6(l33+ aa.3)xyz – 6«2^(jî3 + j»4- z3),

S = 4a(«3– ^3), T = 8«'|-2o«1>j33 – i3«.

5

}l. ^Hyi^ -Formez de la deuxième, familh. r r>,

La canonique étant la même, les covariants
et invariants seront les

mêmes j nçûs devrons toutefois remarquer que S = o (Abothold, Journ.

de Çrelle, t. 59, p. j53).

•
Formes de la troisième famille. /•, •;

La canonique t

.(6). 6«ajz + ^(^+7") ï;h^î3«'}W

donne

A = i2«*.ijz – 6«2(3(a;" hj").
r

~J'

S^ T=8a\

La canonique ~Y

(7) 3«xsz + 3«j2z + ^J – 3^'

"donne, en vertu des formules (i4)r w->i,i-;i:\w' lu •.u'hi,

–
Le* 6**3* s -+- &«*?*&– 6«î(3.r'i8«'j3;rr'

S = 4«% T= – 8«».

Nous devons appeler 1 attention sur une propriété extrêmement remar-

quable de S et de T c'est que S,est.m>'car,r,é,parfait(e>t),T. Un cube parfait

car

c T' – S3 = o.
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Nous poserons

#,
.-Mipiiiim.

rJ
et il est clairque, dans le cas qui nousoccupe,pest ég&la a«a pour la

canonique(6) et à – a«s pourla canonique(7).
Onvoit sans peine que l'ona ;n>h-t>

Formesde la quatrièmefamille.
La canonique ;0,

(8) «s*+3/3«r* '• '–

Formesde la cinquièmefamille. -•

(9) • ' -6a^rsl-f^3 '' ':i'-

donne
A = 1 2«".cyz – 6«lj3z% “
~==4~, T=8«\

La canonique

(10)()) fâ-i-Sarfz+Sayz

donne, en vertudesformules(i4) et suivantes,
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Formes âf :M, sixième famille.
La canonique

t: -aes~~ v: tf '· ·u-~ t s
I~ .3~+36~

.donne 1! «A ""l-1 'V'I ^;«' *«?"°

,,A.=--6~
et

V:`-

S = o, T = o.

V. – TRANSjEPiPJttATIQKf SEMBLABLES.

Nous allons maintenant nous occuper de rechercher les transformations
qui reproduisent une forme donnée mais posons d'abord le problème
de la manièresuivante '

Étant donnée une transformation linéaire T, trouver les formes
quelle reproduit, viu^usx ï-w:n;•... A >•' i--<y-

Nous ne supposons pas ici que les coefficients de Tsoièïjt!Sgtftiëi'i5yde
sorte que le problème qui nous occupe en ce moment est purement algé-
brique.

i° Transformations semblables de la premièrecatégorie.r :?~:~1"f,+ '7' ,;0,
Si la transformation T est de la premièrecatégorie, elle pourras'écrire

•. 2-'>s,r,

S étant canonique. r, H'"
Si la formeF est reproductiblepar S, la forme F. sera reproductible

par T; donc, pour trouver toutes les formesreproductives par T, il suffit

de trouver toutes les formesreprodnctiblés par' S et de leur appliquer la
transformation 1

Soit

S = [e1" e"1" éh**>"> e^].
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Nous pourrons poser
l
?i.'i;i'viw.( ?. M v ':?~'

ou
s=s,.s2,

ou

S, = L* C", tf*, ^J,
;'¡; s, = [«-, «•«",«"•]. .'

Soit une forme F, reprocjuctible par S, et soit

=A

un de ses termes; par la transformation S ce terme devient

Si S. Ç» Ç* e •

On doit donc, avoir

/,5)
+~~ +~~ =~~

'~la~(15) g, m, + g2 mi
m. rn, 0"

(loi
[ vlml- Hj/Wj-t- v3m, + d4/w4 =o (moda^).

i

.i: i ,f:i
4m4-

",i?1

La première des équations (15) montre que F est reproductible par

S,, 'là sescoridë'que F est repioddctible par S, '

Supposons d'abord ' • >

Alors S se réduit à S, et il suffit, pour trouver toutes les formes F, de

trouver toutes les formes reproductibles par S,. Nous dirons alors que T

a sa canonique réelle.

On a, dans ce cas,

dx 'T' ~~ij f~' ~a~ 'a~,

ou

~3~ ~<3~;

=(m~M~yM~Jp=o,

et, comme cela a lieu pour tous les termes de F1,' on auraj en appelant t
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P\t Pît P»i P* les dérivées de F par rapport à x,,&fiixjtf.axfp.n(ttrnuy/.
"'°" ,1t<¡~
(16) ft.fx\p,+fi,â!ipt-+'fttxipt-+f*A«ipt = o.

lJi)

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que F soit reprodiic-
tible par la transformation S, c'est que cette forme satisfasse à l'équation
différentielle (16). '“
Supposons maintenant que l'on n'ait pas à la fois

»,=», = v, =»,= o;
!1i',}i1' ,>~ t u

la condition précédente reste nécessaire, mais n'est plus suffisante.
Alors, si la transformation T est réelle, ce que nous supposerons, on

aura, par exemple, -1;' :,?
"2 ='~ ")'<= ––"3'

et, par conséquent,
a

(17) v,(rnt – m2) -+-va(m3 – mt)~o (modaw).
:;1< 1 (i,:j:;¡> ;C~

.<
Î ;1

i° Si vt et r, sont commensurablesavec 27, la transformation S3 est de
la deuxièmecatégorie. t~
20 Si v, et v, ne sont pas commensurables avec 2», l'équation (17) ne

pourra être satisfaite, si elle peut l'être, que si un nombre entier égale.
,r ~f °`5~ lifJhi'?~tâm~a1n~r~¡fé~J~ht~r~l' r3"Ói12â~i!r¿Mèm^mi-mr. fafa Entiers détermines on adônc- Vil .-vA'i' -.si" ,<i <$ '\L l'X.'J.i, j ',1' f,(',i.L.

?-(/w, – /n2)=:o (moda^), T-i" – mt) = o (moda^-).
r

DoncF estreproductible par le,s transformations

– 'y"<t' _3'n
'),~'Y' t e h'

et A x1
ai* Ji!r\

•• (r 1 .«T e~"ïT)

qui sont de la deuxième ;catégorie. j, (-, i
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3° Il peut. arriver enfin qu'on ne puisse satisfaire à .l'équation (17), et
alors il n'y a pas de forme reproductible par S..
S'il y en a, on vient de voir que ce sont les formesqui satisfont à l'équa-

tion (16) et qui, en mêmetemps, sont reproductibles par une ou deux sub-
stitutions de la deuxièmecatégorie.
Quelles sont maintenant les formes reproductibles par T. Pour les

trouver, il suffit d'appliquer la substitution I aux formes reproductibles
par S. Soient j,,j2,js, yt les nouvellesvariables, q,, q2, qa, q^ les déri-
vées de F par rapport à ces nouvellesvariables les y seront liés auxx- et

les q aux p par des équations linéaires; de sorte que, par la transforma-
tion 2, l'équation (16) deviendra

q, Ky, + hiX2+- c. y» + d, y a)

(18)
+q,{aty,-hb,yt-hctyt-hd,yt)

+- ?»(«> y, +• h*y\ +- ca j3 + d*y* )

+- qfay, + b*y* -+- c*r. +- d*yt) – °-

Donc les formes qui sont reproductibles par T devront satisfaire à

l'équation (18). Si a sa canonique réelle, cette condition sera suffi-
sante.
Si T n'a passa canonique réelle, il pourra se présenter deuxcas.
Dans le premier cas, les formes reproductibles par T devront en outre

être reproductibles par une ou deux substitutions de la deuxième caté-
gorie.
Dans le second cas, il n'y aura pas de forme reproductible par T.

a° Formation des formes reproductibles.

Proposons-nous de former toutes les formes cubiquesbinaires, ternaires
et quaternaires reproductibles par une transformation canonique réelle de
la premièrecatégorie, ainsi que les transformationscorrespondantes. Voici
quel est le procédé que nous emploierons.
Nous choisirons dans la forme cubique ternaire ou quaternaire la plus
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générale, deux,quelconquesdestermespourles trois
quelconquesdes termespourlesformesquaternaires,et nousformeronsj
decettemanière,toutesles combinaisonspossibles,enexcluanttoutefois
'•i° Lescombinaisonsqui' conduiraientàuneformebinaire(s'il s'agit
des formesternaires)ou à uneformeternaire(s'il s'agit desformesqua-
ternaires) •' '¡
a° Lescombinaisonsqu'onpourraitdéduiredescombinaisonsdéjàobte-

nuespardespermutationsentreles variables
'¡ 3? Lescombinaisonsquiconduiraientà uneformereproductiblepaf
une.transformationdela deuxièmeoudelà troisièmecatégorie.
comment onpourrareconnaîtreces dernièrescombinaisons.J'
Supposonsquela transformationcanoniques'écrive

S = («,,«,, *“,«,)•

dans unecombinaison,on trouveà la foislesdeuxtermes

v\ et x

il est clair quela formea laquelleconduitcette combinaisonne peut être
reproductible par S quesi

et alors S est de la deuxièmecatégorie. .s; (
.Demême,si l'on avait à la fois 'i~.

x]x^ et x\.7\, ou x{x\et x2x\,
ou
""•' xtxtxt et .r2;r3,r4,

51estclairque l'on devraitavoir

-< .= ou «̂, =«“ ~j..
et que,parconséquent,S seraitde la deuxièmeoude la troisièmecaté-
gorie. ~i:c'' r
'Dans tbuâ lescas,depareillescombinaisonsdevraientêtre.rejetées.
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Dans-cescpnditiqns,voiçi le TJableauauquel,on arrive j'écris,&

gauchela forme"reproductibleet à droite la transformationcprrespon-,
dantej*seulement,pourabréger, l'écriture, partout, au lieu de

j'écrirai

le trait placéen dessousne permettantpas de confondreles- deuxnota-
tions.
Onarrivera ainsiauTableausuivant

Formesbinaires,
xy* ( – «, i)-)'

Formes tcrriaiïes:' ','

z3 _j- ( – 2," I. o),
za-i-a;jz ( '• °)>

Formes quaternaires.
l*-+-yz*-hxjr* ( .-4-, -r-a, '> .")>

ts + jV -h ixyl ( 2, – 2, i, oj,
«3+ jza -+- xzt ( – i, – a, i oV ,<;
xy*-h zl* -h z\r ( – 8,- 4,' -M', ), •

(Nousavonsreprésenté,pourabréger,x, o;2,,ra, x4par x, y, z, t).
Il faudraitajouterauTableautesformesque l'on obtienten affectant

chaquetermedes formesprécédentesd'un coefficientnumériquequel-
conqueetcellesquel'onobtientenpermutantles variablesentreellesd1ûne
façonquelconque.Ilestclair,déplus,.qu'uneformereproductiblepar une
transformationde la premièrecatégorieest reproductiblepar toutes les
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puissances, entières, fractionnaires, ou incommensurables de cette trans
formation. :`
Écrivons maintenant diverses formes quaternaires qui sont reproduc-

tib.les par deux transformations canoniques, par les puissances de ces

transformations et par les produits de ces puissances. Il est aisé de trouver
toutes les formes qui satisfont cette condition ce sont

x'-i-yzt (o, 1, – I, ô) (o, i/o, –!),

x3-hz2l (1, – a, 0,0). (0, o, t,– 2),.

x*y+xzt (1,-2,-1,0) (i, –1,0, – 1),

^f-hyzt' (1, –2, a, o) (1,- 2,0, a).

De ce. qui précède, nous tirerons le résultat suivant
Les formes cubiques ternaires reproductibles par une transformation

de la première catégorie sont celles de la quatrième, de la .cinquième,
et celles de là sixième famille. (Il faudrait ajouter celles,de la septième,
qui ne figurent pas explicitement au Tableau, devant être regardées
-commeun cas particulier des formes de la cinquième famille.)

3° Transformations semblables de la troisième càtégorie.

S= (/ «2» M3> Ut)

une transformation semblable de la troisième catégorie on devra avoirtroisiètne catégorie; on devra avoir

aine relation d'égalité entre deux ou plusieurs des /u, sans quoi la trans-

formation ne serait pas de la troisième catégorie.
Soit, pour fixer les idées, '`

1 '• ) t ~?/
Supposons, de plus, que]c* /t*s,/u.3,tiKsont réels; car, si cela n'avait

pas Heu, on poserait

,,oG;dri-1^`ir. ~a~=t~9°~&W~fi~â M4
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dlé
e 9o- v e3 t E, S?

i
f sa5~ 1 s

S = S,.S,, S, = ÇUt,Uj, u,, t*é), S2=(A't «Î'iV,, *)»'
"î!>

et l'on démontrerait sans peine que toute forme productible par S est

reprodtictible par S,.
Si /«,, /Ma,/M,,/m4sont réels, toute forme reproductible par S devra

satisfaire à l'équation différentielle `
,f

fttXlpt-h/*aXtpt-h[*tX3p%-+-fl4X,pt=:O.

Il est aisé d'ailleurs de trouver les formes reproductibles parr j

a = (,M,, ~4 ..i.

il suffit, en effet, de construire toutes les formes en x^, x3, a.1,, repro- j
ductibles par

(ut,rtt,nt),

puis d'y remplacer x^ par une fonction homogènequelconque de degré m
en x, et en x2.
Appliquons cette règle, qui conduit évidemment au résultat, aux

formes ternaires quelles sont tes formescubiques, ternaires reproductibles
par
par S=(g.«,ft)?

Il faut chercher les formes binaires reproductibles par

fei> ~j
Lés seules formesbinaires satisfaisant à cette condition sont i

x/1

(voir le Tableau des formes reproductibles).
Donc les seules formes ternaires reproduetibles par S pourront s'écrire S

0,$)'+- vtbxyt-+- cxz1,

et seront, par conséquent, décomposables en trois facteurs. S
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Il suit de là que les seules formes cubiques ternaires, reprpduetibles;plr»
une transformation de la troisième catégorie et du type A, sont;les formess
de la septième famille.

't,;¡ ¡ .II' ,hl

4° Transformations semblables de la deuxième catégorie!''))'
¡. i '<t;(;

Nous ne nous occuperons, dans ce qui suit,; que des formes,cubiques
ternaires. Si une pareille forme est reproductible par une transformation
de la deuxième catégorie et du type A', elle sera reproductible également
par toutes les puissances entières de cette substitution; elle le se^ donc
par une transformation de la troisième catégorie et du type A. Par con-

séquent, elle sera delà septième famille, et, en ce qui concerne les formes
de cette famille, nous n'ayons rien à ajouter aux.travaux de M. Hermite.
Considérons maintenant une cubique ternaire, reproductible par une

transformation de la deuxième catégorie et du type B'.
Si cette transformation est réelle, sa canonique sera d'une des trois

formes "l '' ' •• -•< ' ' -[.

(tv,, –iv,, o), .i'v'i' ''

' (^f ~"<' %); '•' '•
c' 'l"~ '-1.' .t:

L~ o F

Si la canonique est de la première forme, et si x™'x™'x™'est un des
termes de la cubique qûe.cette canoniquedoit reprodiiire,;on devra avoir -`

(v,(m,–.»!) =o (moda^);

et, comme mt – tn,ne peut être égal qu'à o, à ± i à±2 ou à db 3-,on
devra avoir

`

"J' -=_r nu 41rv, = 7r ou v, = –, », = -y

Soit d'abord ' .•'r~J-t~j.-iiu!H~I"i
v~

=.[3.
», =*'

La congruence

yt(mK – /«j)^o (modaw) ..(1!ivM
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conduit aux solutions suivantes -t'.ycy.un ut 1k.1')'•<>* 5'i^î

/m<==zi,11 w2=i, m,=, i, il,,
m,=r O, 777.= a, W, = 1,

w(='o, m^ = o, m,= o,

de sorte que les formes reproductibles par

(iit, – Ïtt, o\
s'écriront ~1'

x2z -+- xyz + y1z -+- z*

(chaque terme étant affecté d'un coefficient quelconque), et seront, par
conséquent, de la cinquième ou de la septième famille. t~

Supposons maintenant
7

3

la congruence •

-j-(rH( – m2)=o (modaTT-) • • !i-;>ï'

m,=-.3, /w2 =o, /«a = o, -J-~
m, = o, /»2 = 3, m, = o,
/w, = o, m/j=o, mt = 3,
m, = i ;ra2 = i ma= i /<

dé sorte que !es formes reproductibles par

(-T'-IT )O) °" (V'^V'0)
s'écriront

(19) ('!<))" x* -j- r" -h z* +- xyz

(chaque terme étant affecté d'un coefficient quelconque).' •' '" 'l'
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Soit maintenant la canonique .j i~

(/–< ~);

elle conduit à la congrnence

v,(m, – m2)4-77/ns=o 0 (modaîr),

d'où

av^ro,– t»2)=o (modaw),
“

011
it Tt aïs. 4™ m 5n

Si l'on avait », = on aurait

m, – m2 + j7î, = o (moda),

ou

m, + m, + m, = o (mod2),

ou Y-

3^o (moda),

ce qui est absurde.

Si l'on avait..», = -> la forme proposée devrait être, reproducti.ble par

elle s'écrirait donc

s"1 4- 7-f2 + zj2 + .2

"Çfe^si l'on "change z en – 2, le "terme en z* cnange de signe; de sorte que

• les formes reproductibles par

ne doivent pas contenir de terme en z' et sont par conséquent de la

1 septième famille,
.
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Si l'on a"r, = > la forme devra être reprodiictible

par' ''•! f¡:1rj

(5Ht a ii: \» 2/n a lit

elle ne devrait donc pas changer z en – z, c'est-à-dire qu'elle ne pourrait t

contenir que des termes en

x*i z~x °u sV;

de plus, elle devrait être reproductible par

(2Î'It 2Î'rt, .)'2~'(. (4

LTC

4

7C

"):,3 = (~0~ i''

et ne pourrait, par conséquent, contenir que des termes en K

x'3, y', z' et xjz.

Une pareille somme devrait donc être indépendante de z et, par consé-

quent, de la septième famille.

arrive au même résultai en faisant *t = ~t' L

Soit •
“ .

La forme, étant reproductible par

T' --3)<7r) =(i-T>o)'

ne contiendra que des termes en ~Ï

s'

Or, si l'on fait
~n

x = e3%, y = e •' », z – – Ç,

z3, xyz, a; j8 se changent en

– z3, – xyz, –x\ –y\ 'r;
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II ne peut donc y avoir de forme par une pareille transfor-

mation il en est de mêmesi v, = -=-•

Enfin, si l'on envisage la canonique

'i/ (o, o, ;»,

on voit qu'une forme qu'elle reproduit devra s'écrire

j^+j3 -hxz'+yz*

(chaque terme étant affecté d'un coefficient convenable).

Il est aisé de reconnaître que la courbe représentée par une pareille
forme a un point d'inflexion en
J.Ór~e'hn'p()1i1id'iqfl.~#orl~n"

o 0,

et que la polaire de ce point d'inflexion par rapport à la courbe est-la »

droite z = o. i'
Par conséquent, pour trouver toutes les transformations de la deuxièmeé

catégorie qui reproduisent une cubique donnée F, il faut chercher toutes

les transformations 2, telles que <s

F 2 = «' -+- fî/1 -t- yz"H-GS'xjz,

et toutes les transformations S, telles que

F S = «i3 H-j3 f H- 3yxz2+- 'iSyz1

les substitutions de la deuxième catégorie qui reproduiront F serontalors

~SS~p;•"•'•
,(#* .y, “

~f~ ~3' ~)~- '?~

S|d,' o,-tV)S~l.

> Appliquons les principes précédents aux fermes des différente familles
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Première famille.
La forme ~>

buxyz -4- /3(^ra -+- y3 -h z")

est reproductible par les transformations suivantes qui appartiennent à
la deuxième catégorie. Nous n'écrirons que les transformations, réelles, et

les- considérations précédentes nous donnent, de ces transformations, le

Tableau suivant

oi'o] ooi o.ioi
;n,o o i. i 0 o i o o r

100 o i o o o i

ô o ï i o o

0 i o o o i

1 o o o t o *?

c'est-à-dire que toutes ces. transformations se réduisent à des permutations
entre les lettres x, y, z e'est là un résultat qu'il était aisé de prévoir.

En effet, le système des trois droites

est le seul système de trois droites réelles sur lesquelles se distribuent les
neuf points d'inflexion. Toute transformation réelle qui reproduit la forme

proposée doit donc reproduire lé système de ces trois droites elle doit

donc se ramener à une permutation entre ces trois droitesl Une consé-

quence importante, c'est que toutes les substitutions qui reproduisent la
forme

() axyz +- fj (:c3 -+-j3 -+- z3)

reproduisent également la forme e
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Troisième famille.

La forme

daxyz + ^.t'^y3)

sera évidemment reproductible par toute substitution qui se réduira à

une permutation entre les lettres x et y. Réciproquement puisque les

droites x = «, J = o sont les tangentes au point double, toute substi-

tution réelle ou imaginaire qui reproduira
la forme proposée devra repro-

> duire le système de ces deux droites et, par conséquent, se réduire a Une

permutation entre les lettres x et y.

On voit de'même que la seule substitution qui reproduise

JS.^3 -+- 3j3a:/2 -+- 3a.r!j- + 3aj'z

est la substitution

M, z

Remarquons que les deux substitutions

x – m, ,r=Ç, z = C'

~r" x y = », z = Ç,

!1
qui reproduisent respectivement

p.i3 -f- 3jSaya + 3«a;l'z + 3«js z,

J. ^produisent

également

.i.¡i'r.0't~~¡~

Cinquième famille.

• Pour la même raison, les seules substitutions de la deuxième catégorie

qui reproduisent'"

~s~ z' + ôaajz,

z'-+-3aa?2z-+-3ajJz
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sontrespectlvenfent. l i,;li, -.> >: T

x = «, y = g, z = Ç;

« = – ?, r=– », = C;

pour la première, et

`7

“ •« = – ?, ,j= », z = C;

` « = – ç, .r=– »i z = C.;

a: = ?, ur = – m, z = C ·· v

pour la deuxième.

Ces substitutions reproduisent également

a?2H-ja-4-z3.

Quatrième et sixième famille.

Les mêmesprincipes permettent de démontrer sans peine que- les formes`.'
de la quatrième famille né sont reproductibles par aucune substitution -`

réelle de la deuxièmecatégorie.
Quant à la forme canonique de la sixième famillee:

t `.

x'j-hy'z,

elle est reproductible par les transformations suivantes de la deuxième ca- y
tégorie

a;-+-A.r = -– £ – a»,
y= 7i,

z – a A.r – Aj = Ç – 2*1; – An,

Aétant une quantité quelconque; ces transformations s'écriront avec le
modede notation habituel

– i – 2A o • ;`·3
r~ o i o

– 4a –4a2 i ·
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Toutes ces transformations sont le produit de la transformation unique

.(– i>i,;i)

par l'une des substitutions de ja première catégorie qui reproduisent la
forme proposée.

5° Transformations, semblables de la quatrième catégorie.

Nous ne nous occuperons que des types A, B, et E, ce que nous

dirons de ces types s'étendant sans peine aux types C,, D,, F,.

Type A,.

Soit F une forme homogèneen x, %“et xa et reproductible par la trans-
formation

o o

o (3 o

on pourra décomposer F en une sommede termes tels que

<p,étarit une

forme homogène

en ,à?2. et en

x3,et reproductible,;à un fa.cteai*,
constant près, par la substitution linéaire

~~SES~

~~s~~ s'~ayre(p.sera décompQsable en facteurs linéaires et pourra s'écrire

r. '>' <p – h{x.l – «1x3)(xi – aixa).(xi–«^). - ' n

> Aprèsavoir effectué la substitution linéaire, on aura

.x.m~C~e)~ :'ysŸ~z ~xN~a)'(~g~g-üt~x):
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<p étant reproductible, on devra avoir , <! )>

~T -t-~i ~K,y-t- ~i-~j

d'où

<pne dépendra donc que de #2 donc F ne dépendra que' de xt et de x2. %?
Toute forme ternaire reproductible par une transformation du type A, S;~
est donc réductible aux formes binaires. !G:i,:n,; H': ~S.~

Type IV
Soit la transformation

100 .<
a I o

:¡
P y >"

elle reproduit évidemment la formext cherchons maintenant quelles- sont
les formes quadratiques qu'elle, reproduit. > ;i.r

Soit. •

k,x\ + A,aj|-|-A,a;J -t-aB^a;, + aïî.Jî.a;, -)- aB^r,.r2 ;?,

la forme quadratique générale. Par la transformation en question, elle
devient
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ce qui conduit auxrelations

Ai«. + A,j3/H-B1(p + «y) + B1> =o,

A2«2-f- A3(32+ aB(«,5 + 2 B2/3+ 3|33« = o,

A372-t-2B,)f = o,
A3? =0,

A3i3 -+-B(« = o.

En général > > o on donc

>_ .:• ; a3 = b, = o,

et les équations précédentes se réduisent à

'•: A2«-4-B27 =O,

(20) A2«2 + aB2^ -i-aBj^^o.

A, est donc arbitraire et des deux équations (20), homogènes en A,, B2,
B,, on pourra toujours tirer des valeurs de ces quantités, car des équations
homogènes ne sont jamais impossibles.
Soient donc A2, B2, B3 trois quantités qui satisfassent aux équations

(20); pour qu'une forme quadratique soit reproductible par la transfor-
mation donnée, il faudra et il suffira qu'elle s'écrivee

(21) A{x\+ A(Asar*-+- aBav,.v3 -+- aB.c,),

A, et étantdeux quantités quelconques.
t i- Réciproquement, si, dans la forme (ai), on donne à A,, A2, BS,B, des
valeurs quelconques, on pourra trouver une infinité de systèmes de va-
leurs de a, /3, y, qui satisfassent aux équations (20). Je tire de là en pas-

sant ce résultat

Toute forme quadratique ternaire est reproductible par une infinité
de transformations de la quatrième catégorie.

Soit maintenant F une forme quelconque reproductible par la transfor-
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mation con'sidérée. Soit C lacourbe qu'elle représente et qui sera égalementt

reproductible par la même transformation.
Considérons l'une quelconque des courbes du deuxièmeordre

A~A~t-2Bi,.y,+-xB~=o, o;

où A, est un paramètre arbitraire et où A2, BÏVB, ont les valeurs tirées
des équations (20). Par chacun des points mde la courbe C, on pourra
faire passer une de ces coniques comme ces coniques sont reproductibles,

•

les transformés successifs des points msont 3 la fois sur }a courbe C etsur
la conique qui passe par m. Mais le point m a une infinité de transformés
successifs, tandis que la courbe Ç et la conique, qui sont algébriques, ne

peuvent, à moins de se confondre, avoir une infinité de points communs.
Donc la courbe C se réduit à un certain nombre de coniques reproduc*
tibles» . •
La conséquence est que la forme F est fonction homogène de x] et

A2x\ H- a,Bixtxt +- 2Bsx,x.i.

Elle satisfait donc à l'équation différentielle

dF rf£ dF . .
ilx, dx2 dx3
X, 0 0 F=o>

B^j + B^, A2o;?-4- \S,x, B2x,
ou

dF dF

~Aa~a+Be~dxB~'a',dxO..3 ..1:2

Conséquence. Toute forme reproductible par une transformation de
la quatrième catégorie et du type B, satisfait à une équation aux différences
partielles, linéaire et homogène par rapport aux variables xA,x2 et xs,

'd" Il Iti JTJ1 J-painsi que par rapport aux dérivées partielles -7-r-)-r–> 7–- ?.
Les seules formes cubiques qui satisfassent à cette condition sont celles

de la sixième famille.
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Type
E,.

Soit F une forme reprodoctible par

« o o o

o j3 o o

07/30

:'?~ o S = |3

Cette forme pourra se décomposer en termes tels que

<p étant une forme homogène en x^, #2, ,r4.

est évident que <p devra être reproduct sble
à un

facteur constant près

par

/3 o o ,–

7 o >

Sa f |3 I l,

et pat- conséquent absolument reproductible par

10 o o

è P"1 rni 'o.Donc 9 satisfera à une équation de la forme

II en sera de même de #™<p et, par conséquent,
de F.

Il
suit de là que toute forme

reproductible par
une transformation du

type E, satisfait à une équation aux différences partielles linéaire et homo-

gène, par rapport aux variables xn ,x'2, xz, joa, ainsi que par rapport aux

ai(
aXi aXt axa aXf
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Cerésultat se généralise sans peine et s'étend aux typesD, C, et F(
Toute forme reprodnctible par une transformation de la quatrième ca-

tégorie satisfait à une équation aux différences partielles.

6° Transformation.ssemblablessimultanées.

Supposons qu'une forme soit reproductible à la fois par deux transfor-
mations S et S, elle sera reproductible également par tous les produits des S

puissances de S et de S,; tels que

S^S'SfS".

On pourra donc former un groupe de transformations semblables simul-
fanéesqui reproduisent la forme proposée.
Supposons que S et que S, soient de la première ou de la troisième ca-*

tégorie et que S soit canonique, on peut, en effet, toujours ramener le cas
général à ce cas particulier, à moins que S et que S, ne soient de la

deuxièmecatégorie, ce que nous ne supposerons pas*
SiPi »Pï i p%i pt sont les quatre dérivées partielles de la forme proposée

/par rapport aux variables x,, #2, a?3, xA; f devra satisfaire aux équa-
tions différentielles

.>. ax,pt -h bxipi-hcjsap:s-+-dxtpt=o,

(a, x, -+-b, x2-+-c, x, -+-d, xt )p,1

(23)
-h(aix,-+-bixi-hc^x,-hdix^)p1

(22)
-+-(a,x,+b;)x!-+-c!sx:t-±-d?xi)p3

H-(a,xl-hbll,xî + cix3-+-dixII)pi=p..

Ceci va nous permettre de former d'une autre manière le groupe des
transformations semblables simultanées qui reproduisent f\ en effet, en

prenant les crochets des deux équations (22) (qui sont des équations simul
tanées aux dérivées partielles du premier ordre), puis prenant encore les
crochets des nouvelles équations obtenues, on obtient de nouvelles équa-.
tions aux dérivées partielles, qu'on peut ajouter entre elles après les avoir

multipliées par des coefficients quelconques. On obtient ainsi une infinité r
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d'équations dé mêmeforme que la seconde des équations (22); ces équa-
tions définissent par conséquent de nouvelles transformations qui repro-
duisent f. .'•••
Prenons donc les crochets des deux équations (22), nous trouverons

o=^\bi(b – a)xï + ct{c – a)vs + dXd – a)xi]pt

j -h[ai(a – b)x,+c2(c – b)x3-hdi(d–b)xt]p,'

I -+-[a3(a – c)x,+bt{b – c)x2~h;da(d – c)xt]p3
-f-'[<ï4(fl – d)x, + b,(b – d)xl-+-ci(e – d)xt]pt.

Prenons encore les crochets de la première des équations (22) et de
l'équation (a3) et nous obtiendrons une nouvelle équation (%â) qui ne
différera de l'équation (23) que parce que les acteurs entre parenthèses
(b^- a),[c – a), (d – a), seront remplacés par (b– a.y,(c – a)2,
(d–af.
Pour que les équations (22) soient compatibles, il faut que l'équation

(24) soit une conséquence des équations (22) et (23).
Supposons donc qu'on ajoute les équations (23) et (2^) aprèsles avoir

respectivement multipliées par des coefficients convenablement choisis on
obtiendra une équation résultante (26), et on aura. toujours pu s'arranger
de façon que dans cette équation (a5) le coefficient de xspA,par exemple,
soit nul.
Le premier cas qui peut se présenter, c'est que l'équation ( 25) se ré-

duise à
0 = 0,

ce qui exige les égalités

(«-*)£ = («-< = («-«o-i;

~:x6,)
te a)-' = (c- fc)îî = U'–d)?

= (d-a)°-± = {d-b)l±={<t-C)c-±-a,9 ba '1
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Supposons maintenantque l'équation (a5) ne se réduise pas à un iden-
tité. On formera une équation (27) en prenant les crochets de (a5) et de
la première des équations (22). Il est clair quedans (27) le coefficient de
xtpt est nul. On ajoutera ensuite les équations (a5) et (27), après les
avoir multipliées par des constantes telles que dans l'équation résultante
(28) le coefficient de xapt soit nul.
Si l'équation (28) est une identité, on est ramené au premier cas, à la

condition de remplacer les équations (23) et (24) par (25) et (27), si
l'équation (28) n'est pas une identité, on recommence sur, (28) la même
opération que sur (25), et ainsi de suite. Il est clair que, après douze opé-
rations au plus, on arrivera à une identité.
Par conséquent, tous les cas possibles peuvent se ramener au premier

cas, et l'on peut toujours supposer que les équations (26) sont satis-
faites. f
Dans ce qui va suivre, nous dirons, pour abréger, en parlant des diffé-

rences a b, a c, a d, b c, b c, les a – b, et en parlant
des coefficientsb{ ct d, a2 ba les b,
Les équations (26) peuvent être satisfaites de différentes façons.

; Première hypothèse.
Tous les a – b sont différents entre eux; il faut alors que tous les b,

soient nuls, excepté un, è, par exemple. j
Alors l'équation (23) se réduit à

Pl=o.

On en conclut que toute forme reproductible à la fois par les deux trans-
formations proposées ne contient pas xt et est par conséquent réductible
aux formes ternaires.
La première hypothèse doit donc être rejetée.
Dans les deuxième, troisième et quatrième hypothèses, on supposera s

que deux des a – -b sont égaux entre eux. ,•••';
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z
~eM~~Me~a~~e.

<
On a Deuxièmehypothèse. l\T'>T' {,' -“

a – b = a – c,

il faut alors quetous les b, soient nuls, excepté b, et c, ou bien excepté
a2 et a3..

si ' 7

b,>o,0 c,%o; 0;

l'équation (23) se réduit à
p, = o, v

• la forme F est donc réductible aux formesternaires. Si

ct >0' ',>0'.?~0, as<
l'équation (23) s'écrit

a^ha.p^–o,
:•:>"

et son intégrale générale
est

F = onction générale de xt, xh et a3xt – a2a?^

F est donc encore réductible aux formes ternaires.

Par conséquent, la deuxième hypothèse doit être rejetée pour la même

raison que la première.

'•'
Troisième hypothèse.

On a
a – b = b – c.

"• IIfaut'alorsque'tons,lés&,s'annulent,exceptéb, et c2.
u.

L'équation (a3) s'écrit
·'1 F. 1 Y

b.XiP, +
c3x,pt = 0, 1;

et a.pjOqr, intégrale générale.

+

M

F =fonction arbitraire de #s, xA et xax\ -{-xx\,

A étant une constante.



~H(~&m;~)~ `~1' .o"< :i'
'o~p$~ten~ regi~Q~d~ètible"fo~s par l~t trâ~rs~r~~c~

titM~ea~o~ (~3~=rtpa~rïtnek~rtsf~r~na~iaa car~anyü~y il suff~
c~a.d~~Dëï'~tM. monômes de'.j~Bm~'dëgr~

ryf

~3!~ et V~+~-?~ i~

on peut, par <exempt6,obtënif deux (ormes cuMqMes,non decomposaMes
.enj[actem's:cesoMt~

-'–a~
:+~(~)~ -h~

OtMt~ëateA~otA&e.
On a ~L~

'?-–&==c–a!

~a~&amm.Jent:ex~pté'et' ~4.<()'i.~t'
L'équation (a3) s'écrit r

~+~==0.

et a pour intégrale générale.

F==~nctionarbitrairedeA~r~et.c,Â.ï'i,.e~,

Àétantuneconstante.
On obtiendra donc les formes cubiques non decomposables en facteurs,

et satisfaisant auxconditionsproposées, en écrivant

~(~t-M'~J/

~(.C.f-K,).

La seconde de ces formes se déduit de la première par une permutation
d'indices. "<
Dans les cinquième et sixième hypothèses, on supposeca que trois des

a–& b sontégaux entre eux. -3't.4~



:'i~ S~tttiM~?i~

~M~ft~jM~?
~j,r~<~Mt~O~
'a~ a ;'f.`

a–~=&–e=c–<

Tous les b, s'annulent, excepté ~,c~ et

~RR'equattion(23)s'€cr)t

~+c.+~==o''
~cToù

F ==fonction arbitrairede~+A~<)-,M.c~g+f.t~,

Aj~etfétantdesconstàntes.
On conclut de ta que la seuleforme cubique qui soit reproductiMe la

fois par ta transformation qui correapond à t'équation (a3) et par une
transformation canonique, et qui de plus ne soit pas~decomposaMe~en'fac-
"teurs,esttasulvante: r~

~)-JC~)-E~.

&r«~MeAy/~o/A~e.
Ona

M.–&==ft–~=±~;–

~$MS~ e~cep~é b,, ç,,
rëquat!oh(23)s'€crit

– P,=o,0,

~M~
~???8~

-ox

réd~ètibleâyx forWet que~l'hypo~li~ése~doit-
~eibÉë..

~.x'T~at>p~l~~ey~ la lauitiè~ ~Yp°'tlaés~;àn supposera'qüe quat~nj
~–'&~Ht~egauxentre~eux. ~–r'
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~'Cs/t' 32

~<0~<
On a \'– -<

s~&==<x–e==~–<~==e–(/

Tous les b, sont nuls, sauf ë,,< et
L'équation (a3)s'<'cnt

-'¡O~dn 'ê' 'j.;
,“, '“ ~t- c~J~, -+-'(/ +~r, = o,.

d ;,J t > a 2.. a g k

d'où"

F=:ibnct!onarbitrairpde~e~-)-f.y,+A.r~-t-~t~.j~, >

~<et v étant desconstantes.

On conclut aisément qu'it n'existe pas de forme cubique ihdëcompo-
sable et reproductible ta Msparles deux transformattons proposées~

Huitièmehypothèse.
On a.

<î-~<'==~–c~=:–==a–<¡,¡r >-

L'équation (~3) doitalorsserëduireà

c.+<+c~~+W,;r,==o,

etapourintégrategénérate

F ==fopchop.arbitraire de ~< et +~.f,.c, -+- ~f, -~p.l,.

d'ou l'on conclut qu'il n'existe aucune forme cubique indecomposabte et
reproductibte a ta foMpar la transformation correspondant à l'ëqHatton
(a3),et parunetratisformation canonique.
Nous devons faire d'abord.une remarque importante sur !a seconde

dèseduatioas (22), c'est q<te,;8iroBmuttipuel'éqHation (a3) par na<'oef~



“ .a.j~m]E~?< "i

Scient convenable, puis qu'on la retranche de .l'équation (aa), U vient

a.+~~+c~~ 4-=o,

desortequerondoitavoir

a A, c f~
o, ~e, –~

à moi que la forme F ne soit reproducttHe à ta fois par deux transfor-

mations canoniques qui ne soient pas des puissances d'une même substitu-

tion.

Toutce qui précède suppose que ]es équations ~a3) et (a4;) ne se ré-

duisent pas à des identités. Voyons ce qui arriverait si pareiite chose avait

!ieu. .)~th'r~-)')~

-.t. -i'PfEmt6rpÂMM~&e~t'; ;;i~f ¡

Toutëstes quantités a, ~,c,<~sbnt différentes entre e!Jes.
h,

Dans ce cas, toustes doivent être nuls, -et Féquation (aa) se réduit à

c.)-~a')-c~)-ï'=o. ,:f"

Par conséquent, les deux transformations proposées sont canoniques, et

t'on a vu plus haut !e Tableau
des ~rmes cu~)que~s qua~rna~reAquI. son

reproduCtiMesa1afbispardèuxl3~

D~M~M~~M~

.=:'m)'t~)~iitr!r)'')~j'
~yZs~r~~ b ,j.

g ce ~a tous es ~$0» nu sa<if o. et N~, et t equatton (a:a}

'4-(~ p

)jt~if'}~n<~uppose~e~~ qui cdurëspond a 'cettb ssc~de

't'tMt'8 ~'MM~~M~~ i) ss$pa~pM~ipte.d~
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la ramener à là forme catiônique par un changement linéaire de variaMès,
et t'en voit aisémentque, après que ce changementest effectué, la transfor-
mation qui correspond à !a première équation (22) reste canonique; et
pacconséquentpnestamenéaucasprécédent. y
~it! p*)suppose, au contraire, que ta transformation qui correspond ala

seconde équation (22) est de la quatrièmecatégQFie,,el!e~era évidemment
d~ tN~Ç) .et; parconséquent !a forme F réductibte aux formesternaires.

ii);: j'i ,t-')!r, ~.ymM<eM~A~!M<AMe.
~Qn;a .J; '<

;== ;iet .C==<

tous les sont nuls, sauf &<t~,c~ et

9M<!<~e'yKeÂ~o~M.
Onaa

t:t'= &=:<

t<~Sil€S~~SOpt~aHf,e,~< ~p~,h 'j~ ~t;r;
Dans la troMième!e!:ta qH&triemehypothèse, si là transformation T~qub

CMre~ppi~~lade'uxième équation (as), e tapremière pu de ta,tfoi-
sièm~'catég~riié, on raisonnepa comme dan&!a deuxième hypothèse et ;on
at'Eiveraau.imemerésuJtât.
'J Daé&'ta;troisième ~hypothèse,si cette transformation T, est de )a qua-
trième)Eatég~ri~eMe'est du t~pe R, et par conséquent la forme Ee&tré-
ductiMe aux formes binaires.?. 'j ~),n',hn';
jjBans) ïa quatrième hypothèse, si;T, est de, la quatrième catégorie,i~He
est dû type E, maistoute forme quaternaire j'eproductiMe par une tr~ns-:
form~ondu typé E, est décompQsaMeen facteurs. ~j ,t
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.RÉSUMÉ.

On a vu plus haut le Tableau des formes cubiques quaternaires repro-
dnctibles par deux traUsfbrmations canoniques qui ne sont pas les puis-
sancësd'uhemèmesubstitûtion.
Nous allons donner maintenant, en nous appuyant sur les considéra-

tions précédentes, le Tableau des formes cubiques quaternaires qui ne sont
ni réductibles aux formesternaires, ni décomposables en facteurs, et qui
sont reproductibtes par deux transformations de la première, de la troi-
sième ou de la quatrième catégorie, l'une canonique et l'autre non cano-

nique,
.!?,-)-.c~~fj -(-~a~,

~"g–j–ï'j -f–r~,

x2 +x,,r4 + xsx2xs.

Il &udrait~bien entendu, ajouter les formes qu'on peut déduire des pré-
cédentes en anectant chaque terme d un coefncient quelconque, et toutes
ceHesqu'on peut en déduire par des permutations d'indices,
En ce qui concerne les formes ternaires, la longue discussion qui pfé-

ëedë n'est pas nceessan~; en e~ considérons des forliÍesde la"quatrièJn~:
&)mM~~ BÛesreprësentent des courbes ofn'ànt:unpotnt de
rebrousseméntet un point d'innexion; toute substitution qui reproduit la

> forme donnée reproduira aussi les points singuliers et les tangentes en ces

~j~ .i .:i~

~§~M~ ;tiiinSfotiriitioulClli'I{J;poomiê're'catégorie,l1eprodüit.c~tnangteiet
est càhoniquet c'est que te triangle est te triangle de référence, et s'u est
le triangle de référence, toute transformation dé la première catégorie qui
te reproduit est canonique.
Donc une forme de la quatrième famillene peut être reproductible à la

fois par deux transformations de la première catégorie, l'une canonique
BtJ'aMtre non canonique; et, d'auteurs, nous avons vu qu'une pareille



~M~jM~ ~il~i'i~F~~`~1~l~

torn~~nt~t~~dM~~ pa~,aù~u~e substitutiori de la ~~rrs~èuï~~u d~
~,quaMè~~t~r!e.?~ S~gS!

LememeFaisot)nements'appt!q~~ forxnesdela cinqu~ènr~fârr~tlie:~r
conséquent, !e~seules formes cubiques ternau'es qut soient reproductiMes
par deux transformations de !a première, de la troisième on de ta qua-
trième cat€gprie,t'une canonique et rantre non canonique sont c~ de..
!asiMeme&mil!e, ~<

Dansun prochain Mëmoire,j'ëtudiërai tes appticatioas de$ eo~~e]~-
ttons qui précèdent à t'étude arithmétique des formes cubiques ternaires.

v, ..· ·
MNDUt~CÂH!ER.

=-


